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СИНТЕЗ КАСКАДНО-ПОДЧИНЁННЫХ СТРУКТУР РЕЛЕЙНО-МОДАЛЬНЫХ СИСТЕМ С 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ КОРНЕЙ НА ОСНОВЕ МЕТОДА N-I ПЕРЕКЛЮЧЕНИЙ

Введение. Принципы модального управления служат  методологической основой обеспечения заданных 
показателей качества переходных процессов и для непрерывных систем [1], и для систем разрывного управле-
ния [2]. Однако модальные регуляторы не могут считаться оптимальными с точки зрения каких либо критериев‒  
качества, поскольку типовые распределения корней характеристических уравнений, лежащие в основе опреде-
ления параметров таких регуляторов, являются продуктом компромисса, частично удовлетворяющего ряду про-
тиворечивых технических требований. Вместе с тем, системы с переменной структурой, к которым относятся 
релейные системы, допускают не компромиссную, а совместную реализацию совокупности заданных свойств, в 
том числе – оптимальности по ряду критериев. Примером может служить каскадно подчинённая система раз‒ -
рывного управления с линейными функциями переключения, синтезированная методом N‒i переключений [3]. 
Обладая технической простотой, такая система обеспечивает оптимальное быстродействие при заданных огра-
ничениях  канонических  координат,  обусловленных  максимально  допустимыми  значениями  промежуточных 
координат объекта управления, вместе с предельной точностью воспроизведения задающих воздействий.

Постановка  задачи. Применение  алгоритмов  разрывного  управления  позволяет  отнести  внутренние 
обратные связи динамических объектов к возмущениям, компенсируемым скользящими режимами регуляторов 
за счёт запаса по управляющему воздействию. Данное обстоятельство делает возможной унификацию матема-
тического описания релейных систем управления в пространстве канонических координат. При этом дифферен-
циальные уравнения динамики электромеханических систем (ЭМС) становятся идентичными описанию дина-
мики нейтрально устойчивых объектов соответствующего порядка ‒ N. Метод N‒i переключений предполагает 
применение каскада  из  N релейных регуляторов  для  оптимального  по  быстродействию управления такими 
объектами.  Обобщённое математическое описание релейных систем подчинённого регулирования (СПР) для 
произвольного N имеет вид [3]:

pE i=E i+1|i=1…N , uRi=E i+1
* =Emaxi+1⋅sign( E i

*−E i− ∑
j= i+1

N

K i , j⋅E j) , (1)

где  i ‒ номера  координат,  считая от выхода системы,  p =  d /  dt  символ дифференцирования по времени,‒
Ei  канонические координаты системы, ‒ EN+1  управляющее воздействие, ‒ Emaxi  уровни ограничений, ‒ Ki,j ‒ ко-
эффициенты обратных связей i х регуляторов по ‒ j м координатам, ‒ uRi  сигналы ‒ i‒х, считая от входа системы, 
регуляторов, символом «*» обозначены задающие воздействия, как входное, так и сформированные регулятора-
ми для подсистем, стоящих ниже в иерархии управления.

Согласно методу N‒i переключений коэффициенты обратных связей Ki,j синтезируются из условий обеспе-
чения регуляторами  Ri переключений в  N‒i характерных точках расчётной оптимальной по быстродействию 
траектории. Вместе с тем, уравнения скольжения регуляторов Ri системы (1)

Ei
*−E i− ∑

j= i+1

N

K i , j⋅E j=0

дают  основание  считать  Ki,j коэффициентами  характеристических  уравнений  соответствующих  подсистем 
управления

∑
j=i

N

K i , j⋅p( j−i )=0 , (2)

что открывает возможности как для анализа устойчивости скользящих режимов релейных СПР, так и для моди-
фикации результатов их синтеза методом N‒i переключений с учётом принципов модального управления.

Материалы исследования. Математическое описание вида (1) ориентировано на численную реализацию 
процедуры оптимизации по быстродействию [3], обобщённую на произвольный порядок системы. Аналитиче-
ские результаты применения метода N‒i переключений приобретают более наглядное представление при введе-
нии отдельных буквенных обозначений для канонических координат ЭМС. Закрепим за координатами состоя-
ния символы «ε,ω, ,ϕ Ω,Φ» начиная от точки приложения управляющего воздействия, которому присвоен символ 
«а». Подобная система обозначений ориентирована на традиционное описание вращательного движения одно-
массовых и двухмассовых ЭМС и отображает пропорциональность канонических координат соответственно уг-
ловым ускорению и скорости, угловому положению одномассовой ЭМС или углу закручивания вала двухмассо-
вой ЭМС, угловым скорости и положению рабочего органа упругой системы. Она использована в публикациях
[4 11], что предполагает заимствование и дальнейшее развитие результатов данных работ.‒

В такой системе обозначений математическое описание релейной СПР (1) второго порядка, выходной коор-
динатой которой является ω, приобретает вид [4]:
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pω=ε
pε=a } , uR 1=uRω=ε  =εmax⋅sign(ω   −ω−Kωε⋅ε)

uR 2=uR ε=a   =amax⋅sign (ε   −ε ) } . (3)

Согласно методу  N-i переключений коэффициенты главных обратных связей регуляторов  Rω ,  Rϵ единич-
ные, а коэффициент обратной связи регулятора  Rω по промежуточной координате определяется как функция 
уровней ограничения первой и второй производных регулируемой координаты єmax , amax по формуле 

Kωε=εmax / (2⋅amax) . (4)
Математическое описание СПР (1) для случая N = 3 при регулировании координаты φ приобретает вид [5]:

pφ=ω
pω=ε
pε=a } , 

u R 1=u Rφ=ω   =ωmax⋅sign( φ   −φ−Kφ ω⋅ω−Kφ ϵ⋅ε )
u R 2=uRω=ε   =εmax⋅sign (ω   −ω−Kω ε⋅ε )
u R 3=uR ε=a   =amax⋅sign ( ε  −ε) } . (5)

Коэффициенты обратных связей регуляторов Rω , Rϕ по промежуточным координатам определяются мето-
дом N‒i переключений на основании уровней ограничения первой, второй и третьей производных регулируе-
мой координаты ωmax , εmax , amax по выражениям [5]

Kωε=
εmax

2⋅amax

, Kφ ω=
ωmax

2⋅εmax

+
εmax

2⋅amax

, Kφ ε=
ωmax

4⋅amax

+
εmax

2

12⋅amax
2 . (6)

Подчеркнём, что выражения (6) актуальны для настройки коэффициентов системы оптимального управле-
ния третьего порядка (5) во всём диапазоне изменения задающего воздействия. Однако максимумы канониче-
ских координат требуют коррекции при изменении формы оптимальной по быстродействию траектории, кото-
рая по аналогии с общепринятой классификацией режимов позиционирования может принимать форму трапе-
ции [5], а также большого [6] и малого [7] треугольников. Аналогично система второго порядка (3) сохраняет 
оптимальность по быстродействию с настройкой (4) во всём диапазоне изменения выходной координаты при 
выполнении должной коррекции максимума первой производной [8] в режимах с треугольной диаграммой ε(t).

Для случая N=4 в символьных обозначениях система (1) с регулируемой координатой Ω приобретает вид [9]:

pΩ=φ
pφ=ω
pω=ε
pε=a

} , 

uR 1=uRΩ=φ   =φmax⋅sign (Ω   −Ω−KΩφ⋅φ−KΩω⋅ω−KΩε⋅ε)
uR 2=uRφ=ω   =ωmax⋅sign ( φ   −φ−Kφ ω⋅ω−Kφ ε⋅ε )
uR 3=uRω=ε  =εmax⋅sign (ω   −ω−K ωε⋅ε)
uR 4=uR ε=a  =amax⋅sign ( ε  −ε) } . (7)

Коэффициенты обратных связей регуляторов  Rω ,  Rφ ,  RΩ по промежуточным координатам определяются 
методом N‒i переключений на основании уровней ограничения первой, второй, третьей и четвертой производ-
ных регулируемой координаты φmax , ωmax , εmax , amax по выражениям [9]  

Kω ε=
εmax

2⋅amax

, K φ ω=
ωmax

2⋅εmax

+
εmax

2⋅amax

, K φε=
ωmax

4⋅amax

+
εmax

2

12⋅amax
2 , KΩφ=

φmax

2ωmax

+
ωmax

2εmax

+
εmax

2 amax

,

KΩω=
φmax

4εmax

+
ωmax

4 amax

+
φmaxεmax

4 ωmax amax

+
ωmax

2

12εmax
2

+
εmax

2

12amax
2

, KΩε=
φmax

8
amax+

φ maxεmax
2

24 ωmax amax
2

+
ωmaxεmax

24
amax

2 +
ωmax

2

24εmax amax

.

(8)

Формулы (8) применимы для настройки системы (7) во всём диапазоне изменения задающего воздействия 
при соответствующих модификациях максимумов канонических координат [10  12].‒

Сопоставление выражений (7) с (5) и (3) свидетельствует об идентичности математического описания вну-
тренних контуров регулирования релейных СПР и обособленных систем более низких порядков, достигнутой 
благодаря принятым обозначениям координат. Вместе с тем, из сопоставления формул (8) с (6) и (4) очевидна 
идентичность выражений для настроек внутренних подсистем релейных СПР и отдельно взятых систем более  
низких порядков. Данные факты позволяют сделать вывод о применимости результатов синтеза систем вида (1)  
методом N‒i переключений к внутренним контурам релейных СПР более высоких порядков.

Устойчивость скользящих режимов регуляторов СПР (3), (5), (7) с коэффициентами обратных связей (4), 
(6), (8) подтверждается результатами аналитической проверки [4]. Для этого коэффициенты (4), (6), (8) пред-
ставляются функциями постоянных времени замкнутой системы, которые определены как длительности нарас-
тания канонических координат системы от нуля до максимума при наибольшей скорости изменения, то есть при 
максимальных значениях их производных

Т а=εmax /amax ; Тε=ωmax/εmax ; Т ω=φmax /ωmax , (9)
выраженные через постоянные времени (9)  коэффициенты функций переключения регуляторов приобретают 
компактный вид

K ωε=
1
2

T a , K φ ω=
1
2
(T a+T ε), K φ ε=

1
4

T aT ε+
1

12
T a

2 , KΩφ=
1
2
(Tω+T ε+T a) ,

KΩω=
1
4 (T ωTε+T εT a+T ω T a )+ 1

12 (T ε
2+T a

2 ) , K Ωε=
1
8

TωT εT a+
1

24 (TωT a
2+T εT a

2+Tε
2 T a) .

(10)

С учётом выражений (10) характеристические уравнения скольжения релейных систем второго, третьего и 
четвёртого порядков, синтезированных методом N‒i переключений, можно представить соответственно как
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1
2

T a⋅p+1=0 , ( 1
4

T a Tε+
1

12
T a

2)⋅p2+1
2 ( T a+T ε)⋅p+1=0 ,

( 1
8

T ωT εT a+
1
24

(T ωT a
2+TεT a

2+Tε
2T a ))⋅p3+( 1

4 (T ωTε+T ε T a+Tω T a )+ 1
12

( T ε
2+T a

2 ))⋅p2+ 1
2 ( T a+Tε+Tω)⋅p+1=0 .

(11)

Анализ уравнений (11) указывает на явную зависимость их коэффициентов от половинных постоянных 
времени замкнутой системы (9)

τ a=
1
2

T a ,τ ϵ=
1
2

Tϵ ,τ ω=
1
2

Tω , (12)

подстановка которых позволяет привести данные уравнения к виду

τa⋅p+1=0 , ( τa τ ε+
1
3

τ a
2)⋅p2+ ( τa+ τε )⋅p+1=0 ,

( τa τε τω+ 1
3

( τω τa
2+ τε τa

2+ τε
2 τa ))⋅p3+( ( τa τε+τa τω+ τε τω) +

1
3

( τa
2+τ ε

2))⋅p2+( τa+ τε+ τω )⋅p+1=0.

(13)

Тогда коэффициенты (10) с учётом подстановок (12) можно записать в виде

Kωε=τa , K φω=τa+ τε , K ε=τa τε+
1
3

τ a
2, KΩφ=τa+ τε+ τω ,

KΩω=τa τε+ τa τω+ τε τω+ 1
3 ( τa

2+ τε
2 ) , KΩε=τa τ ετω+

1
3 ( τω τa

2+ τε τa
2+τ ε

2 τa )
. (14)

Данная форма представления характеристических уравнений делает их удобными для анализа с точки зре-
ния принципов модального управления. Рассмотрим полученные для случая задания действительных корней

p1=− 1
τ1

, p2=− 1
τ2

, p3=− 1
τ3

(15)

характеристические уравнения релейно модальных регуляторов [2] порядка ‒ N = 2…4:
τ1⋅p+1=0, (τ1 τ2)⋅p2+(τ1+τ2)⋅p+1=0, (τ1 τ2 τ3)⋅p3+(τ 1 τ2+ τ1 τ 3+ τ2 τ3)⋅p2+(τ1+ τ2+ τ3)⋅p+1=0 . (16)

Обозначим их коэффициенты символом Qi,j по аналогии с коэффициентами Ki,j систем (3), (5), (7)
Qωε=τ1 , Qφ ω=τ1+τ 2, Q φε=τ1 τ2 , QΩφ=τ1+τ 2+ τ3, QΩω=τ1 τ2+ τ1 τ3+ τ2 τ3 , QΩε=τ1 τ2 τ3 . (17)

Подстановка постоянных времени (12) в уравнения (16) вместо τ1 , τ2 , τ13 соответственно позволяет пред-
ставить эти уравнения в виде

τa⋅p+1=0 , (τa τε)⋅p2+(τ a+τ ε)⋅p+1=0, (τa τε τω)⋅p3+(τa τε+ τa τω+ τε τω )⋅p2+(τ a+ τε+τω)⋅p+1=0. (18)
Сравнение коэффициентов многочленов (14) и (18) позволяет сделать несколько неожиданный вывод о 

близости форм их аналитических выражений, синтезированных принципиально отличающимися методами. Со-
поставление уравнений (14) и (18) указывает на тождественность коэффициентов при нулевых и первых степе-
нях комплексной переменной p и на совпадение отдельных слагаемых в коэффициентах при старших степенях, 
причём с учётом положительной определённости постоянных времени отдельные коэффициенты оптимальных 
регуляторов превышают соответствующие коэффициенты модальных (по примерным оценкам в 1,2 ÷ 1,5 раза):

τa τε+
1
3

τ a
2>τa τε , τω τε τa+

1
3 ( τω τa

2+ τε τa
2+ τε

2 τa )> τω τε τa , τω τε+ τε τa+ τω τa+
1
3 ( τε

2+ τa
2 )> τω τε+τε τ a+ τω τa . (19)

Выявленное частичное совпадение аналитических выражений коэффициентов обратных связей релейных 
регуляторов,  синтезированных методом распределения корней характеристических уравнений и путём опти-
мизации по быстродействию, открывает возможность интеграции принципов модального управления и метода 
N‒i переключений с целью взаимной компенсации их недостатков.

Так, релейные СПР с линейными уравнениями скольжения, оптимизированные по быстродействию мето-
дом N‒i переключений, поддерживают скользящий режим на всём протяжении переходной траектории, сугубо 
нелинейной при ограничении координат состояния, за счёт перераспределения данной функции между отдель-
ными регуляторами каскада.  Однако области существования скользящих режимов каждого из регуляторов в 
отдельности крайне малы, их размеры по различным координатным осям сопоставимы с приращениями соот-
ветствующих координат состояния на временном интервале, равном наименьшей постоянной времени Ta . Это 
затрудняет восстановление скользящего режима при отклонениях изображающей точки от расчётной траекто-
рии [3]. Данная проблема усугубляется при комплексно сопряжённых корнях характеристических уравнений,‒  
которые придают колебательность скользящему движению системы. Следовательно, настройки оптимальных по 
быстродействию релейных СПР требуют коррекции из соображений робастности в направлении обеспечения 
действительных значений корней их характеристических полиномов при расширении областей существования 
скользящих режимов регуляторов.  Вместе с тем любое изменение настроек формально нарушает оптималь-
ность системы, поэтому должно быть минимизировано и строго обосновано.

Именно такие минимальные изменения в настройки оптимальных регуляторов позволяет внести замена ко-
эффициентов вида (14) на коэффициенты вида (17) модальных регуляторов в силу близости их аналитических 
форм.  Назначение  действительных  отрицательных  корней  на  основе  половинных постоянных времени (12) 
обеспечивает апериодические скользящие движения всех подсистем СПР и в то же время разрешает ключевую 
для концепции модального управления проблему обоснованного распределения корней, поскольку постоянные 
(12) определены для системы, воспроизводящей оптимальную по быстродействию траекторию.

Однако при использовании постоянных времени (12) для коррекции настроек оптимальных регуляторов в 
их значения необходимо внести поправки с учётом следующего обстоятельства. Одной из целей коррекции на-
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строек оптимальных регуляторов является расширение областей существования скользящих режимов. Оно мо-
жет быть достигнуто такой простой мерой, как увеличение коэффициентов обратных связей, что приводит к бо-
лее раннему возникновению переключений во временной области. В геометрической интерпретации это соот-
ветствует повороту гиперплоскости скольжения в направлении фазовой траектории, благодаря чему попадание 
на неё изображающей точки происходит на большем удалении от начала координат. Поскольку при непосред-
ственной подстановке половинных постоянных времени (12) оптимальной по быстродействию системы в выра-
жения (16) были получены формулы (18), из которых следует прямо противоположное желаемому соотношение 
(19) отдельных коэффициентов, предлагается скорректировать постоянные (12) до таких значений, при которых 
коэффициенты (14) не будут превосходить синтезируемые им на замену коэффициенты (17). Такая коррекция 
осуществима с помощью повышающего коэффициента γ > 1, который при назначении корней (15) и вычисле-
нии коэффициентов (17) применяется к исходным значениям постоянных времени (12) в равной степени:

τ1=γ τa , τ2=γ τ ε , τ3=γ τω . (20)
Системы второго порядка не требуют коррекции постоянных времени по причине полного совпадения их 

характеристических уравнений в виде (13) и (18). Для систем третьего порядка повышающий коэффициент γ 
следует определять из уравнения

τa τε+
1
3

τa
2=γ τa γ τε ,

откуда получим расчётную формулу

γ=√ τa τε+
1
3

τa
2

τa τε
. (21)

Для систем четвёртого порядка по-
вышающий  коэффициент  γ  можно 
найти из уравнений

τω τε τa+
1
3 ( τω τa

2+ τε τa
2+ τε

2 τ a )=
γ τω γ τε γ τa

или

τω τε+ τε τa+ τω τa+
1
3 ( τε

2+ τa
2 )=

γ τωγ τε+ γ τε γ τa+γ τω γ τ a

,

откуда получим формулы

γ=
3√ τω τε τa+

1
3
(τω τ a

2+τε τa
2+ τε

2 τa)

τω τετa

или (22)

γ=√ τω τϵ+τε τ a+τω τ a+
1
3

( τε
2+ τa

2 )
τωτ ε+τ ετ a+τω τ a

,

по результатам применения которых выбирается большее из значений. Ориентировочная оценка γ для систем 
третьего и четвертого порядков при типовых соотношениях постоянных времени составляет 1,05 < γ < 1,2.

На рисунке 1 представлены переходные процессы в релейной СПР четвёртого порядка (7) с нейтрально-
устойчивым объектом управления, которая синтезирована методом N‒i переключений (рис. 1,а) а затем её на-
стройки скорректированы по принципу модального управления (рис. 1,б). Ограничения координат установлены 
из соображений наглядности временных диаграмм на уровнях amax = 1000, εmax = 20, ωmax = 0,7, φmax = 0,05 при
Ω   =0,008. Получаемые для таких уставок регуляторов интервалы стабилизации всех координат на оптимальной 
по быстродействию траектории (рис 1,а) сопоставимы по величие, как и постоянные времени, что не характер-
но для электромеханических систем. Сравнительный анализ результатов исследования динамики СПР с опти-
мальными и модальными регуляторами подтверждает эффективность предложенного порядка коррекции пара-
метров.

Рис.  1,б  демонстрирует  раннее  вхождение  в  скользящий  режим  подвергнутых  коррекции  регуляторов
Rφ, RΩ, что свидетельствует о достигнутом расширении области существования их скользящих режимов. Заклю-
чительная стадия переходного процесса на рис 1,б имеет чётко выраженный апериодический характер.  При 
этом динамика внутреннего контура, регулятор которого Rε не подвергнут изменениям, сохраняет идентичность 
с соответствующими фрагментами оптимального процесса. Отклонение модальной СПР от оптимальной траек-
тории, оцениваемое по изменению порядка переключений регуляторов, в масштабах всего переходного процес-
са является весьма незначительным. Общее увеличение длительности переходного процесса за счёт возникно-
вения дотяжек в системе с выбранными ограничениями составляет 25%.

Выводы. Установленная в настоящей работе на примере релейных СПР 2 – 4 го порядков аналогия анали -
тических выражений коэффициентов обратных связей оптимальных и модальных релейных регуляторов позво-
лила разработать методику коррекции настроек систем оптимального управления в направлении расширения 
областей существования скользящих режимов путём интеграции принципов модального управления в матема-
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а) б)
Рисунок 1 – Переходные процессы в релейной СПР
с оптимальными (а) и модальными (б) регуляторами



тический аппарат метода N‒i переключений. Синтез каскада релейно-модальных регуляторов с распределением 
корней на основе постоянных времени оптимальных по быстродействию систем сводится к последовательности 
расчётов по формулам (9), (11), (22), (21), (20), (17) и подстановкам Ki,j =  Qi,j в системе (5). В результате при-
менения предложенной методики настройки параметров релейная СПР приобретает комбинированные характе-
ристики оптимальных и модальных систем,  обеспечивая  воспроизведение оптимальной по быстродействию 
траектории при больших отклонениях от заданного состояния и формирование апериодического процесса в ма-
лой окрестности точки равновесия без модификации параметров в течение переходного процесса. Благодаря 
своей  простоте  процедура  параметрического  синтеза СПР может  служить элементом алгоритма  управления 
адаптивных цифровых систем, осуществляющих самонастройку в режиме реального времени. Аналитические 
результаты данной работы могут быть распространены на все системы четвертого порядка, замкнутые по стар-
шим производным выходной величины. Кроме того, вышеизложенные принципы коррекции настроек СПР при-
менимы к системам более высоких порядков.
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