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РАСЧЁТ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ В СОСТАВНОМ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ 
ТЕЛЕ С УЧЁТОМ ОБОБЩЁННОГО ЗАКОНА ФУРЬЕ 

 
АННОТАЦИЯ Рассматривается задача расчёта температурных полей в составном полубесконечном теле. В ка-
честве модели принято уравнение теплопроводности с дробной производной, которая учитывает нелокальность 
тепловых процессов по времени. На границе полосы и полупространства предполагается идеальный тепловой кон-
такт. Задача решена с помощью преобразования Лапласа. На основании тауберовых теорем получено асимтоти-
ческое решение для малых времён. Решение записано в виде обобщённых рядов. 
Ключевые слова: уравнение теплопроводности, дробная производная, идеальный тепловой контакт, прямое и об-
ратное преобразование Лапласа, функции Маинарди. 
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CALCULATION OF TEMPERATURE FIELDS FOR THE COMPOUND SEMI-INFINITE 
SOLID TAKING INTO CONSIDERATION GENERALIZED FOURIER LAW 

 
ABSTRACT Temperature fields in extended solids and the solids that have symmetry can be described with a high degree of 
accuracy by one-dimensional heat conduction equation. In this scientific paper the half-space with the layer is simulated 
using one-dimensional compound bar and consideration is given to the problem of calculation of temperature fields in the 
compound semi-infinite bar the finite and semi-infinite parts of which have different thermal physical parameters. The heat 
conduction equation with the fractional derivative in time that takes into account the nonlocality of thermal processes in time 
is taken as a mathematical model. Lateral surfaces of the compound bar are assumed to be heat isolated and one of the ends 
of its restricted part maintains the constant temperature. It is assumed that the ideal thermal contact is available at the 
boundary of bounded and semi-infinite parts of the bar. The solution of initial value-boundary value problem is based on the 
use of direct and inverse Laplace transformations. The representation of obtained solution in images presents some difficul-
ties. This paper describes the asymptotic analysis of the solution provided that the orders of fractional derivatives in both 
parts are equal and the variable s of Laplace transformations tends to infinity. In this case the inverse Laplace transfor-
mation was obtained using the so-called Mainardi functions. Based on tauberian theorems we can state that the obtained 
solution can only be used for short times and it is represented as definite integrals of Mainardi functions or generally speak-
ing as generalized power series. In this form it can easily be used for engineering calculations. 
Key words: heat conduction equation, fractional derivative, ideal thermal contact, direct and inverse Laplace transfor-
mation, and the Mainardi function.  
 

Введение 
 

Высокая температура газа перед турбиной 
оказывает негативное влияние на её конструктив-
ные элементы. В результате нестационарных про-
цессов нагрева-охлаждения в деталях турбин воз-
никают зоны с большими температурными гради-
ентами, что приводит к появлению больших тем-
пературных напряжений и, в конечном счёте, мо-
жет привести к появлению трещин в лопатках и 
даже их разрушению. 

Для борьбы с этими явлениями ведутся раз-
работки новых материалов, в том числе материа-
лов обладающих сложной внутренней структурой. 
Под сложной структурой мы понимаем фракталь-
ную структуру или свойство нелокальности, т.е. 
свойство «памяти». 

Известно, например, что покрытие из гра-
фена существенно изменяет теплопроводные свой-
ства покрываемого материала. 

Внедрение в различных отраслях промыш-
ленности новых материалов, в том числе, облада-
ющих фрактальной структурой и эффектами памя-
ти, привело к созданию новых математических 

моделей для описания процессов теплопроводно-
сти в этих материалах. 

Учёт фрактальности структуры или нело-
кальной временной зависимости между тепловым 
потоком и градиентом температуры приводит к 
дифференциальному уравнению теплопроводно-
сти с дробными производными [1]. 

При выводе классического уравнения теп-
лопроводности [2] 
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a2  – коэффициент температуропровод-

ности; λ – коэффициент теплопроводности; ρ – 
плотность, использовался закон Фурье, который 
задаётся линейной зависимостью между вектором 
теплового потока ( )tq  и градиентом температур 
( ) ( )tTtq gradλ−= . 

В данной работе мы будем рассматривать 
дифференциальные уравнения с дробной произ-
водной по времени вида 
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которые получены благодаря обобщению закона 
Фурье, позволяющему учитывать нелокальность 
тепловых процессов 
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При выводе уравнения с дробной производ-

ной учтено, что 
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и является производной в смысле Капуто, а ( )zΓ  – 
гамма-функция Эйлера [3]. 
 

Цель работы 
 

Рассмотрим систему, состоящую из ограни-
ченного и полубесконечного стержней, имеющих 
различные теплофизические постоянные и пред-
положим, что боковые поверхности стержней теп-
лоизолированны (рис. 1), а на одном из концов 
ограниченного стержня поддерживается постоян-
ная температура [3]. 

 
Рис. 1 – Составной стержень 

и его теплофизические постоянные 
 

Цель работы состоит в определении темпе-
ратурных полей в составном стержне. 
 

Изложение основного материала 
 

Будем считать, что температурное поле 
описывается уравнениями с дробными по времени 
производными [4, 5] 
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а также условиями идеального теплового контакта 
при x = R 
 ( ) ( )τ=τ ,, 21 RTRT , (5) 
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Для решения задачи воспользуемся опера-
ционным методом и перейдём к изображениям 
Лапласа. Уравнения (1), (2) с учётом начальных 
условий приобретают вид 
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Здесь также учтено, что 
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Здесь символом «*» отмечено изображение 

Лапласа функции ( )txu , . Уравнения (7), (8) явля-
ются обыкновенными дифференциальными урав-
нениями относительно изображений ( )sxT ,*  и их 
решения имеют вид: 
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где 2121 ,,, DDCC  – произвольные постоянные. 
Учитывая граничное условие ( ) 01 ,0 TT =τ  и 

условие на бесконечности, получим 

0, 11
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s

TC . 

Далее, удовлетворяя условием идеального 
теплового контакта (5), (6) приходим к системе 
линейных алгебраических уравнений относитель-
но неизвестных пока 1C  и 2D  
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Решение системы получим с помощью 
формул Крамера 
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Решая систему, получим 
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Отсюда 

( )
1

1

2
2

12
1

2
2

21
1

2
2

1
2

21
00

2 chshexp
−

α
α

α
β

α
βα






















λ+










λ






















−−λ−= R

a
ssaR

a
ssaR

a
ssasa

s
T

s
TC . 

Таким образом, решение в изображениях имеет вид 
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Обращение полученных выражений пред-

ставляет значительные трудности и требует при-
влечения численных методов [6, 7]. 

В этой связи рассмотрим асимптотическое 
поведение решений при 0→t . Далее воспользу-
емся тем фактом, что поведение изображения 

( )sxU ,*  на бесконечности ( ∞→s ) определяет 
асимптотическое поведение решения ( )txu ,  вбли-
зи нуля. Любое подобное соотношение между 

( )sxU ,*  и ( )txu ,  называется тауберовой теоре-
мой. Учитывая сказанное, имеем 
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Аналогичное соотношение справедливо и 

для гиперболического косинуса. 
Таким образом, для больших значений пе-

ременной преобразования s имеем приближенные 
выражения для *
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И, наконец, в частном случае, когда α = β выражения (9) и (10) приобретают вид 
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Чтобы в выражениях (11), (12) перейти к 
оригиналам, заметим, что 
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Обсуждение результатов 

 
С помощью методов операционного исчис-

ления получено в замкнутом виде решение задачи 
аномальной теплопроводности, то есть получена 
возможность вычисления температур как в конеч-
ной, так и бесконечной части стержня. Численные 
результаты могут быть получены без применения 
сложных вычислительных алгоритмов, что пред-
ставляется полезным в инженерных расчётах и 
могут быть применены при исследовании так 
называемых переходных процессов. 
 

Выводы 
 

В работе получено решение задачи ано-
мальной теплопроводности в системе ограничен-
ного и полуограниченного тел. В общем случае 
решение получено в изображениях Лапласа, обра-
щение которого требует привлечения численных 
методов. Однако, в частном случае α = β решение 
для малых величин времени получено в аналити-
ческом виде и представлено в виде степенных ря-
дов или функций Маинарди. 
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АНОТАЦІЯ Розглядається задача розрахунку температурних полів в складеному напівнескінченному тілі. В якості 
моделі прийнято рівняння теплопровідності з дробовою похідною, яка враховує нелокальність теплових процесів за 
часом. На кордоні смуги і півпростору передбачається ідеальний тепловий контакт. Задача розв’язана за допомо-
гою перетворень Лапласа. На підставі тауберових теорем отримано асимтотичний розв’язок для малих інтервалів 
часу. Розв'язок  записаний у вигляді узагальнених рядів. 
Ключові слова: рівняння теплопровідності, дробова похідна, ідеальний тепловий контакт, пряме і обернене перет-
ворення Лапласа, функції Маінарді. 
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