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АНОТАЦІЯ Розроблено оптимізаційну модель із застосуванням методів лінійного програмування та мережного аналізу 

для визначення маршруту вантажних автомобілів при перевезеннях масового однорідного вантажу. Дослідження 

виконувалося шляхом економіко-математичного моделювання потоків однорідного масового вантажу між 

постачальником та кількома споживачами (на прикладі перевезень твердих органічних добрив від сховища до полів 

сівозміни та між ними). Встановлено, що обсяг автомобільних перевезень органічних добрив для доставки з місць 

зберігання на поля сівозміни у сільськогосподарських регіонах країни дуже великий. У сільськогосподарському виробництві 

дуже трудомістким і складним у плані організації, матеріально-грошових і трудових витрат є визначення оптимального 

маршруту перевезень, зокрема великих обсягів добрив. Витрати, пов'язані з перевезенням такої кількості добрив, дуже 

великі, що зумовлює необхідність оптимізації цього процесу. Виконано дослідження узагальнених потокових завдань у 

мережевій постановці на прикладі автомобільних перевезень твердих органічних добрив на поля сівозміни методами 

дослідження операцій. Оптимізувати параметри даного транспортного процесу можна за допомогою розробки його 

моделі з використанням методів лінійного програмування та мережевого аналізу та проведення розрахунків за нею. 

Маршрут перевезень, при якому сумарні витрати на автомобільні перевезення будуть мінімальними, буде оптимальним для 

транспортного процесу, що розглядається. Критерієм ефективності варіанта вибору (цільовою функцією математичної 

моделі) є сумарні витрати на перевезення даного обсягу вантажу від постачальника до кількох споживачів за умови їх 

мінімізації. Виділено фактори, що визначають дані витрати та розроблені розрахункові залежності для їх визначення. Набув 

подальшого розвитку комплексний метод оптимізації технології перевезень автомобільним транспортом органічних добрив у 

господарствах. Розроблена модель може бути використана підприємствами-постачальниками автотранспортних послуг, 

господарствами для збільшення обсягів та підвищення ефективності перевезень автомобільним транспортом добрив та 

інших масових вантажів. Представляється перспективною розробка за даною моделлю алгоритму та програми для 

визначення оптимального маршруту руху автомобілів для розподілу даного обсягу вантажу. 

Ключові слова: органічні добрива; вантажні автомобілі; перевезення, витрати; модель; оптимізація; мережевий аналіз; 

лінійне програмування 
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ABSTRACT An optimization model has been developed using linear programming and network analysis methods to determine the route 

of trucks for the transportation of homogeneous mass cargo. The study was carried out by means of economic and mathematical 

modelling of flows of a homogeneous mass cargo between a supplier and several consumers (using the example of transporting solid 

organic fertilizers from a storage facility to crop rotation fields and between them). It has been established that the volume of road 

transport of organic fertilizers for delivery from storage sites to crop rotation fields in agricultural regions of the country is very large. 

In agricultural production, the process of determining the optimal transportation route, including large volumes of fertilizers, is very 

laborious and complex in terms of organization, material, financial, and labour costs. The costs associated with transporting such a 

quantity of fertilizers is very high, which necessitates the optimization of this process. The study of generalized flow problems in a 

network setting was carried out on the example of road transport of solid organic fertilizers to crop rotation fields using the methods of 

operations research. It is possible to optimize the parameters of this transport process by developing its model using the methods of 

linear programming and network analysis and performing calculations on it. The route of transportation, in which the total costs of road 

transportation will be minimal, will be optimal for the considered transport process. The criterion for the effectiveness of the choice (the 

objective function of the mathematical model) is the total costs of transporting a given volume of cargo from the supplier to several 

consumers, subject to their minimization. The factors that determine these costs are highlighted and calculated dependencies are 

developed to determine them. A comprehensive method for optimizing the technology of transporting organic fertilizers by road on farms 

has been further developed. The developed model can be used by enterprises-suppliers of road transport services, farms, to increase the 

volume and improve the efficiency of road transport of fertilizers and other bulk cargo. It seems promising to develop an algorithm and a 

program for this model to determine the optimal route of movement of vehicles for the distribution of a given volume of cargo. 
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Вступ 

Використання сучасних наукових розробок, що 

дозволяють знаходити з безлічі можливих рішень 

планово-економічних завдань, оптимальне є 

визначальним для ефективного планування та 

управління автомобільними вантажними 

перевезеннями. 
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До таких розробок відносяться математичне 

моделювання логістичних та транспортних процесів 

та економіко-математичні методи їх вирішення, що 

базуються на законах лінійної алгебри, 

математичного аналізу, теорії графів та математичної 

статистики. Реалізація цих методів та моделей 

немислима без використання сучасної комп'ютерної 

техніки та програмного забезпечення. 

Планово-економічні задачі автомобільного 

транспорту, як будь-якої іншої галузі народного 

господарства, є багатофакторними з великою 

кількістю невідомих. Моделі розв'язання таких 

завдань, як правило, є невизначеними системами.  

Аналіз основних досягнень і літератури 

Знайти екстремум (максимум чи мінімум) 

планово-економічних задач автомобільного 

транспорту допомагають математичні методи, 

викладені, зокрема, у роботах [1–5]. 

Задачу застосування економіко-математичних 

методів при закріпленні споживачів за 

постачальниками, клієнтури – за автотранспортними 

підприємствами, із застосуванням методів вирішення 

задач маршрутизації перевезень вантажів, оптимізації 

використання та розподілу автомобілів та 

навантажувально-розвантажувальних засобів за 

маршрутами розглянуто в роботі [1]. Методи обліку 

ймовірнісних факторів під час планування роботи 

автотранспортних підприємств та застосування 

кореляційних моделей під час планування техніко-

економічних показників розглянуто у дослідженні [2]. 

Питання складання оптимального плану 

вантажних перевезень, пошуку найкоротших 

відстаней на транспортній мережі, складання 

оптимального плану перевезень з урахуванням 

реальних транспортних зв'язків між постачальниками 

та споживачами, методи планування та управління 

мережами як інструмент раціональної організації 

транспортних процесів проаналізовано у роботі [3]. 

Методи та моделі ресурсного забезпечення 

діяльності автотранспортного підприємства, вибору 

логістичних посередників розглянуті в [4]. 

Наводяться методи оцінки економічних витрат 

виробництва логістичних послуг, приклади та 

завдання транспортної та складської логістики, а 

також розглядаються методи фінансово-економічної 

оцінки проектування та функціонування 

мікрологістичних систем підприємств. 

Широке коло економіко-математичних методів 

та моделей логістики, у тому числі транспортної 

логістики: розв'язання задач оптимізації перевезень 

вантажів (планування маршруту доставки вантажу у 

змішаному сполученні на основі мережевого графіка, 

загальний алгоритм планування вантажних 

автомобільних перевезень, алгоритм прискореного 

планування автомобільних перевезень, алгоритм 

проектування системи доставки вантажів) 

представлено в [5]. 

Оптимізація перевезень виконується методами 

лінійного програмування і мережного аналізу [6–10]. 

Постановка задачі (проблеми) 

Вантажами, які перевозяться (розподіляються) 

від одного постачальника (складу, сховища тощо) до 

декількох споживачів можуть бути: у сільському 

господарстві запаси насіння для висіву, необхідний 

об’єм добрив на поля, будівельних матеріалів для 

декількох місць будівельних робіт, тощо. Все це – 

узагальнені потокові задачі в мережній постановці.  

Ці задачі пов'язані з однопродуктовим потоком, 

оскільки потоки в дугах мережі відповідають потокам 

деякого однорідного продукту. При вивченні 

характеристик мережі часто виникає необхідність 

обчислення оптимального значення функції потоку, 

що протікає від джерела мережі (початкового вузла) 

до її кінцевого вузла. 

Мережа складається з множини N вузлів та 

множини дуг A, що з'єднують їх. Мережа може бути 

представлена у вигляді множини G = (N, А). Потоком 

хij в орієнтованій мережі називається ціла функція, 

визначена на множині А. Значення хij можна 

розглядати як обсяг продукту (вантажу), що протікає 

по дузі (i, j) від вузла і до вузла j, причому цей обсяг 

не перевищує пропускну здатність сij дуги (і, j).  

Принцип збереження потоку: якщо вузол j не є 

ні джерелом (початковим вузлом), ні кінцевим 

вузлом, то величина потоку, що втікає в j повинна 

дорівнювати величині потоку, що витікає з цього 

вузла. У наведених вище задачах зберігається 

принцип збереження потоку. 

Розглянемо, для прикладу, задачу оптимізації 

маршруту автомобільних перевезень твердих 

органічних добрив зі сховищ до полів. 

Площа орних земель України становить 32,5 

млн. га [11]. Органічних добрив, виходячи з умови 

забезпечення бездефіцитного балансу гумусу в орних 

ґрунтах, слід вносити близько 200 млн. тонн на рік. 

До органічних добрив відносять [12] гній, 

підстилковий і безпідстилковий, гноївку, пташиний 

послід, компости, торф, відходи промисловості, 

органічні відходи комунального господарства, 

сапропель, зелене добриво. Ці добрива називають 

місцевими, тому що їх не перевозять на велику 

відстань, а застосовують на місці отримання в 

господарствах.  

Органічні добрива значною мірою відрізняються 

за впливом на врожай та родючість ґрунту. Гній – це 

повне органічне добриво, яке містить усі необхідні 

для рослин поживні елементи. Гній мінералізується 

після внесення в ґрунт під впливом мікроорганізмів. 

Витрати, пов'язані з перевезенням такої кількості 

добрив, дуже великі, що обумовлює необхідність 

оптимізації даного процесу. 

Задачу оптимізації маршруту автомобільних 

перевезень твердих органічних добрив з 

прифермських гноєсховищ до полів сівозміни можна 
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представити як мережу з обмеженою пропускною 

спроможністю, де прифермське гноєсховище і поля 

сівозміни будуть вузлами мережі, при чому 

гноєсховище – джерело мережі.  

Існуючі методи розв’язання задачі 

Ефективно вирішувати широкий клас потокових 

задач дозволяє метод аналізу мереж, який має наступні 

переваги: для початку роботи не потрібно приймати 

допущення, можлива наочна інтерпретація, що не 

властиво для процедур лінійного програмування при 

числі вимірювань більше двох [13]. 

Основним елементом мережної діаграми є 

вузол. У даному випадку під вузлом будемо розуміти 

точку, що є джерелом або стоком деякого потоку, а 

також точку, я якій величина цього потоку 

змінюється. В першому випадку це фізичний об'єкт, 

що є початковим або кінцевим пунктом (наприклад, 

склад, сховище, підприємство, магазин і т.д.). 

Джерелом, таким чином, буде вузол, який породжує 

потік, а вузол, який поглинає потік (наприклад, 

споживач товару/вантажу, підприємство-замовник), 

буде стоком.  

Лінії, що з'єднують різні вузли мережі, мають 

назву дуг. Якщо потік по дузі може протікати тільки в 

одному заданому напрямку, така дуга є орієнтованою. 

Мережею, таким чином, є зв’язна множина дуг і 

вузлів. Зазвичай вона використовується для опису 

фізичного процесу, в якому одиниці потоку 

рухаються з джерела (або джерел) в стік (або стоки). 

Дуга має обмежену пропускну здатність якщо 

потік по дузі може приймати тільки певні значення, 

наприклад якщо задані верхня та/або нижня межі 

потоку. Мережа, що містить дуги з обмеженою 

пропускною спроможністю, має назву мережі з 

обмеженою пропускною спроможністю. 

Якщо напрямок руху по дузі збігається з її 

орієнтацією, то дуга називається прямою. Якщо 

напрямок руху по дузі протилежний її орієнтації, то 

дуга називається зворотною. 

Циркуляцією називається потік по дугам 

мережі, для якого в кожному вузлі виконується умова 

збереження, тобто сумарний потік, що входить у 

вузол, дорівнює сумарному потоку, що виходить з 

вузла. Для роботи алгоритму дефекту потрібно 

існування циркуляції; тому вихідна мережа, як 

правило, відповідним чином модифікується. 

Так, для мереж, зображених на рис. 1 і 2, 

вводиться додаткова дуга, яка має назву зворотної, 

щоб з'єднати стік з джерелом. 

На рис. 1 зображена мережа, в якій вузол 1 є 

джерелом, а вузол 4 – стоком. Мережа може містити 

кілька джерел і стоків. На рис. 2 зображена мережа, в 

якій вузли 2 і 3 є джерелами, а вузли 5 і 6 – стоками. 

До цієї мережі за допомогою пунктирних дуг додані 

вузли 1 і 7, що мають назву головного джерела і 

головного стоку відповідно. Способи побудови 

зворотної дуги залежать від виду мережі. 

Рис. 1 – Замкнута мережа з одним джерелом і одним 

стоком [13] 

Рис. 2 – Замкнута мережа з додаванням головного 

джерела і головного стоку [13] 

Для мережі з обмеженою пропускною 

спроможністю завжди задані верхні та нижні межі 

(які можуть бути рівними нулю або нескінченності) 

потоків по кожній дузі. Величина потоку по кожній 

дузі повинна лежати між верхньою і нижньою 

межами, і це обмеження, як і всі інші, не повинно 

порушуватися. Будемо використовувати такі 

позначення: хij – потік по дузі (i, j), Uij – верхня 

пропускна здатність дуги (i, j), Lij – нижня пропускна 

здатність дуги (і, j), cij – вартість проходження 

одиниці потоку з вузла i у вузол j. 

Мета роботи 

Розробка оптимізаційної математичної моделі 

процесу перевезень масових вантажів вантажними 

автомобілями на основі застосування методів 

мережного аналізу та лінійного програмування та її 

практична реалізація на прикладі перевезень твердих 

органічних добрив від сховища до полів. 

Виклад основного матеріалу 

Для виконання умови циркуляції в мережі 

вводиться зворотна дуга, що з’єднує джерело-

сховище 1 з вузлом 5 – головним стоком транспортної 

системи (рис. 3). Вузли 2, 3, 4 на рис. 3 – відповідно 

поля сівозміни 1, 2, 3. Дуги, що з'єднують вузли, 

мають обмежену пропускну здатність, задану 

верхньою (U) і нижньою (L) межами.  

Витрати на транспортування одиниці вантажу 

(органічних добрив) від сховища-джерела 1 до 

споживачів (поля 1, 2 і 3) – вузли 2, 3 і 4 складають 

с12, с13 і с14 грошових одиниць відповідно, від поля 1 

до поля 2 – с23 (с32), від поля 2 до поля 3 – с34 (с43) 

грошових одиниць. 

2 

1 4 

3 

Зворотна дуга 

Зворотна дуга 

2 

1 

4 3 

5 7 

6 
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Рис. 3 – Приклад мережи з одним джерелом і трьома 

вузлами 

Позначимо загальний об’єм перевезень – Х 

одиниць, обсяг перевезень від постачальника до 

споживача I становить Х1 одиниць, II – Х2 одиниць, III 

– Х3 одиниць. Потрібно визначити маршрут

перевезень (оптимальну циркуляцію) при якому буде 

забезпечено мінімальну сумарну вартість перевезень. 

Дана задача може бути зведена до задачі 

лінійного програмування [13]. Розглянемо 

орієнтовану дугу, що сполучає вузол i з вузлом j. 

Нехай хij – величина потоку по цій дузі. Будемо 

припускати, що: 

1. хij = 0, якщо потік по дузі відсутній;

2. хij > 0, якщо потік протікає з вузла і у вузол j.

Потокова задача, що розглядається, може бути

сформульована у вигляді спеціальної задачі лінійного 

програмування. Оскільки вартість проходження 

одиниці потоку по дузі (і, j) дорівнює cij, то задача 

мінімізації сумарної вартості формулюється так: 

( , )

minij ij

i j S

c x



 (1) 

при обмеженнях на пропускні спроможності дуг 

, ( , ) ,

, ( , )

ij ij

ij ij

x U i j S

x L i j S

 

 
(2) 

Для того щоб кількість вантажу, що надходить 

в вузол, дорівнювала кількості вантажу, що виходить 

з цього вузла, потрібно виконання умови збереження 

потоку, тобто для всіх i ϵ N (N – кількість вузлів 

мережі), i ≠ j: 

0ji ij

j N j N

x x

 

   (3) 

Крім того, потрібно, щоб потоки були 

невід'ємними: хij ≥ 0 для всіх дуг (i, j). 

Задача знаходження циркуляції, що має 

мінімальну вартість, представляється, таким чином, у 

вигляді спеціальної задачі лінійного програмування.  

Саме на основі цього основного формулювання 

описується алгоритм дефекту. При цьому 

використовуються умови оптимальності, які 

випливають з теорії двоїстості лінійного 

програмування. Перепишемо наведені вище цільову 

функцію і обмеження в більш зручній формі (S – 

кількість дуг мережі): 

( , )

ij ij

i j S

c f



 (4) 

при обмеженнях: 

1) умова збереження потоку (для всіх i ϵ N, i ≠ j):

0,ij ji

j N j N

х х

 

    (5) 

2) обмеження на потоки зверху:

,ij ijх U (6) 

3) обмеження на потоки знизу:

,ij ijх L    (7) 

4) умова невід’ємності потоку:

0.ijх   (8) 

У даному формулюванні для зручності 

подальшого опису алгоритму цільова функція 

помножена на –1. При цьому задача мінімізації 

трансформувалася в задачу максимізації, яку будемо 

називати прямою задачею. Відповідно до відомого в 

лінійному програмуванні результату, для будь-якої 

прямої задачі існує відповідна їй двоїста задача.  

У цьому випадку двоїста задача формулюється 

наступним чином: 

( , )

ij ij ij ij

i j S

U L



  
(9) 

за умов, що (для всіх (і, j) ϵ S) 

,i j ij ij ijc       (10) 

0,ij   (11) 

0,ij  (12) 

πi не мають обмежень по знаку для всіх i ϵ N. 
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У такому формулюванні змінні π відповідають 

обмеженням, що описують умову збереження потоку 

для прямої задачі, і можуть приймати довільні 

значення, оскільки ці обмеження мають вигляд 

рівностей. Змінні α в двоїстій задачі відповідають 

обмеженням зверху на потоки по дугам в прямій 

задачі, а змінні δ – обмеженням знизу. Кожній змінній 

хij в прямій задачі відповідає деяке обмеження в 

двоїстій задачі. 

У нашому випадку (рис. 3) з джерела 1 до стоку 

5 по мережі потрібно доставити Х одиниць вантажу. 

Кожній дузі (і, j) мережі приписано трійку (Uij, Lij, сij). 

Для цієї задачі необхідно замкнути вихідну мережу, 

додавши до неї зворотну дугу (5, 1). Величина потоку, 

який потрібно доставити з джерела 1 до стоку 5, буде 

дорівнювати величині потоку по дузі (5, 1) і тому 

визначити її можна, вважаючи U51 = L51 = X = x51. 

Вартість одиниці потоку по дузі (5, 1) має бути 

нульовою: с51 = 0. 

Пряма задача для цього прикладу 

формулюється так: 

– цільова функція (відмітимо, що за умовами

задачі с23 = с32 і с34 = с43): 

12 12 13 13 14 14 23 23 32 32 34 34

43 43 max,

c x c x c x c x c x c x

c x

      

 

– вузли:

12 13 14 51

23 25 32 12

32 35 34 13 43

43 45 34 14

25 35 45 51

0,

0,

0,

0,

0,

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x

   

   

    

   

    

– верхні межі: х12 … х43 ≤ Х, х25 ≤ Х1, х35 ≤ Х2, х45 ≤

Х3, х51 ≤ Х, 

– нижні межи: х12 … х45 ≥ 0, х51 ≥ 15.

Зазначимо, що при прямих перевезеннях з

гноєсховища до кожного поля сумарні витрати 

дорівнюють c12 ‧  x12 + c13 ‧  x13 + c14 ‧  x14.

Оптимізація за критерієм мінімальної вартості 

перевезень виконана з використанням інструменту 

Solver (Пошук рішення), що входить до програмного 

продукту Microsoft Excel [14]. В якості змінних обрані 

величини потоку по дугах мережі. 

Оптимальній циркуляції відповідає наступний 

маршрут: весь об’єм X органічних добрив 

перевозиться до поля 2 (вузол 3), потім об’єм X1 

транспортуються до поля 1 (вузол 2) і об’єм X3 – до 

поля 3 (вузол 4).  

Висновки 

На основі методів мережного аналізу та 

лінійного програмування розроблена оптимізаційна 

модель, що дозволяє визначити оптимальний 

маршрут перевезень однорідного продукту (вантажу) 

від постачальника до декількох споживачів, у тому 

числі й між ними. 

Здійснення раціональної організації 

використання автомобільних транспортних засобів в 

агропромисловому комплексі необхідне у зв’язку з 

тим, що транспортний фактор в умовах ринку 

спричиняє значний вплив на ефективність 

сільськогосподарського виробництва. Таке 

використання дозволить не тільки краще 

використовувати автотранспортні засоби, але і 

сприятиме розвитку агропромислового сектора 

економіки і буде позитивно впливати на ефективність 

його діяльності, розвиток села у цілому. 
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АННОТАЦИЯ Разработана оптимизационная модель с применением методов линейного программирования и сетевого 

анализа для определения маршрута грузовых автомобилей при перевозках массового однородного груза. Исследование 

выполнялось путем экономико-математического моделирования потоков однородного массового груза между 

поставщиком и несколькими потребителями (на примере перевозок твердых органических удобрений от хранилища к 

полям севооборота и между ними). Установлено, что объем автомобильных перевозок органических удобрений для 

доставки из мест хранения на поля севооборота в сельскохозяйственных регионах страны весьма велик. В 

сельскохозяйственном производстве весьма трудоемким и сложным в плане организации, материально-денежных и 

трудовых затрат является процесс определения оптимального маршрута перевозок, в том числе больших объемов 

удобрений. Затраты, связанные с перевозками такого количества удобрений, очень большие, что обуславливает 

необходимость оптимизации данного процесса. Выполнено исследование обобщенных потоковых задач в сетевой 

постановке на примере автомобильных перевозок твердых органических удобрений на поля севооборота методами 

исследования операций. Оптимизировать параметры данного транспортного процесса можно с помощью разработки его 

модели с использованием методов линейного программирования и сетевого анализа и проведения расчетов по ней. 

Маршрут перевозок, при котором суммарные затраты на автомобильные перевозки будут минимальными, будет 

оптимальным для рассматриваемого транспортного процесса. Критерием эффективности варианта выбора (целевой 

функцией математической модели) служат суммарные затраты на перевозки данного объема груза от поставщика к 

нескольким потребителям при условии их минимизации. Выделены факторы, определяющие данные затраты и 

разработаны расчетные зависимости для их определения. Получил дальнейшее развитие комплексный метод оптимизации 

технологии перевозок автомобильным транспортом органических удобрений в хозяйствах. Разработанная модель может 

быть использована предприятиями-поставщиками автотранспортных услуг, хозяйствами, для увеличения объемов и 

повышения эффективности перевозок автомобильным транспортом удобрений и других массовых грузов. Представляется 

перспективной разработка по данной модели алгоритма и программы для определения оптимального маршрута движения 

автомобилей для распределения данного объема груза. 

Ключевые слова: органические удобрения; грузовые автомобили; перевозки, затраты; модель; оптимизация; сетевой 

анализ; линейное программирование.  
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