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ТЕСТИРОВАНИЕ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ИСТОЧНИКОВ МАГНИТОСТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ В НАМАГНИЧИВАЕМОЙ 
СРЕДЕ 
 
Виконано перевірку правильності інтегрального рівняння другого роду для розрахунку розподілу джерел плоскомериді-
анного магнетостатичного поля на межах поділу кусково-однорідного магнетованого середовища і його чисельного 
розв’язку. Для цього використано електростатичну аналогію і аналітичний розв'язок задачі про вплив однорідного 
електростатичного поля на сферичну діелектричну оболонку в кусково-однорідному діелектричному середовищі. Під-
тверджено правильність інтегрального рівняння і його чисельного розв'язку за допомогою апроксимуючої системи 
алгебраїчних рівнянь. Зроблено аналіз впливу магнетних проникностей однорідних областей середовища на розподіл 
фіктивних магнетних зарядів на поверхнях та напруженість магнетного поля всередині сферичної оболонки. Бібл. 12, 
табл. 2, рис. 3. 
Ключові слова: плоскомеридіанне магнетостатичне поле, кусково-однорідне магнетоване середовище, інтегральне 
рівняння, електростатична аналогія, фіктивний магнетний заряд. 
 
Выполнена проверка правильности интегрального уравнения второго рода для расчета распределения источников 
плоскомеридианного магнитостатического поля на границах раздела кусочно-однородной намагничиваемой среды и 
его численного решения. Для этого использованы электростатическая аналогия и аналитическое решение задачи о 
воздействии однородного электростатического поля на сферическую диэлектрическую оболочку в кусочно-однородной 
диэлектрической среде. Подтверждена правильность интегрального уравнения и его численного решения при помощи 
аппроксимирующей системы алгебраических уравнений. Сделан анализ влияния магнитных проницаемостей однород-
ных областей среды на распределение фиктивных магнитных зарядов на поверхностях и напряженность магнитного 
поля внутри сферической оболочки. Библ. 12, табл. 2, рис. 3. 
Ключевые слова: плоскомеридианное магнитостатическое поле, кусочно-однородная намагничиваемая среда, инте-
гральное уравнение, электростатическая аналогия, фиктивный магнитный заряд. 
 

Введение. Для расчета магнитостатических по-
лей в неоднородных намагничиваемых средах эф-
фективно применение интегральных уравнений вто-
рого рода относительно плотности фиктивных маг-
нитных зарядов в объеме и на поверхностях раздела 
участков среды [1-3]. Интегральные уравнения ап-
проксимируют на пространственной сетке система-
ми алгебраических уравнений высокого порядка, 
которые решают на вычислительных машинах. Как 
при составлении интегральных уравнений, так и при 
их аппроксимации могут быть допущены ошибки, 
связанные, например, с несогласованностью направ-
лений векторов, интегрированием на элементарном 
участке расчетной области с особой точкой ядра ин-
тегрального уравнения. 

Актуальность данной работы обусловлена необ-
ходимостью проверки правильности используемых 
алгоритмов и трудоемких вычислительных процедур 
при помощи задач, имеющих аналитические (точные) 
решения – тестирования. Число таких решений в маг-
нитостатике относительно невелико. В известных ра-
ботах не в полной мере используют точные решения 
задач расчета аналогичных физических полей, отда-
вая предпочтение более точным, по мнению авторов, 
численным методам. 

Целью данной работы является использование 
электростатической аналогии для тестирования ал-
горитма численного решения интегрального уравне-
ния относительно поверхностной плотности фиктив-
ных магнитных зарядов на границах раздела одно-
родных областей кусочно-однородной намагничи-
ваемой среды в случае плоскомеридианного магни-
тостатического поля. 

Основные уравнения и формулы. Пусть требу-
ется тестировать алгоритм решения задачи для кусоч-
но-однородной среды, состоящей из трех однородных 
областей с различными постоянными абсолютными 

магнитными проницаемостями µk (k = 3,1 ). Оболочка 
произвольного меридианного сечения (область 2) раз-
деляет неограниченную окружающую среду на облас-
ти 1 и 3 – соответственно снаружи и внутри оболочки 
(рис. 1). В частном случае область 3 отсутствует, т.е. 
имеется осесимметричное тело в неограниченной сре-
де, например, сердечник электромагнита. Используя 
электростатическую аналогию рассматриваемой зада-
чи [1, 4-6], представляем скалярный потенциал φm 
магнитостатического поля, обусловленного магнит-
ными свойствами среды, в таком виде [3, 7, 8]: 
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где Q, M  l – точка наблюдения и точка с текущими 
координатами; µ0 – магнитная постоянная; σm(M) – 
поверхностная плотность фиктивных магнитных за-
рядов; l, dlM – суммарный контур меридианного сече-
ния оболочки и его элемент с центром в точке M; 
l = l1 +l2, l1,2 – внешняя и внутренняя части суммарно-
го контура; K(k) – полный эллиптический интеграл 
1-го рода модуля k [9]; 
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rQ, rM и zQ, zM – радиальные и осевые цилиндрические 
координаты точек Q и M.  
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Напряженности магнитного поля, обусловленно-
го магнитными свойствами среды, и результирующе-
го магнитного поля равны [1] 

mmH grad
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и 
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где 0H


 - напряженность внешнего магнитного поля 

Следуя идее метода [1], заметим, что для выпол-
нения расчетов по формулам (1) - (3) необходимо 
найти неизвестную функцию σm(Q), Q  l путем ре-
шения интегрального уравнения 
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 – орты цилиндрических координат r и z; 

Qn


 – единичная нормаль к контуру l в точке Q  l; 

E(k), k – полный эллиптический интеграл второго 
рода модуля k и дополнительный модуль полных эл-

липтических интегралов [9]; 21 kk  ; 
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H0n(Q) – нормальная проекция 0H


.  

 
Рис. 1. Осесимметричная оболочка в кусочно-однородной 

намагничиваемой среде 
 

Частный случай рассматриваемой задачи. Для 
тестирования рассмотрим частный случай описанной 
выше задачи – воздействие внешнего постоянного 
однородного магнитного поля, направленного вдоль 
осевой координаты z, на сферическую оболочку в ку-
сочно-однородной намагничиваемой среде (рис. 2). 
Меридианное сечение этой оболочки симметрично 
относительно оси r, поэтому для точек M и M’ с такой 
симметрией σm(M’) = σm(M) и область определения 
σm(M) уменьшается вдвое. Интегральное уравнение 
(4) для этого случая преобразуем к такому виду: 
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где θ – сферическая угломестная координата (рис. 2). 

 
Рис. 2. Сферическая оболочка в кусочно-однородной 

намагничиваемой среде 
 

Суммарный контур интегрирования l в уравне-
нии (6) состоит из двух симметричных относительно 
оси r половин l1 и l2, находящихся в области z ≥ 0. 
Функции S(Q, M) и S(Q, M’), входящие в ядро этого 
уравнения, определяем по формуле (5), приняв в ней 
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MM rr  . Кроме того, нужно учесть изменение 

z – координат симметричных точек M’ при вычисле-
нии модуля k. После решения уравнения (6) напря-
женность однородного магнитного поля в произволь-
ной точке Q внутри оболочки (область 3) находим при 
помощи формулы, которая следует из (1) – (3): 
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Функцию S1
' в подынтегральном выражении вто-

рого слагаемого (7) определяем по формуле (8), заме-
нив в ней, а также в формуле для определения k коор-
динату zM на zM’. 

При формировании функций S(Q, M) и S(Q, M’), 
входящих в ядра уравнений (4), (6), были использова-

ны формулы для расчета проекций E


 плоскомериди-
анного электростатического поля из работ [3, 8]. Кон-
тур l был разбит на N элементарных участков c узло-
выми точками Mk в их центре, которые образуют про-

странственную сетку, причем 1,1 Nk   при Mk  l1 и 

NNk ,11   при Mk  l2 (рис. 2). Уравнение (6) было 

преобразовано в систему алгебраических уравнений 
на сетке при помощи квадратурной формулы прямо-
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угольников. Диагональные элементы матрицы N×N 
этой системы уравнений, соответствующие элемен-
тарным участкам контура с особой точкой ядра урав-
нения (6), определяли по методике, описанной в рабо-
те [10]. Система алгебраических уравнений была ре-
шена прямым методом, основанным на обращении 
матрицы левых частей и последующем умножении 
обращенной матрицы на вектор-столбец правых 
частей. 

Аналитическое решение аналогичной электро-
статической задачи о воздействии внешнего однород-
ного электрического поля на диэлектрическую сфери-
ческую оболочку известно [11]. Используя это реше-
ние, получаем формулы для расчета распределения 
поверхностной плотности фиктивных магнитных за-
рядов на граничных поверхностях, а также напряжен-
ности однородного магнитного поля Hi внутри намаг-
ничиваемой оболочки: 

   sin
2

),( 20213
1

01 









 AHBB

R
Rm ; (9) 

 sin
2

),( 23
2

2
02 










 AH

R

B
R im ; (10) 

,1229
1

2
3

1

2
2

1

2
10 















































 R

R
ccHHi (11) 

где R1, R2 – радиусы граничных поверхностей (рис. 2); 
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Значения σm и Hi, полученные при помощи чис-
ленного решения интегрального уравнения (6) и рас-
четов по формуле (7), будем называть приближенны-
ми, а при помощи (9) – (11) – точными. 

В табл. 1 и 2 приведены значения соответственно 
σm

* = σm / (µ0H0) и Hi
* = Hi / H0, а на рис. 3 показаны 

кривые изменения σm
* от θ [0, π/2] на граничных по-

верхностях оболочки при μ1 = μ0, R2/R1 = 0,95 и вариа-
ции μ2,3. Данные в столбцах 1 являются приближен-
ными, а в столбцах 2 – точными. Для данных, приве-
денных в числителях столбцов 1 табл. 1, было приня-
то N = 80, в знаменателях – 2160. Кривые на рис. 3 
построены по результатам численного решения урав-
нения (6) при N = 2160  

Из табл. 1 и 2 следует, что в широких диапазонах 
изменения магнитных проницаемостей μ2 и μ3 при 
измельчении шага пространственной сетки абсолют-
ные расхождения точных и приближенных значений 
σm

* и Hi
* имеют порядок 10-3. При этом относительные 

расхождения изменяются от 0,1 % до нескольких 
процентов за исключением случаев очень малых зна-
чений рассчитываемой величины. 

 
Таблица 1 

Значения поверхностной плотности фиктивных магнитных зарядов σm
* на поверхностях сферической оболочки 

µ2 = 50µ0, λ1 = 0,961 µ3 = µ0 

µ3 = 10µ0 
λ2 = –0,667 

µ3 = 100µ0 
λ2 = 0,333 

µ3 = 1000µ0 
λ2 = 0,905 

µ2 = 50µ0 
λ1 = 0,961 
λ2 = –0,961 

µ2 = 500µ0 
λ1 =0,996 
λ2 = –0,996 

µ2 = 2000µ0 
λ1 = 0,999 
λ2 = –0,999 

Поверхность 
оболочки 

θk, рад 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

0,7312 0,8288 0,8457 0,6067 0,7823 0,8048
0,2945 

0,7483 
0,7490 

0,8348 
0,8350

0,8497
0,8498

0,6370
0,6383

0,8339 
0,8362 

0,8594
0,8617 

1,4404 1,6326 1,6658 1,1951 1,5412 1,5855
0,6086 

1,4739 
1,4753 

1,6443 
1,6447

1,6736
1,6739

1,2548
1,2573

1,6426 
1,6470 

1,6928
1,6974 

2,0087 2,2765 2,3229 1,6668 2,1499 2,2117
0,9228 

2,0553 
2,0572 

2,2929 
2,2935

2,3338
2,3342

1,7497
1,7532

2,2906 
2,2967 

2,3605
2,3670 

2,3812 2,6977 2,7525 1,9765 2,5502 2,6236
1,2369 

2,4355 
2,4378 

2,7171 
2,7178

2,7656
2,7660

2,0735
2,0776

2,7144 
2,7216 

2,7972
2,8049 

2,5335 2,8539 2,9033 2,1023 2,7249 2,8047

Внешняя 

1,5510 
2,5774 

2,5798 
2,8754 

2,8762
2,9267

2,9272
2,1943

2,1986
2,8725 

2,8802 
2,9602

2,9683 

–0,0507 0,0103 0,0208 –0,1286 –0,0441 –0,0329
0,2945 

–0,0446
–0,0443 

0,0090 
0,0089

0,0182
0,0181

–0,1134
–0,1128

–0,0184 
–0,0173 

–0,0057
–0,0045

–0,0999 0,0203 0,0410 –0,2533 –0,0868 –0,0647
0,6086 

–0,0878
–0,0872 

0,0177 
0,0176

0,0359
0,0357

–0,2234
–0,2222

–0,0362 
–0,0340 

–0,0112
–0,0089

–0,1393 0,0282 0,0572 –0,3530 –0,1206 –0,0898
0,9228 

–0,1224
–0,1217 

0,0247 
0,0246

0,0501
0,0497

–0,3116
–0,3098

–0,0505 
–0,0474 

–0,0156
–0,0124

–0,1646 0,0334 0,0678 –0,4174 –0,1410 –0,1044
1,2369 

–0,1450
–0,1442 

0,0293 
0,0291

0,0593
0,0590

–0,3692
–0,3671

–0,0598 
–0,0562 

–0,0185
–0,0147

–0,1319 0,0139 0,0150 –0,3902 –0,0764 –0,0349

Внутренняя 

1,5510 
–0,1534

–0,1526 
0,0310 

0,0308
0,0627

0,0624
–0,3906

–0,3885
–0,0632 

–0,0595 
–0,0195

–0,0155
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Таблица 2 
Значения напряженности магнитного поля Hi

*, 
проникшего внутрь сферической оболочки 

µ2 = 50µ0, λ1 = 0,961 µ3 = µ0 

µ3 = 10µ0 
λ2 = -0,667 

µ3 = 100µ0 
λ2 = 0,333 

µ2 = 50µ0 
λ1 = 0,961 
λ2 = -0,961 

µ2 = 500µ0 
λ1 =0,996 
λ2 = -0,996 

N 

1 2 1 2 1 2 1 2 

80 0,2179 0,0363 0,4502 0,1507

240 0,2006 0,0325 0,4159 0,0935

720 0,1941 0,0314 0,4031 0,0711

2160 0,1919 

0,1908 

0,0310 

0,0308 

0,3987 

0,3965 

0,0634

0,0596

 

 
Рис. 3. Распределения σm

* на внешней (a) и внутренней (b) 
поверхностях сферической оболочки: для кривой 1 

μ2 = 100μ0, μ3 = μ0, 2 – μ2 = 1000μ0, μ3 = μ0, 3 – μ2 = 10μ0, 
μ3 = 5000μ0 

 

Повышение точности численного решения мо-
жет быть достигнуто также применением более точ-
ных квадратурных формул. Из табл. 1 и рис. 3 следу-
ет, что численные решения являются устойчивыми 
при значениях параметра λk, близких к ±1. Таким об-
разом, при помощи аналитического решения анало-
гичной электростатической задачи подтверждена пра-
вильность составления исходного интегрального 
уравнения (4) и алгоритма его численного решения. 
Заметим, что известны аналитические решения задач 
о воздействии внешнего однородного электростатиче-
ского поля на многослойные диэлектрические сфери-
ческие оболочки [12], которые могут быть использо-
ваны для тестирования алгоритма решения инте-
грального уравнения в случае многослойных осесим-
метричных намагничиваемых оболочек. 

Особенности изменения σm
* и Hi

* при вариа-
ции µk в случае сферической оболочки. Значения 
σm

* на расчетной части контура внешней поверхности 

сферической оболочки (z > 0) положительны при всех 
µk и незначительно изменяются при больших µ2. На 
расчетной части контура внутренней поверхности 
оболочки при µ3 < µ2 (λ2 < 0) значения σm

* отрица-
тельны, а при µ3 > µ2 (λ2 > 0) положительны (табл. 1). 
Естественно, что на симметричной относительно оси 
r части контура, знаки σm

* противоположны. 
При больших µ2 ≥ 100µ0 оболочка экранирует 

область 3, следствием чего являются малые значения 
Hi

* и σm
*. Увеличение µ3 приводит к дополнительному 

уменьшению Hi
* (табл. 2). 

Описанные особенности изменения σm
* и Hi

* мо-
гут быть полезны и при анализе магнитостатического 
поля в случае осесимметричных оболочек и сплош-
ных тел другой формы. 

Выводы. 
1. Тестирование правильности интегральных урав-

нений для расчета распределения фиктивных магнит-
ных зарядов на осесимметричных границах кусочно-
однородной намагничиваемой среды и алгоритмов их 
численных решений может быть выполнено при по-
мощи аналитических решений задач анализа воздей-
ствия однородного электростатического поля на ку-
сочно-однородную диэлектрическую среду с цен-
тральной симметрией границ – однослойные и много-
слойные сферические оболочки. 

2. В случае сферической оболочки в широком диа-
пазоне значений параметра λk, в том числе близких к 
±1, численное решение интегрального уравнения яв-
ляется устойчивым, а при измельчении шага сетки 
относительная погрешность расчета поверхностной 
плотности фиктивных магнитных зарядов и напря-
женности магнитного поля внутри оболочки состав-
ляет от десятых долей процента до нескольких про-
центов за исключением случаев очень малых значе-
ний этих величин. 
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Testing of numerical solution of the problem of determining 
sources of magnetostatic field in magnetized medium. 
Purpose. Testing of numerical solution algorithm for integral equa-
tion for calculation of plane meridian magnetostatic field source 
distribution at interfaces of piecewise homogeneous magnetized 
medium by means of electrostatic analogy. Methodology. The 
piecewise homogeneous medium consists of three regions with dif-
ferent magnetic permeabilities: the shell of arbitrary meridian sec-
tion, external unlimited medium outside the shell, and the medium 
inside the shell. For testing external homogeneous magnetic field 
effect on spherical shell is considered. The analytical solution of this 
problem on the basis of electrostatic analogy from the solution of 
the problem uniform electrostatic field effect on dielectric shell is 
obtained. We have compared results of numerical solution of inte-
gral equation with the data obtained by means of analytical solution 
at the variation of magnetic permeabilities of regions of medium. 
Results. Integral equation and the algorithm of its numerical solu-
tion for calculation of source field distribution at the boundaries of 
piecewise homogeneous medium is validated.  Testing of integral 
equations correctness for calculation of fictitious magnetic charges 
distribution on axisymmetric boundaries of piecewise homogeneous 
magnetized medium and algorithms of their numerical solutions can 
be carried out by means of analytical solutions of problems of ho-
mogeneous electrostatic field effect analysis on piecewise homoge-
neous dielectric medium with central symmetry of boundaries – 
single-layer and multilayer spherical shells. In the case of spherical 
shell in wide range of values of the parameter λk, including close to 
± 1, numerical solution of integral equation is stable, and relative 
error in calculating of fictitious magnetic charges surface density 
and magnetic field intensity inside the shell is from tenths of a per-
cent up to several percent except for the cases of very small values 
of these quantities. Originality. The use analytical solutions for 
problems of calculation of external electrostatic field effect on 
piecewise homogeneous dielectric bodies for testing integral equa-
tions of magnetostatics and algorithms for their numerical solu-
tions. Practical value. The described method of testing integral 
equations of magnetostatics and their numerical solutions can be 
used for calculation of magnetic fields of spacecraft control system 
electromagnets. References 12, tables 2, figures 3. 
Key words: plane meridian magnetostatic field,  piecewise 
homogeneous magnetized medium, integral equation, elec-
trostatic analogy, fictitious magnetic charge. 


