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А.М. ЧАНЧІН, аспірант каф. М і ДМ ОНПУ, Одеса 
 
МОДЕЛЮВАННЯ ПОКАЗНИКІВ ЖОРСТКОСТІ ЕПІЦИКЛУ 
ПЛАНЕТАРНОГО КОЛІСНОГО РЕДУКТОРА  

 
На основі розроблених аналітичних моделей деформованого стану епіциклу у складі планетарних 
колісних редукторів тролейбусів отримано функцію зведеної питомої жорсткості, що дозволяє вра-
ховувати не тільки пружні деформації зубців та ободу під дією експлуатаційних навантажень, але й 
розміри утомної тріщини у процесі її розвитку. За даними аналізу експлуатаційних ушкоджень дос-
ліджено кінетику втомних тріщин на ободі епіциклів. Встановлено, що за наявності тріщини показник 
зведеної жорсткості епіциклу зменшується пропорційно розмірам тріщини, що сприяє виникненню 
параметричного резонансу в умовах віброударних режимів коливань та підтверджує можливість од-
нозначної вібродіагностики втомних тріщин епіциклу в умовах тролейбусних депо.  

Ключові слова: епіцикл, пружні деформації, утомна тріщина, спектр вібрацій 
 
Вступ. Актуальність задачі. Особливість конструкції трансмісії тролей-

бусів полягає в тому, що на відміну від автомобільних трансмісій між тяговим 
електродвигуном (ТЕД), карданною передачею і провідним мостом відсутні 
фрикційне зчеплення та ін. пружні віброізоляційні елементи. Оскільки якір 
ТЕД та ін. обертові деталі трансмісії мають значний зведений момент інерції, 
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то при кожному циклі пуску і гальмувань тролейбуса відбувається вибір люф-
тів у всіх кінематичних парах, що спричиняє значні ударні імпульси та інтен-
сивні ушкодження насамперед елементів та деталей зачеплень планетарних ко-
лісних редукторів (ПКР). За статистикою відмов однією з найбільш ушкоджу-
ваних деталей ПКР є епіцикл [1]. 

Важливою і складною є проблема діагностики технічного стану зубчастих 
передач у складі провідних мостів через значну інтенсивність вібрації і широ-
кий спектр ушкоджень, спричинених типовим для тролейбусів важким режи-
мом експлуатації. Стосовно ПКР відповідні коливальні процеси мають дві осо-
бливості, які суттєво ускладнюють динамічні розрахунки, а саме: багатопото-
чність системи та знижену жорсткість ободу епіциклу задля більш рівномір-
ного розподілу навантаження між сателітами.  

Означені чинники зумовлюють актуальність удосконалення конструкцій 
ПКР та методів їх технічної діагностики з метою забезпечення на нормативному 
рівні показників їх віброактивності та надійності, зменшення витрат на запасні ча-
стини, технічне обслуговування та ремонтно-відновлювальні роботи за фактичним 
станом, підвищення ергономічності та комфортності пасажирського транспорту. 

 

Аналіз відомих досліджень. Сучасні дослідження за напрямом вібрацій-
ної діагностики зубчастих передач включають як методи оцінювання техніч-
ного стану передач за показниками їх віброактивності, так і методи моделю-
вання динамічних характеристик конструкцій та їх власних частот для забез-
печення адекватності спектрального аналізу параметрів вібрації. На розв’язок 
означених науково-практичних задач спрямовані дослідження відомих науко-
вих центрів і провідних виробничих фірм, таких як Інститут технічної механіки 
НАН України (Дніпропетровськ), НТЦ "Діагностика" (Суми, Україна), НТЦ 
"Кар’єрна техніка" (Мінськ, Бєларусь), Rockwell Standart (США), SKF (Швеція) 
та ін. Відмічено, що аналіз показників вібрацій за спектрограмами для плане-
тарних передач є значно складнішим ніж для передач переборного типу. Дос-
товірність результатів моделювання і діагностики ПКР обмежена не тільки ба-
гатопоточністю та складною кінематикою передач, але й перманентною зміною 
частоти обертання в широкому діапазоні, знакозмінністю ударних навантажень, 
джерелами випадкової високочастотної вібрації, через що опрацьовані моделі та 
методи мають обмежене застосування і потребують уточнення, зокрема за бага-
топараметричними показниками жорсткості конструкції епіциклу [2, 3]. 

 

Постановка задачі. Найбільш ефективними для розв’язку означених за-
дач уявляються аналітичні методи моделювання [4]. Розрахунок деформова-
ного стану епіциклу у складі планетарних колісних редукторів (ПКР) типу 
Raba 118/76 (з трьома сателітами, N=3) та Raba 518/77 (N=5) виконано послі-
довно за схемами замкненого колового кільця (рисунки 1-3). 

Зовнішнє навантаження прийнято у вигляді зосереджених радіальних Fr 
та колових Ft сил, що діють у площині кільця, яке підкріплює вільну безмоме-
нтну циліндричну оболонку. Зрівноважують ці сили дотичні розподілені нава-
нтаження, що спрямовані за бінормаллю до колової вісі кільця радіуса R. 

Вихідна система є трьохкратно статично невизначеною, але враховуючи 
симетрію епіциклу відносно діаметрального перерізу АВ (поперечна сила в т. 
В дорівнює QtВ=0), є можливість зменшити статичну невизначеність до двох. 
Розкріплюємо конструкцію розрізом у т. В (тобто робимо її статично визначе-
ною), в перерізі прикладаємо одиничні навантаження – зосереджений момент 
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Х1 і поздовжню силу Х2 до обох частин конструкції (рисунок 1,в, силові чин-
ники Х1, Х2 показані лише на одній частині). 
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Рисунок 1 – Розрахункові схеми епіциклу у складі ПКР при N=3:  

а – вихідна; б – основна; в – еквівалентна 
 

Для розкриття статичної невизначеності за методом сил складено систему 
з двох канонічних рівнянь 
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      


      
.                                         (1) 

 

Переміщення δiр (i=1; 2) залежать від заданих сил Fr і геометрії основної 
системи (рисунок 1, б), переміщення δik не залежать від заданих сил і визнача-
ються для еквівалентної системи (рисунок 1,в). 

 

Розрахункові моделі. Для визначення переміщень Δ точок прикладення 
невідомих силових чинників використано універсальний метод Мора. Нехту-
ючи впливом поперечних деформацій від зсуву отримано 

 

t t

s s

N N M M
ds ds

ES EI
     ,                                    (2) 

 

де ds=Rdφ – елемент геометричної осі колового стрижня; Nt і Mt – внутрішні сила і 
момент у розглянутому перерізі від навантажень зовнішніми силами; EI і S – від-
повідно згинальна жорсткість та площа поперечного перерізу стрижня; N  і M  – 
внутрішні сила і момент від дії фіктивних узагальнених сил Х1=1, Х2=1. 

Інтегрування виконується за довжиною кожної ділянки (їх дві у верхній на-
півплощині), додавання – за всіма ділянками. На ділянці 1 (

10 60     ) активне 

навантаження відсутнє, на ділянці 2 (
260 180     ) діє навантаження силою Fr 

у перерізі φ= 60 . За розрахунковою схемою (див. рисунок 1, б) визначено внутрі-
шні зусилля: на ділянці 1 у довільному перерізі 0tM ; ; 0tN  ; на ділянці 2 у до-

вільному перерізі діє поздовжня сила 
2 0sin( )t rN F     і згинальний момент 

2 0sin( )t rM F R     , який визначено як момент сили Fr на відстані 

2 0sin( )Fh R    від лінії дії цієї сили в перерізі на ділянці 2. 
Одиничні навантаження Х1=1 і Х2=1 створюють сили і моменти, що визна-

чаються за загальними для обох ділянок формулами: 1 0;N   

2 2cos cosN X ;     1 1 1;M X     2 2 ( cos ) (1 cos )M X R R R      . 

Інтеграли 1δ p  і 2δ p  визначено так  
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Коефіцієнти при невідомих у рівняннях (1) наступні: 
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Систему (1) сформовано у вигляді 
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Визначено корені системи (3): 
 

1 2

3 3 3
;   .

3 2 3
r rX F R X F

 
   

 
 

 

Згинальний момент у т. D дорівнює  
 

1 2

3 3
0,1888

2 2 6
D r r

R
M X X RF RF

 
        

 
. 

 

Для визначення радіального переміщення, наприклад у т. А, де прикла-
дене радіальне зусилля Fr (рисунок 2,б), розрахунки внутрішніх зусиль вико-
нуються у наступній послідовності.  

1. З умови статичної рівноваги визначають повздовжню силу 

3
.

6
t rN F  

 

2. Згинальний момент у довільному перерізі від зовнішнього наванта-
ження дорівнює 

3 3
( ) ( sin cos ) .

2 6
t rM F R    


 

 

3. Визначають момент від фіктивної одиничної узагальненої сили 
 

1( ) 1 sin .M R      
 

4. За формулою (2) визначають переміщення т. А відносно т. D у радіаль-
ному напрямку  
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За результатами розрахунків отримано схему деформацій епіциклу (рису-
нок 2,а) під дією радіальних зусиль у зачепленнях з сателітами (б). 
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Рисунок 2 – ПКР типу Raba 118/76: 

а – модель; б –схема пружних переміщень епіциклу під дією радіальних зусиль Fr у зачепленнях 
 

Колове переміщення при деформуванні епіциклу силою Ft призводить до де-
формації епіциклу на ділянці 

1 1x x x   (початок координат знаходиться у точці 

прикладення сили (т. А, рисунок 3,а). При цьому зліва від т. А ділянка розтягується, 
а справа стискається силою 0,5Ft. Враховуючи симетрію розрахункової схеми мо-
жна вважати, що переміщення у т. А на лівій та правій ділянках деформувань од-
накові і спричиняються силою 0,5Ft. Прийнято, що при віддаленні від т. А контак-
тне навантаження ( )t x  зменшується за квадратичною функцією 
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З умови статичної рівноваги 
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Враховуючи дію тангенціального зусилля 0,5Ft отримано формулу для по-
здовжньої сили 
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Рисунок 3 – Схема визначення переміщення у т. А від сили Ft: 

а – епіцикл без пошкодження; б – з радіальним розрізом 
 

Визначено переміщення Δ від повздовжньої деформації елементарної ділянки: 
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Інтегрування виразу (7) дає формулу для колового переміщення довільної 
точки кільця від сили Ft 

3
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Зокрема, колове переміщення у т. А дорівнює 
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Розмір ділянки x1, в межах якої деформується епіцикл, прийнято 

1 10· 32,5x m  мм (m=3,25мм – модуль зубчастих коліс для ПКР фірми Raba). 

Для моделі епіциклу з радіальним розрізом колове переміщення т. А ви-
значається аналогічно за розрахунковою схемою (рисунок 3,б). З умови стати-

чної рівноваги 
T

1

3

2
tF

t
x
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Переміщення Δ внаслідок такої деформації 
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Остаточну формулу для колового переміщення довільної точки моделі 
епіциклу поблизу радіального розрізу від сили Ft отримано у вигляді 

 

3
1

3
e 1 e1

3 1 3
( ) (1 )

4 8 8
t tF x F xx x

U x
ES x ESx

        . 

Матеріали та ре-
зультати досліджень. 
За результатами скінчено-
елементного статичного 
аналізу при дії на сонячну 
шестерню моменту 
Т=1кН·м отримано функ-
ції питомої жорсткості 

)(xcz  пари зубців прямо-

зубих коліс у складі ПКР 
(рисунок 4). Відмінність у 
значеннях )(xcz  для іде-

нтичних за геометрією за-
чеплень ПКР різних моде-
лей зумовлена зміною зу-

силь у зачепленнях через перерозподіл крутного моменту Т між сателітами. Зокрема, 
суттєва відмінність у значеннях жорсткості )(xcz  для пари зубців "один сателіт – 

епіцикл" при N=3 і N=5 пояснюється кромковим контактом зубців внаслідок зрос-
тання навантаження, що спричиняє відповідно більший імпульс параметричного 
збурення вібрацій при вході та виході зубців із зачеплення. За дослідними даними 
для тестових розрахунків прийнято наступні значення питомої жорсткості однопар-
ного зачеплення "один сателіт – епіцикл": 6max 14 0,975 10z wc b    Н/мм та 

6min 11,5 0,863 10z wc b    Н/мм ( 75wb  мм – робоча ширина зубців епіциклу). 

Колова піддатливість епіциклу дорівнює Δ /t A te F . Відповідно до рів-

няння (9) отримано  
6

1

e e e

3 29,2 10

16
t

x
e

ES b h


   мм/Н, 

 

де e e eS b h   – площа поперечного перерізу епіциклу, мм2; eb – загальна ширина 

епіциклу з циліндричною оболонкою включно; eh – товщина ободу (рисунок 2,а). 

Піддатливість епіциклу уздовж лінії зачеплення 
 

5 5

e e e e

2,92 10 2,65 10
cos cos 25 17tn t we e

b h b h

  
     мм/Н. 

 

Радіальну піддатливість епіциклу визначено за формулою 
 

3

Δ /
1,67

w
r A r

r
e F

EI
 


.                                         (10) 

 

 

Рисунок 4 – Графіки функцій ( )zc x  для однопарного за-

чеплення "один сателіт – епіцикл" ПКР Raba 118/76 
(крива 1) і Raba 518/77 (крива 2) 
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При діаметрі початкового кола епіциклу 216,18wd  мм і моменті інерції 
3

e e /12I b h  піддатливість уздовж лінії зачеплення від радіальної складової наван-

таження визначено у вигляді функції  

3 3
e e e e

41,7 sin 25 17 17,6
sin α .rn r we e

b h b h

 
    

 

За результатами аналізу ушкоджень деталей ПКР типу Raba 118/76 (крива 
1) і Raba 518/77 у складі тролейбусів встановлено, що утомні тріщини в епіци-
клах з відносно тонким ободом ( e2, 25 / 0,8m h  ) зароджуються поблизу пере-

хідних кривих впадин між сусідніми зубцями (рисунок 5,а) [1]. Спочатку трі-
щина спрямована за нормаллю до поверхні впадини, а після виходу на зовні-
шню поверхню епіциклу повертає в товщу обода, де під дією знакозмінних зги-
нальних напружень розвивається паралельно осі обертання згідно із напрямом 
лінії зубців. На ділянці шліцьового з’єднання епіциклу з корпусом ПКР внаслі-
док переважної дії дотичних напружень від деформацій кручення спостеріга-
ється остаточне руйнування ободу у поперечному перерізі під кутом прибли-
зно 25…40° до геометричної осі. 

Отже наявність тріщини у певний момент часу отримує прояв у формі 
зменшення товщини та ширини епіциклу, а величина зведеної жорсткості cΣ у 
процесі розвитку тріщини змінюється у відповідності до наступної двох пара-

метричної функції  
1

z tn rnc e e e


     (рисунок 5,б). Оскільки при появі трі-

щин на одному зубці або ободі епіциклу питома жорсткість зачеплення cz(x) та 
зведена жорсткість епіциклу c  різко зменшуються, то пара зубців входить в 

зачеплення передчасно і момент входу супроводжується ударом, що сприяє ви-
никненню параметричного резонансу в прямозубих передачах в умовах відри-
вних віброударних режимів коливань. 
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Рисунок 5 – Аналіз утомної тріщини на ободі епіциклу у складі ПКР типу Raba:  
а – тріщина; б – графіки функції 

e e( ,  )c b h
: крива 1 при 

e 8h  мм; 2 – 10мм; 3 – 12мм 
 

Амплітуда ударного імпульсу пропорційна ступеню розвитку дефекту, 
тобто розмірам тріщини (рисунок 5,б), а частота заповнення імпульсу найімо-
вірніше відповідає власній частоті епіциклу [5, 6]. У спектрі вібрацій з’явля-
ються нові гармоніки власної частоти, а існуючі змінюють свою частоту. Зуб-
цева частота fz уявляє основну частоту збурення 
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1 360
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
, Гц,                                       (11) 

 

де n1 – частота обертання сонячної шестерні; P – число полюсів зачеплення; z1, 
z3 – числа зубців відповідно сонячної шестерні та епіциклу. 

Таким чином розглядаючи форму сигналу ПКР з подібним ушкодженням 
стає можливим виявити наступні ударні імпульси за 1 оберт, що особливо до-
бре вирізняються при синхронному накопиченні сигналів. За результатами за-
пису сигналів вібродавачів, розташованих на фланцях корпусу ПКР і аналізу 
відповідних спектрограм (рисунок 6), підтверджено можливість однозначної 
діагностики втомних тріщин на ободі епіциклу в умовах ергодичності стаціо-
нарного процесу збудження коливань [2].  
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Рисунок 6 – Спектрограми вібропришвидшень: 

а – за результатами діагностики нового ПКР; б – за наявності тріщини на ободі епіциклу 
 

Висновки: 
1. За результатами аналітичного та скінчено-елементного моделювання 

отримано функцію зведеної питомої жорсткості епіциклу складі ПКР, що дозволяє 
враховувати не тільки пружні деформації зубців та ободу під дією експлуатацій-
них навантажень, але й розміри утомної тріщини у процесі її розвитку.  

2. Встановлено, що в епіциклах з відносно тонким ободом кінетика утом-
ної тріщини нараховує три стадії. Тріщина, що зароджуються у впадині між 
зубцями, спрямована за нормаллю до поверхні впадини, а після виходу на зов-
нішню поверхню епіциклу повертає в товщу обода, де під дією знакозмінних 
згинальних напружень розвивається паралельно до геометричної осі. Остато-
чне руйнування ободу спостерігається на ділянці шліцьового з’єднання епіци-
клу з корпусом ПКР у поперечному перерізі під кутом 25…40°.  

3. За наявності тріщини на одному зубці або ободі епіциклу питома жор-
сткість зачеплення cz(x) та зведена жорсткість епіциклу cΣ різко зменшуються 
(до 10 разів пропорційно розмірам тріщини), а момент входу зубців у зачеп-
лення супроводжується ударом, що сприяє виникненню параметричного резо-
нансу в умовах відривних віброударних режимів коливань. Амплітуда удар-
ного імпульсу пропорційна розмірам тріщини, а частота заповнення імпульсу 
найімовірніше відповідає власній частоті епіциклу. 

4. Результати моделювання параметрів жорсткості епіциклу добре узгоджу-
ються із дослідними даними, що підтверджує можливість однозначної вібродіаг-
ностики втомних тріщин на ободі епіциклу ПКР в умовах тролейбусних депо. 
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