
 10

УДК 539.3 
 
Г.О. АНИЩЕНКО, канд. техн. наук, доц., НТУ «ХПИ»; 
Ю.В. РОМАШОВ, канд. техн. наук, доц., НТУ «ХПИ» 
 
ПОСТРОЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ РЕШЕНИЙ 
ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОЛЗУЧЕСТИ 
 

В статті розглянуто побудову числових розв’язків для різноманітних математичних формулю-
вань задач теорії повзучості. Представлені числові розв'язки плоскої задачі теорії повзучості, що 
одержані методом скінченних елементів та методом Бубнова-Гальоркіна з використанням R–
функцій. Досліджено достовірність одержаних числових розв’язків, показані перерозподіл на-
пружень та параметру пошкоджуваності в умовах повзучості. 

 
В статье рассмотрено построение численных решений для различных математических формули-
ровок задач теории ползучести. Представлены численные решения плоской задачи теории ползу-
чести, полученные методом конечных элементов и методом Бубнова-Галеркина с использовани-
ем R–функций. Исследована достоверность полученных численных решений, показаны перерас-
пределение напряжений и параметра повреждаемости в условиях ползучести. 

 
This article deals with numerical solutions constructing for different mathematical formulations of creep 
problem. Numerical solutions for creep plane problem obtained using finite element method and Galer-
kin-Bubnov method with R-functions are presented. Obtained numerical solutions reliability is investi-
gated, stresses and damage parameter redistributions due to creep are shown. 

 

Введение. Под ползучестью в простейшем случае понимают постепен-
ное накопление необратимой (пластической) деформации, которое заметно 
проявляется при сочетании высоких механических нагрузок и температур, 
достигающих 35-70% абсолютной температуры плавления [1] и приводит к 
существенному перераспределению полей напряженно-деформированного 
состояния в твердых телах даже при стационарных нагрузках. Актуальность 
проблем ползучести обусловлена их инженерными приложениями, связан-
ными с улучшением эксплуатационных характеристик машин за счет увели-
чения температуры и механических напряжений (рабочего давления, частоты 
вращения и т. п.) [1]. Нелинейность уравнений состояния тел при ползучести 
заставляет обращаться к численным решениям задач теории ползучести. 

 

Анализ последних исследований и формулировка целей статьи. 
Численные решения задач теории ползучести в современных исследованиях 
[2-5] рассматриваются применительно к используемым там частным матема-
тическим формулировкам и на основе выбранных частных схем дискретиза-
ции (часто – метода конечных элементов). Используемые математические 
формулировки различаются выбором локальной [5] и вариационной формы 
[2-4]; пространства состояний: в перемещениях [2-4], в смешанной форме [5]; 
представлением напряженно-деформированного состояния либо самими ис-
комыми величинами [4, 5], либо их скоростями [2, 3]. Алгоритмизация по-
строения численных решений для задач теории ползучести в литературе 
практически не обсуждается, хотя обсуждается для других задач, например 
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для задач теплопроводности, что позволяет обеспечивать эффективность сче-
та и использовать методически однотипные алгоритмы для достижения 
структурной простоты программ [6]. Целью данной статьи является изучение 
общих подходов к построению численных решений для задач теории ползу-
чести. 

 

Постановки задачи теории ползучести. Далее рассматриваем задачи 
ползучести для тела, которое занимает область объемом   с граничной по-
верхностью   в случае малых деформаций, статических нагрузок, однород-
ного стационарного температурного поля, полных деформаций в виде суммы 
обратимых упругих и необратимых деформаций ползучести; для упругих де-
формаций принимаем закон Гука; материал тела считаем однородным изо-
тропным. Следуя методу Лагранжа, точки тела индивидуализируем в на-
чальном состоянии, отвечающем моменту времени 0t  , и рассматриваем 
моменты времени 0t   с использованием декартовых прямоугольных коор-
динат kx ; все нижние индексы, значения которых отдельно не оговорены, 

принимают последовательно значения 1, 2, 3; по повторяющимся нижним 
индексам подразумевается суммирование. Формулировка задачи теории пол-
зучести включает описание напряженно-деформированного состояния при 
упругом деформировании с учетом деформаций ползучести и описание зако-
на изменения во времени деформаций ползучести, что для полного простран-
ства состояний в рамках принятых допущений записывается следующим об-
разом: 

  1
, , ,2

,  0,  ,   ij i j j i ij j i ij ij ij ij ijkl kl ku u f e c e a x            ,  

   ,        i i k u ij j i k pu u x n p x        , (1) 
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  1
3

,   ,0 0   ij ij kk ij ij k ks c x x       , (2) 

           1 2, , , , ; ,    ,    ,0 0   ij ij k kq q c x x                ,  

           1 2, , , , ; ,  ,  ,0 0 s s s
s s ij ij s k kq q q q c q x x           . (3) 

Здесь ,i j i ju u x   ;  ,i i ku u x t  и  ,ij ij kx t   – компоненты перемеще-

ний и напряжений;  ,ij ij kx t  ,  ,ij ij ke e x t  и  ,ij ij kc c x t  – компонен-

ты деформаций: полных, упругих и ползучести;  i i kf f x  – заданные ком-

поненты объемных сил,  i i ku u x   – заданные компоненты перемещения в 

точках поверхности u  ;  i i kp p x  – заданные компоненты поверхно-

стных сил в точках поверхности p  ; jn  – компоненты внешней единич-
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ной нормали к поверхности тела; ijkla  – упругие постоянные материала тела; 

ij ijc c t   ;  c  – контролирующие скорость ползучести эквивалентные 

напряжения;  ,kx t   – параметр повреждаемости и  ,s s kq q x t , 

1, 2,s    – другие параметры состояния, характеризующие накопление по-
вреждений на микро-уровне и другие изменения на уровне структуры мате-

риала [7];    и  s , 1, 2,s    – эквивалентные напряжения, контроли-
рующие скорость параметра повреждаемости и других параметров состоя-
ния. Кинетические уравнения (2), (3) для деформаций ползучести, параметра 
повреждаемости и других параметров состояния устанавливаются по резуль-
татам испытаний образцов в условиях ползучести вплоть до разрушения. Ин-
тегрирование по времени уравнений (1) – (3) выполняется вплоть до завер-
шения этапа нелокализованного разрушения и образования локализованного 
дефекта (трещины), что устанавливают условием 

  * *, 1kx t  , (4) 

где *t  – время образования и *
kx  – координаты локализованного дефекта, 

причем для моментов времени *t t  поведение рассматриваемого тела нель-
зя адекватно описать уравнениями (1) – (3), поскольку в них не учитывается 
наличие локализованных дефектов, например трещин. 

Для алгоритмизации численного решения некоторого класса задач целе-
сообразно располагать его единообразной математической формулировкой 
[6]. Различие между записями формулировок задач теории ползучести в раз-
ных пространствах состояний при алгоритмизации их численного решения 
устраняется использованием понятия оператора краевой задачи [8]. Для это-

го введем вектор      1 1 , N
kx t R u u ,  1N N , содержащий параметры 

напряженно-деформируемого состояния (перемещения, деформации полные 

и упругие, напряжения),      2 2 , N
kx t R u u ,  2N N , содержащий де-

формации ползучести,      3 3 , N
kx t R u u ,  3N N , содержащий пара-

метр повреждаемости и другие параметры состояния. Тогда задача теории 
ползучести (1)–(3) примет следующий вид: 

              1 1 2 2 1 1 1 ,       k kx x          A u A u f L u u , (5) 

               2 2 2 3 1 2, ; ,      ,0    k kx x   u f u u u u 0 , (6) 

               3 3 3 2 1 3, ; ,      ,0    k kx x   u f u u u u 0 . (7) 

Здесь  1A ,  2A  – линейные операторы и  1f  – вектор, отвечающие диффе- 

ренциальным уравнениям, а L  – линейный оператор и  1u  – вектор, отве- 
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чающие граничным условиям (1). Вектор  2f  отвечает уравнениям состоя-

ния при ползучести (2), а вектор  3f  – кинетическим уравнениям для пара-
метра повреждаемости и других параметров состояния (3). Выбор частного 

пространства состояний уменьшает число компонент вектора  1u  и соответ-
ствующим образом видоизменяет операторы краевой задачи (5). 

Вместо локальной формулировки краевой задачи (5) можно использо-
вать ее эквивалентную вариационную формулировку, которую удобно пред-
ставить в виде вариационного равенства с учетом главных условий, пред-
ставляющих, как правило, часть граничных условий (5): 

                    1 1 1 2 2 1 1 1 1 0

n

TT
n nd d



  


         u A u A u f u L u u , (8) 

    1 1    m m k mx    L u u , (9) 

где учтено, что m n    , m n    ; nL , mL  – операторы и  1
nu ,  1

mu  – 

векторы, отвечающие естественным и главным граничным условиям. 
Уравнения (5) – (7) наглядно показывают, что задача теории ползучести 

представляет собой две связанные математически различные задачи: краевую 
и начальную. Краевая задача описывает напряженно-деформированное со-
стояние тела с учетом деформаций ползучести, а начальная – изменение во 
времени деформаций ползучести, параметра повреждаемости и внутренних 
структурных параметров с учетом текущего напряженного состояния. Еди-
нообразную математическую формулировку задачи теории ползучести мож-
но получить дифференцированием по времени обеих частей уравнения (5) и 
представлением его в скоростях напряженно-деформированного состояния: 

                11 1 2 2 1 1
0,  ,0  ,     k k kx x x           A u A u 0 u u L u 0   ,  

          1 11 1 1
0 0 ,       k kx x        A u f L u u , (10) 

где  1
0u  – поле вектора  1u  (напряженно-деформированного состояния) в 

начальный момент времени 0t  , которое отвечает упругому деформирова-
нию тела при отсутствии деформаций ползучести. 

Замена краевой задачи (5) начально-краевой задачей (10) позволяет 
представить задачу теории ползучести (5) – (7) в эквивалентной форме (10), 
(6), (7). Вместо начально-краевой задачи (10) можно использовать ее эквива-
лентную вариационную формулировку, которая в вариациях с учетом глав-
ных и естественных граничных условий примет следующий вид: 

                1 1 1 2 2 1 1 0

n

TT
n nd d



  


       u A u A u u L u     ,  

                1 1 1 11 1 1
0 0 0 0 0

n

TT
n nd d



  


        u A u f u L u u . (11) 
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      11 1
0,       m m m k mx      L u 0 L u u  . (12) 

Одна из простейших теорий ползучести, в которой повреждаемость и другие 
параметры состояния не рассматриваются, а скорость деформаций ползуче-

сти зависит только от напряжений, приводит к равенству       2 2 1u f u . 

Это позволяет, если задача о напряженно-деформированном состоянии пред-
ставлена в форме (10), исключить из рассмотрения при формулировке задач 

теории ползучести деформации ползучести, представленные вектором  2u : 

                   11 1 2 2 1 1 1
0,  ,0  ,     k k kx x x           A u A f u u u L u 0  ,  

          1 11 1 1
0 0 ,       k kx x        A u f L u u . (13) 

В случае, когда напряженно-деформированное состояние описывается крае-
вой задачей (5), то деформации ползучести не могут быть исключены из рас-
смотрения даже при использовании рассмотренной простейшей теории пол-
зучести. 
 

Построение численных решений. Алгоритмизация построения чис-
ленных решений для задачи теории ползучести существенно зависит от вы-
бора вида (5) – (7) или (8), (9), (6), (7) или (10), (6), (7) или (11), (12), (6), (7) 
ее математической формулировки. Вначале построим численное решение за-
дачи теории ползучести, сформулированной в виде (11), (12), (6), (7). Для 
решения задачи (11), (12) поля напряженно-деформированного состояния 
представим аппроксимациями, тождественно удовлетворяющими главным 
условиям (12): 

                            1 1 1 1 1 1 1, ,  ,k k n k n k n k nx t x x t x t x t      u u U a u U a , (14) 

где  1
u  – вектор, продлевающий заданные граничные значения внутрь об-

ласти тела; n  – число аппроксимирующих функций;  1
nU  – матрица, состав-

ленная из принятых аппроксимирующих функций;  1
na  – вектор, составлен-

ный из подлежащих определению коэффициентов аппроксимаций. 
В зависимости от выбора аппроксимирующих функций можно реализо-

вывать различные схемы дискретизации [9]. Примерами могут служить клас-
сический метод Ритца, отвечающий случаю, когда аппроксимирующие 
функции определены во всей области   тела, а также метод конечных эле-
ментов – когда аппроксимирующие функции не равны нулю только в ло-
кальных подобластях, на которые разбита область   тела, а коэффициенты 
аппроксимаций имеют смысл узловых значений. Подстановка аппроксима-

ций (14) в равенства (11) с учетом независимости вариаций  1
na  приведет к 

системам уравнений 

            1 1 1 2 2
T

n n n d


     A a U A u  , (15) 
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      11 1
0n n A a f . (16) 

Здесь 

     1 1
0 0nn a a ;                1 1 1 1 1 1

n

T T

n n n n n nd d





       A U A U U L U ; 

                 1 1 1 1 1 1 1

n

T T

n n n n nd d 





         f U f A u U u L u . 

Интеграл из системы уравнений (15) представляем в виде квадратуры 

                        1 2 2 1 2 2

1

 
Q TT i ii

n n k k
i

d w  


      U A u U A u , (17) 

где Q  – число,  iw  – весовые коэффициенты и  i
k  – координаты узлов ис-

пользуемой квадратурой формулы [10]. 
Уравнения (6), (7) интегрируем в узлах квадратурной формулы (17): 

                            2 2 2 3 1 2, ; ,  ,0i i i i i
k k k k k     u f u u u u 0 , (18) 

                            3 3 3 2 1 3, ; ,  ,0i i i i i
k k k k k     u f u u u u 0 . (19) 

Здесь 1, 2, ,i Q  . Таким образом, решение задачи теории ползучести све-

дено к интегрированию обыкновенных дифференциальных уравнений с на-
чальными условиями (15) – (19). В результате на шагах интегрирования по 
времени получают поля напряженно-деформированного состояния, а также 
значения деформаций ползучести и параметра повреждаемости в узлах квад-
ратурных формул и, кроме этого, возможно, в других, наперед заданных, 
точках тела. Рассмотренная схема (15) – (19) алгоритмизации построения 
численного решения для задач теории ползучести с некоторыми видоизмене-
ниями применяется в большинстве исследований. Определение момента вре-

мени *t  и координат *
kx  образования локализованного дефекта из условия 

(4) с высокой точностью требует вычисления деформаций ползучести и па-
раметра повреждаемости в достаточно большом числе наперед заданных то-
чек тела. 

Рассмотрим решение задачи теории ползучести, представленной в ло-
кальной форме (5) – (7) с использованием взвешенных невязок [9] и струк-
турного метода теории R-функций [11], как это сделано в работе [5]. Для это-
го представим неизвестные задачи в виде тождественно удовлетворяющих 
всем граничным условиям (5) структур решений [11] 

                 1 1 1 1 2 2 3 3, , , , ,    ,       u B Φ L u u Φ u Φ , (20) 

с неопределенными компонентами      1 1 ,kx tΦ Φ ,      2 2 ,kx tΦ Φ  и 
     3 3 ,kx tΦ Φ  в виде аппроксимаций по системам базисных функций про- 
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странственных координат с зависящими от времени коэффициентами 

            
1

, ,    1, 2,3
n

s ss
k i k i

i

x t x a t s


  Φ  . (21) 

Здесь –    s
ia t  и    s

i kx , 1,2,3s   – коэффициенты аппроксимаций и ба-

зисные функции, являющиеся элементами содержащих  sΦ  функциональ-
ных пространств [11]. В случае линейных операторов граничных условий 
подстановка аппроксимаций (21) в структуры решений (20) приведет к вы-
ражениям в виде линейных комбинаций коэффициентов аппроксимаций [11], 
которые представим в матрично-векторной форме 

                1 1 1 1,k k n k nx t x x t  u u U a ,  

                        2 2 2 3 3 3, ,    ,k n k n k n k nx t x t x t x t   u U a u U a , (22) 

где  s
nU , 1,2,3s   – матрицы пробных функций, составленные из множите-

лей при коэффициентах  s
ia , 1,2,3s   в структурах решений (20) после под-

становки в них аппроксимаций (21);         1 2

Ts ss s
n na a aa  , 1, 2,3s  . 

Аппроксимации (22) удовлетворяют граничным условиям (5) и будут 
удовлетворять начальным условиям (6), (7), для коэффициентов аппроксима-
ций, удовлетворяющих начальным условиям 

        2 30 ,      0n n a 0 a 0 . (23) 

Для определения коэффициентов аппроксимаций методом взвешенных невя-
зок представим аппроксимации (22) в матрично-векторной форме и диффе-
ренциальные уравнения (5) – (7) одним уравнением [5] 
 n n  u u U a , (24) 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

11 11

2 2 2

3 3 3

,    ,    ,    

nn

n n n n

n n





           
        
                 

au U 0 0u

u u u 0 U 0 U 0 a a

0u 0 0 U a

, (25) 

     K u A u f u , (26) 

  

 

   

 

 

        
        

1
1 2

2 2 2 3 1

3
3 3 2 1

,  ,  , ;

, ;

 
    

     
       
               

 

f0 0 0 A A 0

K 0 I 0 A 0 0 0 f u f u u u

0 0 00 0 I f u u u

, (27) 

где  2I ,  3I  – тождественные и 0  – нулевые матричные операторы, размер-

ности которых определяются размерностями векторов  1u ,  2u  и  3u . 
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Подставим аппроксимации (24) в дифференциальное уравнение (26) и, 
следуя методу взвешенных невязок, воспользуемся условием ортогонально-
сти невязки выполнения этого уравнения к проверочным функциям [11]: 

       0n n n n n n n d 


             V K U a A u U a f u U a . (28) 

Здесь  1 2n nV v v v  – матрица, составленная из проверочных функ-

ций, являющихся линейно независимыми элементами пространства, сопря-
женного к содержащему элемент  f u  пространству. Условие (28) может 

рассматриваться как обобщенное представление различных численных мето-
дов, различающихся выбором пробных и проверочных функций [9]. При ис-
пользовании локальных пробных и проверочных функций метод взвешенных 
невязок (27) эквивалентен методу конечных элементов [9]. Если использо-
вать глобальные пробные функции, а проверочные функции выбрать в виде 

T
n nV U , то условие ортогональности (28) будет отвечать классическому 

методу Бубнова-Галеркина [9], который, как в работе [5], после подстановки 
матриц (25), (27) в условие (28), с учетом линейности операторов приведет к 
алгебраическим и дифференциальным уравнениям 

          1 1 2 2 1
n n n n n   A a A a f , (29) 

                 2 2 2 2 3 1 2, ; ,      0n n n n n n n  K a f a a a a 0 , (30) 

                 3 3 3 3 2 1 3, ; ,      0n n n n n n n  K a f a a a a 0 , (31) 

где матрицы и векторы вычисляются следующим образом: 

                   1 1 1 1 1,  1, 2;   
T T

s s s
n n n n nd s d

 

          A U A U f U f A u , 

       ,  2,3
T

s s s
n n n d s



   K U U , 

                            2 2 2 1 2 2 2 2 3 3 1 1 1, ; , ;
T

n n n n n n n n n n n d


      f a a a U f U a U a u U a , 

                            3 3 2 1 3 3 3 3 2 2 1 1 1, ; , ;
T

n n n n n n n n n n n d


      f a a a U f U a U a u U a . 

При помощи уравнения (29) можно представить вектор  1
na  в виде соот-

ношения 

               1
1 2 1 1 2 2

n n n n n n


   a a A f A a . (32) 

Соотношение (32) позволяет исключить вектор  1
na  из уравнений (30), (31) и 

в результате получить задачу Коши в канонической форме: 
    ,      0n n n n y f y y 0 . (33) 

Здесь 
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 

   
              
              

1
2 2 2 3 1 2

2

13 3 3 3 2 1 2

, ;
,    

, ;

n n n n n n
n

n n n

n n n n n n n





    
    
      

 

K f a a a aa
y f y

a K f a a a a

. 

 

Решение задач теории ползучести по схеме (20) – (33) за счет использования 
аналитических аппроксимаций позволяет определять деформации ползучести 
и параметр повреждаемости в любой точке тела, причем число уравнений в 
разрешающей задаче Коши (33) определяется количеством аппроксимирую-
щих функций. При решении задач теории ползучести по схеме (15) – (19) от-
носительно узловых значений число уравнений в разрешающей задаче Коши 
(18), (19) определяется числом точек, в которых вычисляются деформации 
ползучести, параметр повреждаемости и другие параметры состояния. Точ-

ное определение момента времени *t  и координат *
kx  образовавшегося лока-

лизованного дефекта из условия (4) требует вычисления параметра повреж-
даемости в большом числе точек тела, так что число уравнений задачи Коши 
(18), (19) может оказаться большим числа уравнений задачи Коши (33). При 
построении численного решения задач теории ползучести по схеме (15) – 
(19) напряженно-деформированное состояние определяется путем интегри-
рования по времени с накоплением погрешностей на шагах интегрирования. 
В случае численного решения по схеме (20) – (33) погрешности пошагового 
интегрирования накапливаются только для деформаций ползучести, пара-
метра повреждаемости и других параметров состояния, а напряженно-
деформированное состояние определяется при этом путем решения системы 
линейных алгебраических уравнений (32). Отмеченные обстоятельства по-
зволяют говорить о некоторых преимуществах построения численных реше-
ний по схеме (20) – (33) перед построением численных решений по схеме 
(15) – (19). 
 

Пример численного решения задачи теории ползучести. Рассмотрим 
в декартовых координатах 1 2Ox x  плоскую начально-краевую задачу теории 
ползучести для квадратной пластины с длиной стороны 2 16 ммa  , которая 
растягивается поверхностными силами  2p p x , приложенными на краях 

1x a   и распределенными по параболическому закону (рис. 1) 

     2
2 21p x S x b  , (34) 

где 300 МПаS   – заданное максимальное напряжение в сечениях 1x a  . 

В качестве материала пластины примем сталь ЭИ-481, для которой: мо-

дуль упругости 51, 25 10  МПаE   , коэффициент Пуассона 0,3  , а ско-
рость ползучести при температуре 700 C  описывается с учетом повреждае-
мости материала в виде [3]: 
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     
 

15; ,  ; , 8.98 10 МПа / час,  4,12
1

nc
c c nc c c B B n

   


 
 

       
   , 

     
 

25; ,  ; , 1,11 10 МПа / час,  8,97
1

k

kA A k


        


 
 

       
   , 

где        3 1 1
2 3 3

c
i ij kk ij ij kk ij

              – интенсивность на-

пряжений. 
 

 

Рисунок 1 – Пластина и фрагмент 
конечно-элементной сетки  

с приведением нагрузки к ее узлам. 

Рисунок 2 – Поверхность значений 
построенной на основе полиномов 

Чебышева одной из двумерных функций, 
использующейся в аппроксимации 

параметра повреждаемости. 
 

Приближенные решения задач теории ползучести для такой пластины 
получены двумя способами. Во-первых, как в работе [3], при помощи специ-
ально созданного программного обеспечения методом конечных элементов 
(фрагмент сетки и приведение нагрузки к узлам показаны на рис. 1) на осно-
ве вариационной постановки в перемещениях по схеме (15) – (19) с интегри-
рованием задачи Коши методом прогноза-коррекции. Во-вторых, как в рабо-
те [5], при помощи специально созданного программного обеспечения на ос-
нове методов теории R-функций и Бубнова-Галеркина по схеме (20) – (33) с 
описанием напряженно-деформированного состояния в перемещениях и на-
пряжениях и решением задачи Коши методом Рунге-Кутта в модификации с 
переменным шагом интегрирования, предложенной Мерсоном. В последнем 
случае интегрирование в области пластины осуществлялось по квадратур-
ным формулам Гаусса, а в качестве аппроксимирующих функций неопреде-
ленных компонент структур решения использовались произведения специ-
ально выбираемых с учетом симметрии задачи полиномов Чебышева [12] 
      , 1 2 1 2,i j i jx x T x T x   . (35) 
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Здесь iT  – полином Чебышева степени i . С учетом симметрии задачи в ап-

проксимациях, например, параметра повреждаемости  , 0, 2,4, 2 1i j n  ; 

одна из аппроксимирующих функций (35), используемая в аппроксимациях 
параметра повреждаемости, показана на рис. 2. 

Для получаемых описанными двумя методами приближенных решений 
задачи ползучести, отвечающих упругому деформированию в момент време-
ни 0t  , установлено соответствие с решениями задачи о число упругом де-
формировании пластины, полученными в работах [13], [14]. Это позволяет 
говорить о достоверности решения задачи теории ползучести, отвечающего 
моменту времени 0t  . Достоверность решения задачи теории ползучести в 
моменты времени 0t   устанавливалась сходимостью получаемых методом 
Бубнова-Галеркина приближенных решений и их сопоставлением с прибли-
женным решением, полученным методом конечных элементов, что иллюст-
рируется рис. 3. 
 

 
 

Рисунок 3 – Решения для напряжения 11  в сечении 1 2x a  в момент времени 
t = 150 час, полученные методом Бубнова-Галеркина для разного числа 
аппроксимирующих функций: 1 – n = 1, 2 – n = 2, 3 – n = 3, 4 – n = 14, 

и решение, полученное при помощи метода конечных элементов – маркеры 5. 
 

Расчеты показали сходимость с увеличением числа аппроксимирующих 
функций получаемых методом Бубнова-Галеркина приближенных решений; 
начиная с числа 6n   аппроксимирующих функций, приближенные решения 
не различаются в масштабе рис. 3. Установлено различие приближенного 
решения, получаемого методом Бубнова-Галеркина (рис. 3, кривая 4), и по-
лучаемого методом конечных элементов (рис. 3, маркеры 5) около точек 

2x a  , что можно объяснить двумя причинами. Во-первых, полученное 

методом конечных элементов решение на сетке рис. 1, по-видимому, имеет 
более высокую погрешность аппроксимации, чем решение, полученное ме-
тодом Бубнова-Галеркина для 14n   аппроксимирующих функций. В пользу 
этого говорит то обстоятельство, что полученное методом конечных элемен-
тов решение (рис. 3, маркеры 5) более близко к решению метода Бубнова-
Галеркина с более высокой погрешностью аппроксимации для числа 2n   
(рис. 3, кривая 2). Во-вторых, решение методом конечных элементов при-
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ближенно удовлетворяет граничным условиям: в точках с 2x a   растяги-

вающие напряжения не равны нулю (рис. 1) и именно около этих точек имеет 
место заметное различие получаемых решений. Полученные результаты по-
зволяют говорить о достоверности получаемых численных решений задачи 
теории ползучести. 

Рассмотрим далее некоторые закономерности ползучести, установлен-
ные на основе анализа результатов, представленных на рис. 4 и рис. 5, полу-
ченных методом Бубнова-Галеркина с числом 14n   аппроксимирующих 
функций. 
 

  

Рисунок 4 – Значения параметра 
повреждаемости в точках пластины 

в момент времени *t t . 

Рисунок 5 – Интенсивность
напряжений в точках центрального 
сечения 1 0x   пластины в моменты 

времени 1 – 0t  , 2 – 24 часt   

и 3 – *t t . 
 

При решении задачи ползучести с использованием условия (4) установ-

лено время * 152,39 часt   до завершения этапа нелокализованного разру-
шения пластины и образования локализованного дефекта. Анализ поля по-
вреждаемости (рис. 4) показывает, что в пластине следует ожидать образова-

ние в момент времени *t t  двух макроскопических дефектов вследствие 
ползучести, причем эти дефекты будут расположены в окрестности точек 
пластины с координатами 1x a  , 2 0x  . Заметное перераспределение на-

пряжений с течением времени вследствие ползучести, которое имеет место 
даже при стационарной нагрузке, иллюстрируется рис. 5. 
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Перспективы дальнейших исследований. Разработанные общие под-
ходы к построению численных решений задач теории ползучести позволяют 
рассматривать задачи более сложные, чем в рассмотренном примере. Можно 
рассматривать, например, задачи ползучести для тел сложной формы, однако 
для дальнейших исследований более перспективными с точки зрения реали-
зации возможностей предложенных подходов являются практически отсут-
ствующие в литературе задачи теории ползучести с несколькими, кроме па-
раметра повреждаемости, параметрами состояния. 

 

Выводы. В статье рассмотрено построение численных решений для раз-
личных математических формулировок задач теории ползучести. Для пло-
ской задачи теории ползучести получены методом конечных элементов и ме-
тодами Бубнова-Галеркина и R-функций численные решения. Исследована 
достоверность полученных решений и установлено, что погрешности при 
приближенном удовлетворении силовых граничных условий могут сущест-
венно влиять на решение задачи теории ползучести. Показаны перераспреде-
ления параметра повреждаемости и напряжений в условиях ползучести. 
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