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УДК 539.3.01 

Э. Б. КУЛИЕВ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ, 
ОСЛАБЛЕННОЙ КРУГОВОЙ ПОЛОСТЬЮ, ПРИ ДЕЙСТВИИ КУСОЧНО-РАСПРЕДЕЛЕННОЙ 
НАГРУЗКИ НА ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ ГРАНИЦЕ ПОЛУПЛОСКОСТИ 

В представленной статье решена неоднородная задача для полуплоскости с круговой полостью при действии равномерно-распределенной 
нагрузки на прямолинейной границе полуплоскости. Задача решена методами теории функций комплексного переменного (теория рядов 
Лорана, метод Н. И. Мусхелешвили) в сочетании с проекционным методом Бубнова-Галеркина. В конечном итоге, при конкретных физиче-
ских и геометрических параметрах двухсвязной неоднородной полуплоскости представлена численная реализация полученных решений и 
построены эпюры окружных напряжений для нулевого и первого приближений. 

Ключевые слова: неоднородная полуплоскость, комплексные потенциалы, ряды Лорана, метод последовательных приближений, 
окружные напряжения. 

 
Введение. Развитие современного строительства 

тесно связано с методами определения и исследова-
ния напряженно-деформированного состояния кон-
струкций и сооружений.  

Как известно, развитие городского транспортно-
го строительства также связано с проектированием и 
строительством подземных сооружений и тоннелей. 
Проектирование и строительство подземных соору-
жений и тоннелей в свою очередь обуславливает усо-
вершенствование существующих и создание новых 
методов расчета подобных сооружений.Как показы-
вает практика эксплуатации подземных сооруже-
ний,реальные конструкции существенно отличаются 
от расчетной.В связи с этим, актуальным направлени-

ем в теории сооружений является разработка и внед-
рение в инженерную практику методов и алгорит-
мов,которые учитывали бы реальные физико-
механические свойства материала вокруг тонне-
ля.Следует отметить,что определение напряженноде-
формированного состояния многосвязной неоднород-
ной полуплоскости,моделирующей тонне-
ли,представляет практический интерес для инженер-
ного проектирования конструкций и сооружений.Учет 
неоднородности породы массива полуплоскости 
,представленный в виде изменяющегося по глубине 
массива полуплоскости модуля деформации, более 
реально отражает свойства материала вокруг тоннеля. 
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Постановка задачи и решение 
В данной статье рассматривается плоская задача 

для неоднородной полуплоскости, ослабленная кру-
говой полости, при действии кусочно-распределенной 
нагрузки на прямолинейной границе полуплоскости. 
Двухсвязная область неоднородной полуплоскости 
извне ограничена прямолинейной границей L0, а из-
нутри – круговым контуром L1, расположенный с экс-
центриситетом h. На определенном участке прямоли-
нейной границы L0 действует равномерно-
распределенная нагрузка Р (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 – Схема участка прямолинейной границы L0, на кото-

рую действует равномерно-распределенная нагрузка 

Плоская неоднородная задача решается методом 
последовательных приближений при помощи пары 
комплексных потенциалов: 
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В нулевом приближении решается однородная 
упругая задача с заданной внешней нагрузкой. 

Для однородной упругой задачи комплексные 
потенциалы ϕ0(z) и χ0(z) представим в виде [2]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

* (0)
0

1

( ) ln ln
2

( )
k

k
k

iPz z b z b z a z a

Rz a
z h

φ
π

φ
∞

=

= − − − − − +  

 + +  − 
∑

,  (2) 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

* (0)
0

1

( ) ln ln
2

( )
k

k
k

iPz z b z b z a z a

Rz A
z h

χ
π

χ
∞

=

 = − − − − − + 

 + +  − 
∑

.  (3) 

 
Здесь *

0 ( )zφ  и *
0 ( )zχ  комплексные функции, го-

ломорфные в полуплоскости, определяются методом 
Мусхелишвили [1] из граничного условия на прямо-
линейной границе L0 полуплоскости [4, 6]: 
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Здесь 0 0t t= −  – аффиксы точек контура L0. 
Подставляя (2) и (3) в граничное условие на L0 

(4) и применяя метод Мусхелишвили, получим выра-
жения для комплексных функций *

0 ( )zφ  и *
0 ( )zχ : 
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Далее, подставляя заранее преобразованые ϕ0(z) 

и χ0(z) по граничным значениям 
1

R
t h

 
 − 

 на L1: 
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и сравнивая выражения при одинаковых степенях пе-

ременной 
1

R
t h

 
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, получим две группы бесконечных 

систем линейных алгебраических уравнений относи-
тельно искомых неизвестных коэффициентов (0)

ka  и 
(0)
kA  (k =1, m). Далее, в последующих приближения 

определяются комплексные потенциалы ϕn(z) и χn(z) 
(n≥1), из граничного условия на L1: 
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Здесь, t1 – аффиксы точек контура L1; выражение 

( )1 1 1,nIG t t−  имеет вид [3], [5]: 
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Таким образом, используя полученные значения 

комплексных потенциалов ϕ0(z) и χ0(z) для нулевого 
приближения, последовательно из граничного усло-
вия (8) и выражения (9) определяются все последую-
щие значения комплексных потенциалов ϕn(z) и χn(z) 
(n≥1). После определения комплексных потенциалов 
ϕ(z) и χ(z) по известным формулам [1] в характерных 
точках двухсвязной неоднородной полуплоскости 
определяются компоненты окружных напряжений. 

Следует отметить, что в качестве примера вы-
брана неоднородность вида 
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n = const – коэффициент Пуассона 
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При следующих геометрических и физико-
механических параметрах: 

a0 = -5 м; b0 = 250 м; Р= 0,04 МПа; 
 α = 0,1; h =3 м; R = 1м. 
 
Решена конкретная плоская задача для неодно-

родной двухсвязной полуплоскости при действии ку-
сочно-равномерно распределенной нагрузки на пря-
молинейную границу полуплоскости. В точках круг-
лой полости вычислены окружные напряжения sθ для 
нулевого и первого приближений, построены эпюры 
напряжений sθ (рис. 2, 3). 

 

 
Рис. 2 – Эпюры напряжений sθ для нулевого и первого 

приближений 

 
Рис. 3 – Эпюры напряжений sθ для нулевого и первого 

приближений 

Выводы. В точках кругового отверстия, близкие 
к прямолинейной границе полуплоскости, наблюдает-

ся увеличение значений окружных напряжений при 
учете неоднородности среды массива полуплоскости.  

Учет неоднородности среды массива полуплос-
кости позволяет в значительной степени более реаль-
но отражать картину распределения напряжений во-
круг кругового отверстия полуплоскости. 
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