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ПРУЖНОПЛАСТИЧНЕ ДЕФОРМУВАННЯ ПРИ ВИГОТОВЛЕННІ ТРУБЧАТИХ ЗАГОТІВОК 
 

Розглянуто задачу профілювання труб з урахуванням виникнення незворотних пластичних деформацій. В роботі запропоновано застосуван-
ня програмних комплексів, заснованих на методі скінченних елементів (МСЕ), які здатні з високою точністю відтворювати реальний техно-
логічний процес. Розглянуто основні співвідношення методу розрахунку. Для наданої схеми холодного профілювання труб створено розра-
хункову модель. Виконано розрахунки напружено-деформованого стану труб, що профілюються, при послідовному проходженні через кліті 
прокатного стану. 
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Вступ. Багатопрогонові балки коробчастого по-
перечного перерізу, – так звані «профільні труби» є 
одним з конструктивних елементів сучасного маши-
нобудування, тому вибір розрахункових схем для ви-
значення їхнього напружено-деформованого стану є 
актуальною практичною задачею. Профільні труби 
мають дуже широкі сфери застосування: цивільне і 
промислове будівництво, різні металоконструкції, 
прольоти мостів, стелажів; у виробництві автомобілів, 
вагонів, каркасів, кранів, автобусів, сільгоспмашин, 
параболічних антен, конструкцій цивільного будівни-
цтва і т. д. У даній роботі розглядаються розрахунки 
напружено-деформованого стану (НДС) коробчастих 
конструкцій [1-2]. 

Процес холодного профілювання характеризу-
ється великим рівнем напружень. Однією з найбільш 
навантажених є область у  прямокутному перерізі, де 
при проходженні через кліть виникає значна концент-
рація напружень. Кліттю називають комплекс з при-
водних, нижнього і верхнього, та неприводних боко-
вих роликів.  

У даній роботі запропоновано застосування 
комп’ютерних комплексів, заснованих на МСЕ, що 
здатні з високою точністю відтворювати реальний 
технологічний процес холодного профілювання.  

 
Математичне формулювання задачі. При мо-

делюванні задачі протягу пружної заготівки прямоку-
тного перерізу через недеформовані вальці використо-
вувався модифікований лагранжевий підхід [3]. 

До числа рівнянь, що лежать в основі лагранже-
вого підходу відносяться рівняння збереження маси, 
кількості руху і внутрішньої енергії, а також що рів-
няння стану, що замикає цю систему. Рівняння закону 
збереження маси: 

,0)( =+ Vdivρρ&                                (1) 
де ρ – щільність; V – швидкість. 

Рівняння закону збереження кількості руху: 
),(σρρ divgx +=&&                                (2) 

де x&&  – прискорення; σ – тензор напружень Коши; g – 
прискорення вільного падіння. 

Рівняння закону збереження енергії: 
,: qrDu ⋅∇−+= ρσρ &                            (3) 

де u&  – швидкість зміни внутрішньої енергії; D – тен-
зор швидкості деформації; r - інтенсивність об'ємного 
теплового джерела; q – тепловий потік; ∇  – оператор 

Гамільтона; « ⋅» – скалярний добуток; «:» – подвійний 
скалярний добуток. 

У основі використовуваної просторової дискре-
тизації лежить метод скінченних елементів (МСЕ), в 
основі тимчасової дискретизації – центральна дифере-
нціальна схема інтегрування другого порядку точнос-
ті. 

Просторова дискретизація рівняння збереження 
кількості руху припускає перехід від рішення дифере-
нціального рівняння (2) до рішення рівняння: 

,0))(( =⋅−−∫
V

Фdvdivgx σρρ &&                     (4) 

з відповідними граничними умовами. З використан-
ням відомих процедур МСЕ рішення рівняння (4) зво-
диться до рішення диференціального рівняння: 

,ei FFdM +=&&                                (5) 

де d&&  – вектор вузлових прискорень; M – матриця мас; 
Fi, Fe – вектори внутрішніх і зовнішніх сил. 

Просторова дискретизація рівняння збереження 
енергії припускає перехід від рішення диференціаль-
ного рівняння (3) до рішення рівняння: 

.0):( =⋅⋅∇+−−∫ dvqrDu
V

ϕρσρ &                (6) 

З використанням відомих процедур МСЕ [4] рі-
шення рівняння (6) зводиться до рішення диференціа-
льного рівняння: 

,θθθθ ei FFM +=&                             (7) 
де θ – температура; Mθ – матриця теплоємкостей; 

θθ
ei FF ,  – вектори внутрішніх і зовнішніх теплових 

навантажень. 
Вектор внутрішніх сил, який входить в рівняння 

(5), визначається третім членом підінтегрального ви-
разу (4): 

,)(:)()(∫ ∫ ∫ ∇−⋅=⋅
V B V

dvФФdbnФdvdiv σσσ         (8) 

і він дорівнює 

∫ ∇=
V

i dvФF .)(:σ                             (9) 

Вектор Fi знаходиться в результаті підсумову-
вання внутрішніх сил для усіх елементів, що входять в 
дану систему. Для одного елементу вектор внутрішніх 
сил визначається наступним виразом: 

∫=
eV

Te
i dvBf ,σ                                (10) 



ISSN 2078-9130                                                              Динаміка і міцність машин 

Вісник НТУ «ХПІ». 2015. № 55 (1164)                                                                                                                    51 

де В – похідна від функцій форми елементу; σ  – век-
тор, складений з шести компонентів тензора напру-
жень. 

Вектор зовнішніх сил Fe який входить в дифере-
нціальне рівняння (5), враховує розподілені по повер-
хні тіла навантаження, об'ємні сили, такі як сили тя-
жіння, контактні сили, реакції зв'язків і інші сили. 

Вузлові прискорення можуть бути визначені з рі-
вняння (5) і записані таким чином: 

).(1
ei FFMd += −&&                           (11) 

Використання центральної диференціальної схе-
ми інтегрування за часом другого порядку точності 
дозволяє визначити значення прискорень, швидкостей 
і переміщень: 

);(1
ein FFMd += −&&   

;
2
1 tddd nnn Δ+=

−

&&&&                           (12) 

;
2
11 tddd

nnn Δ+=
+

+
&   

де індекси відносять шукані величини до відповідних 
часових слоїв. 

Для обчислення значення ωmin з використовуєть-
ся наступна оцінка [3]: 

,2

min
max x

c
Δ

≈ω                               (13) 

де с – швидкість звуку в матеріалі; Δxmin – мінімаль-
ний характерний розмір елементів, що входять в дану 
систему. 

Швидкість деформації визначається виразом: 
,tDΔ=Δε                                  (14) 

де D – тензор швидкості деформації, компоненти яко-
го визначаються по залежності 

.
2
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

i

j

j

i
ij dx

dv
dx
dvD                          (15) 

Для обліку обертання середовища як абсолютно 
жорсткого тіла при обчисленні тензора напруження 
Коши використовується коротаційна похідна Яуман-
на: 

,: σσσ WWDL −+=&                        (16) 
де W – тензор-спін, компоненти якого рівні: 

.
2
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

i

j

j

i
ij dx

dv
dx
dvW                          (17)  

Петля інтегрування за часом диференціальних рі-
внянь включає наступні операції: 

– обчислення вузлових навантажень; 
– обчислення вузлових прискорень; 
– обчислення вузлових швидкостей; 
– обчислення приростів переміщень і перемі-

щень; 
– обчислення деформацій в елементах; 
– обчислення напружень в елементах. 
 
Прокат пружної заготівки кільцевого перерізу 

через кліті. У сучасній промисловості є поширеними 
технологічні процеси формування коробчастих конс-
трукцій. Часто для цього використовуються прокатні 
стани [5-9]. Розглянемо одну з можливих розрахунко-

вих схем, що включає п’ять клітей, що включають по 
чотири вальців (рис.1). 

 

  
Рисунок 1 – Загальна схема розрахунку 

 
Наведемо деякі початкові дані для розрахунку: 

матеріал  – сталь конструкційна низьколегована для 
зварних конструкцій 17ГС; D = 0,1485 м – діаметр 
заготівки; h = 0,006 м – товщина заготівки; L1 = 11,1 м 
– довжина заготівки; a = 0,12 м – відстань між роли-
ками п’ятої кліті; V = 0,75 м/с – швидкість заготівки; 
t = 12 м – час; σT = 355 МПа – межа текучості матеріа-
лу труби; σB = 480 МПа – границя міцності матеріалу 
труби. 

Кліть складається з приводних нижнього і верх-
нього роликів та неприводних бокових роликів. У 
профільно-калібрувальному стані п’ять клітей, розта-
шованих на деякій відстані одна від одної. Заготівка з 
постійною швидкістю V = 0,75 м/с протягується через 
ролики. 

Таким чином, якщо торець заготівки стикається з 
роликами, то у цей момент у вертикальному та гори-
зонтальному напрямках починає діяти миттєво при-
кладене навантаження, яке переміщується із швидкіс-
тю руху заготівки від одного перерізу до іншого. Ви-
значення напружено-деформованого стану в залежно-
сті від часу проведено за допомогою схем МСЕ та 
крокового інтегрування за часом. 

Розрахунок напружено-деформованого стану 
проводився з урахуванням виникнення контактних 
напружень між заготівкою і роликами у пружно-
пластичні постановці. Застосовано діаграму ідеально 
пластичного матеріалу з лінійним зміцненням. 

Для розрахунку використовувався восьмивузло-
вий трьохвимірний елемент (2110 СЕ вздовж L1 та 3 
СЕ по h).  Загальна кількість 641476 СЕ, у тому числі 
506399 СЕ на трубі. 

Далі наводяться результати розрахунку для всіх 
клітей у момент часу t = 9,504 с, тобто коли труба 
пройшла 7,128 м, а отже – вийшла з п’ятої кліті 
(рис. 2-5). 

Отримані результати чисельних розрахунків  на-
пружено-деформованого стану, який виникає при про-
тязі заготівки через ролики, дають можливість визна-
чити картину розподілу прогинів і напружень СЕ мо-
делі з урахуванням виникнення контактних напружень 
та пластичного деформування заготівки. 
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Рисунок 2 – Епюра загальних еквівалентних напру-

жень заготівки за Мізесом у першій кліті 
 
 

  
Рисунок 3 – Епюра пластичних деформацій заготівки 

у першій кліті 
 
 

  
Рисунок 4 – Епюра загальних еквівалентних напру-

жень заготівки за Мізесом у другій кліті 
 
 

  
Рисунок 5 – Епюра пластичних деформацій заготівки 

у другій кліті 
 

  
Рисунок 6 – Епюра загальних еквівалентних  
напружень заготівки за Мізесом у третій кліті 
 
 

  
Рисунок 7 – Епюра загальних еквівалентних  

напружень заготівки за Мізесом у четвертій кліті 
 
 

  
Рисунок 8 – Епюра загальних еквівалентних  
напружень заготівки за Мізесом у п’ятій кліті 
 
 

  
Рисунок 9 – Епюра пластичних деформацій заготівки 

у п’ятій кліті 
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Слід зазначити, що заготівка у момент часу 
t = 9,504 с у першій та другій кліті вже має напружен-
ня, що не перевищують границю міцності, у третій, 
четвертій та п’ятій клітях напруження є вищими, ніж у 
перших двох. Якісно результати є подібними до реа-
льного процесу прокату заготівки, а чисельно харак-
теристики напружено-деформованого стану труби 
можна розглядати після того, як труба пройде 6-8 м 
від розглянутої кліті, коли ефект від сумісності дефо-
рмацій буде мінімальним. 

 
Висновки. У даній роботі розглянуто задачі роз-

рахунку деформування труб з урахуванням великих 
деформацій. Розглядалась задача прокату заготівки 
кільцевого перерізу через п’ять клітей. Проаналізува-
вши результати розрахунку, можна зробити висновок, 
що якісно результаті схожі до реального технологіч-
ного процесу прокату заготівки, але, через те, що при 
розрахунку не були враховані деякі фактори, напри-
клад температура, та було недостатнє технічне забез-
печення (накопичення помилок, через малий об’єм 
оперативної пам’яті), то розглядати отримані резуль-
тати доцільно лише на першій та другій клітях.  

Отримані результати свідчать про доцільність 
використання програмних комплексів скінченоелеме-
нтного аналізу для дослідження процесу холодного 
профілювання труб. 
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