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СИНТЕЗ РЕГУЛЯТОРОВ ПРОСТОЙ СТРУКТУРЫ ДЛЯ 

УПРАВЛЕНИЯ ПРОЦЕССАМИ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

 
Для систем управления процессами кристаллизации решается задача достижения желаемых 

показателей качества методами модального управления. Синтез проводится на основе анализа 

мер модального доминирования собственных значений матрицы состояний объекта управления.  
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Введение. Несмотря на интенсивное развитие различных направлений 

теории оптимального автоматического управления ( HHH ,, 12  оптими-

зация), в промышленности наиболее популярными, по-прежнему, остаются 

простые регуляторы (регуляторы низкого порядка с фиксированной структу-

рой), которые проще для понимания разработчиками и заказчиками, менее 

требовательны к вычислительным ресурсам. Самой распространенной струк-

турой в промышленных системах управления, в том числе и при выращива-

нии монокристаллов, является ПИД–регулятор. К настоящему времени ста-

вится вопрос о развитии методов создания оптимальных регуляторов простой 

структуры, которые дают возможность повысить качество решения задач 

управления для систем выращивания монокристаллов. 

 

Анализ основных достижений и публикаций. В работе [1] представ-

лен обзор целого ряда подходов к синтезу регуляторов заданной структуры и 

пониженного порядка для линейных стационарных систем. Рассматриваются 

методы прямого (на основе редукции модели) и косвенного (на основе ли-

нейных матричных неравенств) построения регуляторов пониженного и за-

данного порядка в задачах ковариационного управления, синтез регуляторов 

на основе методов H  оптимизации.  

 

Формирование целей и задач. На наш взгляд, к построению простых 

регуляторов приводит и метод модального управления, которое обычно ре-

шается на основе выбора спектра динамической системы, т.е. размещения ее 

собственных значений, с целью достижения целей управления.  

 
© Н. А. Балонин, В. С. Суздаль, Ю. С. Козьмин, 2014 
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По сравнению с ПИД–регулятором, естественные преимущества которо-

го, это "некоторая коррекция" динамики, которую можно даже не знать, мо-

дальное управление учитывает моды, т.е., опирается на знание реального 

объекта. Поэтому, естественно появился такой регулятор в сочетании с иден-

тификатором. Идентификация уточняет динамику, а модальный регулятор 

разворачивается вслед этим уточнениям [2].  

Целью настоящей работы является синтез модального управления для 

процессов выращивания монокристаллов. Для достижения поставленной це-

ли необходимо для многосвязной системы осуществить выбор спектра за-

мкнутой системы на основе анализа мер модального доминирования соб-

ственных значений матрицы состояний объекта управления. 

 

Материалы исследований: уравнения модального синтеза. Рассмот-

рим систему в пространстве состояний 
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где nRx  – вектор состояния, lRy  – выходной вектор, mRu  – век-

тор управления, 0x  – начальные условия, т.е. состояние системы в начальный 

момент времени 0t . A,B,C – постоянные матрицы соответствующих разме-

ров. 

Модальный синтез связан с непосредственным управлением модами 

(тонами собственных колебаний). Для многосвязных систем выбор спектра 

обычно выливается в малоприятную проблему манипулирования большим 

количеством собственных значений, что существенно осложняет процесс 

исследования их влияния на поведение динамической системы.  

В [2] предложено выбор собственных значений замкнутой системы про-

водить на основе анализа мер модального доминирования   собственных 

значений матрицы А. Введение меры модального доминирования дает фор-

мальную оценку подвижности “позиций” собственных значений. 

      vBBv TT ,       (2) 

где v  – левый собственный вектор матрицы А.  

Спектр, т.е. матрица BKAQ   замкнутой динамической системы, за-

висит от назначаемой матрицы K  обратных связей модального регулятора 

Kxu   (или наблюдающего устройства, т. к. эти задачи двойственны). 

Пусть 1 XDXQ  – спектральное разложение матрицы Q, где D – диа-

гональная матрица ее собственных значений, X – столбцовая матрица соб-

ственных векторов. Cистема с матрицей bKAQ    при скалярном входе  

Bmb  , где m – весовые множители, эквивалентна системе с расширенной 

матрицей входа  bbbB  , при условии, что количество входов си-
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стемы равно размерности вектора состояния, но все вектор-столбцы одинако-

вы, причем KBQA  , где K  – матрица расширенного регулятора. 

Пусть  bbbXDAX  , т.е. XK  – единичная матрица 1 XK . 

В силу линейности система с одним входом зависит от обратной связи 

Kxu  , где 

   1111  XK  ,  (3) 

т.е. К, равен сумме левых собственных векторов матрицы Q. Если регу-

лятор не меняет спектр и собственные векторы матрицы A, матричное урав-

нение представляет собой спектральное разложение матрицы A: 

0 XDAX , 1 XDXA .  

Собственный вектор матрицы Q задается неоднородным уравнением  

        bxIA  ,       (4) 

которое при b=0 описывает собственные векторы матрицы A,   – соб-

ственные значения. Годограф собственных векторов матрицы Q, ее резоль-

вента, содержит сингулярности (разрывы) в точках спектра матрицы A. Если 

меняется только часть спектра матрицы A, то нулевые столбцы 

 0,,0,0,  bbbB   отвечают неизменяемым собственным 

векторам.  

Значение резольвенты подчеркивается тем, что вектор-строка коэффи-

циентов обратных связей K модального регулятора u = –Kx равна сумме ле-

вых собственных векторов Q, отвечающих ее отличным от спектра матрицы 

A собственным значениям. При изменении только одного собственного зна-

чения, матрица K равна соответствующему левому собственному вектору Q. 

Вектор столбец эквивалентного входа Bmb   может быть единым для всех 

изменяемых собственных значений, но у многосвязных систем на решение 

можно повлиять, назначая его индивидуально.  

Одна из осмысленных и вполне достижимых целей при выборе эквива-

лентного входа, состоит в сближении собственных векторов матриц A и Q. 

Существует и такой вариант постановки задачи, как управление собственны-

ми векторами Q при неизменном ее спектре, совпадающем с A. 

 

Объект управления. Крупногабаритные сцинтилляционные монокри-

сталлы (СМК) весом до 500 кг выращивают в промышленности методом Чо-

хральского на установках типа «РОСТ» [3]. На этих установках практически 

реализованы процессы управляемой кристаллизации из расплава на затравку, 

с использованием для управления информации о положении уровня расплава. 

В основе выращивания монокристаллов из расплава методом Чохральского 

заложены принципы направленной кристаллизации, которая всегда осу-

ществляется при наличии и взаимодействии двух направленных потоков – 

переноса энергии в форме тепла и межфазного массопереноса (рис 1). По-

скольку растущий кристалл не имеет контакта со стенками тигля, а форма и 
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размер образца определяются капиллярными силами и условиями тепломас-

сообмена в системе кристалл-расплав, то к основным параметрам технологи-

ческого процесса относят характерный размер (диаметр Ds ) цилиндрическо-

го образца, положение фронта кристаллизации относительно свободной по-

верхности расплава h и уровень расплава в тигле H . 

 

 
Рис. 1 – Схема выращивания методом Чохральского: 

1 – затравка, 2 – кристалл, 3 – фронт кристаллизации, 4 – расплав, 5 – тигель, R –

 радиус кристалла, h – высота фронта кристаллизации, H – уровень расплава в тигле, 

V – скорость вытягивания кристалла,  – угловая скорость вращения кристалла, zOr – 

система координат. 

 

Процесс выращивания включает в себя несколько основных этапов: 

инициирования роста монокристалла с помощью затравочного кристалла 

(затравливание) и вытягивания образца сначала с переменным сечением (раз-

ращивание кристалла по диаметру), а затем с постоянным сечением (рост по 

высоте). Диаметром растущего кристалла управляют, изменяя тепловые 

условия выращивания. Система управления должна обеспечивать приемле-

мое качество переходных процессов, необходимую точность и устойчивость 

управления.  

Затравливание и разращивание кристалла ведется в ручном режиме без 

включения обратной связи в системе управления. Система управления диа-

метром монокристалла и температурой подпиточного расплава включается с 

началом роста кристалла по высоте. Этот момент определяет начальные 

условия управления. 

Процесс выращивания крупногабаритных СМК сопровождается заменой 

расплава кристаллизуемой средой и перераспределением масс расплава и 

кристалла в рабочем пространстве ростовой установки. На разных стадиях 

выращивания изменяются все характеристики теплового поля – значения 
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температур расплава и кристалла, параметры теплопереноса, положение 

фронта кристаллизации и величина градиента температуры в области фронта 

кристаллизации, т.е. процесс кристаллизации, является нестационарным.  

Исследования процесса кристаллизации крупногабаритных СМК пока-

зывают, что процесс роста монокристалла по высоте можно условно разбить 

на несколько дополнительных интервалов, в пределах которых тепловые 

условия кристаллизации, являются стационарными. Это позволяет использо-

вать на этих интервалах выращивания модальные регуляторы. 

 

Результаты исследований: синтез управления. Пусть в пространстве 

состояний объект управления (ОУ) описывается системой (1). Моделирова-

ние процесса выращивания, как ОУ, проводилось на примере получения 

крупногабаритных активированных монокристаллов. Процесс выращивания 

рассматривался как многосвязный LTI-объект управления с двумя входными 

величинами – температура основного Td  и температура дополнительного 

нагревателя Tb  и двумя выходами – диаметр кристалла Ds и температура 

подпиточного расплава Tp [3].  

На одном из интервалов роста монокристалла по высоте модель ОУ в 

отклонениях от установившегося режима в пространстве состояний имеет 

следующие матрицы: 


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Объект управления полностью управляем и наблюдаем.  

Известно, что в благополучно устроенной процедуре, анализ свойств ОУ 

всегда предшествует синтезу управления и дает для него важнейшие ориен-

тиры [2]. 

Анализ. Столбцовая матрица собственных векторов матрицы  А 











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





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9901,01616,000

1401,09869,000

009633,01830,0

002684,09831,0

АU . 
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В табл. 1 для ОУ приведен спектр (собственные значения i ) и меры 

модального доминирования i  собственных значений по управлению, вы-

численные по выражению (2). 

 

Таблица 1– Собственные значения и меры модального доминирования 

ОУ 

 

Собственные 

числа 
-5,37 -0,28 -3,05 -0,07 

Меры доминиро-

вания 
35,82 0,70 0,88 0,02 

 

Из таблицы следует, что первая мода диспропорционально доминирует, 

менять ее особенно легко. Судя по мерам доминирования, наиболее тяже-

ло, должно быть,  менять моды -0,28 и -0.07.  

Синтез. Зададим разовое смещение собственных чисел 1 на -0,123 и 

3 на -0,02. По выражению (4) найдем собственные вектора iX  замкнутой 

системы 

  111 \ BIAX  , 

  232 \ BIAX  , 

где 1B  и 2B  столбцы матрицы В. 

Матрица регулятора 1
21 ][  XXK : 















0022,00137,00003,00006,0

0080,00010,00315,01589,0
K . 

Для замкнутой динамической системы матрица BKAQ   и матрица 

собственных векторов, соответственно, будут: 
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1593,00424,09819,01156,0

9859,00043,01413,00178,0

0240,01974,01238,09470,0

0461,09794,00253,02993,0

QU . 
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Таким образом, матрица QU  существенно отличается от матрицы AU  

только первым и вторым столбцами. Фробениусова норма матрицы К: 0.3028. 

Затраты модального регулятора, оцениваемые, в нашем случае, нормой мат-

рицы обратных связей, в общем, складываются из затрат на изменение тем-

пов (модули собственных значений) и формы траекторий (собственные век-

торы). Поэтому, как уже отмечалось, при синтезе модального управления 

многосвязной системой одна из осмысленных и вполне достижимых целей 

состоит в сближении собственных векторов матриц A и Q, что отвечает есте-

ственной цели получить реализуемый на практике регулятор. 

В табл. 2 приведен спектр и меры модального доминирования для за-

мкнутой системы. 

 

Таблица 2 – Собственные значения и меры модального доминирования 

замкнутой системы 

 

Собственные 

числа 
-5,25 -0,37 -3,07 -0,07 

Меры доми-

нирования 
37,01 0,52 0,95 0,02 

 

Сравнение спектра и мер модального доминирования для ОУ и замкну-

той системы показывает, что синтез изменил собственные значения 1 , 2 , 

3  и их меры доминирования. Увеличились и превалируют меры доминиро-

вания  собственных значений 1  и 3 . 

На рис. 2 приведены переходные характеристики ОУ и замкнутой си-

стемы (ЗС) по каналу: температура донного нагревателя Td  – диаметр кри-

сталла Ds . 

Длительность переходного режима для объекта управления составляет 

15 с, для замкнутой системы – 10 с. Это стандартное отображение качества 

управления для инерционных ОУ, каким является процесс выращивания 

крупногабаритных монокристаллов. 
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Рис. 2 – Переходные характеристики ОУ и замкнутой системы 

 

Можно сделать вывод, что синтезированный регулятор вполне прием-

лем для управления выращиванием СМК. Однако, в производственных усло-

виях процесс выращивания часто подвержен действию кратковременных 

возмущений тепловых условий, что может привести к неравномерному рас-

пределению (захвату) активатора по высоте кристалла. Этот процесс резко 

ухудшает качество конечной продукции. Замкнутая система с синтезирован-

ным регулятором имеет в канале управления диаметром монокристалла 

быстрое доминирующее собственное значение 1 = -5,25 с, 1 = 37,01 (см. 

табл. 2), которое позволит отреагировать на такое возмущение и уменьшить 

его влияние на качество монокристалла. Таким образом, данные табл.2 в 

большой степени характеризуют качество управления процессом кристалли-

зации, синтезированным регулятором, так как i  и i  отражают доминиро-

вание и темпы реакций в замкнутой системе (у многосвязных систем они за-

меняют понятие моментов передаточной функции). 

 

Выводы. Для многосвязного процесса выращивания крупногабаритных 

СМК проведен синтез в пространстве состояний модального регулятора, 

опираясь на метод модального доминирования при одиночном смещении 

части собственного спектра объекта управления. Модальный синтез не 

фробениусов, проводился в собственном базисе. 

Проведенный синтез подтвердил обоснованность основной идеи, отно-

сительно адаптации собственного пространства в многосвязных динамиче-

ских системах, у которых количество входов, как правило, уступает размер-

ности вектора состояния: ни спектр, ни собственные векторы в процессе мо-

дального управления не стоит менять без особой необходимости, а только с 

привлечением анализа на первой стадии процедуры синтеза. 
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Аналитическое решение задачи возможно не только при разовой, но и 

при итерационной подвижке собственных значений, одно за другим, когда 

можно оценить меру модального доминирования каждого собственного зна-

чения и норму матрицы обратных связей модального регулятора при одиноч-

ном изменении спектра. 

Результаты синтеза, а, именно, длительность переходного процесса в 

замкнутой системе, отсутствие перерегулирования и табличные данные пока-

зывают, что синтезированная система удовлетворяет требованиям к качеству 

управления при выращивании крупногабаритных СМК. 
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