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ЭФФЕКТИВНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 
 

Розглядається задача Діріхле для правильно еліптичного рівняння з постійними коефіцієнтами 
четвертого порядку в одиничному колі. Рішення шукається в класі функцій, що задовольняють 
умові Гельдера аж до кордону разом з похідними першого порядку. Отримано умови на коефіці-
єнти, необхідні і достатні для однозначної розв'язності зазначеного завдання, а при порушенні 
цих умов доведено, що дефектні числа завдання рівні одиниці. Рішення даної задачі і умови роз-
в'язності визначаються в явному вигляді. 

 
Рассматривается задача Дирихле для правильно эллиптического уравнения с постоянными коэф-
фициентами четвертого порядка в единичном круге. Решение ищется в классе функций, удовле-
творяющих условию Гельдера вплоть до границы вместе с производными первого порядка. По-
лучены условия на коэффициенты, необходимые и достаточные для однозначной разрешимости 
указанной задачи, а при нарушении этих условий доказано, что дефектные числа задачи равны 
единице. Решение рассматриваемой задачи и условия разрешимости определяются в явном виде.  
 
We consider the Dirichlet problem for the fourth order properly elliptic equation with constant coeffi-
cients in the unit disc. We seek the solution in the class of functions which satisfy Holder condition up 
to the boundary with first degree derivatives. The necessary and sufficient conditions of the unique 
solvability of the problem are obtained. If these conditions failed, it was proved that the defect numbers 
of the problem are equal to one. The solution of the problem and the solvability conditions are deter-
mined in explicit form. 
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Введение и формулировка доказываемых теорем. Пусть 
2 2= {( , ) : < 1}D x y x y  – единичный круг комплексной плоскости. В облас-

ти D  рассмотрим дифференциальное уравнение четвертого порядка  
44
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где kA  – комплексные постоянные. Предполагаем, что j  ( = 1, 2,3, 4j ) – это 

корни характеристического уравнения  
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которые удовлетворяют условиям  

1 2 3 4 2 3= , , = , > 0, < 0.i i                              (3) 

Решение уравнения (1) ищется в классе 4 (1, )( ) ( )C D C D , и на границе 

  удовлетворяет условиям Дирихле  

| = ( , ), = ( , ), ( , ) .
u

u f x y g x y x y
N




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
                        (4) 

Здесь (1, ) ( )f C    и ( ) ( )g C    – заданные функции, / = /N r     – 

дифференцирование по направлению внутренней нормали к границе  . Да-

лее = = iz x iy re  . Задача (1), (4) фредгольмова (смотри [1]). Однозначная 

разрешимость однородной задачи (1), (4) (при 0f g  ) была исследована в 

[2]. В [3] была исследована однородная и неоднородная задача (1), (4) и по-
лучена формула для вычисления дефектных чисел задачи. В предлагаемой 
работе, используя представление общего решения уравнения (1), полученное 
в [4], выводится другая формула для определения дефектных чисел, которая 
позволяет доказать, что в исследуемом случае эти дефектные числа могут 
принимать значения равные только нулю или единице. Перейдем к точной 
формулировке полученных результатов.  

Обозначим  
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Отметим, что из (3) следует, что 0 <| |< 1  и | |< 1 , следовательно, и | |< 1 .  

Ниже доказываются следующие утверждения. 
Теорема 1. При = 0  задача Дирихле (1), (4) однозначно разрешима. 

При 0   задача Дирихле (1), (4) однозначно разрешима тогда и только 
тогда, когда выполняются неравенства  
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Если условие (6) нарушается при некотором n , то однородная задача (1), 
(4) имеет ненулевое решение, которое является полиномом порядка 1n  . 
Следовательно, если условие (6) нарушается при 1 2, , , lk k k , то дефектные 

числа задачи равны l .   
Отметим, что так как | |< 1 , то условия (6) могут нарушаться только 

для конечного числа k . Доказываем, что справедливо более точное утвер-
ждение. 

Теорема 2. Пусть корни уравнения (2) удовлетворяют условию (3). То-
гда условие (6) может нарушаться не более чем для одного значения k . Та-
ким образом, задача Дирихле или однозначно разрешима, или же однородная 
задача Дирихле (1), (4) имеет одно линейно независимое решение, а для раз-
решимости соответствующей неоднородной задачи необходимо и доста-
точно, чтобы граничные функции f  и g  удовлетворяли одному условию 

ортогональности, то есть дефектные числа задачи (1), (4) равны единице. 
 

Вспомогательные предложения. Сначала представим уравнение (1) и 
граничные условия (4) в комплексной форме. Используя операторы ком-
плексного дифференцирования  
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приводим уравнение (1) к следующей форме  
2

= 0.u
z z z z z

                
                                (7) 

Здесь числа   и   определяются по формулам (5). Далее, учитывая равен-

ства 
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z r i z r i
z r z r 
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которые выполняются при всех = 0iz re   , граничные условия (4) приво-
дим к эквивалентной форме: 

= ( , ), = ( , ), ( , ) ; (1,0) = (1,0).
u u

F x y G x y x y u f
z z 

 


 
     (8) 

Граничные функции ,F G  из класса ( ) ( )C    однозначно определяются 

по заданным функциям f  и g :  

( , ) = , ( , ) = , ( , ) .
2 2

x iy f x iy f
F x y g i G x y g i x y

 
      

           
    (9) 

В дальнейшем будем исследовать задачу (7), (8). Сначала решим урав-
нение (7). При 0   будем использовать представление общего решения 
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уравнения (7), полученное в [4] (лемма 1): 

1 2 1 2( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ), = , ( , ) .u x y z z z z z z z z x iy x y D  



         


 (10) 

Здесь функция 2  аналитична в области ( ) = { : }D z z z D   , функция 

1  аналитична в круге D , а функции j  ( = 1,2j ) аналитичны в области 

( ) = { : }D z z z D   . При = 0  общее решение уравнения (7) запишем в 

виде ([1]):  

1 2 1 2( , ) = ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ), ( , ) ,u x y z z z z zz z x y D              (11) 

где 2  аналитическая в ( )D  , а 1 , j  аналитические в D  функции. Та-

ким образом, нам необходимо определить неизвестные аналитические функ-
ции j  и j  ( = 1,2j ) по граничному условию (8). Для этого нам понадо-

бится представление функций 2 ( )z z   и ( )j z z   в окрестности   

аналитическими в D  функциями. В [5] доказано, что если | |< 1  и | |< 1 , а 

функции   и   аналитичны в областях ( )D   и ( )D   соответственно, то 

при | |= 1z  функции   и   допускают представление  

( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ).z z z z z z z z                       (12) 

Здесь   и   – аналитические в единичном круге функции. Если известны 

функции   и  , то   и   восстанавливаются по формулам:  

2 21 1
( ) = ( ( ) 4 ) ( ( ) 4 ) ,

2 2
z z z z z z z z z z                        

   

2 21 1
( ) = ( ( ) 4 ) ( ( ) 4 ) ,

2 2
z z z z z z z z z z                        

   
  

где | |< 1z . В первой из этих формул выбираем ту ветвь 2 4  , которая 

аналитически продолжается вне сегмента [ 2 , 2 ]   и удовлетворяет ус-

ловию 1 2 4 1      при    . Во второй формуле ветвь выбирается 

аналогично. 
 

Доказательство теорем 1 и 2.  
Доказательство теоремы 1. Сначала рассмотрим случай 0  . В этом 

случае общее решение уравнения (7) определяется по формуле (10). Исполь-
зуя легко проверяемые операторные равенства  

= , =iI iI
z z z z   

          
              

                   (13) 

( I  – единичный оператор), после подстановки функции (10) в граничные 
уравнения (8), получаем следующие уравнения: 
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1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) = ( ),t t t t t iI t t F t    


               
 

2 1 2( ) ( ) ( ) = ( ), = , ( , ) .t t t t iI t t G t t x iy x y   


              
 (14) 

Представим функции 2  и j  на границе   по формулам (12): 

2 ( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ), , = 1, 2.j j jt t t t t t t t t j                   (15) 

Здесь   и j  аналитические в круге D  функции. Учитывая, что равен-

ства (15) выполняются при всех t , получим: 

2 2 2 2( ) = ( ) ( ) ( ( ) ( )), .jiI t t it t i t t i t t t       


             
   (16) 

Разложим функции 1 ,  , j  ( = 1,2j ) в ряд Тейлора: 

1 1 2
=0 =0 =0

( ) = , ( ) = , ( ) = ,k k k
k k j jk

k k k

t A t t A t t B t 
  

                    (17) 

а функции F  и G  – в ряд Фурье: 

= =

( ) = , ( ) = ,k k
k k

k k

F t F t G t G t
 

 
                                 (18) 

и подставим (18), (17), (16), (15) в граничные равенства (14). Получим  
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 
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=0 =

( 1) = , | |= 1.k k k
k k

k k

i k B t G t t
 


                       (20) 

Эти соотношения выполняются при всех t , поэтому коэффициенты 
при соответствующих степенях kt  в правых и левых частях (19) и 
(20)должны совпадать. При 1k   получаем систему линейных алгебраиче-
ских уравнений для определения неизвестных коэффициентов jkA  и jkB : 
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 
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     
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.                (21) 
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При = 0k  постоянные 0jA  и 0jB  определяются из следующих уравне-

ний: 

10 20 10 20 0

20 10 20 0

2 2 2

2 2 2

A A B iB F

A B iB G



   

   
.                              (22) 

Система (22) всегда разрешима, но решение не единственно. Также и 
система (21) при = 1k  не является однозначно разрешимой, так как левые 
части второго и третьего уравнений совпадают. Учитывая, что 1 1=F G  (это 

следует из (18) и (9)), получим, что система (21) при = 1k  также имеет ре-
шение. 

Заметим, что не единственность решения этих систем не приводит к не-
тривиальным решениям однородной задачи (1), (4), так как решением этой 
задачи может быть только многочлен ([6]), а в силу однородных условий (4), 

он имеет вид (смотри [7], стр.74, теорема 5.1) 2( , ) = (1 ) ( , )P x y zz Q x y , то 

есть является многочленом не менее чем четвертого порядка. Таким образом, 
коэффициенты jkA  и jkB  при = 0,1k  не приводят к нетривиальным решени-

ям однородной задачи (1), (4).  
Итак, для определения дефектных чисел следует изучить систему (21) 

при 2k  . Вычисляя определитель матрицы системы (21), получим  
2

2= 2 ( 1) ( ),k ki P                                         (23) 

где   и 2kP   определяются в (5) и (6). Таким образом, k  отличается от 

2kP   ненулевым сомножителем. Если выполняются условия (6), то коэффи-

циенты jkA  и jkB  при 2k   определяются однозначно, поэтому функции 

1, , j  , а, следовательно, и функции 2 , j    определяются единственным 

образом (с точностью до многочленов первого порядка). Из формулы (23) 
следует, что при k   имеем 2 0k i    . Поэтому получаем, что на 

бесконечности порядок роста коэффициентов функции 2  совпадает с по-

рядком роста коэффициентов kF  и kG , а порядок роста коэффициентов 

функции j  и 1  совпадает с порядком роста kkF  и kkG . 

Учитывая, что порядок роста коэффициентов ряда Фурье функции оп-
ределяет класс Гельдера, которому эта функция принадлежит (смотри [8], 
гл.2, параграф 3), получаем, что решение u , полученное по коэффициентам 

jkA  и jkB  по формуле (10) принадлежит классу (1, ) ( )C D  , то есть явля-

ется искомым решением задачи (1), (4). 
Предположим, что условие (6) нарушено при некотором 0k . Тогда, при 

этом 0k  однородная система (21) имеет одно линейно независимое решение 
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(ранг основной матрицы системы не меньше трех) 
0jkA  и 

0jkB , по которому 

определяется одно линейно независимое решение однородной задачи (1), (4), 

0ku , являющееся многочленом степени 0 1k  . 

Соответственно, для разрешимости неоднородной системы (21) необхо-
димо одно линейно независимое условие на коэффициенты 

0kF  и 
0kG , ко-

торое представляет собой условие ортогональности, накладываемое на гра-
ничные функции f  и g . 

Итак, при 0   теорема 1 доказана. В случае = 0  доказательство про-
водится аналогично, при этом нет необходимости разложения в ряд неиз-
вестных функций j  и j , они определяются непосредственно из гранич-

ных равенств (8). Теорема 1 доказана.  
 
Пример. Пусть условие (6) нарушено при = 3k . Тогда 

1( ) 1 2 = 0P    , то есть = 0.5  . Это равенство выполнено, например, при 

= 2 / 3  , = 3 / 4 . Легко проверить, что однородная задача Дирихле для 

уравнения  
2

2 3
= 0

3 4
u

z z z z z

               
 

имеет нетривиальное решение 2
0 ( , ) = (1 )u x y zz . Для разрешимости неод-

нородной задачи (1), (4) необходимо и достаточно условие 

3 3 332 / 27 2 = 0G F G   . Учитывая, что kF  и kG  – это коэффициенты Фу-

рье функций (9), получаем одно условие на граничные функции f  и g , не-

обходимое и достаточное для разрешимости задачи (1), (4): 

2 2 4 2 2 464 32
( ) 4 4 ( ) 2 = 0.

27 27
i i i i i i i if e e e e d g e e e e d

 
       

 

  

 

          
      

 
Доказательство теоремы 2. Для доказательства рассмотрим многочлен  

2

2
=0

( ) = ( 1) ,
k

j
k

j

P z j z


                                          (24) 

определенный по формуле (6). По теореме Енестрема – Какейа ([9]) корни 

многочлена 
=0

( ) =
n

j
n j

j

Q z p z  с положительными коэффициентами jp  нахо-

дятся в кольце  

1 1

min | | max .j j

j jj j

p p
z

p p 

   
       

   
                                 (25) 
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Применяя эту теорему к многочлену (24), получим, что корни много-
члена 2kP   находятся в кольце  

1 2
| | .

2 1

k
z

k


 


                                               (26) 

Предположим теперь, что при некотором   имеем 

2 2( ) = ( ) = 0k k mP P    . Тогда число   является корнем многочлена 2kP   и 

корнем многочлена  
1

1 1
2 2

=0

( ) ( ) ( ) = ( ) ( ).
m

k j k
k m k

j

Q z P z P z z j k z z R z


 
       

Поскольку 0  , то   является корнем многочлена R . С другой сто-
роны, применяя неравенство (25), получим, что корни многочлена R  нахо-
дятся в кольце  

2
| | .

1 1

k k m
z

k k m

 
 

  
                                        (27) 

Области (26) и (27) не пересекаются, поэтому многочлены 2kP   и R  и, 

следовательно, 2kP   и 2k mP    не могут иметь общих корней. Теорема 2 дока-

зана.  
 

Замечание. Отметим, что из (26) следует, что при | |< 0.5  условие (6) 

выполняется, то есть задача (1), (4) однозначно разрешима.  
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