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РАЦИОНАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСА 
ПРИ МНОГОНОМЕНКЛАТУРНОМ ПРОИЗВОДСТВЕ 

ПО ВЕРОЯТНОСТНОМУ КРИТЕРИЮ 

В работе рассмотрена задача рационального распределения одномерного ресурса при многономенкла­
турном производстве, когда прибыль от реализации изготавливаемой продукции - случайная величина. За­
дача решена с использованием критерия - вероятность превышения случайной суммарной прибылью задан­
ного порога. Для оптимизации получаемой при этом дробно-нелинейной целевой функции предложена спе­
циальная вычислительная процедура. 

Ключевые слова: рациональное распределение ресурса, вероятностный критерий, дробно-нелинейный 
функционал. 

Введение 
Задача рационального распределения о д н о м е р ­

ного ресурса при многономенклатурном производст­
ве одна из традиционных практических задач [ 1 - 4 ] . 

В случаях, когда прибыль, получаемая при ис­
пользовании ресурса , является л и н е й н о й ф у н к ц и е й 
его объема, задача ф о р м у л и р у е т с я таким о б р а з о м . 

В в е д е м 

х I - величина р е с у р с а , вкладываемого в произ-

во, x j о j - r o продукта, j = 1,2,.... п ; 

с ; - величина прибыли, п о л у ч а е м о й при реали­

зации единицы j - r o продукта , j = 1,2 п ; 

dj - р а с х о д ресурса на изготовление единицы 

j -го продукта, j = 1,2 п ; 

D Q - о б щ и й о б ъ е м р а с п р е д е л я е м о г о ресурса . 

Тогда математическая модель задачи имеет вид: 

найти набор X = { x j } . j = l ,2 , . . . ,n , м а к с и м и з и р у ю ­

щий л и н е й н у ю ф о р м у 

L(x)=XcjXj 

и удовлетворяющий ограничениям 

п 

Z d j X j = D 0 . 
j=l 

(1) 

(2) 

XjSO. j = l,2,...,n. 

Эта задача л и н е й н о г о программирования [5] 

имеет очевидное тривиальное решение . В в е д е м н о ­

вую п е р е м е н н у ю yj • djXj, j - 1,2 n . тогда огра­

ничения (2) у п р о щ а ю т с я к в и д у 

£ у ^ О 0 , у ; > 0 , j = 1,2 п , (3) 

а целевая функция (1) преобразуется с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м : 

(4) 

П о н я т н о , что м а к с и м у м (4) при ограничениях 
(3) достигается на н а б о р е 

, [Do. j = jo. 
M o , j = j 0 , 

где 

JO = a r g m a x | — j . 

О т м е т и м , что в с о в р е м е н н ы х условиях рыноч­
ной э к о н о м и к и приведенная м о д е л ь задачи (1)-(2) не 
м о ж е т быть признана реалистичной п р е ж д е всего 
потому , что величина прибыли, п о л у ч а е м о й при 
реализации изготовленных продуктов, не является 
д е т е р м и н и р о в а н н о й . П р и этом естественно считать 
эту в е л и ч и н у с л у ч а й н о й . Пусть по результатам ста­
тистической обработки данных о реальных прода­
жах д л я каждого продукта принята гипотеза о нор­
мальном р а с п р е д е л е н и и прибыли, п о л у ч а е м о й при 
реализации е д и н и ц ы э т о г о продукта, то есть 

Ф^ ) =72^Т 
J-1A 

Здесь 

n i j . Oj - математическое о ж и д а н и е и д и с п е р ­

сия с л у ч а й н о й величины прибыли о т реализации 

е д и н и ц ы j - г о продукта, j = 1,2,... п . 

Т о г д а суммарная случайная прибыль, получае­

мая от реализации набора X = ( x j , X 2 , . . . , x n ) продук­

тов, б у д е т равна 
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и 
а плотность распределения э т о й случайной величи­

ны б у д е т иметь вид [6] 

Математичпе та коми 'ютерне моделювания складных систем 

Поскольку максимизация вероятности (7) экви­

валентна м и н и м и з а ц и и н и ж н е г о предела в соответ­

с т в у ю щ е м интеграле , то исходная задача преобразу­

ется к с л е д у ю щ е й : найти набор , м и н и м и з и р у ю щ и й 

ц е л е в у ю ф у н к ц и ю 

«P_(R(X)) = 
Vino-

-ехр-
(R-mzf 

2af 

где 

m_ = _ m j x j - ° l = _ C T j x j • 

(5) 

(6) 

Tx = {x [ дача отыскания рационального ресур­

са м о ж е т оыть с ф о р м у л и р о в а н а так: найти набор 

Х = { х , } , м а к с и м и з и р у ю щ и й с р е д н ю ю прибыль 

ОВДХ), п о л у ч а е м у ю при р е а л и з а ц и и плана произ­

водства X , и у д о в л е т в о р я ю щ и й ограничениям (2). 

Следует , однако, иметь в виду , что в условиях , когда 

дисперсии случайных величин прибыли от реализа­

ции производственных п р о д у к т о в велики, р е ш е н и е , 

оптимальное в с р е д н е м , в к а ж д о й конкретной реали­

зации продаж м о ж е т оказаться неудовлетворитель­

ным. При этом г о р а з д о б о л ь ш и й интерес и м е е т ре­

шение, о б е с п е ч и в а ю щ е е м а к с и м у м вероятности то­

го, что численное значение с л у ч а й н о й с у м м а р н о й 

прибыли превысит некоторый, выбранный д о п у с т и ­

мый порог. 

Ц е л ь ю р а б о т ы является разработка методики 

рационального распределения ограниченного о д н о ­

мерного ресурса при многономенклатурном произ­

водстве для случая, когда прибыль от реализации 

продукции - случайная величина с заданным законом 

распределения. П р и этом в качестве возможного кри­

терия для оценки эффективности принимаемого ре­

шения предлагается вероятность того , что случайной 

значение прибыли превысит д о п у с т и м ы й порог. 

Постановка задачи 
В в е д е м п о р о г о в о е з н а ч е н и е прибыли R 0 . В е р о ­

ятность превышения этого п о р о г а случайным значе­

нием R(X) с у м м а р н о й п р и б ы л и с плотностью рас­

пределения (5) равна 

P(R(X)>R 0)= Jip_(R(x)>iR = 

Ro Л я . 
- е х р 

лат 2 о | 
•dR = 

Г 1 

к 0 - п ъ ( х ) ^ 2 -

_ 
2 dU. (7) 

Ь ( Х ) - ^ ( х Т — 

R 0 - X m j x j 
J=l 

V 2 2 
X C T J x j 

(8) 

и у д о в л е т в о р я ю щ и й ограничениям (2). П р е о б р а з у е м 

ф у н к ц и ю (8): 

F(X) = -
R o - _ m j x j 

И 

2 > 
К, • £ M J x j 

m. L 
(9) 

Z rJ xj 

и 5 > М 

djRo-mj 
~ l i J = l,2,. .,n. 

Таким о б р а з о м , задача сведена к минимизащ!и 
д р о б н о - н е л и н е й н о й ц е л е в о й ф у н к ц и и (9) на м н о ж е ­
стве р е ш е н и й уравнения (2) с учетом неотрицатель­
ности п е р е м е н н ы х . Эта задача у ж е не является три­
виальной. 

В о з м о ж н а я высокая ее размерность не позволя­
ет э ф ф е к т и в н о использовать при ее решении тради­
ционные прямые м е т о д ы о п т и м и з а ц и и (в том числе 
и м е т о д ы н у л е в о г о порядка) . Поставим задачу раз­
работки э ф ф е к т и в н о г о м е т о д а е е решения. 

Основные результаты 
Для р е ш е н и я задачи м о ж е т быть использована 

с л е д у ю щ а я итерационная процедура , Критерий (9) в 

о б щ е м виде и м е е т вид: 

*Х)-Ш. С ( Х ) > 0 . ( Ю ) 

В ы б е р е м некоторый у д о в л е т в о р я ю щ и й ограни­

чениям вектор 

П о с т а в и м задачу отыскания д р у г о г о у д о в л е т в о ­

р я ю щ е г о ограничениям вектора Х ( " , для которого 

F(X,)<F(X<°>). 

В в е д е м 
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(F(X,)-F(X( 0)))G(X^)= 

(П) 
Х ( 0 

Минимизируем (11) на м н о ж е с т в е ограничений. 
Эта задача легче п р е д ы д у щ е й , так как оптимизи­
руемая функция (11) в отличие от (10) не является 

дробной . Пусть Х ( 1 ) - р е ш е н и е задачи. Если при 

этом, с учетом п о л о ж и т е л ь н о с т и G(X) на л ю б о м 

удовлетворяющем (2) н а б о р е X , 

F ( X < ' ) ) - F ( X ( 0 , ) < 0 . (12) 

то решение Х ( | ) лучше, чем Х , 0 ) и м о ж е т быть по­
ставлена новая задача отыскания набора 

Х * 2 ) * Х ( 1 ) , для к о т о р о г о и м е л о бы место 

F(X<2>)<F(X">). 

Если же неравенство (12) не удовлетворяется , то 

план Х ( 0 ) является оптимальным. 

Таким образом, задача с в е д е н а к отысканию по­

следовательности планов Х ( | \ Х < 2 ) для кото­

рых F(x<K+1>)-F(x<k>) < 0 . Р е ш е н и е заканчивается, 

когда на о ч е р е д н о м шаге п р и в е д е н н о е неравенство 
не выполняется. 

Очевидный н е д о с т а т о к п р и в е д е н н о й процедуры 
- не управляемая с х о д и м о с т ь , которая в условиях 
высокой размерности задачи м о ж е т оказаться не­
приемлемо плохой. 

Рассмотрим д р у г о й м е т о д м и н и м и з а ц и и (9) на 

множестве планов X , у д о в л е т в о р я ю щ и х (2). 
Введем 

и набор переменных 

Zj = z 0 X j , j = l ,2 . . . . ,n . 

При этом целевая ф у н к ц и я (9) преобразуется 

с л е д у ю щ и м образом: 

(13) 

(14) 

Z r j x j 

F(X)- f* - g o t y j ' f y j - (15) 

н 

У м н о ж и м л е в у ю и п р а в у ю часть ограничения 

(2) на z 0 . 

П р и этом получим 

z o _ d j " j = S d j Z j = z 0 D 0 . 

н н 
(16) 

Э т у ж е о п е р а ц и ю проделаем с с о о т н о ш е н и е м 
(13). П р и э т о м получим 

«oJ2>Jx. - J Z < W «JZ«H
 =1- <17> 

Т е п е р ь задача (9), (2) трансформирована к сле­

д у ю щ е й : найти набор {z„. (zj )} . j = 1,2 п , миними­

з и р у ю щ и й л и н е й н у ю ф о р м у (15), у д о в л е т в о р я ю щ и й 

о г р а н и ч е н и ю (16) и, кроме того , дополнительному 

о г р а н и ч е н и ю (17). 

Д л я р е ш е н и я задачи предлагается следующая 

двухэтапная процедура . На первом этапе решим 

задачу отыскания н а б о р а Ц } , j = 1,2,. ,n , миними­

з и р у ю щ е г о (15) и у д о в л е т в о р я ю щ е г о ограничению 

(17). Затем на втором шаге о п р е д е л и м параметр z 0  

из условия (16). 
З а м е н и м ограничение (17) эквивалентным 

и 
(18) 

З а д а ч у (15), (18) р е ш и м м е т о д о м н е о п р е д е л е н ­
ных м н о ж и т е л е й Лагранжа. 

В в е д е м ф у н к ц и ю Лагранжа: 

н 
Д а л е е 

дП>{г) 

О т с ю д а 

= г. - 2 X . O j Z j = 0 . j = 1,2 n . 

1 ' j 1 4 (19) 

П о д с т а в и м (19) в (18) и найдем 
2\ 

И м е е м 

1 £ 

АХ j = 1 O j 4 Л J = | CTj 

О т с ю д а 

£3 
J _ 

2Х 

i r i 
Т о г д а , с у ч е т о м (19), получим 
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j = L2,...,n. 
Подставим п о л у ч е н н ы й н а б о р (20) в ограниче­

ние (16): 

О т с ю д а 

= z 0 D 0 • 

* о = -

п 

1 н I D 0 J u 
Do 

1 * ( Do J 

> 
1 

1 

4 
Наконец, с у ч е т о м (14), п о л у ч и м искомый набор 

X : 

z 0 -

- n d . - m . 
D 0

 J J 

Da Ко 
Do 

Математичне та коми 'ютерне моделювапня складных систем 

Выводы 
Таким о б р а з о м , п р е д л о ж е н м е т о д решения за ­

дачи рационального распределения о д н о р о д н о г о 
ограниченного ресурса при многономенклатурном 
производстве для случая, когда прибыль от реализа­
ции изготавливаемого продукта есть случайная ве­
личина с известным з а к о н о м распределения. Для 
решения п о л у ч а е м о й п р и э т о м задачи математиче­
ского программирования с д р о б н о - н е л и н е й н о й це­
левой ф у н к ц и е й и л и н е й н ы м ограничением разрабо­
тана двухэтапная вычислительная процедура , о б е с ­
печивающая п о л у ч е н и е и с к о м о г о распределения 
ресурса в аналитической ф о р м е . 
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Do 1 I 

^ d . - m 
Do ' 

I D ( l 
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И 
^ d . - m j 
Do J J 
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Р А Ш О Н А Л Ь Н И Й РОЗПОД1Л Р Е С У Р С У ПРИ БАГАТОНОМЕНКЛАТУРНОМУ ВИРОБНИЦТВ1 
ЗА ЙМ0В1РН1СНИМ КРИТЕР1СМ 

О.В. Cipa 
v n„finn,i nniwHvma задача оашонального розподЫу одновишрного ресурсу при багатономенклатурному вироб-

«Ju. ^TLZvmoK eid оеШзаии продукт, що виготовляеться - випадкова величина. Задача виршена з викорис-
1 ZnZZrZoeLicmb перевищення випадковою сумарною прибутком заданого порогу. Для оптимЬацП одер-

Т ^ ^ ^ д ^ - « и Ы Ш н а ЩльовоХ функцН запропонована спец.альна обчислювальна процедура. 
^ iMoeipnicHuu критерш. нелшшнии для дробу функцюнал. 

EFFICIENT RESOURCE ALLOCATION IN MULTINOMENCLATURE PRODUCTION 
BY PROBABILISTIC CRITERION 

O.V. Sira 
/ ,i • • nn„.r rodder the oroblem of rational distribution of resources in a one-dimensional multinomenclature pro¬

A , 1 ZLTZorontTom the sale of manufactured products is a random variable. The problem ts solved wUh Иге use of cri-
te^O^SS j^t^g a given threshold by the total random profit. To optimize a ratlonal-nonltnear objective func­
tion a proper computational procedure is offered. 

Keywords: rational distributing of resource, probabilistic critenon. rattonal-nonlmear functional. 
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