
1 ISSN 2078-9130. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. № 57 (1099) 

УДК 621.643.8 
 
Г.I. ЛЬВОВ, д-р техн. наук, професор, НТУ «ХПI»; 
В.Г. МАРТИНЕНКО, студент НТУ «ХПI» 
 
АНАЛІТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ПОВЕДІНКИ 
ДІЛЯНКИ ТРУБОПРОВОДУ З В’ЯЗКОПРУЖНОЮ  
РЕМОНТНОЮ НАКЛАДКОЮ 
 

У статті описано аналітичні дослідження напружено-деформованого стану ділянки трубо-
проводу з в’язкопружною ремонтною накладкою в плоскій постановці. Побудована крайова 
задача для інтегро-диференційних рівнянь та запропоновано метод її вирішення. Результати 
розрахунків представлено у вигляді графіків розподілу переміщень та напружень за радіу-
сом та у часі. Зроблено висновок щодо впливу в’язкопружності на загальну оцінку міцності 
конструкції. 
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Вступ. В процесі експлуатації газових трубопроводів, що є одними з 

найважливіших складових енергетичної інфраструктури будь-якої економіч-
но розвинутої країни, стикаються з рядом проблем, серед яких однією з най-
гостріших є виникнення локальних дефектів трубопроводу, що з'являються 
внаслідок корозії металу, з якого він виготовлений, а також внаслідок дії сто-
ронніх чинників. В цьому випадку ситуація руйнування особливо критична, 
оскільки ми маємо справу з легкозаймистою і вибухонебезпечною речови-
ною. Для ремонту такої конструкції використовують бандажування компози-
тними накладками (бандажами) [1] в місці дислокації дефекту (рис. 1). Під 
час цього ремонту виникає питання щодо його доцільності при різних розмі-
рах та конфігураціях дефекту, а також щодо параметрів ремонту. 

 

 
Рисунок 1 – Композитна ремонтна накладка, нанесена на трубопровід 
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Саме тому аналіз напружено-деформованого стану (НДС) відремонтова-
ного таким чином трубопроводу є актуальною на даний момент задачею. 
Адже якщо у ході розрахунків з’ясується, що умова міцності за еквівалент-
ними напруженнями не виконується, то це доведе недоречність такого виду 
ремонту трубопроводу взагалі [2]. А це, в свою чергу, дозволяє зберегти еко-
номічні, трудові та фінансові ресурси на виконанні даремної ремонтної опе-
рації. 

 
1. Постановка задачі. В роботі розглядається знаходження напружено-

деформованого стану трубопроводу з нанесеною на нього ремонтною накла-
дкою [1]. Розрахунки проводяться аналітично в плоскій постановці за умови 
сумісного навантаження внутрішнім тиском довгої ділянки трубопроводу та 
композитної ремонтної накладки. Вважається, що ділянка трубопроводу з 
накладкою (рис. 1) є достатньо довгою для того, щоб на більшій її частині 
спостерігався напружено-деформований стан, близький до плоского. 

 

 
Рисунок 2 – Схема задачі в плоскій постановці 

На рис. 2 представлена розрахункова схема задачі, на якій сталевий тру-
бопровід показаний позначкою (І), а склопластикова накладка – позначкою 
(ІІ). Сталь вважається пружним однорідним ізотропним матеріалом, а скло-
пластик – в’язкопружним однорідним ортотропним. На конструкцію діє вну-
трішній рівномірно розподілений тиск P. Така постановка задачі дозволяє 
зробити припущення про відсутність окружних переміщень, а відтак вона 
може бути зведена до одновимірної з лише однією змінною – радіальною 
координатою r. При цьому впливом на напружено-деформований стан конс-
трукції дефекту нехтується, оскільки він носить доволі локальний характер, 
що дуже незначно вплине на досягнення основної мети – дослідження впливу 
в’язкопружних властивостей склопластику на навантажену поведінку конс-
трукції. 

 
2. Теоретичні положення. Запишемо повну систему рівнянь теорії 

пружності для випадку пружного ізотропного матеріалу в полярній системі 
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координат в вісесиметричній постановці [3]: 
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де r – радіальна координата; t – координата часу; u – радіальне переміщення; 
εr, εθ – радіальні та окружні деформації відповідно; σr, σθ – радіальні та окру-
жні напруження відповідно; B11 = B22, B12 = B21 – коефіцієнти матриці жорст-
кості ізотропного матеріалу, що можуть бути виражені через модуль пружно-
сті та коефіцієнт Пуассона; (I), (II) – позначки для матеріалу трубопроводу та 
матеріалу бандажу відповідно. 

Тоді рівняння Ляме, відповідне до системи (1), матиме наступний ви-
гляд: 
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Розв'язок рівняння (2) запишеться наступним чином: 
( ) ( ) ( ) rtArtAtru I /, 21

)( += ,                                          (3) 
де A1(t), A2(t) – в загальному випадку залежні від часу та незалежні від радіу-
су константи інтегрування диференційного рівняння (2). 

Тепер узагальнимо систему рівнянь (1) для випадку ортотропного в’яз-
копружного матеріалу [4], в якому ступінь анізотропії в’язкопружності ви-
значається ступенем анізотропії пружних властивостей: 
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де С11, С22, С12 = С21 – коефіцієнти матриці жорсткості ортотропного матеріа-



4 ISSN 2078-9130. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. № 57 (1099) 

лу, що можуть бути виражені через модулі пружності та коефіцієнти Пуассо-
на; K(t–s) – ядро релаксації, в загальному випадку представлене рядом Проні: 

( ) ))(exp(1 stbastK ii
n
i −−=− ∑ =

,                                     (5) 
де ai , bi – відповідно коефіцієнти та показники ряду Проні, n – кількість чле-
нів ряду Проні. 

Якщо прийняти n = 1 у формулі (5), то вона запишеться у наступному 
вигляді: 

( ) ))(exp( stbastK −−=− .                                            (6) 
Тоді, спираючись на рівність (6), рівняння закону Гуку з системи (4) 

можуть бути переписані в наступному вигляді: 
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Рівняння Ляме, що відповідає системі (4) з врахуванням (7), матиме на-
ступний інтегро-диференційний вигляд: 
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Рівняння (8) являє собою однорідне інтегральне рівняння Вольтера дру-
гого роду [5] відносно функції f(r,t), що представляє собою диференційний 
оператор другого порядку, застосований до функції переміщень бандажу 
u(II)(r,t). Можна показати, наприклад, методом диференціювання, що 
розв’язок інтегрального рівняння (8) є однорідним: 

( ) 0, ≡trf ,                                                           (9) 
тобто: 
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Таким чином, з (10) отримуємо звичайне диференційне рівняння другого 
порядку, що за виглядом співпадає з рівнянням Ляме для ортотропного пру-
жного матеріалу, описаним в роботі [6]. 

Рішення рівняння (10) набуває наступного вигляду: 
( ) ( ) ( ) γγ −+= rtArtAtru II

43
)( , .                                       (11) 

Вирази (3) та (11) для переміщень пружного ізотропного трубопроводу 
та в’язкопружного ортотропного бандажу містять у собі загалом чотири неві-
домі функції часу A1(t), A2(t), A3(t), A4(t), які можуть бути знайдені з гранич-
них умов та умов спряженості: 
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Після переписування системи (12) в переміщеннях за допомогою систем 
(1) та (4) та подальшого використання рівностей (3) та (11) вона буде являти 
собою змішану неоднорідну систему алгебраічних та інтегральних рівнянь 
відносно функцій часу A1(t), A2(t), A3(t), A4(t). Розв`язавши таку систему мето-
дом диференціювання, отримаємо наступні вирази для шукомих функцій: 
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де a , δ  – прийняті для зручності коефіцієнти, які складним чином залежать 
від коефіцієнтів матриць жорсткості обох матеріалів, характерних радіусів 
конструкції та внутрішнього розподіленого тиску. 

Після підстановки системи виразів (13) у рішення (3) та (11) отримуємо 
залежність радіальних переміщень трубопроводу та бандажу від радіусу та 
часу, а використавши системи (1) та (4), можемо обчислити відповідні дефо-
рмації та напруження, що дасть нам в рамках обраної математичної моделі 
повну картину напружено-деформованого стану конструкції. 

 
3. Результати та обговорення. В ході розрахунків напружено-деформо-

ваного стану конструкції були використані наступні її геометричні та фізичні 
параметри: 

 
R1 = 0.510 [м] ,    R2 = 0.522 [м] ,     R3 = 0.572 [м] ; 

 
B11 = B22 = 23.08 · 1010 [Па] ,    B12 = B21 = 6.92 · 1010 [Па] ; 

 
C11 = 87.57 · 108 [Па] , C22 = 131.35 · 108 [Па] ,    C12 = C21 = 31.52 · 108 [Па] ; 

 
a = 0.002 [-] ,    b = 0.003 [-] ,    P = 5 · 106 [Па] . 

 
На рис. 3, а, 3, б, та 3, в представлені графіки залежності відповідно ра-
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діальних переміщень (ur), окружних (σθ) та радіальних (σr) напружень у не-
бандажованому (позначено пунктиром) та бандажованому (позначено су-
цільною лінією) трубопроводах від радіальної координати (r) для нульового 
моменту часу. Як видно з графіку, бандажування ортотропним склопластико-
вим бандажем знижує рівень окружних напружень приблизно на 20 %. 

 

 
                             а                                                 б                                             в 

Рисунок 3 – Результати розрахунків для початкового моменту часу: 
а – радіальні переміщення, б – окружні напруження, в – радіальні напруження 
 
Як витікає з аналітичної моделі, описаної у п.2, розв’язок задачі з враху-

ванням в’язкопружності для початкового моменту часу (t = 0) відповідає пру-
жному рішенню [6].  

На рис. 4 показані графіки зміни шукомих величин у часі. Рис. 4, а ілюс-
трує переміщення точки бандажу внаслідок в’язких властивостей композиту. 
Водночас, завдяки такому ефекту відбувається релаксація напружень у бан-
дажі, що для окружних напружень показано на рис. 4, б. Їхні значення стабі-
лізуються приблизно у момент часу 200 годин, що також збігається з резуль-
татами, отриманими за допомогою скінченно-елементної моделі, описаної в 
[6]. 

 

 
                             а                                                 б                                             в 

Рисунок 4 – Результати розрахунків у часі: 
а – радіальні переміщення у бандажі, б – окружні напруження у бандажі, 

в – окружні напруження у трубопроводі 
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При цьому разом із релаксацією напружень у бандажі спостерігається 
їхнє зростання у трубопроводі, що можна побачити на рис. 4, в. Так, для мо-
менту часу 200 годин відносна різниця між пружним та в’язкопружним рі-
шеннями для окружних напружень у трубопроводі складає більше 7 %, що 
вже доволі значно може вплинути на подальші висновки щодо міцності конс-
трукції як без, так і з врахуванням дефектів у стінках трубопроводу. 

 
Висновки. У ході розробки математичної моделі було запропоновано 

метод вирішення інтегро-диференційної крайової задачі. Розв’язання інтегра-
льних рівнянь проводилось за допомогою методу диференціювання. Отрима-
ні результати для в’язкопружної поведінки конструкції в нульовий момент 
часу співпадають з пружним рішенням. Встановлено, що релаксація напру-
жень в накладці й, відповідно, їхній вихід на стабільний рівень у трубопрово-
ді для обраного набору геометричних та фізичних вихідних даних відбува-
ється у момент часу близько 200 годин. При цьому небезпечні окружні на-
пруження в сталевій трубі збільшуються, у порівнянні з пружним рішенням, 
приблизно на 7%. Це свідчить про те, що неврахування в’язких властивостей 
композиту вносить значну похибку у висновки щодо міцності конструкції в 
бік покращення. Одночасно, за наявності дефекту як концентратору напру-
жень, ця похибка може збільшитись у рази. Відтак розроблена аналітична 
модель з врахуванням в’язкопружності матеріалу може бути використана для 
уточнення результатів оцінки статичної міцності. 
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УДК 621.643.8 
Аналітичне дослідження контактної поведінки ділянки трубопроводу з в’язкопруж-

ною ремонтною накладкою / Г.I. Львов, В.Г. Мартиненко // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Дина-
міка і міцність машин. – Х.: НТУ «ХПІ», 2014. – № 57 (1099). – С. 49-56. – Бібліогр.: 6 назв. – 
ISSN 2078-9130. 

У статті описано аналітичні дослідження напружено-деформованого стану ділянки 
трубопроводу з в’язкопружною ремонтною накладкою в плоскій постановці. Побудована 
крайова задача для інтегро-диференційних рівнянь та запропоновано метод її вирішення. 
Результати розрахунків представлено у вигляді графіків розподілу переміщень та напру-
жень за радіусом та у часі. Зроблено висновок щодо впливу в’язкопружності на загальну 
оцінку міцності конструкції. 

Ключові слова: трубопровід, бандаж, в’язкопружність, інтегральне рівняння. 
 

УДК 621.643.8 
Аналитическое исследование контактного поведения участка трубопровода с вязко-

упругой ремонтной накладкой / Г.И. Львов, В.Г. Мартыненко // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: 
Динаміка і міцність машин. – Х.: НТУ «ХПІ», 2014. – № 57 (1099). – С. 49-56. – Бібліогр.: 6 назв. 
– ISSN 2078-9130. 

В статье описаны аналитические исследования напряженно-деформированного состояния 
участка трубопровода с вязкоупругой ремонтной накладкой в плоской постановке. Построена 
краевая задача для интегро-дифференциальных уравнений и предложен метод ее решения. Ре-
зультаты расчетов представлены в виде графиков распределения перемещений и напряжений по 
радиусу и во времени. Сделан вывод о влиянии вязкоупругости на общую оценку прочности 
конструкции. 

Ключевые слова: трубопровод, бандаж, вязкоупругость, интегральное уравнение. 
 
 

Analytical study of contact behavior of a section of a pipeline with a viscoelastic repair layer / 
G.I. Lvov, V.G. Martynenko // Bulletin of NTU "KhPI". Series: Dynamics and strength of machines. – 
Kharkiv: NTU "KhPI", 2014. – № 57 (1099). – P. 49-56. – Bibliogr.: 6. – ISSN 2078-9130. 

In this paper an analytical study on a stress-strain state of a steel pipeline section with a repair fi-
berglass viscoelastic layer is described. The layer is considered long enough that allows to solve the 
problem in a flat axisymmetric statement. The analytical model including accounting of an isotropic 
viscoelasticity involves the need to construct and solve the boundary value problem for a system of 
integro-differential equations. In order to do it an approach based on a method of differentiation of 
integral equations is proposed. It is shown that for the initial time moment a solution of viscoelastic 
problem coincides with an elastic solution. Calculation results are presented as displacement and stress 
distributions versus radius and time curves. The viscoelastic model lets detect and discover such impor-
tant properties of viscoelasticity as an increase of displacement over time and a stress relaxation in the 
composite layer. It is observed that at the same time the stress relaxation in the layer causes an increase 
of dangerous circumferential stresses in the steel pipeline. According to these results a conclusion about 
an impact of viscoelasticity on an overall assessment of strength of the construction is made. Also it is 
shown that for the specific set of physical and geometrical parameters of the construction stress relaxa-
tion in layer occurs in the moment of time with a value 200 hours and the maximum circumferential 
stress value increases by seven percent. The time result coincide with relaxation time obtained using 
numerical model based on a finite-element method of a commercial computer-aided engineering com-
plex. The stress increase result also responds to the numerical assessment and this value can be much 
higher in case of stress concentration due to presence of defects in pipeline walls. Proposed analytical 
model allows to save computational resources and to extend its application to more complex cases of 
the stress-strain state. 

Keywords: pipeline, layer, viscoelasticity, integral equation. 
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