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ДИСКРЕТНЫЙ КВАДРАТИЧНЫЙ ФУНКЦИОНАЛ КАЧЕСТВА 

И ЭФФЕКТИВНОЕ КОЛИЧЕСТВО ЕГО КОМПОНЕНТ 
 

Розглянуто метод контролю якості випадкових процесів із застосуванням дискретного 
квадратичного функціоналу. Отримана і проаналізована залежність ефективної кількості 

підрахунків адитивного критерію, тобто обсягу вимірювань, від коефіцієнта кореляції. 

 

Введение. В теории оценивания и принятия решений принято 

использовать статистические функционалы определенного вида. На их основе 

строят выборочные критерии, формулируют условные и безусловные законы 

распределения и рассчитывают соответствующие квантили [1, 2, 3]. Эти 

критерии образуются из элементов (компонент) наблюдаемой выборки, при 

этом её отсчеты предполагаются независимыми [3, 4]. Между тем на практике 

условие независимости отсчетов может не выполняться или по условиям 

эксперимента может отсутствовать информация о степени статистической 

связи между ними.  

В данной работе в качестве математической модели будет 

рассматриваться дискретный квадратичный функционал: 
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где }{ nx  – последовательность отсчетов; N  – количество отсчетов в 

выборке; h  – шаг измерений, NLh / ; L  – длина интервала измерений. С 

целью изучить влияние коррелированности отсчетов будет предполагать, что 

выборка образована из отсчетов случайного процесса )(lx , обладающего 

свойствами нормального марковского процесса (НМП) [5,6]. В качестве 

проверки для используемого в данной работе функционала качества (1) 

можно выбрать хорошо известный в математической статистике критерий 
2  Пирсона, который образован из независимых нормальных отсчетов [3]. 
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Постановка задачи. Целью настоящей работы является определить: при 

каких параметрах и для какого количества элементов выборки распределение 

выбранного критерия (1) будет совпадать с 2 -распределением. 

Алгоритм расчета. Пусть известны параметры НМП: декремент   и 

дисперсия  . Примем, что число элементов выборки }{ my , подчиняющейся 

2 –распределению, составляет M , а сами они также имеют дисперсию  . 

Образуем на основе (1) два функционала качества: один, основанный на 

НМП, и второй, образованный из отсчетов гауссовского процесса с нулевой 

корреляцией. Обе эти случайные величины имеют плотности распределения 

вероятностей похожего вида (стартуют из нуля, имеют один максимум и 

экспоненциальную асимптотику на периферии). Поэтому в качестве критерия 

близости законов используем их дисперсии.  

Запишем формулы дисперсии функционала качества (1) для НМП и для 
2 -распределения 
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где }{ nx  и }{ my  – наборы соответствующих отсчетов. НМП характеризуется 

наличием корреляций между отсчетами, )||exp( hknxx kn    [5, 6], в 

то же время для компонент 2 -критерия можно считать, что   и 

nknkq  . Благодаря наличию корреляций в отсчетах НМП дисперсии в (2) 

будут различными при MN  . Поставим задачу определения такого объема 

M  выборки, для которого значения дисперсий N  и M  окажутся 

насколько возможно максимально близкими. Этот найденный объем будем 

называть эффективным числом компонент выборки из НМП, т.е. тот объем, 

который отвечает выборке из независимых нормальных отсчетов.  

В дальнейшем для усреднений понадобятся переходная )( kn xxf  и 

равновесная )( nxf  плотности распределения вероятностей НМП [5, 6] 
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где )||exp( hknqnk  . 

После необходимых усреднений в (2) с помощью (3) получаем 
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а с помощью предельного перехода   найдем 
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Сопоставляя выражения (4) и (5), получим  
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откуда видно, что NM   лишь при  . Заменяя в (6) приближенно 

суммы на интегралы, найдем 
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что дает окончательно 
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Проанализируем поведение эффективного количества элементов M  при 

различных значениях параметра L . При 1L  имеем 1M . При 1L  

имеем 2/2/ NhvvLM  , следовательно, если 2hv , то есть 1q , то 

объемы выборок практически совпадают. 

Основные результаты. Для анализа полученных выражений построим 

зависимости количества элементов выборки распределения 2  и дискретного 

квадратичного критерия (1) при варьируемом параметре v  (декремент 

затухания НМП). На рис. 1 изображены искомые зависимости при различных 

v . Анализируя зависимости на рис. 1, можно сделать вывод о том, что при 

отсутствии корреляции, т.е. когда декремент затухания v , количества 

элементов двух выборок приблизительно одинаковы. При уменьшении v  и 

соответствующем увеличении корреляций между отсчетами в (1) величины 

M  и N  изменяются прямо пропорционально.  
 

 
 

Рисунок 1 – Зависимости эффективного количества M  элементов выборки 
2 –

распределения от фактического количества N  элементов выборки критерия (1) N   

( 5.0h ; 6...;;2;1;0v ) 
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Рассмотрим теперь влияние коэффициента корреляции )exp( hq   в 

соседних отсчетах с шагом h  на эффективный объем выборки M .  

На рис. 2 представлены зависимости количества элементов выборки 

M  от коэффициента корреляции q . Из рис. 2 следует, что величина объема 

выборки M  обратно пропорциональна коэффициенту корреляции q , т.е. с 

увеличением корреляции эффективный объем выборки падает, а при полной 

корреляции ( 1q ) величина эффективного объема всегда равна 1. 

 
Рисунок 2 – Зависимости эффективного количества элементов M  от коэффициента 

корреляции q   

Для того чтобы выяснить, как ведет себя параметр M  в зависимости от 

величины интервала наблюдения L , построим график изменения поведения 

данного параметра от приведенного интервала наблюдения vL  в 

соответствии с (8). Результаты расчета эффективного количества элементов 

выборки M  приведены на рис. 3. Как видно из рисунка, с увеличением 

интервала наблюдения L  регистрируемого процесса возрастает количество 

эффективных элементов исследуемой выборки. Это означает прямо 

пропорциональную зависимость эффективного количества выборки M  от 

длины отрезка наблюдаемого процесса.  

На рис. 4 приведен пример двух распределений – критерия )(f , 

основанного на НМП, и 2 -распределения )( . Параметры подобраны 

таким образом, чтобы первые два статистические момента распределений 

равнялись ( 20N , 34.0 , 1 , 1h и 4M ). Из рисунка видно, что 

соответствующие кривые хорошо отвечают друг другу. 
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Рисунок 3 – Зависимость эффективного Рисунок 4 – Плотности распределений 

  количества M  элементов выборки  вероятностей критерия )(f , опреде- 

 
2 -распределения от приведенного  ленного на НМП, и 

2 -распределения  

         интервала наблюдения L   )(   

 

Выводы. Таким образом, практика применения распространенного 2 –

критерия Пирсона, которая предполагает независимость компонент 

статистического критерия, должна предварительно включать учет возможной 

степени коррелированности отсчетов между компонентами аддитивного 

функционала качества. Такого рода анализ корреляций известен [3], 

результатом него является оценка q  коэффициента корреляции q  в 

рассматриваемой выборке, а значит и оценка    декремента случайного 

марковского процесса. Если оказывается, что 1h , а принимается, что 

NM  , статистическая зависимость между отсчетами может исказить 

соответствующий результат задачи принятия решения.  

В заключение отметим, что хотя в работе анализ эффективного объема 

выборки проведен на примере квадратичного критерия Пирсона, 

рассмотренный подход также применим в задачах, в которых используются 

критерии Стьюдента, Фишера, Бартлетта и другие [4,5] 
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