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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КОВАРИАНТНОГО ФУНКТОРА  
P: COMP → COMP ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР, 
ДЕЙСТВУЮЩЕГО НА КАТЕГОРИИ 
СТРАТИФИЦИРУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВ  
 

В данной статье изучены геометрические и топологические свойство функтора P 
вероятностных мер в категории стратифицируемых пространств и непрерывных 
отображений в себя. Доказывается, что пространство P(X) вероятностных мер является 
AE(S) пространством. Доказано, что функция обладает свойствами гиперсвязности и 
гипергеодезичности, эквисвязности. Библиогр.: 8 назв. 

Ключевые слова: функтор; вероятностные меры; стратифицируемые 
пространства; гиперсвязность; гипергеодезичность; эквисвязность. 

Подстановка проблемы. Ковариантный функтор вероятностных 
мер применяется при решении ряда задач прикладного характера. 
Однако, поскольку неизвестно, обладает ли функтор свойствами 
гиперсвязности, гипергеодезичности, эквисвязности, то область 
применения функтора весьма ограничена. Она бы существенно 
расширилась, если бы удалось доказать эти свойства функтора. В связи с 
этим актуально исследование пространств с применением ковариантного 
функтора P вероятностных мер.  

Анализ литературы. В работе [1] имеются общее определение и 
общие свойства топологического пространства  и вероятностных мер. В 
работе [2] определены нормальные ковариантные функторы категории 
компактов. В [3] даны свойства стратифицируемых пространств и 
приведены общие топологические свойства, а в работе [4] исследованы и 
рассмотрены функториальные свойства метризуемых и 
стратифицируемых пространств при действии ковариантных функторов. 
В работе [5] впервые рассмотрены ковариантные функторы, 
действующие в стратифицируемых пространствах, также в работе [6] 
приведены стратифицируемые пространства образов при непрерывных 
отображений. В работе [7] исследованы ковариантные функторы 
конечной степени метризуемых и стратифицируемых пространств и 
получены соответствующие новые результаты. В работе [8] исследованы 
ковариантные функторы конечной степени, действующие на 
конечномерных пространствах, которые являются абсолютными 
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окрестностными ретрактами и изучены экстензорные свойства этих 
топологических пространств и рассмотрены некоторые геометрические 
свойства соответствующих пространств в рассматриваемых категориях. 

Цель статьи – доказать следующие свойства ковариантного 
функтора P вероятностных мер, действующего на категории 
стратифицируемых пространств: 

– для каждого S-пространства X-пространство P(X) есть 
гиперсвязное пространство; 

– для каждого S-пространства пространство P(X) является AE(S) 
пространством; 

– для каждого S-пространства X-пространство P(X) является 
гипергеодезическим пространством. 

Пусть X  компакт и P  функтор вероятностных мер. ( )XP  это 
выпуклое подпространство линейного пространство ( )XM , сопряженное 
к пространству ( )XC  всех непрерывных функции на X  и 
неотрицательных функционалов µ  (т.е. ( ) 0≥φµ  для всякой 
неотрицательной ( ))XC∈φ  единичной нормы. ( )XP  естественно 

вложено в ( )XCR , поэтому базу окрестностей меры ( )XP∈µ  образуют 
всевозможные множество вида: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )}.0,>,1,=,<:{

=,,...,,,
''

211

XCkiXP

O

iii

k

∈φεεφµ−φµ∈µ=

εφφφµ
 

Необходимые факты, относящиеся к ковариантным функторам и их 
свойства, можно найти в работах [1, 2]. 

Пусть CompCompP →:  функтор вероятностных мер. 
Пространство L  называется эквисвязным, если существует 

непрерывное отображение LILLF →××:  такое, что ( ) abaF =,0, , 
( ) bbaF =,1,  для всех ( ) LLba ×∈, , где [ ]0,1=It ∈ . Отображение 

F называется эквисвязным отображением, L  называется локально 
эквисвязным, если F  определено для множеств IU × , где U  есть 
некоторая окрестность диагонали LL× . Заметим, что подпространство 

( )XPω  пространства ( )XP  эквисвязно, где ( ) ( )XPXP n
n
U
∞

ω
1=

= , 

( ) ( ){ }npXPXPn ≤µ∈µ sup:= . 
Определение [3]. Пространство L  называется 

гипергеодезическим, если существует отображение с условиями: 
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1) для Lyx ∈,  и [ ]0,1=It ∈ , ( ) xtyxF =,, , ( ) yyxF =,1,  и 
( ) xtxxF =,, ; 

2) для каждого Ly ∈ , отображение ( ) ( )tyxFtx ,,, →  из IL ×  в 
L непрерывно; 

3) для каждой совокупности Layx ∈,,  и окрестности U  точки ,y  
существуют окрестности V  точки a  и W  точки x  (V  и W  зависят от 
точки )x  такие, что UW ⊂  и из ( ) WtxaF ∈,, вытекает ( ) UtxbF ∈,, ; 

4) для каждого Lx ∈  существуют базы окрестностей { }αV  и { }αU  
точки x , такие что αα UV ⊂  для каждого α  и из αVy ∈ , αUz ∈  
вытекает ( ) αUtyzF ∈,,  для каждого It ∈ . Отображение F называется 
геодезическим отображением для L. L называется локально 
геодезическим, если определение верно для каждого IU × , где U  есть 
некоторая окрестность диагонали произведения LL× . 

Топологическое пространство L  называется гиперсвязным 
(соответственно, m -гиперсвязным), если для каждого i  существует 
отображение LLh ii

i →× −1: σ , удовлетворяющее следующим условиям 
а), в) и с) ( соответственно, а) , в) и d)): 

а) Из 1−σ∈ it  и 0=it  вытекает ( ) ( )txhtxh iinn σσ− ,=, 1  для каждого 
nLx ∈  и ;...3,2,=n  

в) Для каждого nLx ∈  отображение ( )txht n ,→ , отображающее 
множество 1−σn  в L  непрерывно; 

с) Для каждого Lx ∈  и окрестности U  точки x , существует такая 

окрестность V  точки x , что ( ) UVh ii
i

i
⊂σ× −

∞
1

=1
U  и UV ⊂ ; 

d) Для каждого Lx ∈  и окрестности U  точки x  существует такая 

окрестность V  точки x , что ( ) UVh ii
i

n

i
⊂σ× −1

=1
U  и UV ⊂ . 

Говорят, что пространство L  является локально гиперсвязным, 
если, для каждой точки Lx ∈  существует окрестности V  точки x , что 
V  – гиперсвязно. Пространство L  называется ∞-гиперсвязным, если L  
является m-гиперсвязным для ;...2,1,=m  локальная ∞-гиперсвязность 
определяется подобно. 
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Здесь ( )












≥∈σ ∑− 01,=;,...,,=:=
1=

21
1

ii

n

i
n

nn ttttttRt  – (n-1)-

мерный симплекс, а 1: −→σ nn
i AA  отображение, определенное по 

формуле ( ) ( ) niaaaaaaaa niini 1,=,,...,,,...,,=,...,, 112121 +−σ . т.е. 
−σi "забывающий'' i-ую координату произведения. Через S  

обозначаются стратифицируемые пространства [4]. 
В работе [5] Коти доказано, что ( ) ( )SRNAX ∈  тогда и только 

тогда, когда X  гиперсвязно (локально гиперсвязно). 
Теорема 1. Для каждого S -пространства X -пространство )(XP  

есть гиперсвязное пространство. 
Доказательство. Для каждого натурального Nn∈  построим 

отображение  
)()(: 1 XPXPh nn

n →σ× − , 

полагая                      ii

n

h
nnn tttth µµµµ ∑

1=
2121, =))....,,();,....(( ,  

где −−−σ − 1)(1 nn мерный симплекс и )(XPi ∈µ . 
Очевидно, что )())....,,();,....(( 2121, XPttth nnn ∈µµµ . Теперь 

проверим, что отображение nh удовлетворяет всем условиям в 

определении гиперсвязности [7, 8]. 
а) Пусть 0=è1

i
n tt −σ∈  отсюда ),(=),(( 1 thth iiinn δµδµ − ,  

где  

.),(=0
=))....,,(),....((=),().(

1111221,1

2121,11

thttttt
ttththXP

nnniiiii

nnniin
n

µµ+µ+µ⋅+µ+µ+µ=

×µµµδµδ∈µ

++−−

−−  

б) Пусть )(XP n∈µ . Отображение ),(: thtT n µ→  непрерывно. 
Зафиксируем 

),,....0(=

,=...=)(),(:).(),..(=

1
00

00
2

0
21

0
1

01

εµµµ∈µ

µµ++µ+µ→δ∈µµµ −

n

nn
nn

n

U

ttttTXPTXP  

и положим { } ),,0(=è)(max= 0 σφµ tVa ii  где 
na ⋅

ε
σ = . 

Возможны следующие случаи 
10 Eсли  0>a  и iittTVt µµ∈ ∑=)(=, , то 
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.==)...(

.....)(=()((=)(( 00
11)

00
)

ε⋅ε⋅
⋅
ε

+++
⋅
ε

≤

≤µ−++φµ−µµ−µφµ−φµ ∑
n

na
aaa

na

tttttt inniiiiiiiii
 

Отсюда εφµ−φµ <)()( 0
ii . Следовательно, )(, 1 UTVU −⊂∈µ . 

20 Возьмём произвольную )(0 XP∈µ  и U∈µ0 , тогда 
),,...,,0(= 2100 εµµµµ∈µ nU . 

Получим )(,= 1−δ⋅∈µ nn
n VhUV .  Отсюда nnttt µ++µ+µµ ...= 2211 , 

где Vi ∈µ . 
Следовательно 

εε⋅ε≤φµ−φµφµ−φµφµ−φµ ∑∑ =1=)()((=)()(=)()(=
1=

101
1=

0110 i

n

i
ii

n

i
iiii ttt . 

Отсюда U∈µ . Следовательно UVh nn
n ⊂δ× − )( 1 . Далее имеем: 

.)( 1

1

UVh nn

n
n ⊂δ× −

∞

=
U  

Значит, пространство )(XP  есть гиперсвязное пространство.  
Теорема 1 доказана. 

В силу теоремы 1 и теоремы 4.1 [3] Борхеса получаем. 
Теорема 2. Для каждого S -пространства пространство )(XP  

является ( )SAE  пространством. 
Теорема 3. Для любого S -пространства X -пространство )(XP  

является гипергеодезическим пространством. 
Доказательство. Пусть X  есть S -пространство. Построим 

отображение [ ] )(0,1)()(: XPXPXPH →×× , полагая 

,)(1=),,( ν+µ−νµ tttH   где [ ]0,1),(),( ∈∈ν∈µ tXPXP . 

Теперь проверим требуемые условия: 
10 Для каждого  ( )XP∈νµ,  и [ ]0,1∈t  имеем 

.=)(1=,0),(
,0=11)(1=,1),(
,=00)(1=,0),(

µµ⋅+µ−νµ
⋅+µ−µ

µ⋅+µ−νµ

ttH
ovH
oH
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20 Для каждой точки ( )XP∈ν  построим отображения 
( ) [ ] ( )XPXPf →× 1,0: , ( ) ( )tHtf ,,, νµµ = . Покажем, что отображение f  

непрерывно. Фиксируем ( ) ( ) ( ) [ ]1,0,, 00 ×∈∈ XPtXP µν , где 
( ) [ ]1,0, 00 ∈∈µ tXP . 
Пусть .=)(1=),( 0000 mtvttf +µ−µ  Теперь возьмём произвольную 

окрестность )...0(= 210 εφφφ nmU  точки 0m  в )(XP . Положим 

{ })(max= iva φ , )
2

...0(= 2100
ε

φφφ∈µ nmV  – окрестность точки ,0µ  

{ }δ−∈ <:= 00 tttWt  – окрестность 0t , где 
a2

=
+ε
ε

δ . Покажем, что 

( ) )(, 1
00 UfwVt −⊂×∈µ .   
Пусть  ( ) mtvttfWVt =)(1=),(,, +µ−µ×∈µ .  
Далее  <|)()()(1)()()(1|=))( 0000 iiiiii vtttmm φ−φµ−+φν+φµ−φ−φ  

( ) ( ) ( ) ( ) =
2

1<)((1< 000 atttt iii ⋅δ+
ε

δ+φν−+φµ−φµ−+  

( ) ( ) ( ) ε+ε
+ε
ε

+
ε

+ε
δ

+
ε

= =2
222

=2
22

a
a

a . 

Следовательно  [ ] εφ−φ <)()( 0 ii mm . Отсюда  )(1 Ufm −∈ .  
Условие  2 выполнено.  
30 Теперь положим LXP =)( . Пусть yax ,,  произвольные точки 

пространства L, U произвольная окрестность точки y . Существует 
окрестность V  точки a  и окрестность W  точки y  такие, что UW ⊂ , 

( ) WtaxH ∈,, . Следовательно ( ) UtaxH ∈,, , для любого Vb∈ , где 
( ) ( ) taxttaxH +−1=,, . Положим ( )εφφ ,,,...,= xyOU , ( ),/2,,...,= εφφ xaOV  

( ) UyOW x ⊂εφφφ /2,,,...,,= 21 . Теперь проверим, что эти окрестности 
искомые, т.е. ( ) WtxaH ∈,, , тогда и только тогда, когда ( ) .1 Wtxat ∈+−  
Это эквивалентно ( ) ( ) ( ) ( ) 2/<1 εφ−φ+φ− iii ytxat . Возьмем 
произвольную точку Vb∈  и положим ( ) ( ) µ+− =1=,, txbttxbH : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) .=/2/</21/

<11

<11

=1=

εε+εε−+ε<

φ−φ−+φ−φ+φ−<

φ−+φ−φ+φ−=

φ−φ+φ−φ−φµ

ztz
batytxat

btytxat

ytxbty

iiiii

iiii

iiiii
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Отсюда  .U∈µ   Следовательно  ( ) UtxbH ∈,, . 
40 Возьмём произвольную точку Lx ∈  и положим == αα UV  

( )εφφφ ,,,...,,= 21 xxO . Для точки aVy ∈  имеем ( ) ( ) εφ−φ <ii yx .  

Для точки aUz ∈  имеем ( ) ( ) εφ−φ <ii zx . Покажем, что 
( ) aUtyzH ∈,, , ( ) µ=,, tyzH : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) .=1<1

=1=

εε⋅+ε−φ−φ+φ−φ−=

φ−φ+φ−φ−φµ

ttxytxzt

xtyztx

iiii

iiiii  

Отсюда aU∈µ . Следовательно, ( ) aUtyzH ∈,, . Теорема 3 доказана. 
 
Выводы: полученные результаты показывают, что ковариантный 

функтор при определеных условиях обладает свойствами 
гиперсвязности, гипергеодезичности и эквисвязности, которые 
способствуют расширению области применения ковариантного 
функтора. 

Настоящие результаты применяются в топологических 
исследованиях, функциональном анализе и теории вероятностных мер. 
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УДК 515.12. 
Деякі властивості коваріантного функтора P: COMP → COMP імовірнісних 

мір, чинного на категорії стратіфіціруемих просторів / Рахматуллаев А.Х., 
Хидоятова М.А. // Вісник НТУ "ХПІ". Серія: Інформатика та моделювання. – Харків: 
НТУ "ХПІ". – 2018. – № 42 (1318). – С. 64 – 72. 

У даній статті вивчені геометричні і топологічні властивісті функтора P 
імовірнісних мір в категорії стратіфіціруемих просторів і безперервних відображень в 
себе. Доводиться, що простір P(X) імовірнісних мір є AE(S) простором. Доведено, що 
функція має властивості гіперсвязності і гіпергеодезічності, еквізв‘язність. Бібліогр.: 8 
назв. 

Ключові слова: функтор; імовірнісні міри; стратіфіціруемий простір; 
гіперзв‘язність; гіпергеодезічность; еквізв‘язність. 
 
УДК 515.12. 

Некоторые свойства ковариантного функтора P: COMP → COMP 
вероятностных мер, действующего на категории стратифицируемых пространств 
/ Рахматуллаев А.Х., Хидоятова М.А. // Вестник НТУ "ХПИ". Серия: Информатика и 
моделирование. – Харьков: НТУ "ХПИ". – 2018. – № 42 (1318). – С. 64 – 72. 

В данной статье изучены геометрические и топологические свойство функтора P 
вероятностных мер в категории стратифицируемых пространств и непрерывных 
отображений в себя. Доказывается, что пространство P(X) вероятностных мер является 
AE(S) пространством. Доказано, что функция обладает свойствами гиперсвязности и 
гипергеодезичности, эквисвязности. Библиогр.: 8 назв. 

Ключевые слова: функтор; вероятностные меры; стратифицируемые 
пространства; гиперсвязность; гипергеодезичность, эквисвязность. 

 
UDC 515.12. 

Some properties of the covariant functor P: COMP → COMP of probability 
measures that act on categories of stratified spaces / Raxmatullayev A.Kh., 
Hidoyatova M.А. // Herald of the National Technical University "KhPI". Series of 
"Informatics and Modeling". – Kharkov: NTU "KhPI". – 2018. – № 42 (1318). – P. 64 – 72. 

In this article, we study the geometric and topological properties of the functor P of 
probability measures in the category of stratified spaces and continuous mappings into itself. It 
is proved that the space P(X) of probability measures is AE(S) space. It is proved that the 
function has the properties of connectivity and hyper geodesicity, connectivity. Refs.: 8 titles. 

Keywords: functors; probabilities measures; stratifiable spaces; huperconnected; hyper 
geodesicity; connectivity. 

 
 
 


