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Вступ 
Даний навчальний посібник відповідає програмі курсу вищої ма-

тематики, що викладається на технічних факультетах Національного 
технічного університету «Харківський політехнічний інститут». Він 
призначений як для аудиторної, так і для і самостійної роботи студентів 
очної та заочної форм навчання.

Посібник входить до складу збірника під назвою «Стислий курс 
вищої математики» та може бути застосований на декількох факульте-
тах університету, у першу чергу, на енергомашинобудівному, фізико-
технічному, інженерно-фізичному факультетах та на факультеті інтег-
рованих технологій хімічної техніки. Він включає навчальний матеріал 
першого модуля першого семестру та складається з таких тем: елементи 
лінійної алгебри; елементи векторного аналізу; аналітична геометрія на 
площині та у просторі.  Кожна глава посібника містить теоретичний ма-
теріал  однієї з тем, який складається з означень та їх пояснень, форму-
лювань і доказів теорем, що проілюстровані достатньою кількістю нао-
чних прикладів. До кожної теми додається по тридцять варіантів індиві-
дуальних домашніх завдань та зразок виконання одного варіанта з до-
кладними поясненнями; варіант  завдання містить  достатню  для засво-
єння теми кількість задач. Після кожної теми подано перелік теоретич-
них питань, що виносяться на колоквіум і іспит,  набори тестових за-
вдань  з теми для проведення модульного контролю і поточної перевір-
ки знань, варіанти контрольних робіт. Підручник також містить задачі 
домашньої роботи. Наприкінці посібника наведено  стислий довідник 
основних формул, які потрібні для розв’язання задач з поданих тем. На 
наш погляд, такий довідник дозволить студентам сконцентрувати увагу 
під час розв’язання задач на головних моментах викладеного матеріалу 
та допоможе його систематизувати. На таку сконцентровану  форму по-
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дання навчального матеріалу авторів навів досвід викладання дисциплі-
ни за останні десять років в умовах модульної системи оцінювання 
знань. 

Завдяки зазначеному вище структурному наповненню матеріала-
ми навчальний посібник може бути використаний  як викладачами, так і 
студентами під час аудиторних занять, для підготовки до контрольних 
робіт, колоквіумів, іспитів,  при виконанні обов’язкових та домашніх 
завдань. Також посібник дає можливість студентам самостійно переві-
ряти рівень своїх знань з кожної теми. 

Навчальний посібник був написаний на основі багаторічного дос-
віду викладання курсу вищої математики на кафедрі «Прикладна мате-
матика» НТУ ХПІ під керівництвом доктора технічних наук, професора 
Курпи Л. В., якій автори висловлюють велику подяку та пошану за цінні 
зауваження і поради. 
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Глава 1. ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

 
§ 1. МАТРИЦІ 

 
1.1. Основні поняття 

  Матрицею розміру nm  називається прямокутна таблиця чисел, 
яка складається з m  рядків однакової довжини та n  стовпців (також од-
накової довжини). Позначається як nmA . Матриця записується у вигляді  

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

, 

або, скорочено, як ijaA , де mi ,1  (тобто mi ,...,3,2,1 ) – номер рядка; 

nj ,1  (тобто nj ,...,3,2,1 ) – номер стовпця. Рядки та стовпці матриці на-
зиваються її рядами. Числа ija , що складають матрицю, називаються її 

елементами. Елементи, що стоять на діагоналі, яка прямує з верхнього лі-
вого кута до правого нижнього, утворюють головну діагональ матриці. 

Дві матриці називаються рівними, якщо є рівними між собою всі 
їхні відповідні елементи, тобто  BA , якщо ijij ba , де mi ,1 , nj ,1 . 

Матриця, в якій число рядків дорівнює числу стовпців, називаєть-
ся квадратною. Квадратну матрицю розміру nn  називають матрицею 
n -го порядку. 

Квадратна матриця, в якій всі елементи, крім елементів головної 
діагоналі, дорівнюють нулю, називається діагональною. 

Діагональна матриця, в якій всі елементи головної діагоналі дорі-
внюють одиниці, називається одиничною і позначається літерою E . 

Приклад 1.1. Одинична матриця 3-го порядку має вигляд 

100
010
001

33E . 
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Квадратна матриця називається трикутною, якщо всі елементи, що 
розташовані з одного боку головної діагоналі, дорівнюють нулю. 

Матриця, всі елементи якої дорівнюють нулю, називається нульо-
вою. Вона  позначається літерою O  та має вигляд 

0...00
............
0...00
0...00

O . 

У матричному численні матриці O  та E  відіграють ролі чисел 0 
та 1 в арифметиці. 

Матриця, що складається з одного стовпця або з одного рядка, на-
зивається вектором (або вектор-стовпець, або вектор-рядок  відповідно). 

Вони мають вигляд 

1

21

11

ma

a
a

A , nbbbB 11211 . 

Матриця розміру 11 , що складається з одного числа, ототожню-
ється з цим числом, тобто 55 11 . 

Матриця, що одержана з даної шляхом заміни кожного її рядка на 
стовпець з тим же номером, називається матрицею транспонованою до 
даної. Позначається як TA . 

Так, якщо 
73
12

A , то 
71
32TA ; якщо 

1
4

A , то 14TA . 

Транспонована матриця має таку властивість: AA
TT . 

 
1.2. Дії з матрицями 

Додавання 
Операція додавання матриць вводиться тільки для матриць, що 

мають однаковий розмір. 
Сумою матриць ijnm aA  та ijnm bB  називається матриця 

ijnm cC  така, що ijijij bac njmi ,1 ,,1 . Записують це так: 

.BAC  
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Приклад 1.2. Нехай 
687
451

B  ,
251
034

A . Знайти 

матрицю .BAC  
Розв'язання. 

836
423

687
451

251
034

C . 

Різниця матриць визначається аналогічно, тобто: якщо BAC , 
то ijijij bac njmi ,1 ,,1 . 

Приклад 1.3. Нехай 
327
512

B  ,
412
356

A . Знайти 

матрицю BAC . 
Розв'язання. 

115
268

327
512

412
356

C . 

Множення на число 
Добутком матриці ijnm aA  на постійне число k  називається 

матриця ijnm bB  така, що ijij akb njmi ,1 ,,1 . Записують це  

так: .AkB  

Приклад 1.4. Нехай 3    ,
461
325

kA . Знайти матрицю 

.AkB  
Розв'язання. 

.
12183

9615
B  

Матриця   AA 1  називається протилежною до матриці A . 
Різницю матриць BA  тоді можна ввести так: BABA . 
Операції додавання матриць та множення матриці на число мають 

такі властивості: 
1) ABBA ;    5) AA1 ; 
2) CBACBA ;  6) BkAkBAk ; 
3) AA 0 ;    7) AmAkAmk ; 
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4) 0AA ;     8) AkmmAk , 
де CBA  , ,  − матриці; mk,  − числа. 

Добуток матриць 
 Операція множення матриці на матрицю вводиться тільки для тих 
матриць, в яких кількість стовпчиків першої матриці дорівнює кількості 
рядків другої матриці. 

Добутком матриці ijnm aA  на матрицю jkpn bB  називаєть-

ся матриця ikpm cC  така, що nkinkikiik bababac 2211 , де 

pkmi ,1 ,,1 , 
тобто елемент матриці-добутку C , що стоїть на перетині i -го рядка та 
j -го стовпця, дорівнює сумі добутків елементів i -го рядка матриці A  
на відповідні елементи j -ого стовпця матриці B . Записують це так: 

.BAC  

Приклад 1.5. Нехай 
232221

131211
32 aaa

aaa
A ,   

3231

2221

1211

23

bb
bb
bb

B . 

Знайти добуток цих матриць .BAC   
Розв'язання. 
Розмір матриці C  буде 22 ; 

C
232221

131211

aaa
aaa

3231

2221

1211

bb
bb
bb

=

11 11 12 21 13 31 11 12 12 22 13 32

21 11 22 21 23 31 21 12 22 22 23 32

a b a b a b a b a b a b
a b a b a b a b a b a b . 

Приклад 1.6. Нехай 
304
213

A , 
31
12

B . Знайти добутки 

цих матриць, якщо вони існують. 
Розв’язання. 
Добуток BA  цих матриць не існує, тому що кількість стовпців 

матриці А дорівнює 3 і вона не збігається з кількістю рядків матриці B , 
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яка дорівнює 2. При цьому добуток AB  існує та може бути обчисле-
ний таким чином: 

AB
31
12

304
213 2 3 1 4 2 1 1 0 2 2 1 3

1 3 3 4 1 1 3 0 1 2 3 3

11115
7210

. 

 Якщо матриці A  та B  є квадратними однакового розміру, то їхні 
добутки BA  та AB  завжди існують. Але в загальному випадку 

ABBA . У разі, якщо ABBA , матриці A  та B  називаються                
комутативними. 

Легко довести, що AAEEA , де A  − квадратна матриця,           
E  − одинична матриця того ж  розміру. 

Операція множення матриць має такі властивості 
1) CBACBA ;   3) CBCACBA ; 
2) BCACCBA ;  4) BkABAk , 

де CBA  , ,  − матриці, k  − число. 
Для операції транспонування є правильними такі властивості: 

1) TTT BABA ;   2) TTT ABBA . 
Елементарні перетворення матриць 

 Елементарними перетвореннями матриць є: 
 переставлення місцями двох паралельних рядків матриці; 
 множення всіх елементів ряда матриці на число, що не дорівнює 
нулю; 
 додавання до всіх елементів ряда матриці відповідних елементів    
паралельного ряда, помножених на те саме число. 

 Дві матриці A  і B  називаються еквівалентними, якщо одна з них 
може бути одержана з іншої за допомогою елементарних перетворень. 
Записується як A~ B . За допомогою елементарних перетворень будь-
яку матрицю можна звести до матриці, у якої напочатку головної діаго-
налі стоять поспіль кілька одиниць, а всі інші елементи дорівнюють ну-
лю. Таку матрицю називають канонічною, наприклад,  
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0000
0010
0001

. 

Приклад 1.7. Звести до канонічного вигляду матрицю  

1504
1120
2132

A . 

Розв’язання.  
Позначимо рядки матриці як вектор-рядки 21321e , 

11202e , 15043e , а стовпці як вектор-стовпці   

4
0
2

1t , 
0
2
3

2t , 
5
1

1

3t , 
1
1
2

4t . Тоді речення «множимо елементи 

першого рядка на 1 та додаємо їх до відповідних елементів другого ряд-
ка» можна записати так: 221 1 eee . 

Виконуємо елементарні перетворення: 
1) міняємо місцями перший та третій стовпці; 
2) 221 1 eee ; 331 5 eee ; 
3) 332 3 eee ; 
4)ділимо всі елементи третього стовпця на 2 (це записується так: 

11 2
1 tt ); 

5) міняємо місцями другий та третій стовпці; 
6) 221 1 ttt ; 331 3 ttt ;  441 2 ttt ; 
7) 332 5 ttt ; 442 3 ttt . 
Одержана матриця є канонічною. 

1504
1120
2132

~
1405
1021
2231

~
96150

3250
2231

~
0000
3250
2231

~ 

~
0000
3150
2131

~
0000
3510
2311

~
0000
3510
0001

~
0000
0010
0001

. 
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§ 2. ВИЗНАЧНИКИ 
 

2.1. Основні поняття 
 Квадратній матриці A  можна поставити у відповідність число 

Adet  (або A , або ), що називається її визначником. Для матриць 
першого, другого та третього порядків це число обчислюється таким 
чином: 

1) 1n . 11aA ; 11det aA . 

2) 2n . 
2221

1211

aa
aa

A ; 12212211
2221

1211det aaaa
aa
aa

A . 

3) 3n . 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A ; 

333231

232221

131211

det
aaa
aaa
aaa

A  

11 22 33 12 23 31 21 32 13 31 22 13 21 12 33

32 23 11

a a a a a a a a a a a a a a a
a a a . 

Приклад 2.1. Знайти визначники матриць  

35
42

A  та 
cossin
sincos

B . 

Розв’язання. 

262064532
35
42

det A ; 

2cossincossinsincoscos
cossin
sincos

det 22B . 

Приклад 2.2. Знайти визначник матриці 
987
654
321

A . 

Розв’язання. 

 168924357384762951
987
654
321

det A  

= 45 + 84 + 96 – 105 – 72 – 48 = 225 – 225 = 0. 
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Визначник матриці A  також називають її детермінантом. Правило 
обчислення детермінанта для матриці n -го порядку є достатньо склад-
ним для сприйняття та використання. Однак існують методи, що дозво-
ляють реалізувати обчислення визначників вищих порядків на основі 
визначників низьких порядків, при цьому використовуються властивос-
ті визначників. 

 
2.2. Властивості визначників 

Сформулюємо основні властивості визначників, що притаманні 
визначникам всіх порядків. Деякі з них доведемо на визначниках тре-
тього порядку. 

Властивість 1. («Рівноправність рядків та стовпців»). Визначник 
не зміниться, якщо його рядки замінити стовпцями, та навпаки. Тобто  

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

. 

Доведення. 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 

11 22 33 12 23 31 21 32 13 31 22 13 21 12 33

32 23 11

a a a a a a a a a a a a a a a
a a a ; 

332313

322212

312111

aaa
aaa
aaa

 

11 22 33 21 32 13 12 23 31 13 22 31 12 21 33

23 32 11

a a a a a a a a a a a a a a a
a a a . 

          Як бачимо, одержані алгебраїчні суми рівні між собою.  
Властивість 1 можна сформулювати і так. При транспонуванні ма-

триці значення її визначника не змінюється. 
У подальшому рядки та стовпці будемо називати рядами визнач-

ника. 
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Властивість 2. При перестановці двох паралельних рядів визна-
чник змінює знак на протилежний. 

Властивість 3. Визначник, що має два однакових ряди, дорівнює 
нулю. 

Ця властивість випливає з властивості 2, тому що, якщо переста-
вити місцями два однакових ряди, визначник залишиться незмінним, 
але при цьому його знак повинен змінитися на протилежний, а це мож-
ливо тільки тоді, коли визначник дорівнює нулю. 

Властивість 4. Спільний множник елементів будь-якого ряда ви-
значника можна винести за знак визначника. 

Доведення. 

333231

232221

131211

akaa
akaa
akaa

332211 akaa  

133221312312 akaaaaka 112332331221132231 aakaakaaakaa  

11 22 33 12 23 31 21 32 13 31 22 13 21 12 33

32 23 11

a a a a a a a a a a a a a a a
k

a a a  

=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

k . 

Наслідки з властивостей 3 та 4:  
1. Якщо всі елементи будь-якого ряда визначника дорівнюють ну-

лю, то цей визначник дорівнює нулю. 
2. Якщо всі елементи будь-якого ряда визначника пропорційні ві-

дповідним елементам паралельного ряда, то такий визначник дорівнює 
нулю. 

Дійсно, 

00

333231

131211

131211

333231

131211

131211

k
aaa
aaa
aaa

k
aaa

akakak
aaa

. 
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Властивість 5. Якщо елементи будь-якого ряда визначника є су-
мами двох доданків, то визначник може бути розкладений на суму двох 
відповідних визначників. 

Тобто 

daa
caa
baa

aaa
aaa
aaa

daaa
caaa
baaa

3231

2221

1211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

. 

Доведення цієї властивості може бути проведене аналогічно по-
переднім доведенням. 

Властивість 6. («Елементарні перетворення визначника»). Ви-
значник не зміниться, якщо до елементів одного ряда додати відповідні 
елементи паралельного ряда, помножені на будь-яке число. 

Доведення. 

0

333131

232121

131111

333231

232221

131211

33313231

23212221

13111211

k
akaa
akaa
akaa

aaa
aaa
aaa

akaaa
akaaa
akaaa

. 

Подальші властивості визначників пов’язані з поняттями мінора 
та алгебраїчного доповнення. 

Мінором елемента ija  визначника n -го порядку називається ви-

значник 1n -го порядку, який можна отримати з даного шляхом ви-
креслювання i -го рядка та j -го стовпця. Такий мінор називається дода-
тковим мінором елемента ija . Позначається як ijM . 

Так, якщо 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

, то 
3331

2321
12 aa

aa
M , 

3331

1311
22 aa

aa
M . 

Алгебраїчним доповненням елемента ija  визначника називається 

його мінор, помножений на ji1 . Позначається як ijA . Тобто 

ij
ji

ij MA 1 . 

Властивість 7. («Розкладення визначника за елементами  деякого 
ряда»). Визначник дорівнює сумі добутків елементів деякого ряду на їх-
ні алгебраїчні доповнення. 
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Доведення. 
Доведемо цю властивість на прикладі визначника третього поряд-

ку. Розкладемо визначник за елементами другого рядка. Доведемо, що 

232322222121

333231

232221

131211

AaAaAa
aaa
aaa
aaa

. 

Дійсно: 

232322222121 AaAaAa

3331

131122
22

3332

131212
21 11

aa
aa

a
aa
aa

a
3231

131132
23 1

aa
aa

a  

13313311221332331221 1 aaaaaaaaaa
1331321223 1 aaaaa  

133122331122133221331221 aaaaaaaaaaaa
133123321223 aaaaaa . 

Наслідок. Сума добутків елементів деякого ряду на алгебраїчні 
доповнення відповідних елементів іншого ряду дорівнює нулю. 

Властивість 7 дає змогу обчислення визначників вищих порядків. 

Приклад 2.3. Обчислити визначник матриці 

1201
4152
2363
4512

A . 

Розв’язання. 
Розкладаємо визначник за елементами четвертого рядка, тому що він 
містить 0. 

452
263
412

12
412
233
452

10
415
236
451

11

1201
4152
2363
4512

342414

1606496013220961
152
363
512

11 44 . 
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§ 3. НЕВИРОДЖЕНІ МАТРИЦІ 
 

3.1. Основні поняття 
Нехай A  −  квадратна матриця n -го порядку: 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

21

22221

11211

. 

 Квадратна матриця A  називається невиродженою, якщо її визна-
чник не дорівнює нулю: 0det A . Якщо її визначник дорівнює ну-
лю, то матриця A  називається виродженою : 0det A .  
 Долученою матрицею матриці A  називається матриця 

nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

21

22212

12111

, 

де ijA − алгебраїчне доповнення елемента ija  даної матриці A . 

Матриця 1A  називається оберненою до матриці A  за умови, що  

 EAAAA 11 ,         (3.1) 
де E  − одинична матриця того ж порядку, що і матриця A . Матриця  

1A  має ті самі розміри, що і A . 
 

3.2. Обернена матриця 
Теорема 3.1. Будь-яка невироджена матриця має обернену. 
Доведення. 
Проведемо доведення  для випадку матриці 3-го порядку. Нехай  

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A   та 0det A . 
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Запишемо союзну матрицю: 

332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

A , 

Знайдемо добуток матриць A  та A : 

AA

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

 

333332323131233322322131133312321131

332332223121232322222121132312221121

331332123111231322122111131312121111

AaAaAaAaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAaAaAaAa

 

EAA
A

A
A

det
100
010
001

det
det00

0det0
00det

, 

тобто                                    EAAA det .         (3.2)      
При обчисленні AA  була використана властивість 7 визначни-

ків та висновок з неї. Аналогічно доведемо, що  

                                             EAAA det .                           (3.3)        
Рівності (3.2) та (3.3) перепишемо у вигляді 

E
A

AA
det

  та   E
A

AA
det

. 

Порівнюючи одержані рівності з визначенням оберненої матриці 
(3.1), робимо висновок, що  

A
AA

det
1 , тобто 

A
A

det
11

332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

. 

Властивості оберненої матриці: 

1) AA
11 ; 

2) 
A

A
det

1det 1 ; 

3) 111 ABBA ; 
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4) 
11 TT

AA . 

Приклад 3.1. Знайти 1A , якщо 
45
12

A . 

Розв’язання. 

Знаходимо ∆: 03581542
45
12

det A . 

Знаходимо елементи A : 2 ,1 ,5 ,4 22211211 AAAA , тому 

25
14

A . 

Знаходимо 1A :  
3
2

3
5

3
1

3
4

1

25
14

3
1A . 

Перевіряємо: 

1AA
45
12

3
2

3
5

3
1

3
4

= E
10
01

3
8

3
5

3
20

3
20

3
2

3
2

3
5

3
8

. 

Приклад 3.2. Знайти 1A , якщо 
325

436
752

A . 

Розв’язання. 
Знаходимо ∆: 

0120720690161058410018
325

436
752

det A . 

Знаходимо елементи A :  

   ;18942331
32

43
1 11

11A  

  ;382018145361
35

46
1 21

12A  

;27151235261
25

36
1 31

13A  



 19 

  ;11415172351
32

75
1 12

21A  

  ;4135675321
35

72
1 22

22A

;29254155221
25

52
1 32

23A  

  ;1212073451
43
75

1 13
31A  

  ;34428176421
46
72

1 23
32A  

.2430656321
36
52

1 33
33A  

Одержуємо : 
242927
344138
111

242927
344138

111

1
11A . 

 
3.3. Ранг матриці 

 Розглянемо матрицю A  розміром nm : 

mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A

321

3333231

2232221

1131211

. 

Виділимо в ній k рядків та k стовпців nmk ;min . З елементів, 
що стоять на перетині цих рядків та стовпців, утворюється визначник 
k -го порядку. Усі визначники, одержані в такий спосіб, називаються 
мінорами цієї матриці. У матриці A  пунктиром виділений мінор друго-
го порядку. 

Рангом матриці називаєтся число, що дорівнює найбільшому по-
рядку відмінного від нуля мінора цієї матриці. Це означає, що якщо ранг 
матриці дорівнює числу l , то ця матриця має принаймні один мінор        
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l -го порядку, який не дорівнює нулю, при цьому всі мінори більш висо-
ких порядків дорівнюють нулю. Позначається як lArlr  ,  або 

lrangA .  
Зрозуміло, що  n;mminrangA0 , де nm;min  − найменше з 

чисел m  та n . 
Мінор, порядок якого визначає ранг матриці, називається базис-

ним мінором. 

Приклад 3.3. Знайти ранг матриці 
1540
1102
2123

A . 

Розв’язання. 
Зрозуміло, що  3rangA . Ця матриця містить 4 мінори третього 

порядку, обчислимо їх:  

0
150
112
213

   ,0
154
110
212

  ,0
140
102
223

  ,0
540
102

123
. 

Усі мінори третього порядку дорівнюють нулю. Будемо обчислю-
вати мінори другого порядку: 

3 2
 0 4 4 0 

2 0 . 

Обчислювати інші мінори другого порядку не потрібно, достатньо того, 
що один з мінорів другого порядку не дорівнює нулю. Робимо висновок, 
що ранг матриці 2rangA . Базисний мінор стоїть на перетині 1 і 2 ряд-
ків та 1 і 2 стовпців. 

Властивості рангу матриці: 
1. При транспонуванні матриці її ранг не змінюється. 
2. Якщо викреслити з матриці нульовий ряд, то її ранг не зміню-

ється. 
3. Ранг матриці не змінюється при елементарних перетворюван-

нях матриці. 
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Ранг канонічної матриці дорівнює кількості одиниць на головній 
діагоналі. На цьому факті базується один із способів обчислення рангу 
матриці – метод елементарних перетворень. 

Приклад 3.4. Знайти ранг матриці 
1540
1102
2123

A . 

Розв’язання. 
Зведемо матрицю до канонічного вигляду. Позначимо рядки мат-

риці як вектор-рядки ie , а стовпці як вектор-стовпці  jt , 3,1i , 4,1j : 

1540
1102
2123

A ~
331

221

5 eee
eee

~
90615

3025
2123

~ 

~
1

3 33

1 3    ³ 
e e
ì ³í ÿº ì î ì ³ñöÿì è t t ~

3520
3520
2321

~

22
1

2

332

121 1

tt
eee

eee
~ 

~
0000
3510
1201

~
4421

3321

3
52

tttt
tttt

~
0000
0010
0001

~
10
01

. 

Ранг матриці 2rangA . 
 Вираз nn eeee 332211  називається лінійною ком-
бінацією елементів neee ,,, 21 , n,,, 321  − дійсні числа, що нази-
ваються коефіцієнтами лінійної комбінації. 

Нехай neee ,,, 21  −  рядки матриці A . 
Рядки матриці називаються лінійно незалежними, якщо їх ліній-

на комбінація дорівнює нулю, тобто 0332211 nn eeee  , 
тільки за умови, що всі її коефіцієнти дорівнюють нулю, тобто 

nii ,1,0 . Рядки називаються лінійно залежними, якщо їх лінійна 
комбінація дорівнює нулю за умови, що принаймні один з коефіцієнтів 

i  відрізняється від нуля. Лінійна незалежність стовпців визначається 
аналогічно. 



 22 

Теорема про базисний мінор. Якщо ранг матриці дорівнює числу 
r , то в цій матриці можна знайти r  лінійно незалежних рядків та r  лі-
нійно незалежних стовпців, які називаються базисними. Всі інші рядки 
та стовпці можуть бути представлені у вигляді лінійної комбінації бази-
сних.  

Теорема про необхідну та достатню умови рівності визначни-
ка нулю. Для того, щоб визначник дорівнював нулю, необхідно і доста-
тньо, щоб його ряди були лінійно залежні. 
 
 

§ 4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
 

4.1. Основні поняття 
Системою лінійних алгебраїчних рівнянь, що містить mрівнянь з 

nневідомими, називається система вигляду 

,
..........................................

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 

де числа ija , njmi ,1 ,,1  називаються коефіцієнтами системи, числа 

ib  − вільними членами, ix  − невідомими . 
Розв’язком системи називається сукупність n чисел 

nn cxcxcx ,,, 2211 , які при підстановці в систему перетворюють 
всі її рівняння на тотожності. 

Систему лінійних алгебраїчних рівнянь зручно записувати в мат-
ричній формі: 

BXA , 

де 

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

21

22221

11211

 − матриця коефіцієнтів системи (ще вона 

називається основною матрицею); 



 23 

mb

b
b

B 2

1

 − вектор-стовпець вільних членів; 

mx

x
x

X 2

1

 − вектор-стовпець невідомих. 

Розширеною матрицею системи називається матриця A , отримана 
з матриці A  додаванням до неї стовпця вільних членів: 

mmnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A

21

222221

111211

. 

Будь-який розв’язок системи можна записати у вигляді вектора-
стовпця  

mc

c
c

X 2

1

. 

Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається сумісною, 
якщо вона має принаймні один розв’язок, та несумісною, якщо вона не 
має жодного розв’язку. 

Сумісна система називається визначеною, якщо вона має єдиний 
розв’язок, та невизначеною, якщо вона має більше одного розв’язку. В 
останньому випадку кожний розв’язок називається частинним. Сукуп-
ність всіх частинних розв’язків  називається загальним розв'язком сис-
теми. 

Дві системи називаються еквівалентними (або рівносильними), 
якщо вони мають однакові загальні розв’язки. Іншими словами, якщо 
системи є еквівалентними, то кожний розв’язок однієї з них є 
розв’язком іншої, та навпаки. Еквівалентні системи виходять при еле-
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ментарних перетвореннях системи за умови, що перетворення викону-
ються тільки над рядками матриці. 
 

4.2. Необхідна та достатня умови сумісності систем лінійних  
алгебраїчних рівнянь. Теорема Кронекера − Капеллі 

Нехай задана довільна система mрівнянь з n невідомими 

.
...............................................

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 

Відповідь на питання, чи є ця система сумісною, дає теорема Кро-
некера − Капеллі, яку наводимо без доведення. 

Теорема. Система лінійних алгебраїчних рівнянь сумісна тоді і 
тільки тоді, коли ранг розширеної матриці системи дорівнює рангу мат-
риці коефіцієнтів, (тобто rArangrangA ). Якщо ранг сумісної систе-
ми дорівнює числу невідомих, то система має єдиний Розв’язання. Як-
що ранг сумісної системи менший від числа невідомих, то система має 
нескінченну безліч розв’язків. 
 

4.3. Розв’язання невироджених систем лінійних алгебричних 
рівнянь. Правило Крамера.  

Розв’язання за допомогою оберненої матриці 
Нехай дана система  n  рівнянь з n невідомими 

                                  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,
,

................................................

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

1n n11a x11

2n n22a x22

nn na xnn nnna x

,        (4.1)  

в матричній формі BXA . Основна матриця A  такої системи квадрат-

на. Визначник цієї матриці 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

21

22221

11211

det  
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називається головним визначником системи. Якщо головний визначник 
системи є відмінним від нуля, то система називається невиродженою. 

Очевидно, що для невиродженої системи rang rangA A n , тобто вона 
має єдиний розв’язаок. 

Правило Крамера. Нехай система (4.1) невироджена. Тоді її 
розв’язок можна знайти за правилом Крамера (за формулами Крамера): 

,    j 1,j
jx n , 

де j  − визначник, отриманий з головного визначника системи замі-

ною j -го стовпця на стовпець вільних членів. 
Приклад 4.1. Розв’язати систему рівнянь за формулами Крамера: 

.12
,2223

,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Розв’язання. 

05
121
223
112

, 

10
121
222
112

1 , 5
111
223
122

2 , 15
121
223

212

3 . 

2
5

101
1x ,  1

5
52

2x ,  3
5
1531

3x . 

 
Розв’язання системи за допомогою оберненої матриці 
В матричній формі система (4.1) має вигляд BXA . Нехай сис-

тема  невироджена, тоді її основна матриця A  має обернену матрицю 
1A . Помножимо зліва обидві частини матричного рівняння на 1A . 

Одержимо  BAXAA 11 ; 
Враховуючи, що ,XXEXAA 1  знаходимо розв’язок системи: 

BAX 1 . 
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Приклад 4.2. Розв’язати систему рівнянь за допомогою оберненої 
матриці: 

.253
,342
,1342

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Розв’язання. 

Тут  
513
421
342

A , 
2
3
1

B , 

3

2

1

x
x
x

X . 

Оскільки розв’язок системи визначається за формулою 
BAX 1 , знаходимо матрицю 1A , обернену до основної матриці A . 

025det A : 

25
0

25
10

25
5

25
5

25
1

25
7

25
10

25
17

25
6

1A ; 

1
0
1

231
231
231

2
3
1

25
0

25
10

25
5

25
5

25
1

25
7

25
10

25
17

25
6

25
0

25
10

25
5

25
5

25
1

25
7

25
10

25
17

25
6

X . 

Тобто 1 ,0 ,1 321 xxx . 
 

4.4. Розв’язання  систем лінійних алгебричних  
рівнянь методом Гаусса 

Одним з найбільш універсальних та ефективних методів 
розв’язання  систем лінійних алгебраїчних рівнянь  є метод Гаусса, який 
полягає в послідовному виключенні невідомих. Нехай задана система 
рівнянь 

.
...............................................

,
,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa
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1. Виписують розширену матрицю системи і відокремлюють сто-
пець вільних членів вертикальною рискою: 

mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

A 2

1

21

22221

11211

. 

Якщо 011a , то його вибирають за головній елемент і за допомо-
гою елементарних перетворень, що виконуються тільки над рядками 
матриці, виключають невідому 11a  з усіх рівнянь, крім першого; якщо 

011a , то міняють місцями рядки матриці так, щоб на перетині першо-
го  рядка та першого стовпця стояв ненульовий елемент, і цей елемент 
беруть за головний. Рядок, в якому вибраний головний елемент, назива-
ється головним. Внаслідок цих перетворень отримують матрицю систе-
ми, що є рівносильною початковій системі. Слід зауважити, що най-
більш зручно проводити перетворення, коли головний елемент дорів-
нює одиниці. 

2. На другому кроці одержаний перший рядок залишають незмін-
ним. Аналогічним чином вибирають головний елемент, що стоїть на пе-
ретині другого рядка та другого стовпця, та виключають елемент 22a  з 
решти рівнянь. 
 3. Вказаним способом частину матриці, що стоїть ліворуч верти-
кальної риски,  зводять до трикутного або трапецеїдального вигляду. 
Якщо під час перетворень матриці утворюється рядок, що містить тіль-
ки нулі, то його викреслюють. Якщо утворюється рядок, в якому ліво-
руч вертикальної риски стоять самі нулі, а праворуч – число, відмінне 
від нуля, то це означає, що система несумісна. Зведення матриці до три-
кутного або трапецеїдального вигляду становить прямий хід методу Га-
усса. 
 4. Застосовують зворотний хід методу Гаусса, який полягає у та-
кому. 
 Якщо ліва частина матриці звелася до трикутного вигляду, то 

ArangrangA n , тобто система має єдиний розв’язок. Записують сис-
тему рівнянь, відповідну до одержаної матриці. Невідомі визначають 



 28 

послідовно, починаючи з останнього. Тобто з n -го рівняння знаходять 

nx , з 1n -го − 1nx  і  так далі. 
Якщо ліва частина матриці звелася до трапецеїдального вигляду, то 

ArangrangA n , тобто система має нескінченну безліч рішень. Тоді 
вибирають базисний мінор і тим самим фіксують базисні невідомі (вони 
відповідають тим стовпцям, що увійшли в базисний мінор), решту неві-
домих називають вільними. Записують систему рівнянь, відповідну оде-
ржаній матриці, а потім перетворюють її таким чином: доданки, що міс-
тять базисні невідомі, залишають у лівих частинах рівнянь, а доданки, що 
містять вільні невідомі, переносять в праві частини. Далі за описаною ра-
ніш схемою знаходять базисні невідомі або як лінійну комбінацію віль-
них, або як числа. Одержані рівности є загальним розв’язком системи. 

Надаючи вільним невідомим будь-яких числових значень, знахо-
дять відповідні значення базисних невідомих, одержують частинні 
розв’язки системи. 

Приклад 4.3. Розв’язати систему рівнянь за допомогою методу 
Гаусса:  

.810957
,35223

,25
,1532

4321

4321

321

4321

xxxx
xxxx

xxx
xxxx

 

Розв’язання. 

8
3
2
1

10957
5223

0511
5312

~

8
3
1
2

10957
5223
5312

0511

~
441

331

221

7
3
2

eee
eee
eee

~ 

~

6
3
3

2

102620
51310
51310

0511

~ 442

332

2
1

eee
eee

~

0
0
3

2

0000
0000
51310

0511

~ 

~
3

2
51310

0511
. 
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За базисний беремо той мінор, що стоїть на перетині першого та 
другого рядків з першим та другим стовпцями, тоді невідомі  1x  та 2x  
будуть базисними, а 3x  та 4x − вільними. Записуємо систему, що відпо-
відає одержаній матриці:  

,3513
,25

432

321

xxx
xxx

   або     
,3513

,52

432

321

xxx
xxx

 

тоді 3513 432 xxx , 158 431 xxx .  

Загальним розв’язком системи є 

4

3

43

43

3513
158

x
x

xx
xx

X .  

Одержимо будь-який частинний розв’язок; нехай 13x , 24x , 
тоді 

2
1
6

1

2
1

325113
12518

X . 

 
4.5. Розв’язання  систем лінійних алгебричних  

рівнянь методом Жордана − Гаусса 
 Цей метод є модифікацією методу Гаусса. Від класичного методу 
він відрізняється тим, що під час перетворень  на кожному кроці голов-
ний елемент виключається зо всіх рівнянь, крім головного. Головний 
елемент не обов’язково повинен стояти на головній діагоналі. На кож-
ному кроці, якщо головний елемент не дорівнював одиниці, всі елемен-
ти головного рядка діляться на головний елемент.  

Приклад 4.4. Розв’язати систему рівнянь  за допомогою методу 
Жордана − Гаусса: 

.0343
,23

,0
,232

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx
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Розв’язання. 

0
2

0
2

343
131

111
321

~
441

331

221

3
1
1

eee
eee
eee

~

6
4
2

2

620
410
230

321

~

443

223

113

2
3

2

eee
eee

eee

~ 

~

14
4

14
10

1400
410

1400
1101

~ 22 14
1 ee

~

14
4

1
10

1400
410

100
1101

~

442

332

112

14
4

11

eee
eee

eee

~ 

~

0
0
1
1

000
010
100
001

~
0
1
1

010
100
001

, rang rang 3A A , система має єдиний 

розв’язок. 
Записуємо систему 

.0
,1

,1

2

3

1

x
x
x

 

Тобто розв’язком є 
1
0
1

X . 
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4.6. Однорідні системи лінійних алгебричних рівнянь 
Система лінійних алгебраїчних рівнянь називається однорідною, 

якщо всі вільні члени дорівнюють нулю: 

.0
..........................................

,0
,0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

 

Однорідна система завжди сумісна, тому що для неї 
ArangrangA ; вона завжди має нульовий  (тривіальний) розв’язок 

021 nxxx . 
За яких умов однорідна система має і ненульові розв’язки? 
Теорема. Для того щоб однорідна система мала ненульові 

розв’язки, необхідно і достатньо, щоб ранг її основної матриці був мен-
ший від числа невідомих. 

Спираючись на цю теорему, можна зробити такий висновок: будь-
яка однорідна система, в якій кількість рівнянь менша від числа невідо-
мих, має нескінченну безліч розв’язків, серед яких є і ненульові. 

Теорема. Для того щоб однорідна система n  рівнянь з n  невідо-
мими мала ненульові розв’язки, необхідно і достатньо, щоб її  визнач-
ник дорівнював нулю. 

Довести цей факт дуже просто. Якщо 0 , то система має єди-
ний, нульовий розв’язок. Якщо 0 , то ранг основної матриці системи 
менший від числа невідомих rangA n , а отже, система має нескінченну 
безліч розв’язків, серед яких є і ненульові. 

Приклад 4.5. Розв’язати систему рівнянь за допомогою методу 
Жордана − Гаусса: 

.02252
,0223
,0322

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

 

Розв’язання. 
При розв’язанні однорідних систем нульовий стовпець вільних 

членів в розширеній матриці не записують: 
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22152
21123
32112

11121

~
441

331

221

2
3
2

eee
eee
eee

~ 

00110
54440
54350

11121

~ 

~
334

224

114

4
5

2

eee
eee

eee

~

00110
54800
54800

11301

~
334

224

114

4
5

2

eee
eee

eee

~ 

~ 44

332

1
1

ee
eee

~

00110
00000
54800

11301

~ 

3

42

28
1

2

 овикреслюєм
 і  місцями міняємо

e
ee

ee
~ 

~

8
5

2
1100

00110
11301

~ 114

223

3
1

eee
eee

~

8
5

2
1100

8
5

2
1010

8
7

2
1001

, 

Ранг матриці дорівнює 3. Базисний мінор утворюють стовпці 1, 2 і 
3, невідомі 1x , 2x  та 3x  − базисні, 4x  та 5x  − вільні. Записуємо систему, 
що відповідає перетвореній матриці: 

.0
8
5

2
1

,0
8
5

2
1

,0
8
7

2
1

543

542

541

xxx

xxx

xxx
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Переносимо доданки, що містять вільні невідомі, в праві частини 
рівнянь та одержуємо загальний розв’язок системи:  

.
8
5

2
1

,
8
5

2
1

,
8
7

2
1

543

542

541

xxx

xxx

xxx

    

5

4

54

54

54

8
5

2
1

8
5

2
1

8
7

2
1

x
x

xx

xx

xx

X . 

Приклад виконання обов’язкового домашнього завдання 
Виконаємо варіант № 31 обов’язкового домашнього завдання. 

Завдання 1. Знайти ABAC 2 , якщо 
201
536
421

A , 

154
426
132

B . 

Розв’язання. 
Знаходимо матрицю BA : 

153
150
311

125041
452366
143221

BA . 

Знаходимо матрицю ABA : 

ABA
153
150
311

201
536
421

 

215543013523116513
215540013520116510
235141033121136111

=
392132
231531
712

. 

Знаходимо матрицю ABAC 2 : 
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784264
463062

1424
C . 

Завдання 2. Обчислити визначник 

1672
151022
101053
6963

. 

Розв’язання. 
Винесемо спільний множник 3 елементів першого рядка, а потім 

зробимо перетворення рядків визначника: 

1672
151022
101053
6963

= 3

1672
151022
101053
2321

=

441

331

221

2
2
3

eee
eee
eee

= 

= 3 

5030
11420
4110
2321

= 

=
стовпця

першогоелементами
завизначникорозкладаєм

 
  

=
503

1142
411

113 11 = 

= 221 4 eee
= 

=
503
502

411
3 =

рядка
другогоелементамиза

визначникорозкладаєм
  

  
=

53
52

113 21 = 

= 15103  = 15. 
Треба зауважити, що визначник можна було б обчислити і без по-

передніх перетворень, одразу використовуючи теорему про розкладення 
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визначника за елементами будь-якого рядка, як це було зроблено в при-
кладі 2.3. 

Завдання 3. Розв’язати систему рівнянь трьома способами: 
а) за допомогою оберненої матриці; 
б) за допомогою формул Крамера; 
в) методом Жордана − Гаусса: 

.243
,533
,32

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Розв’язання. 

а) тут 
431
313

112
A , 

2
5
3

B , 

3

2

1

x
x
x

X . 

За допомогою оберненої матриці розв’язок системи обчислюється 
як BAX 1 . Знаходимо матрицю 1A , обернену до  матриці коефіціє-

нтів A , за формулою 
A

A
det

11

332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

.  

Обчислимо головний визначник системи: 

431
313

112
det A 233111133131412

.0492920413   
Матриця не є виродженою, тому вона має обернену. Знайдемо ал-

гебраїчні доповнення до елементів матриці A : 

   ;1333411
43
31

1 11
11A    

  ;1531431
41
33

1 21
12A  

;811331
31
13

1 31
13A  
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  ;731411
43
11

1 12
21A  

  ;711421
41
12

1 22
22A

2 3
23

2 1
1 1 2 3 1 1 7;

1 3
A  

  ;211311
31

11
1 13

31A  

  ;913321
33

12
1 23

32A  

.513121
13
12

1 33
33A  

Записуємо обернену матрицю: 

 
578
9715
2713

49
11A . 

Знаходимо розв’язок системи: 

2
5
3

578
9715
2713

49
11 BAX

255738
2957315

2257313

49
1

1
2
0

49
98
0

49
1 . 

б) головний визначник системи вже знайдений 

49
431
313

112
det A . Він не дорівнює нулю, а отже, система має 

єдиний розв’язок. Обчислимо допоміжні визначники: 
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,02027215612
432
315

113

1  

98123656940
421
353

132

2 , 

4963032754
231
513
312

3 . 

Знаходимо розв’язок системи за формулами Крамера: 

;0
49
01

1x   ;2
49
982

2x   1
49
493

3x . 

в) запишемо розширену матрицю системи та проведемо її перет-
ворення: 

2
5
3

431
313

112
~ 331

221

3 eee
eee

~
7

2
3

707
205

112
~ 11

33

1
7:

ee
ee

~ 

~
1

2
3

101
205
112

~ 223

113

5
2

eee
eee

~
1

7
1

101
700

110
~

22 7: ee
~ 

~
1
1

1

101
100
110

~ 332

112

1:
1:

eee
eee

~
0
1

2

001
100
010

. 

Записуємо систему, що відповідає перетвореній матриці: 

,0
,1

,2

1

3

2

x
x
x

    або   
.1

,2
,0

3

2

1

x
x
x

 

Завдання 4. Розв’язати систему рівнянь або встановити її несумі-

сність: 

.42320161210
,94132212018
,83729221816
,52723151412

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
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Розв’язання. 

4
9
8
5

2320161210
4132212018
3729221816
2723151412

~
334

224

114

1
1
1

eee
eee
eee

~

4
5
4
1

2320161210
1812588
149666
43122

~ 

~
441

331

221

5
4
3

eee
eee
eee

~

1
1
1
1

352120
20900
20900
43122

~ 442

332

2
1

eee
eee

~ 

~

3
0
1
1

15320
00000
20900
43122

~
3

1
1

15320
20900
43122

~ 22

113

2:
1

ee
eee

~ 

~
3
2

1
4

15320
102

900
52402

~ 112

332

5 eee
eee

~

2
5
2

1
2

3

052
1520

102
900

022
5302

~ 

~ 33

11

2:
2:

ee
ee

~

4
5
2

1
4

3

02
5

4
1510

102
900

014
5301

. 

Ранг матриці дорівнює 3. Базисний мінор утворюють стовпці 1, 2 
та 5, невідомі 1x , 2x  та 5x   − базисні, 3x  та 4x  − вільні. Записуємо сис-
тему, що відповідає перетвореній матриці: 

.
4
5

2
5

4
15

2
1

2
9

,
4
3

4
53

432

53

431

xxx

xx

xxx
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Переносимо доданки, що містять вільні невідомі, в праві частини 
рівнянь та одержуємо загальний розв’язок системи: 

.
2
9

2
1

,
2
5

4
15

4
5

,
4

53
4
3

35

432

431

xx

xxx

xxx

     

3

4

3

43

43

2
9

2
1

2
5

4
15

4
5

4
53

4
3

x

x
x

xx

xx

X . 

Завдання 5. Розв’язати однорідну систему рівнянь 

.057466
,01530783

,096589
,069343

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

Розв’язання. 

57466
1530783
96589
69343

~
441

331

221

2
1
3

eee
eee
eee

~

711220
921440
921440

69343

~ 

~
  овикреслюєм

альні,пропорціон  і  рядки

2

32

e
ee ~

711220
921440
69343

~ 

~ 223

113

2
2

eee
eee

~ 

~
711220
51000
812103

~ 332

112

11
12

eee
eee

~
480220

51000
520103

~ 

~

32
1

3

22

11

1
1

ee

ee
ee

~
240110
51000
520103

~
331 ee1e

~ 
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~
280013
51000
520103

. 

Ранг матриці дорівнює 3. Базисний мінор утворюють стовпці 2, 3 
та 4, невідомі 2x , 3x  та 4x  − базисні, 1x  та 5x  − вільні. Записуємо сис-
тему, що відповідає перетвореній матриці: 

.0283
,05

,0523

521

54

531

xxx
xx

xxx
 

Переносимо доданки, що містять вільні невідомі, в праві частини 
рівнянь та одержуємо загальний розв’язок системи : 

,283
,5

,523

512

54

513

xxx
xx

xxx
     

5

5

51

51

1

5
523
283

x
x

xx
xx

x

X . 

 
Варіанти обов’язкового домашнього завдання  

Завдання 1. Виконати дії з матрицями. Знайти матрицю C :  

1. BBAC 2 , 
035
421
132

A , 
245
501
372

B . 

2. ABBC 2 , 
111
102

011
A , 

403
021
135

B . 

3. ABAC , 
023
211
024

A , 
431
342
620

B . 

4. ABAC 3 , 
210
014
132

A , 
534
372
789

B . 
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5. BBAC 2 , 
010
204
312

A , 
043
422
321

B . 

6. BBAC 2 , 
240
131

012
A , 

321
210
142

B . 

7. BBAC 23 , 
430
011
132

A , 
003
021
115

B . 

8. ABAC 23 , 
150

403
121

A , 
413
150
142

B . 

9. ABAC 4 , 
240
131

012
A , 

534
372
789

B . 

10. BBAC 3 , 
035
421
132

A , 
413
022
321

B . 

11. ABAC 2 , 
016
421
132

A , 
673
021
112

B . 

12. BBAC 2 , 
512
201
143

A , 
412
324

331
B . 

13. BBAC , 
186
435
672

A , 
158
344
465

B . 

14. BAAC 3 , 
123

301
112

A , 
331
553

124
B . 
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15. ABAC 2 , 
210
322
141

A , 
412
531

465
B . 

16. BBAC 2 , 
241

114
363

A , 
452

236
394

B . 

17. BBAC 2 , 
165

301
112

A , 
232
112
121

B . 

18. ABAC 2 , 
312
201
121

A , 
413
022
321

B . 

19. BBAC 2 , 
452

236
394

A ,
413
022
321

B . 

20. BBAC 3 , 
123

301
112

A , 
345
521
243

B . 

21. ABAC 3 ,  
452

236
394

A , 
121
023
131

B . 

22. BBAC 3 ,  
430
011
132

A , 
413
022
321

B . 

23. ABAC 3 ,  
110

403
121

A , 
413
022
321

B . 

24. BBAC 32 , 
123

301
112

A , 
012
211
121

B . 
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25. ABAC 32 , 
035
421
132

A , 
131
121
102

B . 

26. ABBC 232 , 
311
102

621
A , 

403
021
135

B . 

27. ABAC 32 , 
105
251

123
A , 

528
494

011
B . 

28. BBAC 2 , 
174

161
253

A , 
236
120

161
B . 

29. ABAC 2 , 
350
241
432

A , 
411
352
523

B . 

30. BAAC 3 , 
132
214
321

A , 
284
167
512

B . 

31. ABAC 2 , 
201
536
421

A , 
154
426
132

B . 

 

Завдання 2. Обчислити визначник. 

1. 

7664
5023
3237
9412

.   2. 

5642
5364
8753
7472

.     

3. 

11302
141133
5382
95113

.                     4. 

62026
1912
71054
5432

.   
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5. 

2233
4358
2134
1122

.   6. 

4311
2312
2511
51132

.  

7. 

2983
79102
1231
1452

.     8. 

2120
1512
6031

6741

.    

9. 

1132
2365
1122
2497

.                      10. 

7353
5186
5353
2143

.         

      11. 

2233
4358
2134
1122

.           12. 

2093
2243
1419

4256

. 

13. 

4311
2312
2511
51132

.           14. 

2983
79102
1231
1452

.   

15. 

0212
2223

2631
8412

.              16. 

6211
9421
15247
3612

.        

17. 

7353
5186
5353
2143

.             18. 

1132
2365
1122
2497

.  
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19. 

2233
4358
2134
1111

.       20. 

0211
5890

1507
2134

.   

21. 

4311
2312
2511
1821

.                     22. 

2983
79102
1231
1531

.         

23. 

4225
33511
1113
3312

.       24. 

0293
2243
1419

4256

. 

25. 

7853
5886
5653
3543

.        26. 

2132
5365
2122
1132

.   

27. 

6211
9421
15247
18835

.          28. 

2233
4358
2134
3236

.    

29. 

2233
4358
2134
3236

.       30. 

1132
2365
1122
13115

. 

31. 

1672
151022
101053
6963

. 
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Завдання 3. Розв’язати систему рівнянь трьома способами: 
а) за допомогою оберненої матриці; 
б) за допомогою формул Крамера; 
в) методом Жордана − Гаусса. 

 1. 
.12

,2223
,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
        2. 

.3465
,1254
,2233

321

321

321

xxx
xxx
xxx

          

3. 
.1234
,11542

,8423

321

321

321

xxx
xxx
xxx

          4. 
.42

,43
,12

321

321

31

xxx
xxx

xx
         

5.  
.1424

,53
,62

321

321

31

xxx
xxx

xx
        6. 

.43
,72

,12

321

31

321

xxx
xx

xxx
 

 7. 
.122
,132
,232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

         8. 
.1
,032
,523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

           

9. 
.03
,32

,223

321

321

321

xxx
xxx
xxx

          10. 
.122

,032
,232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

      

11. 
.32
,232
,234

321

321

321

xxx
xxx
xxx

       12. 
.022
,122

,23

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

13. 
.332
,223
,8753

321

321

321

xxx
xxx
xxx

       14. 
.433

,322
,43

321

321

321

xxx
xxx

xxx
          

15. 
.432

,1322
,12

21

321

321

xx
xxx

xxx
      16. 

.332
,132
,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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 17. 
.1625
,16732

,62

321

321

321

xxx
xxx

xxx
      18. 

.
,

,

8x5x4x3
3x3xx2
20x4xx2

321

321

321

 

 19. 
.12523
,16432

,632

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 20.

.11423
,42
,75

321

321

321

xxx
xxx
xxx

       

21.
.22

,3
,18257

321

321

321

xxx
xxx

xxx
         22.

.13232
,932
,185

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

23. 
.872
,1353

,42

321

321

321

xxx
xxx

xxx
           24.

.1132
,132
,523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

25. 
.253
,342
,1342

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  26.
.145

,4732
,02

321

321

321

xxx
xxx

xxx
    

27. 
.63

,732
,105

321

321

321

xxx
xxx

xxx
             28.

.63
,323

,22

321

321

321

xxx
xxx

xxx
  

29. 
.722

,2
,23

321

321

321

xxx
xxx
xxx

           30.
.122

,432
,0

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

31. 
.243
,533
,32

321

321

321

xxx
xxx

xxx
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Завдання 4. Розв’язати систему рівнянь або встановити її несумі-
сність. 

1. 

.375554
,243333

,02
,12

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

   

 

2.

.122
,12
,02
,122

,1223

5432

5321

5431

4321

54321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx
xxxxx

 

 

3.

.22369
,7223

,32423
,132546

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx

 

  

4. 

.6910299753560
,588382602848
,436261452136
,284140301424

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

 

5. 

.12372
,02324
,43224
,543236

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

  

 

6. 

.95133516930
,65108425725

,4069263515
,2544172310

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx
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 7. 

.293822
,132533
,23422

,1323

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

8. 

.633242
,11472
,534563

,4232

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

 9. 

.727
,152

,223115
,534

,12

4321

4321

4321

4321

41

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

xx

  

     

10. 

.6910299753560
,588382602848
,436261452136

,15212115712

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

 

 

11. 

.5046282131
,11595685150
,5547322427

,29251612

4321

4321

4321

432

xxxx
xxxx
xxxx

xxx

  

 

12. 

.767
,54322

,1549
,35232
,22223

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx
xxxx
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13. 

.65108425725
,4069263515
,2544172310
,7089344620

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

  

14. 

.132533
,23422

,1323
,133

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

15. 

.12372
,02324

,432
,543236

54321

54321

53

54321

xxxxx
xxxxx

xx
xxxxx

  

 

16. 

.202975
,122773

,73892
,2254

,332

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

 

17. 

.95133516930
,65108425725

,4069263515
,7089344620

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

   

18. 

.293822
,132533
,23422

,0

54321

54321

54321

321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxx

 

 

19. 

.633242
,11472
,534563
,122242

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

   



 51 

20. 

.727
,152

,223115
,534

,32

4321

4321

4321

4321

42

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

xx

 

 

21. 

.5046282131
,11595685150
,5547322427
,8472483627

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

   

22. 

.12345
,152

,0
,534

,025

421

4321

4321

4321

432

xxx
xxxx

xxxx
xxxx

xxx

 

 

23. 

.65108425725
,4069263515
,2544172310
,4545172310

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

   

24. 

.767
,54322

,1549
,35232

,32

4321

4321

4321

4321

431

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

xxx

 

 

25. 

.132533
,1

,1323
,133

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx
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26. 

.202975
,122773

,73892
,2254
,53862

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

 

27. 

.22369
,7223

,32423
,223

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx

  

  

28. 

.727
,152
,1263

,534
,4232

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

 

29. 

.132533
,23422

,1323
,3627

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

30. 

.633242
,11472
,534563
,946884

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

31. 

.42320161210
,94132212018
,83729221816
,52723151412

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
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Завдання 5. Розв’язати однорідну систему рівнянь. 

1. 

.057466
,01530783

,096589
,069343

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

  

2. 

.065753
,014539
,045844
,085472

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

 

3. 

.056107
,05254
,04375
,03243

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

  

 

4. 

.06395
,065397

,02432
,047265

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

5. 

.0443
,07626
,098439
,075226

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

  

 

6. 

.013446
,011223
,054746
,072523

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

 

7. 

.08423
,097569
,075346

,05323

5421

54321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx
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8. 

.057466
,01530783

,096589
,092144        

54321

54321

54321

5432

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxx

 

 

9. 

.0152439
,0320526

,03623
,038                   

54321

54321

54321

543

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxx

 

  

10. 

.065753
,014539
,045844

,02210716

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

 

 

11.

.056107
,05254
,04375

,02

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

  

 

12.

.06395
,065397

,02432
,02232

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

13.

.0443
,07626
,098439

,032                   

54321

54321

54321

543

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxx

 

  

14.

.013446
,011223

,03                    
,072523

54321

54321

53

54321

xxxxx
xxxxx

xx
xxxxx
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15.

.08423
,097569
,022223

,05323

5421

54321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

  

 

16.

.057466
,01530783

,096589
,0223

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

17.

.0152439
,01433

,03623
,094326

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

18.

.065753
,014539
,045844

,0232

54321

54321

54321

5321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxx

 

 

19.

.0443
,07626

,0823
,075226

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

20.

.013446
,011223

,0162823
,072523

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

 

21.

.0332
,05254
,04375
,03243

5421

54321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
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22.

.06395
,065397

,02432
,0263         

54321

54321

54321

5432

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxx

 

 

23.

.08423
,022223
,075346

,05323

5421

54321

54321

54321

xxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxx

  

 

24.

.065753
,014539
,045844

,04432

54321

54321

54321

5321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxx

 

 

25.

.056107
,05254
,04375

,0232

54321

54321

54321

5421

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxx

 

  

26.

.0192483
,03254
,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

xxxx

 

 

27.

.0152439
,0320526

,03623
,094326

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

 

  

28. 

.0324
,0247

,034585
,02352

54321

4321

54321

54321

xxxxx
xxxx

xxxxx
xxxxx
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29.

.06395
,065397

,02432
,047265

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx

  

 

30.

.056107
,05254
,04375
,03243

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

 

 

31. 

.057466
,01530783

,096589
,069343

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxx
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Глава 2. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ 
 

§ 1. ВЕКТОРИ 
 

1.1. Основні поняття 
Величини, які повністю визначаються своїм чисельним значен-

ням, називаються скалярними. Прикладами скалярних величин є: пло-
ща, довжина, об’єм, температура, робота, маса.  

Інші величини, наприклад сила, швидкість, прискорення, визна-
чаються не лише своїм числовим значенням, але і напрямом. Такі вели-
чини називають векторними. Векторна величина геометрично зобра-
жується за допомогою вектора. 

 Вектор – це направлений прямолінійний відрізок, тобто відрізок, 
що має певну довжину і певний напрям. Якщо А  – початок вектора, а B  
– його кінець, то вектор позначається символом АВ  або а . Вектор ВА  
(у нього початок у точці B , а кінець у точці А ) називається протилеж-
ним до вектора АВ . Вектор, протилежний до вектора а , позначається 
як а . 

Довжиною або модулем вектора АВ  називається довжина відріз-
ка, що позначається як АВ . Вектор, довжина якого дорівнює нулю, на-

зивається нульовим вектором і позначається як 0 . Нульовий вектор на-
пряму не має. 

 Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називається одинич-
ним вектором і позначається через е . Одиничний вектор, напрям якого 
збігається з напрямом вектора а , називається ортом вектора а  і позна-

чається як 0а . 
 Вектори а  і b  називаються колінеарними, якщо вони лежать на 

одній прямій або на паралельних прямих; записують а  || b .  
Колінеарні вектори можуть бути направлені однаково або проти-

лежно. 
Нульовий вектор вважається колінеарним будь-якому вектору.  
Два вектори а  і b  називаються рівними (а=b ), якщо вони коліне-

арні, однаково направлені і мають однакові довжини.  



 59 

 

Рис. 2  

 
 

 

 
 

 

 

 
 

Рис. 3  

З визначення рівності векторів виходить, 
що вектор можна переносити паралельно самому 
собі, а початок вектора поміщати в будь-яку точ-
ку О простору.  

На рис. 1 вектори утворюють прямокутник. 
Справедлива рівність b  = d , але cа . Вектори  
а  і c  – протилежні а  = –c .  

Три вектори в просторі називаються компланарними, якщо вони 
лежать в одній площині або в паралельних площинах. Якщо серед трьох 
векторів хоч би один нульовий або два будь-які колінеарні, то такі век-
тори компланарні. 

 
1.2. Лінійні операції над векторами 

 Під лінійними операціями над векторами розуміють операції до-
давання і віднімання векторів, а також множення вектора на число. 

 Нехай а  і b  – два довільні вектори. Візьмемо довільну точку O  і 
побудуємо вектор aOA . Від точки A  відкладемо вектор bAB . Век-
тор OB , що з’єднує початок першого вектора з кінцем другого, назива-
ється сумою векторів а  і b : baOB  (рис. 2). 

Це правило складання векторів називають правилом трикутни-
ка. Суму двох векторів можна побудувати також за правилом паралело-
грама (рис. 3). 

Рис. 1 
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Рис. 4  

 
 

Рис. 5  

 

 
 

 –  

На рис. 4 показано складання трьох векторів, а ,b  і c .  
Під різницею векторів а  і b   розуміється вектор bac   такий, 

що acb  (рис. 5). 

Відзначимо, що в паралелограмі, побудованому на векторах а  і b , 
одна направлена діагональ є сумою векторів а  і b , а інша – їх різницею 
(рис. 6). 

Можна віднімати вектори за правилом baba , тобто від-
німання векторів замінити складанням вектора а  з вектором, протилеж-
ним до вектора b .  

Добутком вектора а  на скаляр (число)  називається вектор 
a   (або a ), який колінеарен вектору а  та має довжину a , та який 

має напрям вектора, якщо  > 0, і протилежний напрям, якщо <0. На-
приклад, якщо задано вектор, то вектори а3  і а2  матимуть вигляд 

Рис. 6  

 

 

+  
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та 

Рис. 7 

 
 
З означення добутку вектора на число випливають властивості 

цього добутку: 
1) якщо ab , то ab , і навпаки, якщо ab , ( 0а ), то при будь 

якому 0 вірна рівність ab  ; 

2) завжди 0ааа , тобто кожен вектор дорівнює добутку його 

модуля на орт.  
Лінійні операції над векторами мають такі властивості: 
1) аbbа ;                                      4) aaa 2121 ;  

2) cbаcbа ;                       5) baba .  

3) aa 2121 ; 
Ці властивості дозволяють проводити перетворення в лінійних 

операціях з вектором так, як це робиться в звичайній алгебрі: доданки 
міняти місцями, вводити дужки, групувати, виносити за дужки як ска-
лярні, так і векторні загальні множники.  

 
1.3. Проекція вектора на вісь 

 Хай в просторі задана вісь l , тобто направлена пряма. Проекцією 
точки M  на вісь l  називається основа 1M  перпендикуляра 1MM , опу-
щеного з точки на вісь. 

Точка 1M  є точкою перетину осі l  з площиною, що проходить че-
рез точку M  перпендикулярно осі (рис. 7). 
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Якщо точка M  лежить на осі l , то проекція точки M  на вісь збі-
гається з M .  

Нехай АВ  – довільний вектор ( 0АВ ). Позначимо через 1A  і 1B  

проекції на вісь l  відповідно початку A  і кінця B  вектора АВ  і розгля-
немо вектор 11ВА .  

Проекцією вектора АВ  на вісь l  називається додатне число 

11ВА , якщо вектор 11ВА  і вісь l  однаково направлені, та від’ємне число 

– 11ВА , якщо вектор 11ВА  і вісь l  протилежно направлені ( рис. 8). Як-

що точки 1A  і 1B збігаються ( 011ВА  ), то проекція вектора АВ  дорів-
нює 0. 

Проекція вектора АВ   на вісь l  позначається так: АВпрl . Якщо 

0АВ  або lАВ , то 0АВпрl . 

Кут  між вектором а  і віссю l (або кут між двома векторами) 
зображеними на рис. 9. Очевидно, 0  . 

Розглянемо деякі основні властивості проекцій.   

Рис. 8 

 

 
 

 

 

 

 

  

Рис. 9 



 63 

Властивість 1. Проекція вектора а  на вісь l  дорівнює добутку 
модуля вектора а   на косинус кута  між вектором і віссю, тобто 

cosaaпрl . 

Якщо 
2

,lа , то .0cosaaaпр ll  

Якщо 
2

, то 0coscos aaaaпр ll  

(рис. 10).  
 
 
 
 
 
 
 

Якщо 
2

, то cos0 aaпрl . 

Наслідок 5.1. Проекція вектора на вісь додатна (від’ємна), якщо 
вектор утворює з віссю гострий (тупий) кут, і дорівнює нулю, якщо цей 
кут прямий.  

Наслідок 5.2. Проекції рівних векторів на ту саму вісь рівні між 
собою. 

Властивість 2. Проекція суми декількох векторів на ту саму вісь 
дорівнює сумі їх проекцій на цю вісь.  

Нехай, наприклад, cbad . Маємо 1111 cbaddпрl , 

тобто cпрbпрaпрcbaпр llll  (рис. 11).  

Рис. 11 

Рис. 10 

 

 
 

 



 64 

Властивість 3. При множенні вектора а  на число  його проек-
ція на вісь також множиться на це число, тобто 

aпрaпр ll . 

При >0 маємо aпрьвластивістaaпр ll 1cos  . 

При <0:  
cosaaпрl cosa cosa   

aпрl . Властивість справедлива, очевидно, і при  = 0. 
Таким чином, лінійні операції над векторами призводять до відпо-

відних лінійних операцій над проекціями цих векторів. 
  

1.4. Розкладання вектора по ортах координатних осей.  
Модуль вектора. Напрямні косинуси 

Розглянемо в просторі прямокутну систему координат Oxyz . Ви-
ділимо на координатних осях Ox , Oy  і Oz  одиничні вектори (орти), що 

позначаються відповідно як i , j , k  (рис. 12). Ці орти мають назву ортів 
прямокутної системи координат. 

Візьмемо довільний вектор а  простору і поєднаємо його початок 
з початком координат: OMа .  

Знайдемо проекції вектора а  на координатні осі. Проведемо через 
кінець вектора ОМ  площину, паралельну координатній площині. Точки 
перетину цієї площини з осями позначимо відповідно через 21, MM  і 

3M . Отримаємо прямокутний паралелепіпед, однією з діагоналей якого 

Рис. 12 
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є вектор ОМ . Тоді 1OMaпрx , 2OMaпрy , zz OMaпр  . За озна-

ченням суми декількох векторів знаходимо NМNМОМa 11 .  

А оскільки NМОМ 12 , NМОМ3 , то 321 OМOМОМa .         (2.1)  

Але iОМОМ 11 , jОМОМ 22 , kОМОМ 33 .                       (2.2)  

Позначимо проекції вектора OMа  на осі Ox , Oy  і Oz  відповід-

но через ,xa  ,ya  і za , тобто xaOM1 , yaOM 2 , zaOM3 . Тоді з рі-

вностей (2.1) і (2.2) отримуємо  
                               kajaiaa zyx .                                   (2.3)  

Ця формула є основною у векторному численні та називається роз-
кладанням вектора по ортах координатних осей. Числа ,xa  ,ya  za  нази-

ваються координатами вектора а , тобто координатами вектора є йо-
го проекції на відповідні координатні осі.  

Векторну рівність частіше записують у символічному вигляді: 

zyx aaaa ;; . 

Знаючи проекції вектора, можна легко знайти вираз для модуля 
вектора. На підставі теореми про довжину діагоналі прямокутного па-

ралелепіпеда можна написати: 
2

3
2

2
2

1
2

OМOМОМOM , тобто  

                                     2222
zyx aaaa .                                      (2.4)  

Звідси 222
zyx aaaa ,                     

тобто модуль вектора дорівнює квадратному кореню з суми квадра-
тів його проекцій на осі координат. 

Нехай кути вектора а  з осями Ox , Oy  і Oz   відповідно дорівню-
ють , , . За властивістю проекції вектора на вісь маємо  

                         ,cosaax  ,cosaay  ,cosaaz                  (2.5)  

або те ж саме: 

                        ,cos
a
ax  ,cos

a

ay  .cos
a
az   
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Числа ,cos  ,cos  cos  називаються напрямними косинусами 
вектора а . 

Підставимо вирази (2.5) у рівність (2.4) і отримаємо  

.coscoscos 2222222
aaaa   

Скоротивши на 0
2

a , маємо основну властивість напрямних ко-

синусів: ,1coscoscos 222   
тобто сума квадратів напрямних косинусів ненульового вектора дорів-
нює одиниці.  

Відмітимо, що координатами одиничного вектора e  є числа ,cos  
,cos  cos , тобто cos;cos;cose ; також орт вектора має коор-

динати cos;cos;cos0a .  
Отже, задавши координати вектора, завжди можна визначити його 

модуль і напрям, тобто сам вектор. 
 

1.5. Дії над векторами, заданими проекціями 
Нехай вектори а=(a x ;a v;a z )  і b =(b x;b y;b z )  задані своїми про-

екціями на осі координат Ox , Oy , Oz , тобто 

kajaiaa zyx ,    kbjbibb zyx . 

 
Лінійні операції над векторами 

Оскільки лінійні операції над векторами зводяться до відповідних 
лінійних операцій над проекціями цих векторів, то можна записати: 

1) а  ± b  =(ах  ±  b x )  i  +  (ау  ±  b y )  j  +  (a z  ±  b z )  k ,або коротше: 

а ± b =(ах  ±b x ;a y  ±b y ;a z  ±b z ) .   
Тобто при додаванні (відніманні) векторів їх однойменні коорди-

нати додаються (віднімаються). 
2) λа= λах · i + λау · j + λа z ·k , або λа=(λах ;  λау ;  λa z ) .   
Тобто при множенні вектора на скаляр координати вектора пом-

ножуються на цей скаляр. 
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Рівність векторів 
З означення вектора як спрямованого відрізка, який можна пере-

сувати в просторі паралельно самому собі, випливає, що два вектори  а  
і b  рівні тоді і тільки тоді, коли виконуються рівності ах = bx ,  ау  =  b y ,  
a z  =  b z ,  або 

zz

yy

xx

ba

ba
ba

ba ,
,
 

Колiнеарнiсть векторів 
З’ясуємо умови колінеарності векторів а  і b , заданих своїми ко-

ординатами. Оскільки а  || b , то можна записати: а=λb , де λ – деяке чи-
сло. Тобто 

kbjbibkbjbibkajaia zyxzyxzyx . 

Звідси                  ах = λb x ,  ау  =  λb y ,  a z  =  λb z ,  

тобто ,
x

x

b
a    ,

y

y

b
a

    ,
z

z

b
a  або .

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a  

Таким чином, проекції колінеарних векторів пропорційні. Вірне і 
зворотне твердження: вектори, які мають пропорційні координати, колі-
неарні. 

Координати точки 
Нехай у просторі задана прямокутна декартова система координат 

Oxyz . Для будь-якої точки М  координати вектора ОМ  називаються ко-

ординатами точки М . Вектор ОМ  називається радіус-вектором точки М  
і позначається як r , тобто ОМ = r .  Отже, координати точки – це коор-
динати її радіус-вектора: 

zyxr ;;    або   kzjyixr .  
Координати точки М  записуються у вигляді M(x;y:z) . 
Координати вектора 

Знайдемо координати вектора а= АВ , якщо відомі координати точок 
A(x 1 ;  y 1 ;  z 1 )  і В (х2; y 2 ;  z 2 )  (рис. 13): 
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.121212

111222

kzzjyyixx
kzjyixkzjyixOAOBAB

 

 
§ 2 СКАЛЯРНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ І ЙОГО  

ВЛАСТИВОСТІ 
 

2.1. Визначення скалярного добутку 
Скалярним добутком двох ненульових векторів а  і b  називається 

число, яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між 
ними. 

Позначається як аb , а · b  або як (а ,b ). Отже, за означенням 

                                  cosbaba , де ba .                         (2.6)  

Формулу (2.6) можна записати в іншому вигляді. Оскільки 
aпрa bcos  (рис. 14),  

а bпрb аcos , то отримаємо: 

aпрbbпрaba bа ,                  (2.7) 

тобто скалярний добуток двох векторів дорів-
нює модулю одного з них, помноженому на 
проекцію іншого на вісь, співнаправлену з 
першим вектором. 

 
 
 

Рис. 13 

 

  
Рис. 14 
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2.2. Властивості скалярного добутку 
1. Скалярний добуток має комутативну властивість:  
а b = b а . 

bababa cos , а baabab cos . 

Враховуючи abba , добуток чисел і abba coscos , 

то а b = b а . 
2. Скалярний добуток має сполучну властивість щодо скалярного 

множника: 
 (λа ) · b = λ · (а b ). 

)()( baaпрbaпрbba bb . 

3. Скалярний добуток має розподільну властивість:  
а ·(b  + c ) = а b +а c . 

4. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини:  

а 2= 2a                        а 2=а ·а= аaаa 0cos = 2a . 

Зокрема i 2 = j 2 = k 2 = 1. 

Якщо вектор а  піднести до квадрата і потім добути корінь, то 

отримаємо не вихідний вектор, а його модуль a , тобто аа 2 . (Звер-

ніть увагу на те, що аа 2 !). 
Приклад 2.1. Знайти довжину c =2а+3b , якщо a =4, b =3 

3
ba . 

Розв’язання: 
2222 912442 bbaabacc  

.17289993412164  
5. Якщо ненульові вектори а  та b  взаємно перпендикулярні, то їх 

скалярний добуток дорівнює нулю, тобто якщо а b , то а b =0. Спра-
ведливе і зворотне твердження: якщо а b =0 і а ≠0≠b , то а b . Оскільки 
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2
ba , то 0

2
coscos . Отже, а ·b = a · b ·0 = 0. Якщо ж а ·b  = 0 

та a ·≠0, b ≠0, то 0cos ba . Звідси 90a b , тобто а b .  

Зокрема i · j = j · k = k · i =0. 
 
2.3. Вираз скалярного добутку через координати 

Задано два вектори: а =ax i +ay j +az k   та   b = bx i + by j + bz k . 
Знайдемо скалярний добуток векторів, перемножуючи їх як многоч-

лени і користуючись таблицею скалярного добутку векторів i , j , k : 

 i  j  k  
i  1 0  0  
j  0  1 0  

k  0  0  1 

а ·b  = (ax i +ay j +az k ) · (bx i + by j + bz k )= 

=axbx i i +axby i j +axbz i k +aybx j i +ayby j j +aybz j k + 

+ azbx k i + azby k j +azbz k k = 
=axbx+ 0 + 0 + 0 + ayby+ 0 + 0 + 0 + azbz, 

тобто а b = axbx + ayby + azbz. 
Отже, скалярний добуток векторів дорівнює сумі добутків їх од-

нойменних координат. 
Приклад 2.2. Довести, що діагоналі чотирикутника, заданого ко-

ординатами вершин А (–4; –4; –4), В (1; 5; 2), C (1; 2; –3), D (12; –2; 3), 
взаємно перпендикулярні. 

Розв’язання: 
Складемо вектори АС  і BD , що лежать на діагоналях даного чо-

тирикутника. Маємо АС= 5;6;1  і BD= 1;7;11 . Знайдемо скалярний 
добуток цих векторів: 

АС · BD= 55 – 56 – 1 = 0. 
Звідси випливає, що АС   BD . Діагоналі чотирикутника ABCD 

взаємно перпендикулярні. 
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2.4. Застосування скалярного добутку 
Кут між векторами 
Визначення кута φ між ненульовим векторами а={ax;ay;a}z та 

b ={bx;by;b}: 

ba
bacos , тобто 

222222
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
. 

Звідси випливає умова перпендикулярності ненульових векторів 
а  і b :  

а  b   axbx + ayby + azbz=0. 
Проекція вектора на заданий напрямок 
Знаходження проекції вектора а  на напрям, заданий вектором b , 

може здійснюватися за формулою 

a
babпр

b
baaпр аb , тобто 

222
zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa
aпр . 

Робота постійної сили 
Нехай матеріальна точка переміщується прямолінійно з положен-

ня А в положення В  під дією постійної сили F , що утворює кут з пере-
міщенням AB = S  (рис. 15). 

З фізики відомо, що робота сили F  при переміщенні S  становить: 
А  =  F · S ·cos φ,   тобто   A  =  F · S . 
Таким чином, робота постійної сили при прямолінійному перемі-

щенні її точки прикладання дорівнює скалярному добутку вектора сили 
на вектор переміщення. 

 

  

Рис. 15 

A 



 72 

Приклад 2.3. Обчислити роботу, зроблену силою F ={1; 2; 3}, 
якщо точка її додатка переміщається прямолінійно з положення А(3;4;2) 

у положення В(2; 5; 3). Під яким кутом до АВ спрямована сила F ? 
Розв’язання: 
Знаходимо S : S  = AB = (–1, 1, 1). Отже, 
A = F · S  =  1 · ( - 1 )  +  2 · 1 + 3 · 1 = 4  (од. роботи). 

Кут φ між F  і S  визначаємо за формулою 
SF
SFcos , тобто 

;
13
2

132
4

314
4

111941
4cos

13
2arccos

. 
 

§ 3. ВЕКТОРНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ 
І ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ 

 
3.1. Визначення векторного добутку 

Три некомпланарних упорядкованих вектори а , b  і с  утворюють 
праву трійку, якщо з кінця третього вектора с  найкоротший поворот від 
першого вектора а  до другого вектора b  буде відбуватися проти руху го-
динникової стрілки, і ліву, якщо за рухом годинниковою стрілки (рис. 16). 

Векторним добутком вектора а  на вектор b  називається вектор 
с , який: 

1) перпендикулярний векторам а  і b , тобто с   а  і с b ; 
2) має довжину, яка чисельно дорівнює  

Права трійка 

Ліва трійка 

Рис. 16 
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sinbac ;  де  ba ;  

3) напрям вектора с  має бути таким, щоб з векторами а  і b   
утворити праву трійку. 

Векторний добуток позначається а ×b  або [ а ,b ] .  
Модуль векторного добутку чисельно дорівнює площі паралелог-

рама, побудованого на векторах а  і b , як на сторонах (рис. 17).  
З означення векторного добутку безпосередньо випливають такі 

співвідношення між ортами i , j , k  (рис. 18): 

i × j = k , j ×k =i , k × i = j . 

Доведемо, наприклад, що i × j = k ; 

1) k i , k j ; 

2) 1k , але 190sin 0jiji ; 

3) вектори i , j , k  утворюють праву трійку (рис. 16). 

 
3.2. Властивості векторного добутку 

1. При перестановці співмножників векторний добуток змінює 
знак, тобто а ×b  = –[b ×а ] (рис. 19). 

Вектори а ×b  і b ×а  колінеарні, мають однакові модулі (площа 
паралелограма залишається незмінною), але протилежно спрямовані 
(трійки, а , b , а ×b  і а , b , b ×а  протилежної орієнтації). Тобто а ×b = 
= –[b ×а ]. 

 
 

Рис. 17 

 

Рис. 18 
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Рис. 19

 
 
 
 
 
 
 
 
2.  Векторний добуток має сполучну властивість щодо скалярного 

множника, тобто λ(а  × b ) = (λа ) × b  = а  × (λb ).  
Нехай λ > 0. Вектор λ[ а b ]  перпендикулярний векторам а  і b . 

Вектор (λа )×b  також перпендикулярний векторам а  і b  (вектори, а ,  
(λа ) лежать в одній площині). Отже, вектори λ[ а b ]  і (λа )×b  колінеа-
рні. Очевидно, що і напрямки їх збігаються. Ці вектори мають однакову 
довжину: 

babababa sin  

і bababababa sinsin)( . 

Тому  λ( а ×b ) = (λа )×b .  
 Аналогічно виконується доведення при λ < 0. 
3. Два ненульових вектори а  і b  колінеарні тоді і тільки тоді, ко-

ли їх векторний добуток дорівнює нульовому вектору, тобто 
а ||b ( а ×b )=0. 

Якщо а ||b , то тоді кут між ними дорівнює 0° або 180°. Але тоді 

0sin bababa . Отже, а ×b =0. 

Якщо а ×b =0, то тоді 0sinba . Але тоді φ=0° або  φ=180°, 

тобто а ||b . 
Зокрема, i × i = j × j = k × k =0. 
4. Векторний добуток має розподільну властивість: 

(а +b )×с =а ×с +b ×с . 
Приймемо це без доведення. 
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3.3. Вираз векторного добутку через координати 
Ми будемо використовувати таблицю векторного добутку векто-

рів i , j , k . 
Щоб не помилитися зі знаком, зручно корис-

туватися такою схемою: якщо напрямок найкорот-
шого шляху від першого вектора k  до другого збі-
гається з напрямом стрілки, то добуток дорівнює 
третьому вектору, а якщо він не збігається, то третій 
вектор береться зі знаком «мінус». 

 i  j  k  
i  0  k  – j  
j  – k  0  i  
k  j  – i  0  

Нехай задано два вектори: а  = (ax i +ay j +az k ) і b = (bx i +by j + 

+bz k ). Знайдемо векторний добуток цих векторів, перемножуючи їх як 
многочлени (згідно з властивостями векторного добутку):  

а ×b  = (ax i  + ay j  + az  k ) × (bx i  + by j  + bz k )= 

= axbx( i  × i ) + axby( i × j ) + axbz( i  × k ) + aybx( j × i ) + 

+ ayby( j × j ) + aybz( j  × k ) + azbx( k × i ) + azby( k × j ) + 

+azbz( k ×k ) = 0 +axby k  – axbz j  – aybx k  + 0  + aybz i  + 

+ azbx j  – azby i + 0 = 

=(aybz – azby) i  – (axbz – azbx) j  + (axby – aybx) k = 

= i
bb
aa

zy

zy  – j
bb
aa

zx

zx  + k
bb
aa

yx

yx , 

тобто                 а ×b = i
bb
aa

zy

zy  – j
bb
aa

zx

zx  + k
bb
aa

yx

yx .                     (2.8) 

Отриману формулу можна записати ще коротше: 

                         а ×b =

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

,                                             (2.9) 
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оскільки права частина рівності (2.8) відповідає розкладанню визначни-
ка третього порядку за елементами першого рядка. Рівність (2.9) легко 
запам’ятовується. 

 
3.4. Деякі застосування векторного добутку 

Встановлення колінеарності векторів 
Якщо а || b , то а ×b = 0  (і навпаки), тобто 

а ×b =
z

z

y

y

x

x

zyx

zyx a
a

b
a

b
a

bbb
aaa
kji

0  а || b . 

Визначення площі паралелограма та трикутника 
Згідно з визначенням векторного добутку векторів а  і b  

sinbaba , тобто Snap = ba . Тому baS
2
1 . 

Визначення моменту сили щодо точки 
Нехай в точці А прикладена сила F = АВ  і нехай О –  деяка точка 

простору (рис. 20). 

З фізики відомо, що моментом сили щодо точки О називається век-
тор, який проходить через точку О і  він  

1) перпендикулярний площині, яка проходить через точки О, А, В; 
2) чисельно дорівнює добутку сили на плече: 

OAFOAFrFONFM sinsin ; 

3) утворює праву трійку з векторами OA  і АВ . 
Тобто OAABM  або rFM . 

Рис. 20
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§ 4. МІШАНИЙ ДОБУТОК ВЕКТОРІВ 
 
4.1.  Визначення мішаного добутку, його геометричний зміст 
Розглянемо добуток векторів а , b  і с , складений таким чином: 

( а ×b ) · с . Тут перші два вектори перемножуються векторно, а їх ре-
зультат – скалярно на третій вектор. Такий добуток називається векто-
рно-скалярним, або мішаним, добутком трьох векторів. Мішаний до-
буток являє собою деяке число. 

З’ясуємо геометричний зміст виразу ( а ×b ) · с . Побудуємо пара-
лелепіпед, ребрами якого є вектори а  і b , та вектор d = а ×b  (рис. 21). 

Маємо ( а×b )· с = d · с = cпрd d ,  Sbad , де S – площа 

паралелограма, побудованого на векторах а  і b , cпрd = Н для правої 

трійки векторів і cпрd = –Н для лівої, де Н – висота паралелепіпеда. 

Отримуємо ( а ×b )· с =S·(± H), тобто ( а ×b )· с =±V де V – об’єм пара-
лелепіпеда, утвореного векторами а , b  і с . 

Таким чином, мішаний добуток трьох векторів дорівнює об’єму 
паралелепіпеда, побудованого на цих векторах, взятому зі знаком 
«плюс», якщо ці вектори утворюють праву трійку, та зі знаком «мінус», 
якщо вони утворюють ліву трійку. 

 
4.2. Властивості мішаного добутку 

1. Мішаний добуток не змінюється при циклічній перестановці 
його множників, тобто ( а ×b )· с  = ( b ×с )·а  = (с ×а )· b . 

Дійсно, в цьому випадку не змінюється ні об’єм паралелепіпеда, 
ні орієнтація його ребер. 

Рис. 21
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2. Мішаний добуток не змінюється при зміні місць знаків вектор-
ного та скалярного добутку, тобто ( а ×b )· с =а ·( b ×с ). 

Дійсно, ( а×b )· с  = ±V і а ·( b ×с ) = ( b ×с )·а  = ±V. Знак у правій 
частині цих рівностей беремо той самий, бо трійки векторів а , b ,с  і b , 
с , а  – однієї орієнтації. 

Отже, ( а ×b )· с = а ·( b ×с ). Це дозволяє записувати мішаний до-
буток векторів ( а ×b )· с  у вигляді а b с  без знаків векторного, скаляр-
ного множення. 

3. Мішаний добуток змінює свій знак при зміні місць довільних 
двох векторів-співмножників, тобто а b с = – а с b , а b с = – b а с , 
а b с = – с b а . 

Дійсно, така перестановка рівносильна перестановці співмножни-
ків у векторному добутку, яка змінює знак добутку. 

4. Мішаний добуток ненульових векторів а , b , і с дорівнює нулю 
тоді і тільки тоді, коли вони компланарні. 

Якщо а b с =0, тоді а , b , с  – компланарні. 
Припустимо, що це не так. Можна було б побудувати паралелепіпед з 

об’ємом V ≠ 0. Але оскільки а b с  = ±V, то тоді отримаємо а b с  ≠ 0. Це 
заперечує умові а b с =0. 

Навпаки, нехай вектори а , b , с  – компланарні. Тоді вектор 
d =( а ×b ) буде перпендикулярний площині, в якій лежать вектори а , 
b , с , і отже, d с . Тому d · с =0, тобто а b с = 0. 

 
4.3. Вираз мішаного добутку через координати 

Нехай задано вектори а =(ax i +ay j +az k ) і b =(bx i + by j + bz k ), 

с =(cx i +cy j +cz k ). Знайдемо їх мішаний добуток, використовуючи 
вираз в координатах для векторного та скалярного добутків: 

( а×b ) с  = 

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

 · (cx i +cy j +cz k ) = 
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= ( i
bb
aa

zy

zy  – j
bb
aa

zx

zx + k
bb
aa

yx

yx ) · (cx i +cy j +cz k ) = 

=
zy

zy

bb
aa

·cx  – 
zx

zx

bb
aa

· cy + 
yx

yx

bb
aa

· cz.                       (2.10) 

Отриману формулу можна записати коротше: 

а b с =

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

, 

тому що права частина рівності (2.10) являє собою розкладання визнач-
ника третього порядку за елементами третього рядка. 

Отже, мішаний добуток векторів дорівнює визначнику третього 
порядку, складеному з координат векторів, що перемножуються. 

 
4.4. Деякі застосування мішаного добутку 

1. Визначення взаємної орієнтації векторів у просторі. 
Визначення взаємної орієнтації векторів а , b , с  базується на та-

ких міркуваннях. Якщо а b с  > 0, то тоді а ,b ,с  –  права трійка; якщо 
а b с  < 0, то тоді а ,b ,с  –  ліва трійка. 

2. Встановлення компланарності векторів. 
Вектори а , b , і с  компланарні тоді і тільки тоді, коли їх мішаний 

добуток дорівнює нулю (а ≠ 0 , b≠ 0  і с ≠ 0 ):  

а b с  = 0

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

 = 0 вектори а , b ,с  компланарні. 

 
Визначення об’ємів паралелепіпеда і трикутної піраміди 
Згідно з геометричним змістом мішаного добутку неважко показа-

ти, що об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах а , b  і с , обчис-
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люється як cbaV , а об’єм трикутної піраміди, побудованої на цих же 

векторах, як cbaV
6
1 . 

Приклад 2.4. Вершинами піраміди служать точки А(1; –2; –3),     
В(0; –1; –1), С(–2; 5; –2) та D(–3; 0; –2). Знайти об’єм піраміди. 

Розв’язання.  
Знаходимо вектори а , b , і с : 
а= АВ={1; 1; 2}, b = АС={–3; 7; 1}, с = AD ={–4; 2; 1}. 

Знаходимо мішаний добуток а b с : 

а b с =
124
173
211

= –1 · 5 + 3 · (–3) – 4 · (–8) = – 5 – 9 + 32 = 28. 

Отже, 
3

1428
6
1V . 

 

Приклад розв’язання варіанта 31 
з контрольних завдань до розділу 2 

Завдання 1. Написати розкладання вектора x  по векторах p , q , r : 

7;3;0x , 2;1;0p , 1;0;1q , 4;2;1r . 
Розв’язання:  
Розкладання вектора x  по векторах p , q , r : 

rqpx 321 . 
Запишемо систему для визначення 321 ,, : 

.742
,3

,02

321

31

32

. 

Методом Жордана – Гаусса розв’яжемо систему рівнянь. Випи-
шемо розширену матрицю системи і виконаємо над нею елементарні 
перетворення: 
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~
7
3

0

502
101

110
~1~

7
3

0

412
201

110

331 eee

~
1

~
1
3

0

100
101

110
~2~

223

113
332 eee

eee
eee  

1
1
1

100
001
010

~ . .1,1,1 321  

Відповідь: rqpx . 
Завдання 2. З’ясувати колінеарність векторів 1c  та 2c , які побу-

довані по векторах a  і b : 
1; 2; 8a , 3; 7; 1b , bac 341 , abc 1292 . 

Розв’язання.  
Знаходимо координати векторів 1c  та 2c , які побудовані по векто-

рах a  і b . 

1 4 1; 2; 8 3 3; 7; 1 4; 8; 32 9; 21;3 13; 13; 35c , 

2 9 1; 2; 8 12 3; 7; 1 27; 63; 9 12; 24; 96 35; 39; 105c . 

Умова колінеарності yx z

x y z

aa a
b b b

,  у нашому випадку 

1105
35

39
13

35
13 c  та  2c   не колінеарні. 

Завдання 3. Знайти косинус кута між векторами AB  та AC , якщо 
2; 4; 6A , 0; 2; 4B , 6; 8; 10C . 

Розв’язання. 
 Знаходимо координати векторів AB  та AC : 

2; 6; 10AB , 8; 4; 4AC ; 

35
6

161664100364
402416cos

ACAB
ACABACAB . 
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Завдання 4. Обчислити площу паралелограма, побудованого на 
векторах a  та b : 

qpa 2 , qpb 23 , 3p , 4q , 
2

qp . 

Розв’язання. 
qqqppqppqpqpbaS 2436232  

2sin0 0, 7 7 sin 7 3 4 1 84î ä .
2

p p p p q p pq pq p q00000

 Завдання 5. Встановити, чи компланарні вектори a , b  та c . 
6;4;7a , 1;1;2b , 17;11;19c . 

Розв’язання. 
Знайдемо мішаний добуток: 

1961941112177
171119
112
647

abc  

03855176419712118717178117  

cba ,,  компланарні. 
Завдання 6. Обчислити об’єм тетраедра з вершинами у точках ,1A  

,2A  ,3A  4A  та його висоту, яка побудована з вершини 4A  на грань 

321 AAA : 1 1; 1; 2A , 2 2; 1; 2A , 3 1; 1; 4A , 4 6; 3; 8A . 

Розв’язання. 
Знайдемо координати векторів, на яких побудовано тетраедр: 

1 2 1; 2; 0a A A , 1 3 0; 2; 2b A A , 1 4 5; 2; 6c A A . 
Знайдемо мішаний добуток: 

36182
612

11
2

6120
110
021

2
625
220

011
abc . 

Тоді об’єм тетраедра буде 31 36 6î ä
6 6TV abc . 

Визначимо площу основи: 
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kji
kji

ab 224
220

021 . 

262244416 одabS  

Знайдемо висоту: 

6
9

62
633

S
Vh T . 

 
Варіанти обов’язкового домашнього завдання 

Завдання 1. Написати розкладання вектора x  по векторах p , q , r . 

1. 3;12;15x , 1;2;0p , 1;1;0q , 2;3;5r . 

2. 2;1;2x , 1;0;1p , 0;2;1q , 1;3;0r . 

3. 1;1;9x , 5;1;0p , 2;1;3q , 1;0;1r . 

4. 1;2;10x , 1;2;0p , 1;1;3q , 1;0;4r . 

5. 7;2;8x , 2;1;1p , 0;2;3q , 1;1;1r . 

6. 1;6;4x , 1;3;0p , 2;1;1q , 0;1;2r . 

7. 0;1;3x , 0;1;2p , 1;0;1q , 1;2;4r . 

8. 10;6;1x , 0;1;2p , 0;1;1q , 5;2;3r . 

9. 5;5;2x , 1;0;1p , 1;2;0q , 0;3;1r . 

10. 0;16;5x , 1;5;0p , 1;2;3q , 0;1;1r . 

11. 17;5;10x , 4;1;1p , 2;0;3q , 1;2;1r . 

12. 1;3;1x , 2;1;0p , 1;1;3q , 0;1;4r . 

13. 11;20;13x , 1;4;1p , 0;2;3q , 2;1;1r . 

14. 1;8;1x , 1;2;1p , 2;0;3q , 1;1;1r . 

15. 6;3;0x , 3;1;0p , 1;2;1q , 1;0;2r . 

16. 3;7;15x , 1;0;2p , 0;1;1q , 2;1;4r . 

17. 4;10;9x , 2;0;1p , 1;0;1q , 3;5;2r . 

18. 9;11;7x , 0;1;1p , 2;1;0q , 3;0;1r . 
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19. 23;9;4x , 5;0;1p , 2;3;1q , 1;1;0r . 

20. 10;4;7x , 0;2;1p , 3;1;1q , 4;0;1r . 

21. 26;8;3x , 4;1;1p , 2;3;0q , 1;1;2r . 

22. 5;8;0x , 1;2;1p , 3;0;2q , 1;1;1r . 

23. 5;3;18x , 0;1;3p , 1;2;1q , 2;0;1r . 

24. 1;2;3x , 2;0;1p , 1;1;0q , 4;1;2r . 

25. 6;13;23x , 1;1;0p , 1;0;2q , 0;1;3r . 

26. 9;3;14x , 0;1;5p , 3;1;2q , 1;0;1r . 

27. 13;32;10x , 1;0;2p , 1;3;1q , 1;4;0r . 

28. 12;7;2x , 1;1;4p , 3;0;2q , 1;2;1r . 

29. 7;17;1x , 1;1;2p , 2;3;0q , 1;1;1r . 

30. 10;11;2x , 0;3;1p , 1;1;2q , 2;1;0r . 

31. 7;3;0x , 2;1;0p , 1;0;1q , 4;2;1r . 
 

Завдання 2. З’ясувати колінеарність векторів 1c  та 2c , які побу-
довані по векторах a  і b . 

1. 3;2;1a , 1;0;3b , bac 421 , abc 32 . 

2. 1;0;1a , 5;3;2b , bac 21 , bac 32 . 

3. 1;4;2a , 7;2;1b , bac 351 , bac 22 . 

4. 3;2;1a , 1;1;2b , bac 341 , bac 82 . 

5. 4;5;3a , 7;9;5b , bac 21 , bac 232 . 

6. 2;4;1a , 1;1;1b , bac1 , bac 242 . 

7. 5;2;1a , 0;1;3b , bac 241 , abc 22 . 

8. 1;4;3a , 1;1;2b , bac 361 , abc 22 . 

9. 2;3;2a , 5;0;1b , bac 931 , abc 32 . 

10. 2;4;1a , 6;2;3b , bac 21 , abc 632 . 

11. 1;0;5a , 3;2;7b , bac 21 , abc 632 . 

12. 2;3;0a , 1;2;1b , bac 251 , bac 532 . 
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13. 1;7;2a , 2;5;3b , bac 321 , bac 232 . 

14. 0;7;3a , 4;3;1b , bac 241 , abc 22 . 

15. 1;2;1a , 1;7;2b , bac 261 , abc 32 . 

16. 2;9;7a , 3;4;5b , bac 41 , abc 42 . 

17. 2;0;5a , 3;4;6b , bac 351 , abc 1062 . 

18. 1;3;8a , 3;1;4b , bac 21 , abc 422 . 

19. 6;1;3a , 10;7;5b , bac 241 , abc 22 . 

20. 4;2;1a , 5;3;7b , bac 361 , abc 22 . 

21. 0;7;3a , 1;6;4b , bac 231 , bac 752 . 

22. 4;1;2a , 6;7;3b , bac 321 , bac 232 . 

23. 2;1;5a , 7;0;6b , bac 231 , abc 642 . 

24. 3;5;9a , 2;1;7b , bac 21 , bac 532 . 

25. 9;2;4a , 3;1;0b , abc 341 , bac 342 . 

26. 6;1;2a , 8;3;1b , bac 251 , bac 522 . 

27. 8;0;5a , 7;1;3b , bac 431 , abc 9122 . 

28. 4;3;1a , 0;1;2b , bac 261 , abc 32 . 

29. 7;2;4a , 3;0;5b , bac 31 , abc 262 . 

30. 5;0;2a , 4;3;1b , bac 521 , bac 252 . 

31. 8;2;1a , 1;7;3b , bac 341 , abc 1292 . 
 

Завдання 3. Знайти косинус кута між векторами AB  та AC . 
1. 3;2;1A , 2;1;0B , 5;4;3C . 
2. 6;3;0A , 3;3;12B , 6;3;9C . 
3. 1;2;3A , 2;5;4B , 1;2;3C . 
4. 3;2;1A , 6;4;3B , 1;1;1C . 
5. 0;2;4A , 4;2;1B , 1;2;3C . 
6. 1;3;5A , 0;2;5B , 1;4;6C . 
7. 5;7;3A , 2;1;0B , 0;3;2C . 
8. 6;4;2A , 4;2;0B , 10;8;6C . 
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9. 2;1;0A , 2;1;3B , 1;1;4C . 
10. 1;3;3A , 2;5;1B , 1;1;4C . 
11. 1;1;2A , 4;1;6B , 1;2;4C . 
12. 1;2;1A , 5;2;4B , 2;2;8C . 
13. 3;2;6A , 2;3;6B , 3;3;7C . 
14. 4;0;0A , 1;6;3B , 1;10;5C . 
15. 1;8;2A , 0;6;4B , 1;5;2C . 
16. 9;6;3A , 6;3;0B , 15;12;9C . 
17. 4;2;0A , 2;2;8B , 4;2;6C . 
18. 1;3;3A , 2;1;5B , 1;1;4C . 
19. 0;3;4A , 3;1;0B , 2;4;2C . 
20. 0;1;1A , 4;1;2B , 1;1;8C . 
21. 2;0;7A , 3;1;7B , 2;1;8C . 
22. 2;3;2A , 1;3;1B , 3;7;3C . 
23. 7;2;2A , 6;0;0B , 7;5;2C . 
24. 3;2;1A , 2;1;0B , 5;4;3C . 
25. 6;3;0A , 6;3;9B , 3;3;12C . 
26. 1;3;3A , 2;1;5B , 3;1;4C . 
27. 1;1;2A , 2;3;2B , 3;0;0C . 
28. 1;4;1A , 5;4;2B , 0;4;8C . 
29. 0;1;0A , 1;2;0B , 0;2;1C . 
30. 4;0;4A , 7;6;1B , 9;10;1C . 
31. 6;4;2A , 4;2;0B , 10;8;6C . 

 
Завдання 4. Обчислити площу паралелограма, побудованого на 

векторах a  та b . 

1. qpa 3 , qpb 2 , 2p , 1q , 
6

5qp . 

2. qpa 2 , qpb 3 , 3p , 1q , 
2

qp . 

3. qpa 2 , qpb 3 , 
4
1p , 1q , 

4
qp . 
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4. qpa 5 , qpb 23 , 5p , 
2
1q , 

6
qp . 

5. qpa 2 , qpb 2 , 4p , 3q , 
4

qp . 

6. qpa 2 , qpb 3 , 1p , 3q , 
2

qp . 

7. qpa 3 , qpb 2 , 2p , 2q , 
3

qp . 

8. qpa , qpb 4 , 5p , 2q , 
4

qp . 

9. qpa 3 , qpb 4 , 7p , 2q , 
3

qp . 

10. qpa 2 , qpb 4 , 4p , 2q , 
2

qp . 

11. qpa , qpb 23 , 5p , 1q , 
6

qp . 

12. qpa 2 , qpb 4 , 7p , 4q , 
4

3qp . 

13. qpa 2 , qpb 32 , 10p , 1q , 
6

qp . 

14. qpa 2 , qpb 3 , 1p , 4q , 
4

qp . 

15. qpa 2 , qpb 32 , 3p , 3q , 
3

qp . 

16. qpa 3 , qpb 32 , 7p , 1q , 
3

qp . 

17. qpa 3 , qpb 5 , 2p , 4q , 
6

qp . 

18. qpa 3 , qpb 27 , 
3
1p , 1q , 

4
qp . 

19. qpa , qpb 6 , 8p , 3q , 
2

qp . 

20. qpa 23 , qpb 10 , 5p , 1q , 
3

qp . 
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21. qpa 2 , qpb 6 , 4p , 
2
1q , 

3
2qp . 

22. pqa , qpb 43 , 2p , 5,2q , 
2

3qp . 

23. qpa 3 , qpb 7 , 3p , 3q , 
4

qp . 

24. qpa 3 , qpb 3 , 1p , 3q , 
3

qp . 

25. qpa 3 , qpb 3 , 6p , 7q , 
6

5qp . 

26. qpa , qpb 5 , 1p , 5q , 
4

qp . 

27. qpa 3 , qpb 43 , 4p , 2q , 
6

5qp . 

28. qpa 5 , qpb 6 , 
4
1p , 

2
1q , 

4
qp . 

29. qpa 2 , qpb 32 , 3p , 2q , 
4

3qp . 

30. qpa 5 , qpb 32 , 3p , 2q , 
3

qp . 

31. qpa 2 , qpb 23 , 3p , 4q , 
2

qp . 

 
Завдання 5. Встановити, чи компланарні вектори a , b  та c . 
1. 1;3;2a , 1;0;1b , 2;2;2c . 

2. 1;2;3a , 4;3;2b , 1;1;3c . 

3. 2;5;1a , 1;1;1b , 1;1;1c . 

4. 3;1;1a , 1;2;3b , 4;3;2c . 

5. 1;3;3a , 1;2;1b , 1;1;1c . 

6. 1;1;3a , 0;1;2b , 1;2;5c . 

7. 1;3;4a , 1;2;1b , 2;2;2c . 

8. 1;3;4a , 4;7;6b , 1;0;2c . 
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9. 1;2;3a , 7;3;1b , 3;2;1c . 

10. 2;7;3a , 1;0;2b , 1;2;2c . 

11. 6;2;1a , 1;0;1b , 17;6;2c . 

12. 4;3;6a , 1;2;1b , 2;1;2c . 

13. 4;3;7a , 1;2;1b , 4;2;4c . 

14. 2;3;2a , 5;7;4b , 1;0;2c . 

15. 4;3;5a , 1;0;1b , 4;2;4c . 

16. 5;10;3a , 3;2;2b , 3;4;2c . 

17. 3;4;2a , 1;3;4b , 4;7;6c . 

18. 1;1;3a , 1;0;1b , 2;3;8c . 

19. 2;2;4a , 3;3;3b , 2;1;2c . 

20. 2;1;4a , 5;2;9b , 1;1;1c . 

21. 4;3;5a , 3;3;4b , 8;5;9c . 

22. 2;4;3a , 0;1;1b , 6;11;8c . 

23. 6;1;4a , 7;3;1b , 4;1;2c . 

24. 0;1;3a , 5;4;5b , 4;2;4c . 

25. 3;0;3a , 6;1;8b , 1;1;1c . 

26. 4;1;1a , 3;0;1b , 8;3;1c . 

27. 4;3;6a , 1;2;1b , 2;1;2c . 

28. 1;1;4a , 9;4;9b , 6;2;6c . 

29. 5;10;7a , 1;2;0b , 1;4;2c . 

30. 3;3;3a , 6;7;4b , 1;0;3c . 

31. 6;4;7a , 1;1;2b , 17;11;19c . 
 

Завдання 6. Обчислити об’єм тетраедра з вершинами у точках 
,1A  ,2A  ,3A  4A  та його висоту, яка побудована з вершини 4A  на грань 

321 AAA . 
1. 6;3;11A , 1;2;22A , 1;0;13A , 3;6;44A . 
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2. 6;2;41A , 0;3;22A , 8;5;103A , 4;2;54A . 
3. 4;2;71A , 2;1;72A , 1;3;33A , 1;2;44A . 
4. 4;1;21A , 2;5;12A , 2;3;73A , 6;3;64A . 
5. 2;5;11A , 3;0;62A , 3;6;33A , 7;6;104A . 
6. 1;1;01A , 5;3;22A , 9;5;13A , 3;6;14A . 
7. 0;2;51A , 0;5;22A , 4;2;13A , 1;1;14A . 
8. 2;1;21A , 1;2;12A , 6;0;53A , 7;9;104A . 
9. 4;0;21A , 1;7;12A , 4;8;43A , 6;4;14A . 
10. 5;4;141A , 2;3;52A , 3;6;23A , 1;2;24A . 
11. 0;2;11A , 3;0;32A , 6;2;53A , 9;4;84A . 
12. 2;1;21A , 1;2;12A , 1;2;33A , 5;2;44A . 
13. 2;1;11A , 3;1;12A , 4;2;23A , 2;0;14A . 
14. 1;3;21A , 2;1;42A , 7;3;63A , 3;5;74A . 
15. 1;1;11A , 1;3;22A , 1;2;33A , 8;9;54A . 
16. 7;5;11A , 3;6;32A , 3;7;23A , 12;8;44A . 
17. 7;4;31A , 4;5;12A , 0;2;53A , 4;5;24A . 
18. 3;2;11A , 0;1;42A , 2;1;23A , 5;4;34A . 
19. 3;1;41A , 0;1;22A , 1;5;03A , 6;2;34A . 
20. 1;1;11A , 3;0;22A , 1;1;23A , 4;2;24A . 
21. 0;2;11A , 2;1;12A , 1;1;03A , 1;0;34A . 
22. 2;0;11A , 1;2;12A , 1;2;23A , 0;1;24A . 
23. 3;2;11A , 1;0;12A , 6;1;23A , 4;5;04A . 
24. 1;10;31A , 5;3;22A , 3;0;63A , 2;1;14A . 
25. 4;2;11A , 4;2;12A , 1;0;33A , 1;3;74A . 
26. 1;3;01A , 2;1;42A , 5;1;23A , 4;1;34A . 
27. 0;3;11A , 2;1;42A , 1;0;33A , 5;3;44A . 
28. 1;1;21A , 2;3;02A , 4;1;33A , 3;7;44A . 
29. 6;5;31A , 4;1;22A , 1;3;03A , 8;2;54A . 
30. 3;4;21A , 0;6;52A , 3;3;13A , 7;8;104A . 
31. 2;1;11A , 2;1;22A , 4;1;13A , 8;3;64A . 
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Глава 3.  АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 
 

§ 1.  ПЛОЩИНА ТА ПРЯМА У ПРОСТОРІ 
 
1.1. Найпростіші задачі  аналітичної геометрії у просторі 
Прямокутна система координат 
Три взаємно перпендикулярні осі Ox, Oy та Oz, що мають 

спільний початок, точку O  та однакову масштабну одиницю, 
утворюють прямокутну систему координат. 

Відстань між двома точками. Ділення відрізка у даному 
співвідношенні 

Якщо задано точки 111 ,, zyxA , 122 ,, zyxB , то тоді відстань між 
ними задається формулою 

2
12

2
12

2
12 zzyyxxd .   (3.1) 

Нехай відрізок  AB  поділено точкою M  у співвідношенні 0 : 

 
MB
AM , 

тоді (рис. 22)   
MBAM . 

 
Якщо A 111 ,, zyx , 222 ,, zyxB , zyxM ,, , то 

останню рівність можна переписати у вигляді рівностей координат 
векторів: 

xxxx 21 ; 
yyyy 21 ; 
zzzz 21 , 

звідки випливає, що  

1
21

xxx ; 
1

21
yyy ; 

1
21

zzz  .  (3.2). 

Формули (3.2) задають координати точки M , яка ділить 
відрізок AB  у співвідношенні . 

Зауважимо, що якщо 0 , то точки A  та M  збігаються, а якщо 
0 , 1 ,  то M  не належить відрізку AB . 

Рис. 1 Рис. 22 
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Рис. 2 

1.2. Рівняння площини 
Загальне рівняння площини. Рівняння першого ступеня 

відносно невідомих x , y  та z  
0DCzByAx ,    (3.3) 

де DCBA ,,,  – довільні числа та 0222 CBA , називається 
загальним рівнянням площини. 

Нехай у просторі  Oxyz задана площина  
точкою 0000 ,, zyxM  та вектором CBAn ,, , 
перпендикулярним до площини (рис. 23). 
Розглянемо вектор 0000 ,, zzyyxxMM , де 

zyxM ,,  – довільна точка площини. Зауважимо,  

       що вектори MM 0  та n  перпендикулярні, а  тому 

                            00MMn :  
0000 zzCyyBxxA .   (3.4) 

Рівняння (3.4) називається рівнянням площини, що проходить 
через точку  0000 ,, zyxM  перпендикулярно до вектора CBAn ,, . 

Вектор CBAn ,, , перпендикулярний до площини, називається 
нормальним вектором площини. 

Зауважимо, що два загальних рівняння  
01111 DzCyBxA  та 02222 DzCyBxA  

визначають ту саму площину в тому випадку, якщо 

2

1

2

1

2

1

2

1
D
D

C
C

B
B

A
A . 

Приклад 3.1. Скласти рівняння площини, що проходить через 
точку 3,2,1M  та має нормальний вектор 1,5,2n .  

Розв’язання   
Щоб скласти рівняння площини, слід застосувати формулу (3.4): 

03125)1(2 zyx  
або 

0952 zyx . 

Рис. 23 
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Приклад 3.2. Скласти рівняння площини, що проходить через 
точку 1,4,3M  паралельно двом векторам:  1,2,11a  та 3,4,22a . 

Розв’язання. 
Щоб знайти нормальний до площини вектор, помножимо 

векторно 1a  на 2a : 

kji
kji

aa 852
342

121, 21 . 

Як відомо, отриманий таким чином вектор є перпендикулярним 
до 1a  та 2a , а тому він є перпендикулярним до шуканої площини. Отже, 
за нормаль візьмемо вектор 

kjin 852 . 
Підставляючи координати точки та вектора нормалі в рівняння 

(3.4), отримуємо 
0)1(84532 zyx ; 

018852 zyx . 
Неповні рівняння площини  
Загальне рівняння площини (3.3) називається повним, якщо всі 

його коефіцієнти є відмінними від нуля, тобто 0,,, DCBA . Якщо хоча 
б один з коефіцієнтів дорівнює нулю, то рівняння називається 
неповним. 
 Розглянемо різні випадки неповних рівнянь площини: 

1. 0D , 0CzByAx  – рівняння площини, що проходить 
через початок координат; 

2. 0C , 0DByAx  – рівняння площини, що паралельна осі Oz; 
3. 0B , 0DCzAx  – рівняння площини, що паралельна осі Oy; 
4. 0A , 0DCzBy  – рівняння площини, що паралельна осі Ox; 
5. 0DC , 0ByAx  – рівняння площини, що проходить через 

початок координат паралельно осі Oz; 
6. 0DB , 0CzAx  – рівняння площини, що проходить через 

початок координат паралельно осі Oy; 
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7. 0DA , 0CzBy  – рівняння площини, що проходить через 
початок координат паралельно осі Ox; 

8. 0BA , 0DCz  – рівняння площини, що паралельна 
площині Oxy; 

9. 0CB , 0DAx  – рівняння площини, що паралельна 
площині Oyz; 

10. 0CA , 0DBy  – рівняння площини, що паралельна 
площині Oxz; 

11. 0DBA , 0Cz  – рівняння площини Oxy; 
12. 0DCA , 0By  – рівняння площини Oxz; 
13. 0DCB , 0Ax  – рівняння площини Oyz. 
Рівняння площини у відрізках 
Розглянемо повне рівняння площини (3.3). Оскільки 0D , то, 

поділивши рівняння на D , отримаємо 

01

D
C
z

D
B
y

D
A
x   

або  

1

D
C
z

D
B

y

D
A

x .  (3.5) 

Позначимо в останньому рівнянні  

D
Aa , 

D
Bb , 

D
Cc , 

тоді (3.5) набуває вигляду  

1
c
z

b
y

a
x .     (3.6) 

Рівняння (3.6) називається рівнянням площини у відрізках.  
Зауважимо, що числа ,a  ,b  c  є величинами відрізків, які площина 

відсікає на осях координат Ox, Oy, Oz відповідно (рис. 24).  
Рівняння площини, що проходить через три дані точки 
Побудуємо рівняння площини, що проходить через точки 

1111 ,, zyxM , 2222 ,, zyxM  та 3333 ,, zyxM , які не лежать на одній 

 

Рис. 3 Рис. 24 
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прямій (рис. 25). Нехай точка zyxM ,,  – 
довільна точка площини. Тоді вектори  

1111 ,, zzyyxxMM , 

2222 ,, zzyyxxMM , 

3333 ,, zzyyxxMM  
належать одній площині, а тому вони є компланарними і їх мішаний 
добуток дорівнює нулю:  

0,, 321 MMMMMM . 
Останню рівність можна подати у розгорнутому вигляді 

0

131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

.    (3.7) 

Рівняння (3.7) є рівнянням площини, що проходить через три 
дані точки, які не лежать на одній прямій.  

Приклад 3.3. Скласти рівняння площини, що проходить через три 
точки: 2,0,11M , 1,7,32M  та 6,2,52M . 

Розв’язання. 
Для знаходження рівняння площини застосуємо формулу (3.7): 

0
260215
210713
)2(01 zyx

 

або                                         0
826
372

21 zyx
. 

Розкриваючи визначник, отримуємо 
0)2(4634)1(50 zyx   021231725 zyx . 

Кут між площинами. Умови паралельності та 
перпендикулярності двох площин 

 Нехай задані дві площини своїми загальними рівняннями 
0: 11111 DzCyBxA , 
0: 22222 DzCyBxA . 

Рис. 4 Рис. 25 
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Під кутом між площинами  будемо розуміти один з двох 
двогранних кутів, утворених цими площинами.  Кут  збігається з 

кутом між нормалями до площин 1111 ,, CBAn  та 2222 ,, CBAn . 
Отже, 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA
nn
nn .  (3.8) 

З аналогічних міркувань можна отримати умови паралельності та 
перпендикулярності:  

2

1

2

1

2

1
2121 ////

C
C

B
B

A
Ann ,    (3.9) 

02121212121 CCBBAAnn .    
Приклад 3.4. Встановити, чи є площини 0332 zyx  та 

012 zyx  перпендикулярними. 
Розв’язання. 
Випишемо нормальні вектори до площин: 

1,3,21n , 1,1,22n . 
Тоді, скориставшись умовами (3.9), маємо 

0111322, 21 nn . 
Отже, дві площини є перпендикулярними. 
Відстань від точки до площини 
Знайдемо відстань від точки 000 ,, zyxM  до площини 

0DCzByAx . Ця відстань дорівнює модулю проекції вектора 

0MM  на напрямок нормалі до площини CBAn ,, , де точка zyxM ,,  
– довільна точка площини (рис. 26). Враховуючи, що 
 zzyyxxMM 0000 ,, , маємо 

0MMпрd n 222
000

CBA

zzCyyBxxA
.  (3.10) 

Оскільки DCzByAx , з (3.10) отримуємо 

222
000

CBA

DCzByAx
d .    (3.11) 



 

 

97 

 

M

0M

d

x

y

z
n

 
Рис. 26 

Приклад 3.5. Знайти відстань від точки 3,2,1M  до площини 
0322 zyx .  

Розв’язання. 
За формулою (3.11) маємо 

3
414

3322112
d . 

 
1.3.  Пряма лінія в просторі 

Пряма лінія в просторі задається як перетин двох непаралельних 
площин: 

0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

,           
2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

.       (3.12) 

Рівняння (3.12) визначають загальні рівняння прямої у просторі. 
Канонічні рівняння прямої 
 Як і у випадку прямої на площині, введемо поняття напрямного 

вектора. 
Напрямним вектором прямої називається будь-який ненульовий 

вектор, паралельний даній прямій.  
Нехай точка 0000 ,, zyxM  – деяка точка прямої L , точка 

zyxM ,,  – довільна точка прямої L , а вектор nmlq ,,  – напрямний 
вектор цієї прямої (рис. 27). Виходячи з означення напрямного вектора, 
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маємо  nmlqMM ,,//0 . Оскільки координати 
паралельних векторів пропорційні, отримуємо 
рівність 

n
zz

m
yy

l
xx 000 .    (3.13) 

Рівняння (3.13) називаються канонічними 
рівняннями прямої.  

Будь-яку пропорцію 
d
c

b
a  будемо 

розуміти як рівність bcad . Рівність нулю одного зі знаменників в 
канонічному рівнянні означає рівність нулю відповідного чисельника. 

Рівняння прямої, що проходить через дві точки  
У випадку, коли пряма проходить через дві дані точки 

1111 ,, zyxM , 2222 ,, zyxM , вектор 12121212 ,, zzyyxxMMq  
можна вважати напрямним,  і рівняння (3.13) набуде вигляду 

12

1

12

1

12

1
zz
zz

yy
yy

xx
xx .            (3.14) 

Отримані рівняння (3.14)  є рівняннями прямої, що проходить 
через дві дані точки: 1111 ,, zyxM , 2222 ,, zyxM . 

Параметричні рівняння прямої 
Введемо параметр t  таким чином: 

t
n

zz
m

yy
l
xx 000 . 

Розв’язуючи  останні рівняння відносно zyx ,, , отримуємо 
параметричні рівняння прямої, що проходить через точку 

),,( 0000 zyxM  та має напрямний вектор nmlq ,, : 

.
,

,

0

0

0

zntz
ymty

xltx
                                            (3.15) 

Перехід від загальних рівнянь прямої до канонічних 
Нехай пряма задається загальними рівняннями (3.12) 

Рис. 6 Рис. 27 
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.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

 

Для того щоб отримати канонічні рівняння прямої, необхідно 
знати напрямний вектор q  прямої та точку 0M , що лежить на ній. 
Рівняння (3.12) визначають площини з нормальними векторами 

),,( 1111 CBAn  та ),,( 2222 CBAn  відповідно 
(рис.7). Оскільки пряма L  перпендикулярна до 

векторів 1n  та 2n , то вектор 21,nn  буде 

напрямним до прямої L . Отже, 

222

11121,
CBA
CBA
kji

nnq . 

Координати точки 0M  можна отримати із системи (3.12), надавши 
одній з координат довільне значення, наприклад 00z . Розв’язуючи 
отриману систему 

,0
,0

222

111

DyBxA
DyBxA

 

знаходимо координати 00, yx . 
Приклад 3.6. Записати канонічні рівняння прямої, заданої як 

перетин двох площин: 

.022
,013

zyx
zyx

 

Розв’язання. 
Нормальні вектори до площин – )3,1,1(1n  та )1,1,2(2n , їхній 

векторний добуток, а отже, і напрямний вектор шуканої прямої 

kji
kji

q 354
112
311 . 

Поклавши 00z , розв’язуємо систему 

Рис. 7 Рис. 28 
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,022
,01

yx
yx

  10x , 00y . 

Тепер запишемо канонічні рівняння прямої (3.13), що проходить 
через точку )0,0,1(0M  паралельно вектору )3,5,4(q . Відповідь:   

354
1 zyx . 

Кут між двома прямими. Умови перпендикулярності та 
паралельності прямих 

Нехай дві прямі задано канонічними рівняннями 

1

1

1

1

1

1
1 :

n
zz

m
yy

l
xxL ,   

2

2

2

2

2

2
2 :

n
zz

m
yy

l
xxL . 

Під кутом між двома прямими будемо розуміти кут між їх 
напрямними векторами.  

Виходячи з цього, отримуємо формулу для обчислення косинусу 
кута між прямими, а також умови перпендикулярності та паралельності: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
nmlnml

nnmmll
qq
qq

;  (3.16) 

2

1

2

1

2

1
2121 ////

n
n

m
m

l
lqqLL ;   (3.17) 

02121212121 nnmmllqqLL . 
Відстань від точки до прямої в просторі  

Нехай пряма задана рівняннями  

n
zz

m
yy

l
xxL 000:  , 

точка ),,( 1111 zyxM   не належить даній 
прямій. Відстань h   між точкою  1M  та 
прямою L  дорівнює висоті паралелог-
рама, побудованого на векторах 10MM   

та q  (рис. 29): 

                                          
q

qMM

q
Sh

,10 .                         (3.18) 

 
 
 

 
 L 

1M

0M

h

q

Рис. 8 Рис. 29 
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1.4. Взаємне розташування прямої та площини 
 Кут між прямою та площиною, умови паралельності та 
перпендикулярності  

Розглянемо площину та пряму, які відповідно задані рівняннями 
0: DCzByAx ,    (3.19) 

n
zz

m
yy

l
xxL 000: .   (3.20) 

Під кутом між прямою та площиною розуміють кут між 
прямою та її проекцією на площині.  

Через  позначимо кут між векторами 

),,( CBAn  та ),,( nmlq  (рис. 30), тоді 

qn
qn,cos . 

Оскільки cos)
2

cos(sin , запишемо 

формулу  

222222

,sin
nmlCBA

CnBmAl
qn
qn .   (3.21) 

Умови паралельності та перпендикулярності прямих випливають з 
відповідних умов для векторів: 

0.пр//пл. CnBmAlqnL ;  (3.22) 

n
C

m
B

l
AqnL //пр.пл. . 

Приклад 3.7. Перевірити, чи  перпендикулярні пряма 

1
5

3
1

2
2 zyx   та площина 010396 zyx . 

Розв’язання. 
Перевіримо виконання умови перпендикулярності прямої та 

площини (3.22): 

1
3

3
9

2
6 . 

Отже, пряма та площина перпендикулярні. 

Рис. 30 
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  Умова належності прямої площині 
   Пряма (3.20) належить площині (3.19)  у випадку, якщо пряма та 

площина паралельні, а також, якщо будь-яка точка прямої належить 
площині, зокрема точка 0000 ,, zyxM , тобто маємо умови 

0CnBmAl , 
0000 DCzByAx .    (3.23) 

Точка перетину прямої та площини  
Для того щоб знайти точку перетину прямої (3.20) та площини 

(3.19), перепишемо рівняння (3.20) у параметричному вигляді (3.15). 
Отримані вирази для x , y  та z  підставимо у рівняння площини (3.19), 
звідки йде відповідне значення параметра t . Знаючи t , визначимо 
координати точки перетину з рівнянь (3.15). 

Приклад 3.8. Знайти точку перетину прямої 
62

1
1

1 zyx  та 

площини 0132 zyx .  
Розв’язання 
Параметричні рівняння даної прямої мають вигляд 

tz
ty

tx

6
12

1
 

Підставляємо вирази для x , y  та z  в рівняння площини:  
016)12(312 ttt , 1t . 

Отже, координати точки такі:  
2110x , 31120y , 6160z . 

Маємо відповідь:  )6,3,2(0M . 
 

§ 2.  ПРЯМА НА ПЛОЩИНІ 
 
2.1. Найпростіші задачі аналітичної геометрії на площині 
Прямокутна система координат. Перетворення координат   
Дві взаємно перпендикулярні осі Ox та Oy, що мають спільний 

початок точку O  та однакову масштабну одиницю, утворюють 
прямокутну систему координат. 
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 При розв’язанні деяких задач разом з даною системою координат 
необхідно вводити інші системи координат. Виникає задача: знаючи 
координати точки в одній (старій) системі координат, знайти 
координати цієї ж точки в іншій (новій) системі координат. 
  Під паралельним перенесенням осей координат будемо розуміти 
перехід до нової системи координат, при якому змінюється 

розташування початку координат, а 
напрямок осей та масштабна одиниця 
залишаються незмінними. 
 Нехай задана прямокутна система 
координат Oxy та точка M  з координатами 

yx,  в цій системі координат.  Перенесемо 
початок координат в точку 00 , yxO , 
отримуючи нову прямокутну систему 

координат yxO  (рис. 31). Нехай точка M  має координати yx ,  в новій 
системі координат yxO . Тоді отримуємо зв'язок між старими та 
новими координатами у вигляді  

0

0 ,
yyy
xxx

 

або                                              
.
,

0

0

yyy
xxx

        (3.24) 

Формули (3.24) є формулами перетворення координат при 
паралельному перенесенні. 

 Під поворотом осей координат 
будемо розуміти таке перетворення 
координат,  при якому обидві осі 
повертаються на той самий кут, а початок 
координат та масштаб залишаються 
незмінними (рис. 32).  
 Формули перетворення координат 
при повороті на кут  мають такий 
вигляд: 

 
Рис. 10 

 
Рис. 11 

Рис. 31 

Рис. 32 
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.cossin
,sincos

yxy
yxx

 

 Приклад 3.9. Визначити координати точки 5,3M  в новій системі 
координат, початок якої знаходиться в точці 1,2 , а осі паралельні 
старим. 
 Розв’язання 

Застосовуємо формули (3.24): 

.415
,523

y
x

 

Відповідь: 4,5M . 
Відстань між двома точками. Ділення відрізка у даному 

співвідношенні. Площа трикутника 
Якщо задано точки 11, yxA , 22 , yxB , тоді відстань між ними 

задається формулою 
2

12
2

12 yyxxd .    (3.25) 

Нехай відрізок  AB  поділено точкою M  у співвідношенні 0 : 

MB
AM , 

тоді  

1
21 xxx , 

1
21 yyy .    (3.26) 

Формули (3.26) задають координати точки M , яка ділить 
відрізок AB  у співвідношенні . 
  Якщо 0 , то точки A  та M  збігаються, якщо 10 , то 
M  не належить відрізку AB . 
 Якщо трикутник має координати  11, yxA , 22 , yxB , 33, yxC , то 
його площу можна обчистити за формулою  

1313

1212

2
1

yyxx
yyxx

S .    (3.27) 
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2.2. Рівняння прямої на площині 
В даному розділі не будемо зосереджуватися на доведеннях, 

оскільки вони повторюють аналогічні міркування попереднього 
параграфа. 

 
Загальне рівняння прямої 

Розглянемо рівняння першого степеня 
відносно x та y   

0CByAx ,   (3.28) 
де CBA ,,  довільні числа, причому 

022 BA .  Рівняння (3.28) називається загальним рівнянням прямої.  
Рівняння  

000 yyBxxA       (3.29) 
називається   рівнянням прямої, що проходить через задану точку 

),( 000 yxM  перпендикулярно заданому вектору ),( BAn  (рис. 33). 

Вектор ),( BAn , перпендикулярний до прямої, називається 
вектором нормалі, або нормальним вектором прямої. 

Неповні рівняння прямої  
Загальне рівняння прямої називається повним, якщо 0,, CBA . 

Якщо хоча б один з коефіцієнтів дорівнює нулю, то рівняння 
називається неповним.  

Розглянемо різні випадки неповних рівнянь прямої: 
1. 0C , 0ByAx  – рівняння прямої, що проходить через 

початок координат; 
2. 0B , 0CAx  – рівняння прямої, паралельної осі Oy; 
3. 0A , 0CBy  – рівняння прямої, паралельної осі Ox; 
4. 0B , 0C , 0Ax  – визначає вісь Oy; 
5. 0A , 0C , 0By  – визначає вісь Ox. 
Рівняння прямої у відрізках  
Перепишемо повне рівняння прямої  

0CByAx  
у вигляді 

Рис. 12 Рис. 33 
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1
b
y

a
x ,      (3.30) 

де a  та b  позначені як  

A
Ca , 

B
Cb . 

Отримане рівняння (3.30) 
називається рівнянням прямої «у 
відрізках».  

Числа a  і b  відповідають 
величинам відрізків, що пряма відсікає на 
осях OX та  OY (рис. 34). Дійсно, 
поклавши 0x , отримуємо by . Отже, 

координати точки перетину з віссю OY  – b,0 . Аналогічно з віссю OX 
– 0,a . 

Приклад 3.10. Скласти рівняння прямої, що проходить через 
точку 4,1M  та відтинає на координатних осях ненульові відрізки 
рівної довжини. 

Розв’язання. 
 Запишемо рівняння прямої у відрізках (3.30). З умови задачі 

маємо  ba . Оскільки точка належить прямій, то виконується рівність  

141
ba

, 0a . Отже, для знаходження a  та b  маємо такі 

співвідношення:  

5
5

54 2 b
a

aa
ab

abab
ab

, 

3
3

34 2 b
a

aa
ab

abab
ab

. 

 Відповідь:  5,5 ba ; 3,3 ba . 
Канонічне рівняння прямої 
Будь-який  ненульовий вектор mlq , , паралельний даній 

прямій, називається напрямним вектором прямої.  
 
 

Рис. 13 Рис. 34 
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 Рівняння прямої, що проходить через 
точку 000 , yxM  паралельно вектору  q  
(рис. 35),  має вигляд 

m
yy

l
xx 00                (3.31) 

і називається канонічним рівнянням 
прямої. 

Рівняння прямої, що проходить через дві точки  
Нехай пряма проходить через дві дані точки 111 , yxM , 222 , yxM  

(рис. 36). Як і в просторовому випадку, 
візьмемо за напрямний вектор до прямої 
вектор 121212 , yyxxMMq . Оскіль-
ки пряма проходить через точку 1M , 
відповідне канонічне рівняння буде мати 
вигляд 

12

1

12

1
yy
yy

xx
xx .            (3.32) 

Рівняння (3.32) називається рівнянням прямої, що проходить 
через дві дані точки: 111 , yxM , 222 , yxM . 

Приклад 3.11. Пряма проходить через точки 3,2A , 1,4B  та 
перетинає вісь OY в точці C . Знайти координати точки  C . 

Розв’язання  
Запишемо рівняння прямої, що проходить через дві дані точки 

(3.32): 

0532
4
3

6
2

31
3

24
2 yxyxyx . 

Оскільки точка C  належить осі OY, то її абсциса дорівнює 0 . 

Поклавши в рівнянні прямої 0x , отримуємо 
3
5y .  

Отже, маємо точку 
3
5,0C . 

Параметричні рівняння прямої 
Розв’язавши канонічні рівняння прямої 

 
Рис. 15 

Рис. 14 Рис. 35 

Рис. 36 
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t
m

yy
l
xx 00  

відносно  yx, , отримуємо параметричними рівняннями прямої, що 
проходить через точку ),( 000 yxM  та має напрямний вектор 

mlq , . 

.
,

0

0

ymty
xltx

                                            (3.33) 

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом 
Перетворимо канонічне рівняння прямої (3.31) до вигляду 

00 xx
l
myy , 

Звідки, увівши позначення  
l
mk , отримуємо 

00 xxkyy .     (3.34) 
Кутом нахилу  прямої до осі Ox будемо називати кут, що 

відкладається від додатного напрямку осі OX до 
прямої проти годинникової стрілки (рис. 37). 

Можна показати, що k  в рівнянні (3.34) 
дорівнює tg , де  – кут нахилу прямої до 
осі Ox. Число  

tgk    (3.35) 
називається кутовим коефіцієнтом прямої, 
а рівняння (3.34) – рівнянням прямої з 
кутовим коефіцієнтом k , що проходить 

через дану точку ),( 000 yxM . 
 Розкривши дужки в рівнянні (3.34), неважко отримати таке 
рівняння:  

bkxy ,      (3.36) 
де через b  позначено вираз 00 kxy . Рівняння (3.36) називають 
рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом k . Відмітимо, що b  у виразі 
(3.36) дорівнює ординаті точки перетину прямої з віссю OY  (рис. 37). 

Рис. 16 Рис. 37 
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 Якщо пряма паралельна осі OX, то 0 , звідки 0tg . 
Отримуємо рівняння by . У випадку, коли пряма перпендикулярна осі 

OX, тобто 
2

 та tg  не існує, маємо пряму ax . 

 Приклад 3.12.  Записати рівняння прямої, що проходить через 

точку 
5
2,2A  та утворює з віссю OX  кут, що дорівнює arctg 3. 

 Розв’язання. 
Виходячи з формули (3.35), отримуємо 3k . Тоді рівняння 

прямої, застосовуючи формулу (3.34), записуємо як 

03251523
5
2 yxxy . 

Кут між прямими. Умови паралельності та перпендикулярності 
двох прямих  

а) нехай дві прямі задано загальними рівняннями 
0: 1111 CyBxAL ,   0: 2222 CyBxAL . 

Нормалі до заданих прямих відповідно мають вигляд 111 , BAn , 

222 ,BAn . Кут між прямими 1L   та 2L  – це кут між нормальними 

векторами 1n  та 2n : 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21cos
BABA

BBAA
nn
nn  .  (3.37) 

Аналогічно отримуємо умови паралельності та перпендикуляр-
ності прямих: 

2

1

2

1
2121 ////

B
B

A
AnnLL ;    (3.38) 

021212121 BBAAnnLL . 
б) нехай дві прямі задано канонічними рівняннями 

1

1

1

1
1 :

m
yy

l
xxL ,   

2

2

2

2
2 :

m
yy

l
xxL . 

Кут між прямими в цьому випадку збігається з кутом між 
напрямними векторами: 
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2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21cos
mlml

mmll
qq
qq

 .   (3.39) 

Умови паралельності та перпендикулярності отримуємо у вигляді 

2

1

2

1
2121 ////

m
m

l
lqqLL ;    (3.40) 

021212121 mmllqqLL . 
в) нехай прямі задано рівняннями з кутовим коефіцієнтом 

111 : bxkyL ; 

222 : bxkyL . 
Для того щоб отримати формулу для 

обчислення кута між прямими, позначимо 
кути нахилу прямих 1L  та 2L  через 1  та 2  

(рис. 38). Тоді 12 . Якщо 
2

, то 

21

12

12

12
12 1tgtg1

tgtg)(tgtg
kk
kk . 

 

Отже,                               
21

12

1
tg

kk
kk .                (3.41) 

Якщо у формулі (3.41) поміняти місцями 1k  та 2k , то отримаємо 
суміжний кут. Якщо ж треба обчислити гострий кут між прямими, то 
права частина формули (3.41) береться за модулем 

21

12

1
tg

kk
kk . 

Умови паралельності та перпендикулярності для даного випадку 
отримуємо з наступних міркувань. Якщо прямі 1L  та 2L  паралельні, то 

0 , та з формули (3.41)  012 kk . Отже,  

2121 // kkLL .     (3.42) 

У випадку, коли 1L  та 2L  перпендикулярні, 
2

 та 
212 . 

Рис. 17 Рис. 38 
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Звідси                        
1

112
1ctg)

2
(tg

k
k . 

Таким чином, отримуємо умову перпендикулярності прямих у 
вигляді 

12121 kkLL .    (3.43) 
Приклад 3.13. При яких значениях  прямі 0432 yx  і 

076yx   паралельні та  перпендикулярні? 
Розв’язання 
Оскільки рівняння задано в загальному вигляді, то застосуємо 

умови (3.38) 
 паралельності: 

4
6
32 ; 

 перпендикулярності: 
90182 . 

Приклад 3.14. Знайти кут між прямими 32xy , 5
2
1 xy . 

Розв’язання. 
Випишемо кутові коефіцієнти прямих 

21k , 
2
1

2k . 

Тоді за формулою (3.41) 

4
3

2
121

2
12

tg , 37
4
3arctg . 

Відстань від точки до прямої 
Нехай задана пряма L : 0CByAx  

та точка ),( 000 yxM , що не  належить прямій 
(рис. 39). Тоді відстань d  від точки 0M  до 
прямої L  обчислюється за формулою 

0 0
2 2

Ax By C
d

A B
.  (3.44) Рис. 18 Рис. 39 



 

 

112 

Приклад 3.15. Знайти відстань від точки )1,1(0M  до прямої 
0643 yx . 

Розв’язання 
За формулою (3.44) отримуємо 

1
43

61413
22

d . 

 
 

§ 3. ЛІНІЇ ДРУГОГО ПОРЯДКУ НА ПЛОЩИНІ 
 

 Лінії, що визначаються рівнянням другого порядку відносно 
поточних координат 

0222 22 FEyDxCyBxyAx ,   (3.45) 

де FEDCBA ,,,,,  – дійсні числа, причому 0222 CBA , 
називаються лініями (кривими) другого порядку. 
 Розглянемо найпростіші рівняння ліній другого порядку. 
 

3.1. Коло 
Колом називається геометричне 

місце точок площини, рівновіддалених від 
деякої точки, центра кола, на задану 
відстань, що називається радіусом кола.  

Нехай точка  C  є центром кола, 
0R  – радіус кола. В деякій прямокутній 

системі координат Oxy  центр кола нехай 
має координати 00, yx , а точка yxM ,  є 

довільною точкою кола. Тоді з умови 
RCM , за формулою (3.2), отримуємо 

рівняння  

Ryyxx 2
0

2
0 )()( , 

звідки 
22

0
2

0 )()( Ryyxx .  (3.46) 

 
Рис. 19 

 
Рис. 20 

Рис. 40 

Рис. 41 
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Рівняння (3.46) – рівняння кола з центром у точці 00, yxC  
радіуса R  (рис. 40). 

У випадку, коли 0,0 00 yx  (рис. 41),  отримуємо канонічне 
рівняння кола:  

222 Ryx . 

Приклад 3.16. Визначити центр та радіус кола 2 2 2x y x  
4 20 0y  побудувати його графік. 

Розв’язання. 
Перегрупуємо доданки так, щоб наступним кроком можна було 

виділити повні квадрати: 
02042 22 yyxx , 

звідки  
041204412 22 yyxx  

25)2(1 22 yx . 
Отримане рівняння є рівнянням кола з центром у точці 2,1C  та 

радіусом 5R  (рис. 21). 

 
Рис. 21 

3.2. Еліпс 
Еліпсом називається геометричне місце точок площини, сума 

відстаней від яких до двох даних точок площини, що називаються 
фокусами, є величиною постійною, більшою, ніж відстань між 
фокусами.  

Позначимо фокуси як 1F  та 2F , відстань між ними – як c2 , а суму 
відстаней від довільної точки еліпсу до фокусів – як a2 . За визначенням 
маємо ca 22  та ca . Розглянемо таку прямокутну систему 

Рис. 42 
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координат, в якій фокуси лежать на осі абсцис, а початок координат 
розділяє відрізок  21FF  навпіл. 

Нехай yxM ,  – довільна точка еліпса, 21 , rr  – відстані від точки 
M  до фокусів  1F  та 2F  (фокальні радіуси) (рис. 43). 

 
Рис. 22 

F1(-c,0) F2(-c,0) 
x 

y 
M(x,y) 

 r1 r2 

  Зауважимо, що  
arr 221 .     (3.47) 

Застосуємо формулу відстані між двома точками (3.25): 
22

1 ycxr , 22
1 ycxr , 

звідки, враховуючи (3.47), маємо 

aycxycx 22222 , 

або                          2222 2 ycxaycx . 
Піднесемо останню рівність до квадрата 

2222222 44 ycxycxaaycx  
та перепишемо її у вигляді 

xcaycxa 222 . 
Підносячи до квадрата отриманий вираз, маємо 

22242222 2 cxxcaaycxa  

або                           022222222 yacaacax .               (3.48) 
Введемо позначення  

222 cab .     (3.49) 
Тоді з виразу (3.48) отримуємо 

0222222 yababx . 

Рис. 43 
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Перепишемо останню рівність як 

12

2

2

2

b
y

a
x .     (3.50) 

Рівняння (3.50) – канонічне рівняння еліпса.  
Досліджуючи отримане рівняння, побудуємо криву (рис. 44). 

 
Рис. 23 

Точки 0,a , 0,a , b,0 , b,0  називаються вершинами еліпса, 
величини a  та b  – відповідно великою та малою півосями, a2  та b2  – 
великою та малою осями. 

Відношення половини фокусної відстані до  довжини більшої 
півосі називається ексцентриситетом еліпса: 

a
c ,  10 .  

Геометричний зміст ексцентриситету. При малому значенні  
числа a  та b  практично рівні. Дійсно, з виразу (3.49) маємо 

2
2

22

2

2
2 1

a
b

a
ba

a
c . 

Якщо 0,  то ba , і еліпс перетворюється в коло. Якщо ж   близьке 
до 1, то b  набагато менше, ніж a  і еліпс буде сплющений.  

Зауважимо, що фокальні радіуси 1r  та 2r  точки yxM ,  
задовольняють формули:  

xar1 ,  xar2 . 
Дві прямі, перпендикулярні осі OX і розташовані симетрично 

відносно центра еліпса на відстані /a , називаються директрисами: 

Рис. 44 
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ax . 

Зауваження.  Раніше ми припус-
кали, що ba . Якщо ж ba  (рис. 45), то 
більша вісь b2  лежить на осі OY, а менша 
вісь a2  – на осі Ox. Фокуси такого еліпса 
знаходяться в точках  cF ,01 , cF ,02 , де 

222 abc . Ексцентриситет та 
директриси такого еліпсу визначаються 

формулами 
b
c  та by . 

Фокально-директоріальна властивість еліпса: відношення 
відстані будь-якої точки yxM ,  кривої до одного з фокусів до відстані 
від цієї ж точки до відповідної до цього фокуса директриси – величина 
постійна та дорівнює ексцентриситету: 

d
r . 

 Зауваження.  Рівняння  

12

2
0

2

2
0

b
yy

a
xx

 

задає еліпс з центром в точці 00, yxM  та півосями a  та b , 
паралельними осям координат Ox, Oy відповідно. 

Приклад 3.17. Звести до канонічного вигляду криву  
03212834 22 yxyx , 

побудувати її графік та визначити основні характеристики. 
Розв’язання. 
Застосовуючи метод виділення повних квадратів, виконаємо такі 

перетворення: 
032)4(3)2(4 22 yyxx , 

03212)44(34)12(4 22 yyxx , 
48)2(3)1(4 22 yx  

або                                          1
16

)2(
12

)1( 22 yx . 

Рис. 24 Рис. 45 
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Зауважимо, що дане рівняння визначає еліпс з центром у точці )2,1( . 
Виконаємо паралельний перенос системи координат (3.24): 

.2
,1

yy
xx

     (3.51) 

Початок нової системи координат буде  збігатися  з точкою )2,1(O . В 
новій системі координат yxO  рівняння еліпса має канонічний вигляд: 

1
1612

22 yx . 

Визначимо основні характеристики отриманого еліпса в системі 
координат yxO : півосі – ,32a 4b , фокуси ,2,01F  2,02F , 

)21216(c , ексцентриситет – 
2
1 , рівняння директрис 8y . 

Якщо повернутися до початкової системи координат Oxy , то, 
використовуючи зв’язок (3.51), отримуємо координати фокусів та 
рівняння директрис у цій системі координат: 0,1,4,1 21 FF , 

10,6 yy . 

 
Рис. 25 

 

Рис. 46 
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3.3. Гіпербола 
Гіперболою називається геометричне місце точок, для яких 

модуль різниці до двох даних точок, що називаються фокусами, – 
величина постійна, менша ніж відстань між фокусами. 

Позначимо фокуси як 1F  та 2F , відстань між фокусами – як c2 , 
модуль різниці відстаней до довільної точки – як a2 . 

Розглянемо таку прямокутну систему координат, у якій фокуси 
лежать на осі абсцис, а початок координат ділить відрізок  21FF  навпіл. 

Нехай yxM ,  – довільна точка гіперболи, 1r  та 2r  – відстані від 
цієї точки до фокусів (фокальні радіуси), тоді 

arr 221 . 
Виконуючи з останньої рівності дії аналогічні тим, що були 

виконані при отриманні рівняння еліпсу, знаходимо рівняння гіперболи: 

12

2

2

2

b
y

a
x .    (3.52) 

Рівняння (3.52) – канонічне рівняння гіперболи.  
 При отриманні рівняння гіперболи було введено позначення  

222 acb .    (3.53) 
Точки 0,a , 0,a   називаються вершинами гіперболи, величини 

a  та b  – відповідно дійсною та уявною півосями, a2  та b2  – дійсною 
та уявною  осями. 

Відношення половини фокусної відстані до  довжини дійсної 
півосі називається ексцентриситетом гіперболи: 

a
c ,  1. 

Геометричний зміст ексцентриситету. Виходячи з означення 
ексцентриситету та (3.30), запишемо таку рівність: 

12
2

22

2

2
2

a
b

a
ba

a
c . 

Звідси випливає висновок, що чим менше , тим менше  
a
b , тобто 

тим більше витягнутий основний прямокутник гіперболи. 
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Прямі x
a
by  називаються асимптотами гіперболи. 

Дві прямі, перпендикулярні до дійсної осі гіперболи і розташовані 

симетрично відносно її центра на відстані a , називаються 

директрисами гіперболи: 
ax . 

 Досліджуючи рівняння гіперболи (3.29), побудуємо її графік (рис. 47). 
Фокальні радіуси гіперболи можна знайти за формулами 

xar1 , xar2 , 0x , 
xar1 , xar2 , 0x . 

Фокально-директоріальна властивість гіперболи: відношення 
відстані від будь-якої точки yxM ,  гіперболи до одного з фокусів до 
відстані від цієї ж точки до відповідної до цього фокуса директриси – 
величина постійна та дорівнює ексцентриситету: 

d
r . 

 
 

Рис. 26 

 

Зауваження. Поряд з гіперболою 12

2

2

2

b
y

a
x  введемо до розгляду 

так звану спряжену до неї гіперболу 

Рис. 47 
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12

2

2

2

b
y

a
x

. 

Дійсна ті уявна оісі даної гіперболи – відповідно b2  та a2 . 
Фокуси розташовані в точках ),0(1 cF , ),0(2 cF , ексцентриситет 

задовольняє формулу 
b
c . Рівняння асимптот спряженої гіперболи 

мають вигляд x
a
by , рівняння директрис – by  (рис. 48). 

 
Рис. 27 

Гіпербола, рівняння якої має вигляд  
222 ayx , 

називається рівносторонньою. 
 Зауваження. Рівняння  

12

2
0

2

2
0

b
yy

a
xx

 

визначає гіперболу з центром у точці ),( 00 yxC . 
Приклад 3.18. Звести до канонічного вигляду криву  

03673290169 22 yxyx , 
побудувати її графік та визначити основні характеристики. 

Розв’язання.  
Перегрупуємо доданки та виділимо повні квадрати: 

Рис. 48 
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036716225)12(16)2510(9 22 yyxx ; 
576)1(16)5(9 22 yx ; 

1
36

)1(
64

)5( 22 yx . 

Отримане рівняння є рівнянням гіперболи. Перенесемо початок 
системи координат в точку 1,5O  паралельним переносом: 

.1
,5

yy
xx  

У прямокутній системі координат yxO  рівняння гіперболи 
набуде канонічного вигляду: 

1
3664

22 yx . 

Основні характеристики даної гіперболи в системі координат 
yxO : півосі – 8a , 6b ; ексцентриситет 

4
5

8
10  ( 103664c ); 

координати фокусів 1 2( 10,0), (10,0)F F ; рівняння директрис 
5

32x ; 

рівняння асимптот xy
4
3 . Повертаючись до початкової системи 

координат Oxy , отримуємо фокуси 1 2( 15,1), (5,1)F F , рівняння директрис 
7 1,4
5

x , 57 11,4
5

x , рівняння асимптот 01143 yx , 

01943 yx  . 

 
Рис. 28 

 

Рис. 49 
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3.4. Парабола 
Параболою називається геометричне місце точок, рівно від-

далених від точки, що називається фокусом, та прямої, що називається 
директрисою. 

Розглянемо таку прямокут-
ну систему координат, коли вісь 
Ox проходить через фокус 
перпендикулярно директрисі в 
напрямку від директриси до 
фокуса. Початок координат 
розташований посередині між 
директрисою та фокусом (рис. 50). 

Нехай точка ),( yxM  є 
точкою на параболі. Позначимо  

через r  відстань від точки ),( yxM  до фокуса, а через d  – відстань від 
точки ),( yxM  до директриси. Нехай відстань від фокуса до директриси 

дорівнює p , тоді координати фокусу визначатимуться як )0,
2

( pF , а 

рівняння директриси – як 

2
px . 

Згідно з означенням параболи маємо dr . Оскільки з формули 
(3.25) 

2
2

2
ypxr  та xpd

2
, 

маємо                                   xpypx
22

2
2

. 

Підносячи до квадрата останню рівність та виконуючи 
перетворення 

2
2

2
2

42
xpxpypx 2

2
2

2
2

44
xpxpyppxx , 

отримуємо рівняння параболи 

 
Рис. 29 Рис. 50 
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pxy 22 .     (3.54) 
Рівняння (3.54) – канонічне рівняння параболи. 
Геометричний зміст параметра p . Параметр 0p  параболи 

характеризує ширину області, що обмежена параболою. 
Відстань r  від точки ),( yxM  до фокуса називається фокальним 

радіусом. 
Зауваження. Разом з параболою, що задається рівнянням (3.54), 

введемо до розгляду такі параболи (рис. 51): 

 
Рис. 51 

 

Зауваження. Рівняння  

0
2

0 2 xxpyy  
є рівнянням параболи з вершиною в точці 00, yxC . 

Приклад 3.19. Звести до канонічного вигляду криву 
0426122 yxx , побудувати її графік та визначити основні 

характеристики. 
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Розв’язання. 
Виділимо повний квадрат у правій частині рівняння: 

036426)3612( 2 yxx  

)1(6)6(066)6( 22 yxyx . 
Отже, маємо параболу вершина якої знаходиться в точці 1,6O . 

Паралельним переносом перенесемо початок координат у точку O : 

.1
,6

yy
xx

 

Тоді рівняння параболи набуде канонічного вигляду 
yx 62 . 

Параметр отриманої параболи 3p , фокус 2/3,0F ,  рівняння 
директриси 2/3y . У початковій системі координат Oxy  фокус 

2/5,6F , рівняння директриси 2/1y . 

 
Рис. 52 

Зауважимо, що рівняння другого порядку (3.45) визначає на 
площині такі криві: коло, еліпс, гіперболу, параболу, при цьому 
можливі випадки їх виродження або розпадання. Вірна наступна 
теорема. 

Теорема. Нехай у прямокутній системі координат задано загальне 
рівняння лінії другого порядку 

0222 22 FEyDxCyBxyAx . 
Тоді існує така прямокутна система координат, в якій це рівняння 

набуває одного з таких видів: 

1. 1
2

2

2

2

b
y

a
x  – еліпс;    
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2. 222 Ryx – коло; 

3. 1
2

2

2

2

b
y

a
x  – уявний еліпс; 

4. 02222 ycxa  – одна точка (вироджений еліпс); 

5. 1
2

2

2

2

b
y

a
x  – гіпербола; 

6. 02222 ycxa  – пара прямих, що перетинаються; 

7. pxy 22  – парабола; 

8. 022 ay  – пара паралельних прямих; 

9. 022 ay  – пара уявних паралельних прямих; 

10. 02y  – пара збіжних прямих. 
 

Контрольні завдання до § 1  
Задано точки 1 1 1 1, ,A x y z , 2 2 2 2, ,A x y z , 3 3 3 3, ,A x y z , 

4 4 4 4, ,A x y z . Знайти: 

1)  рівняння площини 321 AAA ; 

2) рівняння площини, що проходить через точку 4A  паралельно 

площині 321 AAA ; 

3) відстань від точки 4A  до площини 321 AAA ; 

4) рівняння прямої 41AA ; 
5) рівняння прямої, що проходить через точку 4A  перпен-

дикулярно площині 321 AAA ; 

6) рівняння прямої, що проходить через точку 2A  паралельно 

прямій 41AA ; 

7)  проекцію точки 4A  на площину 321 AAA ; 

8) кут між прямою 41AA  та площиною 321 AAA ; 

9) кут між прямими 21AA  і 41AA . 
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У таблиці нижче наведено координати точок 4321 ,,, AAAA  для 
різних варіантів. 

 1  1A  (–1;2;3) 2A  (–1;0;–4)  3A  (4;1;0)  4A  (2;0;1) 
 2  1A  (–2;3;1) 2A  (2;0;2)  3A  (1;2;2)  4A  (–3;2;1) 
 3  1A  (2;1;3)  2A  (2;1;2)  3A  (0;2;5)  4A  (1;2;0) 
 4  1A  (3;0;2)  2A  (2;–3;3)  3A  (3;4;5)  4A  (1;2;5) 
 5  1A  (4;1;0) 2A  (–1;2;3)  3A  (2;0;1)  4A  (–1;0;–4) 
 6  1A  (5;1;3)  2A  (3;–5;2)  3A  (–3;4;2)  4A   (2;9;8) 
 7  1A  (1;2;5)  2A  (3;0;2)  3A  (2;–3;3)  4A  (3;4;5) 
 8  1A   (2;1;2)  2A  (0;2;5)  3A  (1;2;0)  4A  (2;1;3) 
 9  1A  (2;0;2) 2A  (1;2;2)  3A  (–2;3;1)  4A  (–3;2;1) 
 10  1A  (3;4;5)  2A  (1;2;5)  3A  (3;0;2)  4A  (2;–3;3) 
 11  1A  (0;2;5)  2A  (1;2;0) 3A  (2;1;3)  4A  (2;1;2) 
 12  1A  (2;1;2) 2A (1;1;-5)  3A  (1;2;3)  4A  (4;5;1) 
 13  1A  (3;-5;2)  2A (5;1;3)  3A  (2;9;8)  4A  (-3;4;2) 
 14  1A  (4;5;1)  2A (1;2;3)  3A  (1;1;–5)  4A  (2;1;2) 
 15 1A  (2;–3;3)  2A (3;4;5)  3A  (1;2;5)  4A  (3;0;2) 
 16  1A  (3;0;2)  2A   (1;2;5)  3A  (3;4;5)  4A  (2;–3;3) 
 17  1A  (3;5;4)  2A  (3;2;4)  3A  (3;5;4)  4A  (2;8;3) 
 18  1A  (1;2;3)  2A  (4;5;1)  3A  (2;1;2)  4A  (1;1;-5) 
 19  1A  (4;1;0)  2A  (2;0;1)  3A  (–1;2;3)  4A  (–1;0;–4) 
 20  1A  (3;1;0)  2A  (4;3;2)  3A  (3;0;4)  4A  (7;3;0) 
 21  1A  (2;9;8)  2A  (3;-5;2)  3A  (-3;4;2)  4A  (5;1;3) 
 22 1A  (1;2;0)  2A  (2;1;3)  3A  (2;1;2)  4A  (0;2;5) 
 23 1A  (1;2;2) 2A  (–3;2;1)  3A   (–2;3;1)  4A  (2;0;2) 
 24  1A  (1;1;–5)  2A  (1;2;3)  3A  (4;5;1)  4A  (2;1;2) 
25  1A  (5;1;3)  2A  (–3;4;2)  3A  (3;–5;2)  4A  (2;9;8) 
 26  1A  (2;0;1)  2A  (–1;2;3)  3A  (–1;0;–4)  4A  (4;1;0) 
 27  1A  (1;2;2)  2A  (–2;3;1)  3A  (2;0;2)  4A  (–3;2;1) 
 28  1A  (–1;0;–4)  2A  (4;1;0)  3A  (2;0;1)  4A  (–1;2;3) 
 29 1A  (4;5;1)  2A  (2;1;2)  3A  (1;1;–5)  4A  (1;2;3) 
 30  1A  (-3;4;2)  2A  (2;9;8)  3A  (5;1;3)  4A  (3;-5;2) 
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Приклад розв’язання контрольного завдання до § 1 
Нехай задано точки ,1,3,21A  ,1,5,02A ,0,2,13A 6,2,34A . 
Завдання 1. Знайти рівняння площини 321 AAA . 
Розв’язання. 
Для того щоб визначити рівняння площини, будемо 

використовувати формулу (3.7): 

:пл. 321 AAA  
113
222

132

103221
113520
132 zyxzyx

 

)1(4)3(2222
113
111

132
2 zyx

zyx
 

12844)1(4)3(2222 zyxzyx . 
Отже, рівняння площини отримуємо у вигляді  

012844 zyx , 
або                                               032zyx . 

Завдання 2. Знайти рівняння площини, що проходить через точку 

4A  паралельно площині 321 AAA . 
Розв’язання. 
Знайдемо нормальний вектор площини 321 AAA : 

)2,1,1(n . 

Оскільки шукана площина паралельна площині 321 AAA , то 
знайдений вектор буде нормальним і до шуканої площини, а тому,  
використовуючи рівняння  (3.4), отримуємо 

06221)3(1 zyx , 
де координати точки ),,( 0000 zyxM  – це координати точки 4A . 
Розкривши дужки в останній формулі, отримуємо необхідне рівняння: 

0132zyx . 

Завдання 3. Знайти відстань від точки 4A  до площини 321 AAA . 
Розв’язання. 
Для виконання завдання 3 необхідно застосувати формулу (3.11): 
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6
3
8

6
16

411
3622131

d . 

Завдання 4. Знайти рівняння прямої 41AA . 
Розв’язання. 
Рівняння прямої, що проходить через дві точки, визначається за 

формулою (3.14), підставивши в яку координати точок 1A  та 4A  
отримуємо рівняння прямої 41AA : 

16
1

32
3

23
2 zyx  

та                                               
7

1
1
3

1
2 zyx . 

Завдання 5. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку 

4A  перпендикулярно площині 321 AAA . 
Розв’язання. 
Вектор нормалі )2,1,1(n  до площини 321 AAA  буде паралельним 

шуканій прямій, а тому може бути її напрямним вектором. 
Підставляючи координати точки 4A  та напрямного вектора в канонічні 
рівняння (3.13), отримуємо 

2
6

1
2

1
3 zyx . 

Завдання 6. Знайти рівняння прямої, що проходить через точку 

2A  паралельно прямій 41AA . 
Розв’язання. 
Запишемо рівняння прямої, паралельної прямій 41AA , що 

проходить через точку 1,5,02A .  Напрямним вектором шуканої прямої 

є вектор  )7,1,1(41AAq . Тоді канонічні рівняння прямої (3.13) 
мають вигляд 

7
1

1
5

1
zyx . 

Завдання 7. Знайти проекцію точки 4A  на площину 321 AAA . 
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Розв’язання. 
Проекцією точки 4A  на площину 321 AAA  буде точка перетину 

прямої, перпендикулярної площині 321 AAA , що проходить через точку 

4A . Рівняння такої прямої знайдено в пункті 5: 

2
6

1
2

1
3 zyx . 

Згідно з алгоритмом знаходження точки перетину прямої та 
площини запишемо рівняння цієї прямої в параметричній формі: 

.62
,2

,3

tz
ty

tx
 

Підставимо останні рівняння в рівняння площини 
0362223 ttt , 

звідки 

3
8t . 

Координати  проекції P  точки 4A  на площину 321 AAA  знаходимо, 

підставляючи 
3
8t  в параметричні рівняння прямої: 

.
3
26

3
82

,
3

142
3
8

,
3
13

3
8

z

y

x

 

Отже, 
3
2,

3
14,

3
1P . 

Завдання 8. Знайти кут між прямою 41AA  та площиною 321 AAA . 
Розв’язання. 
Кут між прямою  

:41AA
7

1
1
3

1
2 zyx  
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та площиною  
:321 AAA 032zyx  

будемо знаходити за формулою (3.21): 

,
516

16

711211

721111sin
222222

 )
516

16arcsin( . 

Завдання 9. Знайти кут між прямими 21AA  і 41AA . 
Розв’язання. 
Для виконання останнього завдання необхідно знайти рівняння 

прямої 21AA . Напрямним вектором даної прямої буде вектор 

2,2,221AA ; напрямним також буде і вектор 1,1,1q , колінеарний 

21AA . Тому канонічні рівняння  прямої можна записати як  

1
1

1
3

1
2 zyx , 

кут між прямими знайти за формулою (3.16): 

,
513

5

711111

711111cos
222222

 

513
5arccos . 

 
Контрольні завдання до § 2 

Задано координати вершин трикутника АВС. Методами аналітич-
ної геометрії  

1) скласти рівняння сторони AB;  
2) скласти рівняння висоти, проведеної з вершини C;  
3) обчислити довжину висоти, проведеної з вершини B;  
4) скласти рівняння прямої, що проходить через центр ваги 

трикутника паралельно стороні AC;  
5) знайти площу трикутника;  
6) знайти внутрішній кут трикутника при вершині A. 
Координати точок для різних варіантів наведені в таблиці нижче. 
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1 A(–1;2)  B(2;3) C(1;2) 16 A(2;3)  B(1;2) C(–1;2) 
2 A(–2;–1) B(1;0) C(3;–2) 17 A(1;0) B(3;–2) C(–2;–1) 
3 A(3;1) B(2;–1) C(4;2) 18 A(3;2)  B(1;0) C(2;2) 
4 A(1;0)  B(2;2) C(3;2) 19 A(4;2)  B(3;1) C(2;–1) 
5 A(3;–2)  B(–2;–1) C(1;0) 20 A(2;3)  B(–1;2) C(1;2) 
6 A(3; 2)  B(3;–1) C(0;-1) 21 A(3;–2)  B(1;0) C(–2;–1) 
7 A(1;2)  B(–1;2) C(2;3) 22 A(2;2) B(3;2) C(1;0) 
8 A(1;4) B(3;–2) C(1;5) 23 A(2;–1) B(4;2) C(3;1) 
9 A(3;–2)  B(1;4) C(1;5) 24 A(1; 5)  B(1;4) C(3;–2) 
10 A(3; 2) B(0;–1) C(3;-1) 25 A(2; 2)  B(3;2) C(1;0) 
11 A(2;–1) B(3;1) C(4;2) 26 A(4;2)  B(2;–1) C(3;1) 
12 A(–1;2)  B(1;2) C(2;3) 27 A(–3;1) B(2;6) C(3;2) 
13 A(–2;–1) B(3;–2) C(1;0) 28 A(1;2)  B(-5;8) C(1;4) 
14 A(1;2) B(2;1) C(–2;3) 29 A(2;-3)  B(3;1) C(–1;–4) 
15 A(–2;–4) B(0;1) C(3;5) 30 A(0;1)  B(2;3) C(2;4) 

 
Приклад розв’язання контрольного завдання до § 2 

Розв’яжемо завдання при  ,3,1A  )3,4(B  та )0,2(C . 
 

  
Рис. 53 

Завдання 1. Скласти рівняння сторони AB. 
Розв’язання  
Застосовуючи формулу (3.32), отримуємо 

052
6
3

3
1

33
3

14
1 yxyxyx . 

AB: 052 yx . 
Завдання 2. Скласти рівняння висоти, проведеної з вершини C. 
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Розв’язання.  
Позначимо точку перетину висоти, проведеної з вершини C , зі 

стороною AB  через D .  Знайти висоту CD  можна двома способами: 
1-й спосіб. Запишемо нормальний вектор сторони AB:  1,2ABn . 

Очевидно, ABn  є напрямним вектором до CD , отже, можемо 
застосувати канонічне рівняння (3.31):  

 022
1

0
2

2 yxyx . 

2-й спосіб. Визначимо кутовий коефіцієнт прямої  AB :  
252 ABkxy . 

З умови перпендикулярності двох прямих (3.43) отримуємо  

2
11

AB
CD k

k . 

Знаючи кутовий коефіцієнт прямої CD  та координати точки C , 
складаємо рівняння висоти за формулою (3.34): 

0222
2
10 yxxy ; 

CD : 022yx . 
Завдання 3. Обчислити довжину висоти, проведеної з вершини B.  
Розв’язання. 
Зауважимо, що довжина висоти  BE  співпадає з відстанню від 

точки B  до прямої AC .  Отже, спочатку запишемо рівняння сторони 
AC  за формулою (3.32): 

02
3
3

3
1

30
3

12
1 yxyxyx ; 

AC : 02yx . 
Тоді за формулою (3.44) отримаємо  

2
9

11

234
22

d ; 

2
9d . 

Завдання 4. Скласти рівняння прямої, що проходить через центр 
ваги трикутника паралельно стороні AC. 
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  Розв’язання. 
Для знаходження центра ваги застосуємо відому формулу: 

1
3

241
3

CBA
O

xxxx ; 

0
3

033
3

CBA
O

yyyy . 

Отже,  центр ваги має координати 0,1O . Провести пряму, 
паралельну даній, та таку, що приходить через дану точку, можна 
такими способами: 

1-й спосіб. Знайдемо вектор 3,3AC , який буде напрямним 
вектором шуканої прямої.  Запишемо канонічне рівняння цієї прямої 
(3.31): 

01
3
0

3
1 yxyx . 

2-й спосіб. Запишемо кутовий коефіцієнт прямої AC : 1ACk . З 
умови паралельності прямих (3.42) 1k  та 

01110 yxxy . 
Завдання 5. Знайти площу трикутника. 
Розв’язання. 
Знайдемо площу трикутника за формулою (3.27), для чого 

обчислимо визначник  

27
33
63

3012
3314

ACAC

ABAB

yyxx
yyxx

. 

Звідки  
2

27S . 

Завдання 6. Знайти внутрішній кут трикутника при вершині A. 
Розв’язання. 
У попередніх пунктах було знайдено загальні рівняння сторони 

AB  та AC . Для визначення кута при вершині A  застосуємо формулу 
(3.37): 

10
1

1112

1112cos
2222

A . 
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Контрольні завдання до § 3 

Звести рівняння лінії, що наведена у таблиці відповідно до 
варіанту, до канонічного вигляду, побудувати ці лінію та знайти її 
основні характеристики. 

1 02318894 22 yxyx ; 

04242 yxx . 

16 04118894 22 yxyx ;

044123 2 yxx . 
2 092222 yxyx ; 

011022 xyy . 

17 072222 yxyx ; 

04442 yxx . 
3 041849 22 yxyx ; 

03222 yxy . 

18 0732549 22 yxyx ; 

0322 yxy . 
4 0892549 22 yxyx ; 

062 xy . 

19 036362494 22 yxyx ; 

03643 2 yxy . 
5 036362494 22 yxyx ; 

04642 yxx . 

20 0436894 22 yxyx ; 

0142 2 yxx . 
6 074222 yxyx ; 

2 6 2 1 0x x y . 

21 06836894 22 yxyx ; 

0862 xyy . 
7 079850425 22 yxyx ; 

0282 2 yxx . 

22 0232222 yxyx ; 

0882 2 xyy . 
8 0252222 yxyx ; 

04126 2 yxy . 

23 0142 xyx ; 

014222 yxyx . 
9 0411849 22 yxyx ; 

05102 yxx . 

24 01395032254 22 yxyx
; 2 2 4 2 0y x y . 

10 xxy 82 2 ; 

014222 yxyx . 

25 2 2 6 8 9 0x y x y ; 

09862 yxx . 

11 0121508254 22 yxyx ; 

0422 yxy . 

26 024222 yyx ; 

0122123 2 xyy . 
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12 027189 22 yyx ; 

01662 yxy . 

25 03222 xyx ;

05102 xyy . 
13 03102 xyy ; 

0115032254 22 yxyx . 

28 2 2 6 8 9 0x y x y ; 

242 2 yyx . 
14 0686422 yxyx ; 

0641082 yxx . 

29 071850425 22 yxyx ; 

01232 2 yxy . 
15 079508254 22 yxyx ; 

042 2 xyy . 

30 05202 2 yxx ; 

041008254 22 yxyx . 
 

 
Контрольні завдання до § 3 глави 3 треба виконувати так, як 

наведено в прикладах 3.16 – 3.19. 
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Варіанти тестових завдань до глави 1  
«Елементи лінійної алгебри» 

 
Тестове завдання 1 

1. Яка матриця називається оберненою до матриці А? Дати 
відповідь на питання та записати умови існування 1 . 

2. Чому дорівнює визначник трикутної матриці? Дати відповідь на 
питання, навести приклад. 

3. Обчислити матрицю 2� , якщо 21
02� . 

4. Сформулювати теорему Кронекера  Капеллі про існування 
розв’язку СЛАР. 

5. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
3 5 13,
2 7 81

x y
x y

  

за допомогою методу Крамера.  
 

Тестове завдання  2 
1. Яка матриця називається квадратною? Записати означення, 

навести приклад. 

2. Задано матриці 322�   і  
2

3
0

� . Обчислити 

матриці ���  та ��� . 
3. Записати загальний вигляд довільної  СЛАР та навести її 

матричну форму запису. 
4. Записати означення алгебраїчного доповнення �� та мінору 

��  визначника.  

5. З’ясувати, чи сумісна або несумісна СЛАР �xxx
�xxx
2

1
321

321  

Обґрунтувати відповідь. 
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Тестове завдання 3 
1. Яка матриця називається одиничною? Записати означення, 

навести приклад. 
2. Відповісти, чи зміниться або ні визначник, якщо всі елементи 

одного рядка (стовпця) помножити на число, що не дорівнює нулю, і 
додати їх до елементів іншого рядка (стовпця)? Дати відповідь на 
питання, навести приклад такого перетворення. 

3. Сформулювати теорему Кронекера  Капеллі про кількість 
розв’язків сумісної СЛАР. 

4. Обчислити матрицю ���� , якщо 312� . 

5. Знайти загальний розв’язок однорідної СЛАР 
�xxx

�xxx
�xxx

02
02

02

321
321

321
  

 
Тестове завдання 4 

1. Яка матриця зветься діагональною? Записати означення, 
навести приклад. 

2. Які СЛАР називають однорідними? Навести означення і 
відповісти на питання, чи можуть однорідні СЛАР бути несумісними. 
Обґрунтувати відповідь. 

3. Сформулювати теорему Крамера. 

4. Показати, що матриця 21
10�  є оберненою до матриці 

01
12� . 

5. При якому значенні параметра  визначник 
332
23

002
 буде 

дорівнювати нулю? 
 

Тестове завдання 5 
1. Записати правило множення матриці на матрицю. Які дві 

матриці можна помножити одна  на одну? 
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2. Для якого виду матриць існує визначник? Яка матриця 
називається виродженою? 

3. Обчислити матрицю ��� 2 , якщо 110
312� , 

113
210� . 

4. Який висновок можна зробити про розв’язок деякої СЛАР, 
якщо для неї ранг матриці коефіцієнтів дорівнює 4, ранг розширеної 
матриці дорівнює 5, число невідомих дорівнює 5? 

5. Розв’язати  СЛАР за методом Крамера: 
�xx

�xx
�xx

02
12

523

32
21

31
 

 
Тестове завдання 6 

1. Яка матриця називається транспонованою? Записати означення, 
навести приклад. 

2. Чому дорівнює визначник діагональної матриці? Дати відповідь 
на питання, навести приклад. 

3. Обчислити матрицю ��� 3 , де 04
32� , 

113
210� . 

4. Навести схему розв’язання матричного рівняння  ���  за 
допомогою оберненої матриці.  

5. Знайти загальний розв’язок системи �xxx
�xxx

122
2

321
321  

 
Тестове завдання 7 

1. Які матриці називаються переставними? Яку розмірність 
повинні мати такі матриці? 

2. Записати формулу «трикутника» для обчислення визначника            
3-го порядку. 

3. Який розв’язок однорідної СЛАР називають тривіальним? За 
яких умов однорідна СЛАР має нескінченну кількість розв’язків? 
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4. При якому значенні параметра  матриця 
2

31
�  буде 

виродженою? 

5. Знайти загальний розв’язок  СЛАР 
�xx
�xx

�xx

2
02

3

32
32

21
  

 
Тестове завдання 8 

1. Навести означення лінійної незалежності двох рядків (стовпців) 
матриці. 

2. Записати формулу розкладання визначника �-го порядку по         
�-му рядку. 

3. Які СЛАР називають сумісними? Несумісними? Визначеними? 
Невизначеними? 

4. При якому значенні параметра  система 
143

232
12

31
321
321

xx
�xxx

�xxx
 

не може бути розв’язана за формулами Крамера? 

5. Показати, що матриці 31
10�  і 11

14�  є 

переставними одна до одної. 
 

Тестове завдання 9 
1. Записати правило віднімання двох матриць. Які матриці можна 

віднімати? Навести приклад. 
2. Нехай рядок (або стовпець) деякого визначника має спільний 

множник. Яке перетворення можна застосувати до цього визначника? 
Дати відповідь на питання, навести приклад. 

3. При якому значенні параметра  систему 23
16

21
21

xx
�xx  не 

можна розв’язати за формулами Крамера? Відповідь обґрунтувати. 
4. Скільки головних і скільки вільних невідомих має деяка СЛАР, 

якщо для неї ранг  матриці коефіцієнтів дорівнює 3,  ранг розширеної 
матриці також дорівнює 3, а число невідомих дорівнює 5? 
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5. Обчислити матрицю 1� , якщо 10
22� . 

 
Тестове завдання 10 

1. Навести означення лінійної залежності двох рядків (стовпців) 
матриці. 

2. Записати правило обчислення визначника 2-го порядку. 
Навести приклад. 

3. Навести схему розв’язання матричного рівняння  ���  за 
допомогою оберненої матриці. 

4. Визначити ранг матриці 
623
412

211
� . 

5. Розв’язати СЛАР за методом Крамера: �xx
�xx

10210
5215

21
21  

 
Тестове завдання 11 

1. Сформулювати теорему про базисний мінор матриці. 
2. Чому дорівнює визначник, усі елементи одного рядка (або 

стовпця) якого пропорційні елементам іншого рядка (або стовпця)? 
Дати відповідь на питання, навести приклад. 

3. Надана система 
2222121

1212111
�x�x�
�x�x� . Записати визначники , 1, 

2  за допомогою яких записуються формули Крамера.  

4. Обчислити матрицю ���� � , де �– одинична матриця, а 

042
231
103

� . 

5. Знайти розв’язок  СЛАР 
�xx
�xx
�xx

78
43
123

21
21
21
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Тестове завдання 12 
1. Записати формулу розкладання визначника �-го порядку по           

�-му стовпцю. 
2. Записати правило додавання двох матриць. Які матриці можна 

додавати одна до одної? Навести  приклад. 
3. Які розв’язки однорідної СЛАР утворюють фундаментальну 

систему розв’язків? Як за допомогою фундаментальних розв’язків 
записати загальний розв’язок СЛАР?  

4. Знайти обернену матрицю для матриці 
123
011
002

� . 

5. Розв’язати систему методом Гаусса:   
�xx
�xxx
�xxx

642
0332
12

32
321

321
 

 
Тестове завдання 13 

1. Записати формулу, за якою обчислюється обернена матриця. 
2. Як зміниться визначник, коли один його рядок (або стовпець) 

помножити на число , що не дорівнює нулю? 

3. При якому значенні параметра  система 23
26

21
21

xx
�xx   буде 

мати безліч розв’язків? 

4. Довести, що однорідна СЛАР 
02
02

02

321
321

321

xxx
�xxx

�xxx
 має тільки 

тривіальний розв’язок. 

5. Обчислити матрицю 2
3

13
21

02

320
112

101
� . 

 
Тестове завдання 14 

1. Записати правило піднесення матриці до цілого степеня. Для 
яких матриць визначена ця дія? Навести приклад. 
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2. Чому дорівнює визначник, всі елементи одного рядка (або 
стовпця) якого дорівнюють нулю? Дати відповідь на питання, навести 
приклад такого визначника. 

3. Записати схему розв’язання матричного рівняння  ����  за 
допомогою оберненої матриці. 

4. Обчислити визначник 
333
523
40020

. Яку властивість 

визначників можна застосувати для спрощення дій при обчисленні? 

5. Знайти загальний розв’язок СЛАР �xxxx
�xxxx

1232
1

4321
4321  

Скільки головних і скільки вільних невідомих має ця система? 
 

Тестове завдання 15 
1. Записати правило множення матриці на число. Навести 

приклад. 
2. Як зміниться визначник, якщо в ньому поміняти місцями два 

рядки (два стовпці)? Дати відповідь на питання, навести приклад такого 
перетворення. 

3. Для розв’язку яких СЛАР можна застосовувати правило 
Крамера? 

4. Обчислити матрицю 3� , де 20
21� . 

5. Розв’язати СЛАР методом Жордана–Гаусса: 
�xxx
�xxx

�xxx

13
452

432

321
321

321
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Варіанти тестових завдань до глави 2  
«Елементи векторної алгебри» 

 
Тестове завдання 1 

1. Дати означення вектора. За яких умов два вектори будуть рівни-
ми? 

2. Як обчислюється в декартовій прямокутній системі координат мі-
шаний добуток векторів zyx a;a;aa , zyx b;b;bb  і zyx c;c;cc ?  

3. Обчислити напрямні косинуси вектора 3;12;4a . 

4. Розкласти вектор jic 33  по базису векторів jia 2  і 

jib 2 .  
 

Тестове завдання 2 
1. Сформулювати правило «трикутника» додавання і віднімання 

двох векторів, поданих в алгебраїчної формі, та зобразити це правило гра-
фічно. 

2. Що таке:  а) модуль вектора; б) орт вектора? Як обчислюється до-
вжина вектора та його орт в декартовій прямокутній системі координат? 

3. Знайти площу трикутника з координатами вершин 321 ,,A , 
724 ,,B , 512 ,,C . 

4. Визначити, при яких значеннях параметра  вектори 
kjia 2  і  kjib 25  будуть перпендикулярні. 

 
Тестове завдання 3  

1. Що відбувається з вектором, якщо його помножити:  а) на позитивне 
число; б) на негативне число? Навести рисунок. Який вектор називається про-
тилежним? 

2. Записати в декартовій прямокутній системі координат формулу 
обчислення проекції вектора zyx a;a;aa  на вектор zyx b;b;bb . 
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3. Знайти скалярний добуток AC,AB , якщо задано координати то-
чок: 321 ,,A , 724 ,,B , 512 ,,C . 

4. Визначити, при яких значеннях параметра  вектори kia ,   
kjib 32   і  jic 2   будуть компланарні. 

 
Тестове завдання 4 

1. Які вектори називають  колінеарними? Яким співвідношенням (в 
алгебраїчної формі) вони зв’язані? 

2. Записати умови компланарності векторів zyx a;a;aa , 

zyx b;b;bb   і  zyx c;c;cc  в декартовій прямокутній системі коорди-

нат. 
3. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 

2; 2; 3a  і  2;0;3b .  

4. Знайти кут між векторами 1;2; 2a  і 1;0; 2b . 
 

Тестове завдання 5 
1. Зобразити графічно правило «паралелограма» додавання і відні-

мання двох векторів 
2. Дати означення напрямних косинусів вектора ; ;x y za a a a  та за-

писати основну властивість цих косинусів. 
3. Перевірити, чи є вектори b,a  і c  компланарними, якщо 

1;4; 2a , 0;3;0b , 3;8;6c . 

4. Знайти вектор c , якщо він перпендикулярний до вектора  2;3a  

і задовольняє умову 7b,c , де 1; 2b . 

 
Тестове завдання 6 

1. Що таке:  а) орт вектора; б) модуль вектора? Як обчислюється до-
вжина вектора в декартовій прямокутній системі координат? 
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2. Як з’ясувати, ліву чи праву трійку векторів утворюють три векто-
ри? 

3. Знайти модуль суми векторів 1,6, 4a  і 3, 2,2b . 

4. Знайти кут між векторами a  і b , якщо 6ba , 3a , 2b .  

 
Тестове завдання 7 

1. Дати означення скалярного добутку векторів (в алгебраїчної фор-
мі).  За яких умов два вектори будуть перпендикулярними? 

2. Чому дорівнює сума і різниця векторів zyx a;a;aa  і 

zyx b;b;bb ? 

3. Задано координати трьох послідовних вершин паралелограма: 
1,1A , 22,B , 13,C . Знайти координати його четвертої вершини D .  

4. Визначити, якою є трійка векторів b,a  і c  (правою або лівою), 

якщо jia , kib , kjic . 
 

Тестове завдання 8 
1. Дати означення векторного добутку (в алгебраїчної формі). Навес-

ти рисунок, що ілюструє означення. 
2. Як знайти координати вектора, якщо задані координати точок 

AAA z,y,xA  і BBB z,y,xB , що збігаються відповідно з початком і кінцем  
вектора? 

3. На векторах 241 ;;a  і 683 ;;b  побудований паралело-
грам. Знайти вектори діагоналей паралелограма. 

4. Визначити, при яких значеннях параметрів  та  вектори 

kjia 2  і  kjib 2   будуть колінеарні. 
 

Тестове завдання 9 
1. Дати означення проекції вектора на вісь (в алгебраїчній формі). 

Навести рисунок.  
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2. Записати формулу обчислення косинуса кута між векторами 
; ;x y za a a a  і ; ;x y zb b b b  в декартовій прямокутній системі координат. 

3. Задано точки 2,2, 7A , 5, 4,2B , 1,5, 10C , 5, 7,8D . Пе-

ревірити колінеарність векторів AB  і CD . 
4. Знайти об’єм тетраедра, якій побудований на векторах 

1;4; 2a , 2;3; 1b , 3;8;6c . 
 

Тестове завдання 10 
1. Які вектори називаються незалежними? Дати означення базису. 
2. Записати формулу обчислення скалярного добутку векторів 
; ;x y za a a a   і  ; ;x y zb b b b   та навести його геометричний зміст. 

3. Знайти орт вектора 6; 2;3a . 
4. Обчислити площу трикутника, побудованого на векторах 

kjia 22  і  kjb 22 .  
 

Тестове завдання 11 
1. Дати означення мішаного добутку трьох векторів в алгебраїчній 

формі. Яке геометричне тлумачення має абсолютна величина цього добут-
ку? 

2. Записати розкладання вектора zyx a;a;aa   і вектора a  по ба-

зису прямокутної системи координат k,j,i . 
3. Задано вершини чотирикутника 114 ,,A , 355 ,,B , 

041221 ,,D,,,C . Довести, що його діагоналі перпендикулярні. 
4. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах 

2;4;1a , 0;5;0b  і 4;8;3c .  
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Тестове завдання 12 
1. Чи можуть бути незалежними чотири вектори в тривимірному про-

сторі? Три вектори на площині? Які вектори називаються лінійно залеж-
ними? 

2. Записати формулу обчислення векторного добутку векторів  

zyx a;a;aa  і ; ;x y zb b b b , заданих в прямокутній декартовій системі 

координат. Яке геометричне тлумачення має модуль векторного добутку? 
3. Знайти модуль різниці векторів 8,5,3a  і 4,1,1b . 
4. Вершини трикутника мають координати 321 ,,A , 724 ,,B , 
521 ,,C . Знайти Acos . 

 
Тестове завдання 13 

1. Дати означення компланарності векторів та записати умову ком-
планарності трьох векторів.  

2. Як обчислюється в декартовій прямокутній системі координат 
площа трикутника, побудованого на векторах  zyx a;a;aa   і  

zyx b;b;bb ? 

3. Знайти проекцію вектора kjib 2  на вісь, яка паралельна  

вектору kia 34 . 
4. Перевірити колінеарність векторів AB  і CD , якщо 201 ,,A , 
131 ,,B , 214 ,,C , 850 ,,D . 

 
Тестове завдання 14 

1. Як обчислюється в прямокутній системі координат об’єм тетраед-
ра, побудованого на векторах zyx a;a;aa , zyx b;b;bb  і 

zyx c;c;cc ? 

2. Записати умову перпендикулярності векторів zyx a;a;aa  і  

zyx b;b;bb , заданих в прямокутній декартовій системі координат. 
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Знайти довжину вектора bac 32 , якщо kia  і  kjib 22 .. 
3. Обчислити проекцію вектора nma 2  на вектор n , якщо 

;4m  ;3n  .
3

nm  

 
Тестове завдання 15 

1. Як обчислити довжину і напрямні косинуси вектора 

zyx aaaa ;; ? Записати основну властивість напрямних косинусів. 

2. Як обчислюється сума і різниця векторів zyx aaaa ;;  і 

zyx bbbb ;; , заданих в прямокутній декартовій системі координат? 

3. Обчислити кут між векторами a  і b , якщо 6,ba , 3a , 4b .  

4. Задано точки 321 ,,A , 724 ,,B , 512 ,,C , 411 ,,D . Знайти мі-

шаний добуток ADACAB .  
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Варіанти тестових завдань до глави 3 
 «Аналітична геометрія» 

 
Тестове завдання 1 

1. Записати загальне рівняння прямої лінії в просторі. 
2. За якою формулою  обчислюється тангенс кута між двома прями-

ми на площині, що задані рівняннями 111 bxky:l  та 222 bxky:l ? 
3. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 125 ,,M  

перпендикулярно вектору 3,1,2n . 

4. Яку криву другого порядку описує рівняння 1
94

22 yx ? Навести 

графік, вказати розташування фокусів. Чому дорівнює ексцентриситет? 
 

Тестове завдання  2 
1. Записати загальне рівняння площини в просторі. 
2. Записати умови перпендикулярності і паралельності двох прямих 

ліній на площині, заданих рівняннями  111 bxky:l   та  222 bxky:l . 
3. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку 0310 ,,M  

паралельно вектору 4,1,2s . 

4. Яку криву другого порядку описує рівняння 016
4

2

yx ? Навести 

графік цієї кривої та записати  координати фокуса і директриси. 
 

Тестове завдання 3 
1. Записати канонічне рівняння прямої лінії в просторі. 
2. Записати рівняння прямої лінії з кутовим коефіцієнтом на площи-

ні, пояснити геометричний зміст кутового коефіцієнта k  і параметра b . 
3. Скласти рівняння площини, що проходить через три точки: 

3211 ,,M , 2142 ,,M , 3043 ,,M . 
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4. Яку криву другого порядку описує рівняння 1
94

22 yx ? Чому 

дорівнює її ексцентриситет? Навести графік кривої.  На якій вісі розташо-
вані фокуси? 

 
Тестове завдання 4 

1. Записати параметричне рівняння прямої лінії в просторі. 
2. Навести формулу обчислення на площині відстані від точки 

000 y,xM  до прямої   0CByAx:l . 
3. Знайти точку перетину прямої  1tx , 12ty , tz 6  та  

площини 0132 zyx . 

4 Яку криву другого порядку описує рівняння 1
2536

22 yx ? Чому 

дорівнює її ексцентриситет? Навести графік та вказати розташування фо-
кусів.  

 
Тестове завдання 5 

1. Записати рівняння прямої лінії в просторі, що проходить через дві 
точки: AAA z,y,xA  і BBB z,y,xB . 

2. Як перейти від загального рівняння  прямої на площині 
0CByAx  до рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом bkxy ? 

3. Знайти точку перетину площин 012 zx , 042zy  і 
032yx . 

4. Яку криву другого порядку описує рівняння 1
14

22 yx ? Навести 

графік кривої, вказати розташування фокусів. Чому дорівнює ексцентриси-
тет кривої?  
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Тестове завдання 6 
1. Дати означення кута між площинами  011111 DzCyBxA:P  і 

022222 DzCyBxA:P . Як обчислюється цій кут?  
2. Записати канонічне рівняння еліпса. Як обчислити ексцентриситет 

еліпса і в якому числовому  проміжку можуть змінюватися його значення?  

3. Довести, що прямі 
4

1
32

2 zyx  та 
1

7
3

1
0

3 zyx схре-

щуються. 
4. Записати рівняння прямої, що проходить через точку 31;А  па-

ралельно прямій 0432 yx . 
 

Тестове завдання 7 
1. За якою формулою обчислюється відстань від точки 0000 z,y,xM.  

до площини 0DCzByAx:P ? 
2. Записати канонічне рівняння гіперболи. Як обчислюється ексцен-

триситет  і в якому числовому проміжку змінюються його значення? Запи-
сати рівняння асимптот. 

3. Знайти кут між площинами 022 zyx  і 072 zyx . 
4. Відомі вершини трикутника 34;А , 12;B , 54;C . Скласти рі-

вняння медіани AM . 
 

Тестове завдання 8 
1. Як визначити напрямний вектор прямої, що задана  загальним рів-

нянням: 0
,0:

2222
1111

DzCyBxA
DzCyBxAL ? 

2. Записати рівняння прямої лінії на площині, що проходить через 
дві точки:  AA y,xA  і BB y,xB . 

3. Знайти значення параметра , при якому площина   

022 zyx:P    буде паралельна прямій  
31

1
1

2 zyx:L . 
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4. Яку криву другого порядку описує рівняння  15
2

2

xy ?  Навес-

ти графік цієї кривої та записати  координати фокуса і директриси. 
 

Тестове завдання 9 
1. Записати канонічне рівняння параболи і рівняння її директриси. 

2. Дати означення кута між прямими 
1

1

1

1

1

1
1 n

zz
m

yy
l

xx:L  і 

2

2

2

2

2

2
2 n

zz
m

yy
l

xx:L . Як обчислити косинус цього кута? 

3. Визначити, при яких значеннях параметрів  і  площини  
01231 zyx:P    і   0522 zyx:P   будуть паралельні. 

4. Довести, що точки 12;А , 33;B , 17;C  лежать на одній пря-
мій. Записати рівняння цієї прямої. 

 
Тестове завдання 10 

1. Записати умову паралельності площин   
011111 DzCyBxA:P    і   022222 DzCyBxA:P . 

2. Записати рівняння прямої лінії на площині, що проходить через 
точку 000 y,xM  з кутовим коефіцієнтом k . 

3. Довести, що прямі    
14
,22
,78

:1
tz

ty
tx

L    і   
2

5
1
2

4
1

2
zyx:L  

паралельні. 
4. Яку криву другого порядку описує рівняння 

0424 22 xyxx ? Записати канонічне рівняння, навести графік і 
вказати координати центра. 

 
 
 
 



 153 

Тестове завдання 11 

1. Записати умову перетину двох прямих:  
1

1

1

1

1

1
1 n

zz
m

yy
l

xx:L   

і  
2

2

2

2

2

2
2 n

zz
m

yy
l

xx:L .  

2. Сформулювати визначення параболи як геометричного місця то-
чок. 

3. Обчислити відстань між паралельними площинами  
0222 zyx   і  07424 zyx . 

4. Записати рівняння прямої, що проходить через точку 14;А  пер-
пендикулярно прямій   045 yx . 

 
Тестове завдання 12 

1. Який кут зветься кутом між прямою 
n

zz
m

yy
l
xx:L 000   і 

площиною  0DCzByAx:P ? Як він обчислюється?  
2. Сформулювати визначення еліпса як геометричного місця точок.  

3. Довести, що прямі 
4

5
3
2

2
1 zyx  і 

2
1

2
2

3
7 zyx  ле-

жать в одній площині (перетинаються). 
4. Довести перпендикулярність прямих 05129 yx  та 

01368 yx . 
 

Тестове завдання 13 
1. Записати умову перпендикулярності та умову паралельності пря-

мих 
1

1

1

1

1

1
1 n

zz
m

yy
l

xx:L   і  
2

2

2

2

2

2
2 n

zz
m

yy
l

xx:L . 

2. Сформулювати визначення гіперболи як геометричного місця то-
чок. 
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3. Знайти кут між прямою 
2

5
12

1 zyx:L  і площиною 

05yx:P . 
4. Трикутник має вершини 12,А , 35,B , 43,C . Скласти рівняння ви-

соти BD . 
 

Тестове завдання 14 
1. Записати умову перпендикулярності прямої 

n
zz

m
yy

l
xx:L 000   і площини  0DCzByAx:P . 

2. Записати канонічне рівняння спряженої гіперболи. На якій осі роз-
ташовані фокуси такої гіперболи та які вони мають координати?  

3. Скласти канонічне рівняння прямої, що проходить через дві точки: 
2131 ,,M  і 1242 ,,M . 

4. Знайти відстань від точки 12;А  до прямої 01034 yx . 
 

Тестове завдання 15 
1. Записати умови перпендикулярності та паралельності двох пло-

щин: 011111 DzCyBxA:P  і 022222 DzCyBxA:P . 
2. Записати канонічне рівняння кола радіуса R  з центром в точці 

000 y,xM . Зобразити це коло на рисунку. 
3. Обчислити відстань від точки 132 ,,M  до прямої 

41
2

1
1 zyx:L . 

4. Знайти проекцію точки 46;P  на пряму 0354 yx . 
 

Тестове завдання 16 
1. Записати умови паралельності та перпендикулярності прямої 

n
zz

m
yy

l
xx:L 000  і площини 0DCzByAx:P . 
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2. Скласти канонічне рівняння прямої 
2 3 0,

:
4 2 4 0.
x y z

L
x y z  

3. Сформулювати визначення кола як геометричного місця точок.  
4. Знайти кут між прямими на площині: 052yx  та 

01124 yx . 
 

Тестове завдання 17 
1. За якою умовою схрещуються у просторі дві прямі:   

1

1

1

1

1

1
1 n

zz
m

yy
l

xx:L   і  
2

2

2

2

2

2
2 n

zz
m

yy
l

xx:L ? 

2. Яка гіпербола зветься рівнобічною? Записати її рівняння, рівняння 
асимптот та значення ексцентриситету. 

3. Довести, що площина 0723 zyx  та пряма 

6
2

9
1

3
3 zyx   перпендикулярні. 

4. Задано вершини трикутника: A(4, 3); B(-2, 3); C(2, 1). Знайти рів-
няння серединної лінії, що паралельна  до сторони АС. 

 
Тестове завдання 18 

1. Як обчислити у просторі відстань від точки 0000 z,y,xM.  до пря-

мої 
n

zz
m

yy
l
xx:L 000 ? 

2. У якому разі еліпс буде мати фокуси, що розташовані на осі орди-
нат? Навести приклад, вказати координати фокусів. 

3. Обчислити відстань d  між паралельними прямимі 
010431 yx:l   та  05862 yx:l . 

4. Скласти рівняння площини, яка відтинає на координатних осях ві-
дрізки 2a , 3b , 4c . 
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Питання до іспиту з вищої математики  
 

Лінійна алгебра 
1. Матриці: основні поняття, види матриць. Операції над матрицями 

(додавання, віднімання, множення на число, добуток, піднесення до цілого 
степеня). Транспонована матриця. 

2. Визначники 2-го і 3-го порядку, їх обчислення. Означення визнач-
ника п-го порядку. Властивості визначників. Мінор і алгебраїчні допов-
нення визначника. Теорема про розкладання визначника п-го порядку за 
елементами рядка або стовпця.  

3. Теорема Крамера. 
4. Обернена матриця: означення, теорема про обчислення. Види мат-

ричних рівнянь, їх розв’язання за допомогою оберненої матриці. 
5. Лінійна залежність і незалежність рядків (стовпців) матриці, міно-

ри та ранг матриці. Елементарні перетворення матриць, теорема про бази-
сний мінор. 

6. Довільні системи лінійних алгебраїчних рівнянь (основні визначен-
ня). Формулювання теорем Кронекера  Капеллі. Поняття про головні і ві-
льні невідомі. Рішення СЛАР методом Гаусса і методом Жордана  Гаусса. 

7. Однорідні СЛАР (означення, особливості, умови існування нетри-
віальних розв’язків, система фундаментальних розв’язків).  
 

Векторна алгебра 
1. Вектори (означення, довжина вектора, рівність двох векторів), лі-

нійні дії над векторами, їх властивості, правила трикутника та паралело-
грама. Проекція вектора на вісь та її властивості. 

2. Лінійна залежність і незалежність векторів. Лінійна залежність 
трьох векторів в двовимірному просторі і чотирьох векторів у тривимірно-
му просторі. Поняття базису. Розкладання вектора за базисом. Декартова 
прямокутна система координат.  

3. Координати вектора, його довжина, орт, напрямні косинуси та їх 
основна властивість. Додавання, віднімання та множення на число векторів 
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у прямокутній системі координат. Умова колінеарності двох векторів. Пе-
рехід від прямокутного базису до іншого. 

4. Скалярний добуток векторів, його властивості та геометричне тлу-
мачення. Обчислення в декартовій системі координат. Обчислення проекції 
вектора на вісь, умова перпендикулярності двох векторів, обчислення кута 
між векторами (в алгебраїчній формі та в декартовій системі координат). 

5. Векторний добуток векторів, його властивості і геометричне тлу-
мачення. Обчислення в декартовій системі координат. Обчислення площі 
трикутника та паралелограма.  

6. Мішаний добуток векторів (означення, властивості, обчислення в 
декартовій системі координат, геометричний зміст, застосування). Умова 
компланарності трьох векторів. 

7. Поділ відрізка у даному співвідношенні. 
 

Аналітична геометрія 
1. Виведення загального рівняння площини. Неповні рівняння пло-

щин. Рівняння площини у відрізках на осях. Взаємне розташування пло-
щин у просторі. Відстань від точки до площини. 

2. Загальне рівняння прямої в просторі. Виведення канонічного рів-
няння прямої в просторі. Перехід від загального рівняння до канонічного. 
Різні види рівнянь прямої в просторі. Взаємне розташування прямих у про-
сторі. Відстань від точки до прямої у просторі. 

3. Взаємне розташування прямої та площини у просторі, кут між 
прямою і площиною, точка перетину прямої і площини.  

4. Різні види рівнянь прямої лінії на площині. Взаємне розташування 
прямих на площині, кут між прямими. Відстань від точки до прямої на площині.  

5. Еліпс, коло, гіпербола і парабола (визначення і виведення рівнянь, 
графіки, основні характеристики, директриси, ексцентриситет, асимптоти 
гіперболи). 

6. Паралельний перенос і поворот в площині  системи координат. За-
гальне рівняння кривих 2-го порядку на площині, три типи рівнянь, пере-
хід до канонічного рівняння. 
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ДОДАТКИ 
Додаток 1 

Основні формули лінійної алгебри 
 

Означення матриці  
розміром nm  

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

 або ijaA , де 
nj
mi
,1
,1   

Одинична матриця Е    
розміром nn  1...00

............
0...10
0...01

E , або ijeE , де 
1,
0,ij

i j
e

i j
,  

njni ,1,,1  

Транспонована  
матриця TA  

Якщо ijnm aA , то ji
T

mn aA , де 

njmi ,1,,1  
Множення матриці на чи-

сло   ( const) ijaA , де njmi ,1,,1  

Додавання (віднімання) 
матриць (визначено, як-
що матриці мають одна-

кову  розмірність) 
ijij baBA , де njmi ,1,,1   

Добуток двох матриць АВ 
(існує, якщо число стовп-
ців матриці А дорівнює 
числу рядків матриці В) 

nmA pnB = pmC , де  
n

j
jkijik bac

1
, або 

nkinkikiik bababac 2211 , pkmi ,1 ,,1  
Піднесення квадратної 
матриці у цілий степінь m

m
nn AAAA ...  

Визначник квадратної 
матриці розміру 22  12212211

2221

1211 aaaaaa
aa  

Визначник квадратної 
матриці розміром 33  
(правило трикутника) 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

= 

133221312312332211 aaaaaaaaa  
112332331221132231 aaaaaaaaa  
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Продовження додатка 1 
Алгебраїчні доповнення 

ijA  та мінори ijM  визна-
чника  ( nji ,1, )  

ij
ji

ij MA 1 ,   де ijM  визначник, якій здо-
бутий з визначника  викреслюванням i -го ря-

дка та j -го стовпця, njni ,1,,1 . 
Обчислення визначника 
порядку nn  розкладан-
ням за елементами i -го 
рядка або j -го стовпця та 
їх алгебраїчними допов-

ненням ijA  

nn

n

n

aaa

aaa
aaa

3231

22221

11211

= 
n

j
ijij Aa

1
 = 

n

i
ijij Aa

1
, або  

ininiiii AaAaAa ....2211 = 
njnjjjjj AaAaAa ....2211  

Обернена матриця 1A  
(за означенням EAA 1  
існує для  квадратної ма-
триці A , визначник якої 

0) nnnn

n

n

AAA

AAA
AAA

A

21

22212

12111
1 1

, де ij
ji

ij MA 1  

Розв’язок матричних рів-
нянь за допомогою обер-

неної матриці 

Якщо BAX , то BAX 1 ;  
якщо BXA , то 1BAX ;  

якщо CAXB , то 11CBAX ;  
Формули Крамера для 
розв’язку СЛАР, яка має 
n  рівнянь і n  невідомих 

k
kx , де 0, nk ,1 , k  допоміжні ви-

значники  
Умова існування 

розв’язку  довільної 
СЛАР, яка має m  рівнянь 

і n  невідомих 

rAA rangrang , де r  ранг матриці коефіці-
єнтів A  та розширеної матриці A , яка склада-
ється з матриці A  та стовпця правих частин  

Умова існування єдиного 
розв’язку довільної 

СЛАР  
nrAA rangrang , де n  число невідомих 

Умова існування безлічі 
розв’язків довільної 

СЛАР 
nrAA rangrang , де n  число невідомих  
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Додаток 2 
Основні формули векторної алгебри 

 
Координати вектора 

AB , AAA zyxA ;; , 
BBb zyxB ;;  

ABABAB zzyyxxAB ;;  

Довжина вектора AB   222
ABABAB zzyyxxAB  

Координати точки С, 
яка поділяє відрізок АВ 

у співвідношенні 
CBAC :  

1
BA

C
xxx , 

1
BA

C
yyy , 

1
BA

C
zzz  

Координати середини 
відрізка АВ ( CBAC ) 2

BA
C

xxx , 
2

BA
C

yyy , 
2

BA
C

zzz  

Проекція вектора a  на 
вісь  cosaanp , де a ,  вісь 

Координати вектора 

zyx aaaa ;;  anpa OXx , anpa OYy , anpa OZz  

Розкладання вектора a  
по ортах системи коор-

динат 
kajaiaa zyx  

Довжина (модуль)  
вектора  

222
zyx aaaa  

Напрямні косинуси  
вектора a  

,cos
a
ax  ,cos

a
ay  .cos

a
az  

Основна властивість 
напрямних косинусів  1coscoscos 222  

Орт вектора a  і його 
координати a

a
a
a

a
a

a
aa zyx ;;

0  

Властивості орта  
вектора  

cos;cos;cos
0

a , 1
0
а  

Лінійні операції з  
векторами, які задані 

координатами 

zyx aaaa ;;  

zzyyxx babababa ;;  
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Продовження додатка 2 
Скалярний добуток ве-

кторів a  і b ,  
позначення добутку:  

ba  або ba ,   

cosbaba , де ba  

Вираз скалярного добу-
тку через координати zzyyxx babababa  

Квадрат вектора a  aaaa 22 = 222
zyx aaa  

Вираз проекції вектора 
a  на вектор b  через 
скалярний добуток  b

baanpb 222
zyx

zzyyxx

bbb

bababa
 

Вираз косинуса кута 
між векторами a  і b  
через скалярний  

добуток  
ba
bacos

222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa
 

Векторний добуток  
векторів  a  і b ,  

позначення добутку: 
 bа   або  bа,   

cbа , де:  1) sinbac , ba ;  

2)  ac ,  bc ,;  
3) вектори a , b  і c  утворюють праву трійку 

Вираз векторного  
добутку через  
координати 

а ×b =
zyx

zyx

bbb
aaa
kji

= 

kbabajbabaibaba xyyxxzzxyzze  
Площі паралелограма 
та трикутника, які по-
будовані на векторах 

 a  і b   

baSnap , baS
2
1 , де ba  

= 222
xyyxxzzxyzze babababababa  

Мішаний добуток век-
торів a ,b  і c , позна-
чення добутку: cba  
або cba , або 

cba ,,  
 

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

cba = 

xyyxzxzzxyyzzex babaababaababaa  
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Закінчення додатка 2 
Об’єми паралелепіпеда 
та тетраедра, побудова-
них на векторах a ,b  і 

c  

cbaV педапаралелепі , cbaV
6
1

тетраедра  

Взаємне розташування векторів 
Умова колінеарності 

векторів a  і b  
ba  0bа   або  .

z

z

y

y

x

x

b
a

b
a

b
a  

Умова перпендикуляр-
ності векторів a  і b  

0ba   або  0zzyyxx bababa  

Умова компланарності 
векторів a ,b  і c  

0cbа   або  0
zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

 

Орієнтація трійки век-
торів a ,b  і c  

Якщо 0cbа , то трійка векторів права,  
якщо 0cbа , то трійка векторів ліва  

Фізичні застосування векторної алгебри 

Рівнодіюча сил 
1F , 2F ,…, nF  

nFFFR ...21 =
n

k
z

n

k
y

n

k
x

kkk

fff
111

;; ,  

де 
kk

zkyxk fffF ;; , nk ,...,2,1  

Робота постійної сили 
F  уздовж вектора S  

SFA = zzyyxx sfsfsf ,  

де zyx fffF ;; , zyx sssS ;;  

Момент сили F , яка 
прикладена у точці 

AAA zyxA ;; , щодо точ-
ки OzyxO ;; 00   

OAFM = 
000 zzyyxx

fff
kji

AAA

zyx , де 

zyx fffF ;; , 000 ;; zzyyxxOA AAA  
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Додаток 3 
Основні формули аналітичної геометрії у просторі 

Площина у просторі 

Рівняння площини, що 
проходить через точку 0M  

перпендикулярно  
вектору n     

0000 zzCyyBxxA:P , де 
Pz;y;xM 0000 ,  Pn ,  CBAn ,,  

Загальне рівняння  
площини   

P : 0DCzByAx , де  
 CBAn ,,   нормальний вектор 

Рівняння площин,  
які паралельні  

координатним осям 

:OZP    0DByAx , 
:OYP    0DCzAx , 
:OXP    0DCzBy  

Рівняння площин, які па-
ралельні координатним 

площинам 

:YOZP    0DAx , 
:XOYP    0DCz , 
:XOZP    0DBy  

Рівняння координатних 
площин 

:PXOY    0z , 
:PYOZ    0x , 
:PXOZ    0y  

Рівняння площини, що 
проходить через початок 

координат 
P,,O 000    0CzByAx  

Рівняння площини  
у відрізках на осях 

 1
c
z

b
y

a
x:P , де c,b,a   довжини  

відрізків, які площина відтинає на осях  
OX , OY і OZ  

 

Рівняння площини, що 
проходить через три дані  
точки:  1M , 2M , 3M  

0
131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

:P , де 

1111 z;y;xM , 2222 z;y;xM , Pz;y;xM 3333   
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Продовження додатка 3 
Відстань від точки 0M  до 

площини  
P : 0DCzByAx    

 
222

000

CBA

DCzByAx
d , де Pz;y;xM 0000   

Взаємне розташування площин у просторі 
Рівняння площин: 1P : 01111 DzCyBxA , 2P : 02222 DzCyBxA  

Координати нормальних векторів: 1111 ,, CBAn , 2222 ,, CBAn   

Косинус кута між  
площинами 1P  і 2P  

21

21cos
nn
nn = 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA
CCBBAA  

Умова паралельності  
площин 1P  і 2P  2121 nnPP     

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A  

Умова перпендикулярнос-
ті  площин 1P  і 2P  21 PP   021 nn  0212121 CCBBAA  

Пряма лінія у просторі 

Загальне рівняння прямої  
(лінія перетину непарале-
льних площин 1P  і 2P ) 

21 PP:L  0
,0:

2222

1111
DzCyBxA
DzCyBxAL   

Канонічне рівняння прямої 
(пряма, що проходить че-
рез точку 0M  паралельно 
напрямному вектору q ) 

:L   
n

zz
m

yy
l
xx 000 , де 

Lz,y,xM 0000 , Lq || , nmlq ,,  

Параметричне рівняння 
прямої   

:L  
,
,

,

0

0
0

zntz
ymty

xltx
 де t   змінний параметр, 

Lz,y,xM 0000 ,   Lq || ,   nmlq ,,  

Рівняння прямої у просто-
рі, що проходить через дві 
задані точки: 1M  і 2M  

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx , де  

Lz,y,xM 1111 , Lz,y,xM 2222  
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Продовження додатка 3 

Відстань від точки 
Lz;y;xM 1111  до прямої 

n
zz

m
yy

l
xx:L 000   

q

qMM
d 10  = 

222

010101

nml

nml
zzyyxx

kji

 

Взаємне розташування двох прямих у просторі  

Рівняння прямих: 
1

1

1

1

1

1
1 :

n
zz

m
yy

l
xxL   і  

2

2

2

2

2

2
2 :

n
zz

m
yy

l
xxL   

Координати напрямних векторів:  1111 ,, nmlq , 2222 ,, nmlq   
 Точки 11111 ,, LzyxM , 22222 ,, LzyxM  

Косинус кута між прями-
ми 1L  і 2L ,  21

21cos
qq
qq  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

nmlnml
nnmmll  

Умова паралельності пря-
мих 1L  і 2L  2121 q||qL||L     

2

1

2

1

2

1

n
n

m
m

l
l  

Умова перпендикулярно-
сті   прямих 1L  і 2L  21 LL   021 qq  0212121 nnmmll  

Умова перетину прямих 
1L  і 2L  02121 qqMM 0

222

111

121212

nml
nml

zzyyxx
 

Умова схрещування пря-
мих 1L  і 2L  02121 qqMM 0

222

111

121212

nml
nml

zzyyxx
 

Взаємне розташування прямої та площини у просторі  

Пряма 
n

zz
m

yy
l
xx:L 000 ,  площина 0DCzByAx:P  

Кут між прямою L  та 
площиною P  qn

qnsin  = 
222222 nmlCBA

CnBmAl  

Умова паралельності пря-
мої L  і площини P  

qnLP ||  або 0CnBmAl   
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Закінчення додатка 3 

Умова належності прямої 
L  до площини P  PM

LM
qn

PL
0
0  або 0

,0
000 DCzByAx

CnBmAl  

Умова перпендикулярно-
сті прямої L  і площини P  n||qPL   або  

n
C

m
B

l
A  

Знаходження точки K  
перетину прямої  та пло-

щини  
PLK  

0
,
,

,
:

0
0

0

DCzByAx
zntz
ymty

xltx
K  
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Додаток 4 
Основні формули аналітичної геометрії на площині 

 

Пряма лінія на площині 

Загальне рівняння прямої 
на площині 

:L  0CByAx   

Рівняння прямої, що про-
ходить через точку 0M  пе-
рпендикулярно вектору n   

:L  000 yyBxxA , де Ly,xM 000 , 
Ln , BAn ,   нормальний вектор прямої 

Рівняння прямої з кутовим 
коефіцієнтом  

:L  bkxy ,  
де k   кутовий коефіцієнт, constb  

Рівняння прямої на пло-
щині, що проходить через 

початок координат 
L,O 00  0ByAx  або kxy  

Рівняння прямих на пло-
щині, які паралельні коор-

динатним осям 

OY||L  0CAx  або ax , де consta   
OX||L  0CBy  або by , де constb   

Рівняння координатних 
осей на площині 

Вісь 0: yOX ,  
вісь 0: xOY  

Рівняння прямої з кутовим 
коефіцієнтом k , яка про-
ходить через точку 0M  

:L  00 xxkyy ,  
де Ly,xM 000  

Канонічне рівняння прямої 
(рівняння прямої, що про-
ходить через точку 0M  па-

ралельно вектору  q ) 

:L  
m

yy
l
xx 00 ,   де Ly,xM 000 , L||q ,  

nmq ,   напрямний вектор прямої 

Параметричне рівняння 
прямої L    

:L  ,
,
0

0
ymty

xltx  де t   змінний параметр, 

Ly,xM 000 ,  Lmlq ||,  

Рівняння прямої, що  
проходить через дві дані 

точки: 1M  і 2M  

:L  
12

1

12

1

yy
yy

xx
xx ,  де  

Ly,xM 111 , Ly,xM 222  
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Продовження додатка 4 

Рівняння прямої на пло-
щині у відрізках на осях 

1
b
y

a
x:L , де b,a   довжини відрізків,  які 

площина відтинає на осях OX  і OY  

Відстань від точки 0M  до 
прямої L  на площині 22

00

BA

CByAx
d , де Ly;xM 000  

Взаємне розташування двох прямих на площині 
Рівняння прямих :L1  11 bxky , :L2  22 bxky  

Тангенс гострого кута між  
прямими 1L  та 2L , якщо 
вони не перпендикулярні 

21

12

1
tg

kk
kk ,  

суміжний тупий кут  
Умова паралельності пря-
мих 1L  і 2L  на площині 21 L||L     21 kk  

Умова перпендикулярності 
прямих 1L  і 2L  на площині 21 LL     121kk  

Перетворення системи координат на площині 

Паралельне перенесення 
системи координат  XOY  

до системи YOX   
0

0

yyy
xxx

  
0

0

yyy
xxx

,  

де :XOY 00 y,xO  

 
Поворот  системи коорди-

нат XOY  на кут  
 

cos sin
sin cos

x x y
y x y

  
cos sin

sin cos
x x y
y x y  

 
 

Криві другого порядку на площині 

Загальне рівняння кривих 
другого порядку  0222 22 FEyDxCyBxyAx  

Умови того, що крива має: 
     а) еліптичний тип; 

б) гіперболічний тип; 
в)  параболічний тип 

а) 02BAC ; 
б) 02BAC ; 
в) 02BAC  
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Продовження додатка 4 
Коло 

Рівняння кола радіусом R  
з центром у точці 00, yxC   

22
0

2
0 )()( Ryyxx  

Канонічне рівняння кола 222 Ryx  
Еліпс 

Канонічне рівняння еліпса 12

2

2

2

b
y

a
x , де b,a   півосі еліпса, 00 b,a   

Координати фокусів 
01 ,cF , 02 ,cF  -, де 222 bac , ba  або 
c,F 01 , c,F 02 , де 222 abc , ab   

Ексцентриситет еліпса 
a
c , де ba   або  

b
c , де ab ,  10  

Фокальні радіуси еліпса 
xar1 ,  xar2 , arr 221 ,  ba   або 

xbr1 ,  xbr2 , brr 221 ,   ab  

Директриси еліпса 
ax , якщо ba  або by , якщо ab  

Фокально-директоріальна 
властивість еліпса  

d
r ,  де  r  відстань від точки М еліпса до 

одного з фокусів; d   відстань від точки М до 
відповідної директриси 

Гіпербола 
Канонічне рівняння 

 гіперболи 12

2

2

2

b
y

a
x , де b,a   півосі еліпса  

Координати фокусів 01 ,cF , 02 ,cF , де 222 bac  

Ексцентриситет гіперболи 
a
c ,     1 

Асимптоти гіперболи x
a
by  

Фокальні радіуси  
гіперболи 

xar1 , xar2 , 0x ,  
xar1 , xar2 , 0x ,    arr 221  
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Продовження додатка 4 

Директриси гіперболи 
ax  

Фокально-директоріальна 
властивість гіперболи  

d
r ,     де  r  відстань від точки М гіпербо-

ли до одного з фокусів; d   відстань від точки 
М до відповідної директриси 

Спряжена гіпербола 
Канонічне рівняння  
спряженої гіперболи 12

2

2

2

b
y

a
x , де b,a   півосі еліпса  

Координати фокусів c,F 01 , c,F 02 , де 222 bac  

Ексцентриситет спряженої 
гіперболи b

c ,     1 

Асимптоти спряженої гі-
перболи x

a
by  

Фокальні радіуси 
 спряженої гіперболи 

ybr1 , ybr2 , 0y ,  
ybr1 , ybr2 , 0y ,    brr 221  

Директриси спряженої  
гіперболи 

by  

Парабола 

Канонічне рівняння  
параболи 

    pxy 22 , де p   відстань від фокуса до ди-
ректриси, 0p  

 

Координати фокуса та  
рівняння директриси 0

21 ,pF ,   
2
px  

Фокальний радіус  
параболи 2

pxr    

Фокально-директоріальна 
властивість параболи 

1
d
r ,  де  r  відстань від точки М параболи 

до фокуса, d   відстань від точки М до дирек-
триси 
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Закінчення додатка 4 
Окремі випадки ліній другого порядку 

Рівняння точки 000 y,xM  02
0

2
0 yyxx  

Уявний еліпс 1
2

2

2

2

b
y

a
x  

Пара прямих, що перети-
наються 02222 ybxa  kxy , 

b
ak  

Пара уявних прямих, що 
перетинаються 02222 ybxa  

Пара паралельних прямих 
022 cx  cx  або  

022 cy  cy  
Пара уявних паралельних 

прямих 022 cy  або 022 cx , де 0c  

Пара збіжних прямих 02y  або 02x  
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