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Вступ 

Наданий навчальний посібник відповідає програмі курсу вищої 

математики, що викладається для студентів технічних спеціальностей 

Національного технічного університету «Харківський політехнічний 

інститут». Призначено посібник для аудиторної і самостійної роботи 

студентів очної, заочної та дістанційної форм навчання. 

Посібник є другою частиною збірника під назвою «Стислий курс 

вищої математики», орієнтованого, в першу чергу, на такі підрозділи 

університету, як навчально-науковий інженерно-фізичний інститут, на-

вчально-науковий інститут механічної інженерії та транспорту. а також 

технічні спеціальності військового інституту танкових військ. Наданий 

посібник включає навчальний матеріал першого семестру з математич-

ного аналізу та складається з тем: вступ до математичного аналізу, тео-

рія границь, диференціальне числення функції однієї змінної та його 

застосування. Кожна глава посібника містить теоретичний матеріал од-

ної з тем, в якому наведені означення та їх пояснення, формулювання і 

доведення теорем, достатня кількість наочних прикладів. До кожної те-

ми додається по тридцять варіантів індивідуальних домашніх завдань та 

зразок виконання одного варіанта з докладними поясненнями, кожен 

варіант містить достатню для засвоєння теми кількість задач. До тем 

надано перелік теоретичних питань, що виносяться на колоквіум та іс-

пит, по чотири варіанти контрольних робіт з двома рівнями складності 

завдань та набори з 15 варіантів тестових завдань для проведення моду-

льного контролю і поточної перевірки знань. Тестові завдання склада-

ються з базових теоретичних та практичних питань на рівні знання фо-

рмул, означень і формулювання теорем, не потребують доведень та ба-

гатокрокового виконання практичних завдань і можуть бути застосовані 

як допуск до іспиту або відповіді на задовільну оцінку. Наприкінці по-
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сібника наведено стислий довідник основних формул з розглянутих тем. 

Також довідник містить формули елементарної математики, які викори-

стовуються при виконанні завдань. 

Такий довідник дозволить студентам сконцентрувати увагу на го-

ловних моментах наданого матеріалу та допоможе його систематизувати. 

Завдяки вищезазначеному структурному наповненню матеріалами 

посібник може бути використаний як викладачами, так і студентами для 

підготовки до контрольних робіт, колоквіумів, іспитів, при виконанні 

обов’язкових та домашніх завдань. Також посібник надає можливість 

студентам самостійно перевіряти рівень своїх знань з кожної теми. 

Посібник був написаний на основі багаторічного досвіду викла-

дання курсу вищої математики на кафедрі «Прикладна математика» 

НТУ ХПІ під керівництвом д.т.н., професора Л.В. Курпи, якій автори 

висловлюють подяку за цінні зауваження і поради. 
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Глава 1. ВСТУП ДО МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ.  

ГРАНИЦІ ТА НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

§1. МНОЖИНИ 

 

1.1. Логічні символи 

При викладанні курсу математичного аналізу для скорочення за-

писів використовують деякі логічні символи (квантори) 

 

№ квантор Як читається Приклад використання 

1   випливає 33 baba   

2   рівносильно, необхідно 

та достатньо 

0,0022  baba  

3  належить N3   або   Z 2  

4  не належить N5,0  

5  існує 01: 2  xx  ( це 1x ) 

6 !  існує і притому єдине 

значення 

12:!  xRx  (дійсно, це 0x ) 

7   для всіх, для кожного 012  xxRx  

 

1.2. Множини. Основні поняття 

Множиною називають сукупність деяких об’єктів, що об’єднані 

за будь-якою ознакою. Наприклад, множина дійсних чисел, множина 

студентів першого курсу, множина коренів рівняння. 

Об’єкти, з яких складається множина, називають його елемента-

ми. Множини позначають великими літерами латинського алфавіту 

,...,,,...,, YXBA  а елементи множин – відповідними маленькими літерами 

,...,,...,, yxba . 

Якщо елемент a належить множині A , то пишуть Aa , якщо 

елемент a не належить множині A , то пишуть Aa  або Aa  . Мно-

жина, що не містить жодного елемента, називається порожньою та поз-

начається Ø. 

Щоб задати множину, її елементи записують у фігурних дужках, в  
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середині яких вони перелічені (якщо це можливо), або вказують спільну 

ознаку, яку мають всі елементи даної множини. 

Наприклад, запис  11,7,3A  означає, що множина A  складається 

з трьох чисел – 3, 7 та 11; запис  22  :  xRxХ  означає, що 

множина X  складається з усіх дійсних чисел, що задовольняють умові: 

22  x . 

Множина A  називається підмножиною множини B , якщо кож-

ний елемент множини А є елементом множини B . Позначається це так: 

BA  («множина A  є частиною множини B ») або AB   («множина B  

вміщує в себе множину A»).  

 Множини, що складаються з однакових елементів, називаються 

рівними. Записують це так: BA , тобто BA  та AB  . 

 Об’єднанням(сумою) множин A  та B  називають множину С, що 

складається з елементів х, кожний з яких належить або множині A , або 

множині B , або обом множинам одночасно. Позначається це так: 

С= BA . Тобто С=  BxAxxBA   або : . 

 Перетином множин A  та B  називають множину С, що склада-

ється з елементів х, кожний з яких належить множині A  та множині B  

одночасно. Позначається це так: BAС  .  Тобто 

 BxтаAxxBAС   : . 

Різницею множин А та В називають множину С, що складається з 

елементів х, які належить множині A  та не належать множині B . Поз-

начається це BAС \ . Тобто  BxтаAxxBAС   :\ . У випадку, 

коли В є підмножиною множини A  ( АВ ), то різниця BAС \  зветь-

ся доповненням множини В до множини А. 

 

1.3. Числові множини. Множина дійсних чисел 

Множини, елементами яких є числа , називають числовими.  

Наприклад: 

 ;...;...;3;2;1 nN   – множина натуральних чисел; 

 ;...;...;3;2;1;00 nZ   – множина цілих невід’ємних чисел; 

 ;...;...;3;2;1;0 nZ   – множина цілих чисел; 
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





  NnZm

n

m
Q ,  :  – множина раціональних чисел; 

R  – множина дійсних чисел. 

Множина R  складається з раціональних та ірраціональних чисел. 

Раціональне число – це таке число, що можна виразити простим неско-

ротним дробом, або кінцевим десятковим дробом, або нескінченним пе-

ріодичним дробом. Наприклад, ,5,0
2

1
  ...333,0

3

1
  – раціональні числа. 

Дійсні числа, що не є раціональними, називаються ірраціональними. Ір-

раціональне число можна виразити тільки нескінченним неперіодичним 

дробом. Наприклад, ...1415926,3 , ...71828,2e  Множина R  дійсних 

чисел є упорядкованою, щільною, неперервною та незліченою. Саме 

неперервність дозволяє встановити взаємно однозначну відповідність 

між множиною всіх дійсних чисел та множиною всіх точок прямої. Це 

означає, що кожному числу Rx  відповідає певна точка числової осі та 

навпаки. 

 

1.4. Числові проміжки. Окіл точки 

Нехай a  та b  – дійсні числа, причому ba  . 

Числовими проміжками або інтервалами називають підмножи-

ни всіх дійсних чисел, що мають вигляд: 

   bxaxba    :;  – відрізок (сегмент, замкнений проміжок); 

   bxaxba    :;  – інтервал (відкритий проміжок); 

   bxaxba    :; ;   bxaxba    :;  – напіввідкриті інтервали 

(або напіввідкриті відрізки); 

   bxxb    :; ;    bxxb    :; ;    axxa    :; ; 

   axxa    :;  – напівпрямі. 

    Rxx    :;  – нескінченний інтервал (проміжок). 

Числа a  та b  є відповідно лівим та правим кінцями проміжка. 

Нехай 0x  – будь-яке дійсне число (точка на числовій осі). 

Околом точки 0x  називається будь-який інтервал  ba; , який вмі-

щує точку 0x . Зокрема, інтервал    00 ;xx , де 0 , називається 

  – околом точки 0x . Якщо    00 ;xxx , то виконується нерів-
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ність   00 xxx , або  0xx . Виконання останньої нерівності 

означає, що точка x належить   – околу точки 0x . 

 

§2. ФУНКЦІЇ 

 

2.1. Поняття функції. Графік функції. Способи задання функцій 

Нехай X та Y  – множини дійсних чисел (тобто RX   та RY  ). 

Якщо кожному елементу множини Xx поставлений у відповідність за 

певним правилом елемент множини Yy , то кажуть, що на множині X  

визначена числова функція  xfy  . Множина X  називається областю 

визначення функції  xf  та позначається  fD . Множина всіх Yy  

називається множиною значень функції  xf  та позначається  fE . 

Змінна x  при цьому називається аргументом або незалежною змінною, 

а y  – функцією або залежною змінною (від x ). Про x та y  кажуть, що 

вони знаходяться у функціональній залежності, іноді функціональну 

залежність y  від x позначають так:  xyy  . 

 Графіком функції  xfy   нази-

вається множина всіх точок площини 

Oxy , для кожної з яких x  є значенням 

аргументу, а y  є відповідним значен-

ням функції (рис. 1.1). Щоб задати фу-

нкцію  xfy  , треба вказати правило, 

за яким, по обраному значенню змін-

ної x , можна знайти відповідне зна-

чення змінної y . Найбільш часто зу-

стрічаються три способи задання функції: аналітичний, графічний, таб-

личний. 

При аналітичному способі функція задається за допомогою однієї 

або кількох формул або рівнянь. Наприклад:  

1) ;ln3 xxy      2)









 .0       ,

,0        ,

2 xxy

xxy
y      3) 222 Ryx  . 

При графічному способі задається графік функції. Значення функ- 

 

M(x,y) 

y 

 

x 

0 

y 

x 

Рис. 1.1 
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ції y , що відповідають тим чи іншим значенням змінної x , знаходяться 

безпосередньо з цього графіка. 

При табличному способі функція задається таблицею ряду зна-

чень аргументу та відповідних значень функції. Наприклад, широко ві-

домі таблиці Брадіса. 

 

2.2. Основні властивості функцій 

1. Функція  xfy  , яка визначена на множині D , називається 

парною, якщо Dx , виконуються умови:   Dx   та    xfxf  ; 

функція називається непарною, якщо Dx , виконуються умови: 

  Dx   та    xfxf  . 

Графік парної функції є симетричним відносно осі ординат (дзер-

кальна симетрія), а непарної – відносно початку координат (поворотна 

симетрія).  

 Наприклад, 2xy  , xy cos , 
21

1

x
y


  – є парними функціями, а 

3xy  , xy sin , 
21 x

x
y




  – є непарними,  функції 3 xy , xy 3  – є 

функціями загального вигляду, тобто вони не  є парними чи непарними. 

2. Нехай функція  xfy   визначена на множині D  та нехай 

DD 1 . Функція  xfy   називається монотонно зростаючою на 

множині 1D , якщо для будь-яких значень 121, Dxx  , таких, що 21 xx  , 

виконується строга нерівність    21 xfxf  . Якщо виконується нестрога 

нерівність    21 xfxf   – функція називається неспадною. Функція 

 xfy   називається монотонно спадною на множині 1D , якщо для 

будь-яких значень 121, Dxx  , таких, що 21 xx  , виконується строга не-

рівність    21 xfxf  . Якщо виконується нестрога нерівність 

   21 xfxf   – функція називається незpостаючою.  

Наприклад, функція 2xy   на інтервалі  0;  є спадною, а на ін-

тервалі  ;0  – зростаючою. Інтервали, на яких функція є монотонною, 

називаються інтервалами монотонності. 

3. Функція   xfy  ,  визначена  на  множині  D ,  називається об- 
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меженою на цій множині, якщо існує таке число 0M , що для всіх 

Dx  виконується нерівність   Mxf  . Зрозуміло, що графік обмеже-

ної функції лежить між прямими My   та My  . Наприклад, 

1sin  xRx . Функція називається обмеженою зверху, якщо існує 

таке число  , що для всіх Dx  виконується нерівність   xf . Фу-

нкція називається обмеженою знизу, якщо існує таке число м , що для 

всіх Dx  виконується нерівність   мxf  . 

4. Функція  xfy  , визначена на множині D , називається періо-

дичною на цій множині, якщо існує таке число 0T , що для всіх Dx  

значення та    xfTxf  . Число T називається періодом функції. Як-

що Т є періодом функції, то її періодами також будуть числа Tn  , де 

,...2,1n  Так, для функції xy cos  періодами будуть 

,...6;4;2    

Основний період (найменший додатний) – це період 2T . Вза-

галі за основний період беруть найменше додатне число T , яке задово-

льняє рівності    xfTxf  . 

 

2.3. Обернена функція 

Нехай функція  xfy  , визначена на множині D , має множину 

значень E . Якщо кожному значенню Ey  відповідає єдине значення 

Dx , то визначена функція  yx  , яка має область визначення E  та 

множину значень D . Така функція  yx   називається оберненою до 

функції  xfy  . Про функції  yx   та  xfy   кажуть, що вони є 

взаємно оберненими. Щоб знайти функцію  yx  , обернену до функ-

ції  xfy  , достатньо розв’язати рівняння  xfy   відносно x (якщо 

це можливо). 

Наприклад, для функції 53  xy оберненою є функція 
3

5


y
x . 

З означення оберненої функції випливає, що функція  xfy   має 

обернену тільки тоді, коли функція  xf  задає взаємно однозначну від-

повідність між множинами D  та E . Звідси виходить, що будь-яка стро-
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го монотонна функція має обернену. При цьому, якщо функція зростає 

(спадає), то обернена функція теж зростає (спадає).  

Функція  xfy   та обернена до неї  yx   зображуються одні-

єю і тією ж кривою, тобто їхні графіки збігаються. Якщо домовитися, 

що, як звичайно, незалежну 

змінну позначати через x , а за-

лежну змінну через y , то функ-

ція, обернена до функції 

 xfy  , запишеться у вигляді 

 xy  . Це означає, що точка 

 baA ;1  кривої  xfy   стає то-

чкою  abA ;2  кривої  xy  . 

Але точки  baA ;1  та  abA ;2  

симетричні відносно прямої 

xy  . Тому робимо висновок, 

що графіки взаємно обернених 

функцій симетричні відносно 

бісектриси першого та третього координатних кутів. (рис. 1.2). 

 

2.4. Складна функція 

 Нехай функція  ufy  , визначена на множині D , а функція 

 xu   визначена на множині 1D , причому для 1Dx  відповідне зна-

чення   Dxu  . Тоді на множині D  визначена функція   xfy  , 

яка називається складною функцією від x (або суперпозицією функцій, 

або функцією від функції). Змінну  xu   називають проміжним аргу-

ментом складної функції. Наприклад, функція  xy arctgln  є суперпо-

зицією двох функцій uy ln  та xu arctg . Складна функція може мати  

кілька проміжних аргументів. Наприклад,  153sin  xy . 

 

2.5. Основні елементарні функції та їхні графіки 

 Основними елементарними функціями називають такі функції. 

1) Показникова функція  0, ,  aay x  1.a На рис.1.3 зображені  

  

 

y y=f (x) 

y=x 

x 

0 

1A  

b 

b 

a 

y=φ(x) 

2A  a 

Рис. 1.2 
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графіки показникових функцій, що відповідають різним основам степеня. 

Рис. 1.3 

2) Степенева функція  . , Raxy a   Приклади графіків степене-

вих функцій, що відповідають різним показникам степеня, показані на 

рис. 1.4. 

3) Логарифмічна функція  ,0 ,log  axy a  1.a  Графіки логариф-

мічних функцій, що відповідають різним основам, зображені на рис. 1.5. 

x 0 

y 

2xy 

2
1

xy 

x 0 

y 

3xy 

Рис. 1.4 

y y 

1 

 1



a

ay x

 10 



a

ay x

0 x 

1 

x 0 

Рис. 1.5 

y y  1
log



a
xy a

 10
log



a

xy a

0 x 

1 

x 0 

1 
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4) Тригонометричні функції синус, косинус, тангенс, котангенс 

(позначаються xy sin , xy cos , xy tg , xy ctg  відповідно). 

 

Функція xy sin  (графік наведений на рис. 1.6). 

 

Рис. 1.6 

 

Область визначення функції Rx , область значень  11;y  , фу-

нкція непарна, тобто   xx sinsin  , функція періодична з найменшим 

додатним періодом 2 . 

 

Функція  xy cos  (графік наведений на рис. 1.7). 

 

Рис. 1.7 

 

Область визначення функції Rx  , область значень  11;y  , 

функція парна, тобто   xx coscos  , функція періодична з найменшим 

додатним періодом 2 . 

 

Функція xy tg  (графік наведений на рис.1.8). 

y 

x 
0 

1 

–1 
π/2 –π/2 3π/2 –3π/2 π 2π –π –2π 

T=2π 

y 

x 

0 

1 

–1 
π/2 –π/2 3π/2 –3π/2 π 2π –π –2π 

T=2π 
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Рис. 1.8 

 

Область визначення функції Zk,kx  


2
, область значень 

Ry , функція непарна, тобто   xx tgtg  , функція періодична з 

найменшим додатним періодом  . 

 

Функція xy ctg  (графік наведений на рис.1.9). 

Рис. 1. 9 

 

Область визначення функції Zkkx  , , область значень Ry , 

функція непарна, тобто   xx ctgctg  , функція періодична з найме-

ншим додатним періодом  . 

5) Обернені тригонометричні функції арксинус, арккосинус, арк-

тангенс, арккотангенс (позначаються ,arcsinxy   ,arccosxy   xy arctg  

відповідно). 

y 

x 

0 

π/2 –π/2 3π/2 –3π/2 π 2π –π –2π 

T=π 

y 

x 

0 

π/2 –π/2 3π/2 –3π/2 π 2π –π –2π 

T=π 
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 Оскільки вихідні тригонометричні функції періодичні, то обер-

нені функції, взагалі кажучи, є багатозначними. Щоб забезпечити одно-

значне відповідність між двома змінними, області визначення вихідних 

тригонометричних функцій обмежують, розглядаючи лише їх головні 

гілки. Наприклад, функція xy sin  розглядається лише в проміжку 











22


;x , так званий основний інтервал. На цьому інтервалі оберне-

на функція арксинус визначена однозначно. 

  

Функція xy arcsin  (графік наведений на рис. 1.10). 

Рис. 1.10 

 

 Арксинусом числа a називається значення кута x в проміжку 











22


;x , при якому ax sin . Обернена функція xarcsiny   визна-

чена при  11;x  , областю її значень є відрізок 









22


;y  , функція 

непарна. 

Функція  xy arccos  (графік наведений на рис. 1.11). 

Арккосинусом числа a називається значення кута x в проміжку  ;x 0 , 

при якому ax cos . Обернена функція xy arccos  визначена при 

 11;x  , областю її значень є відрізок  ;y 0 . 

 

y 

x 

0 

π/2 

–π/2 

1 –1 
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Рис. 1.11 

  

Функція  xy arctg  (графік наведений на рис. 1.12). 

Рис. 1.12 

 

Арктангенсом числа a називається значення кута x у відкритому 

інтервалі 









22


;x , при якому ax tg . Обернена функція xy arctg  

визначена при всіх Rx , областю значень арктангенса є інтервал 











22


;y . 

 

Функція  xy arcctg  (графік наведений на рис. 1.13). 

Арккотангенсом числа a називається значення кута x у відкрито-

му інтервалі  ;x 0 , при якому ax сtg . Обернена функція xarcctgy   

визначена при всіх Rx , областю значень арккотангенса є інтервал 

 ;y 0 . 

 

 

y 

x 

–π/2 

π/2 

y 

x 0 

π/2 

π 

1 –1 
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Рис. 1.13 

 

Функція, що утворена з основних елементарних функцій за допо-

могою кінцевого числа арифметичних операцій (додавання, віднімання, 

множення, ділення, піднесення до степеня та коренювання) і операцій 

суперпозиції, називається елементарною функцією. Наприклад, 

 ,12sin 2  xxy  ,tg xexy   ,
23

ln
3x

x
y


   52arccosy  x , 

3 42  xy . 

Кожну елементарну функцію можна задати формулою, тобто на-

бором кінцевого числа символів, що відповідають використовуваним 

операціям. Усі елементарні функції неперервні на своїй області визна-

чення. 

 Приклади неелементарних функцій: 












.0    якщо,

,0   якщо,2

xx

xx
y             .

2!


n

x
y

n

 

 

 

§3. ПОСЛІДОВНОСТІ 

 

3.1. Числова послідовність 

Якщо кожному числу n  з множини N натуральних чисел ставить-

ся у відповідність за деяким законом дійсне число nx , то кажуть, що на 

множині натуральних чисел задана числова послідовність 

,...,...,,, 321 nxxxx  Тобто числовою послідовністю (або просто послідовні-

стю) ,...,...,,, 321 nxxxx  називається функція 

 nfxn        (1.1) 

y 

x 

π 

π/2 

0 
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натурального аргументу n . Коротко послідовність позначається у ви-

гляді  nx , Nn . Число 1x  називається першим членом (елементом) 

послідовності, nx  – спільним або n -м членом послідовності. 

 Частіш за все послідовність задається формулою її спільного чле-

на. Формула (1.1) дозволяє обчислити будь-який член послідовності за 

його номером n . Так, рівності  

32  nun , 
2

1

n

n
vn


 , 

 
n

y
n

n

1
 , Nn  

задають відповідні послідовності 

 ;,...32,...,9,7,5  nun






 

 ,...
1

,...,
9

2
,

4

1
,0

2n

n
vn ; 

 











 
 ,...

1
,...,

3

1
,

2

1
,1

n
y

n

n .  

Інший спосіб задання числових послідовностей – рекурентний 

спосіб. У ньому задається перший елемент послідовності 1x  та правило 

визначення n -го елемента за  1n -м: 

 1 nn xfx . 

Таким чином,  ,12 xfx    23 xfx   і т.д. При такому способі за-

дання послідовності для визначення двадцятого члена потрібно обчис-

лити всі дев’ятнадцять попередніх. 

Послідовність  nx  називається обмеженою зверху, якщо існує 

таке дійсне число M , що n   виконується нерівність Mxn  , при цьо-

му число M  називається верхньою гранню послідовності. Послідов-

ність  nx  називається обмеженою знизу, якщо існує таке дійсне число 

m , що n   виконується нерівність mxn  , при цьому число m  назива-

ється нижньою гранню послідовності. Послідовність  nx  називається 

обмеженою, якщо вона обмежена зверху і знизу, тобто існує таке дійс-

не число 0M , що для будь-якого Nn  виконується нерівність 

Mxn  . В іншому випадку послідовність називається необмеженою. 

Зрозуміло, що обмежена зверху послідовність може мати нескін-

ченну кількість верхніх граней, найменша з них називається точною 
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верхньою гранню (позначається nxsup ). Обмежена знизу послідовність 

може мати нескінченну кількість нижніх граней, найбільша з них нази-

вається точною нижньою гранню (позначається nxinf ). 

Послідовність  nx  називається монотонно зростаючою (неспа-

дною), якщо для n  виконується нерівність nn xx 1  nn xx 1 . Послі-

довність  nx  називається монотонно спадною (незростаючою), якщо 

для n  виконується нерівність nn xx 1  nn xx 1 . Монотонно зроста-

ючі та монотонно спадні послідовності називаються монотонними. 

Якщо всі елементи послідовності  nx  дорівнюють одному й тому 

ж числу с , то послідовність називають постійною. 

 

3.2. Границя числової послідовності 

Число a  називається границею послідовності  nx , якщо для 

будь-якого додатного числа   знайдеться таке натуральне число N , що 

для всіх Nn   виконується нерівність  axn .  

У цьому випадку пишуть axn
n



lim   та кажуть, що послідовність 

 nx  має границю, що дорівнює числу a  при x  ( x  прямує до не-

скінченності). Також кажуть, що послідовність  nx  збігається з a . 

Коротко означення границі можна записати так: 

  .lim: 0 axaxNnN n
n

n 


  

Послідовності, які мають границею кінцеве число a , називають 

також збіжними, послідовності, які не мають кінцевої границі, назива-

ють розбіжними. 

Приклад 1.1. Довести, що 2
3

26
lim 



 n

n

n
. 

Розв’язання. За означенням число 2 буде границею послідовності  

n

n
xn

3

26 
 , Nn , якщо для 0  знайдеться натуральне число N , 

таке, що для всіх Nn   буде виконуватися нерівність 


2
3

26

n

n
, 



 20 

відкіля 








nnn

nn

n

n

3

2

3

2

3

626
2

3

26
. Нерівність виконується 

для всіх 
3

2
n , тобто для всіх ,

3

2











Nn  де 









3

2
 – ціла частина чи-

сла 
3

2
. Нагадуємо, що цілою частиною числа r  (позначається  r ) є 

найбільше ціле число, що не перевищує r . Ми показали, як для будь-

якого 0  можна знайти відповідне значення N . Треба зауважити, що 

число N  залежить від  . Так, якщо 
10

3
 , то 

,2
9

2
2

9

20

10

3
3

2




































N   якщо 01,0 , то 

  .66666,66
03,0

2









N  Тому часто записують  NN  . 

З’ясуємо геометричний зміст означення границі послідовності. 

Нерівність  axn  рівносильна нерівностям   axn  

або axa n   , які показують, що елемент nx  знаходиться в  –

околі точки a . 

Тому означення границі послідовності геометрично можна сфор-

мулювати так: число a  називається границею послідовності  nx , якщо 

для будь-якого  -околу точки a  знайдеться таке натуральне число N , 

що всі значення nx , для яких Nn  , попадуть у  -окіл точки a .  

Зрозуміло, що чим менше  , тим більше N , але у всякому разі у 

середині  -околу точки a  знаходиться нескінченна кількість членів по-

слідовності, а за її межами тільки скінченне їх число. 

Теорема про єдиність границі послідовності. Якщо послідов-

ність має границю, то вона єдина. 

Доведення. Доведення теореми будемо вести від супротивного. 

Припустимо, що послідовність  nx  має дві границі, тобто є два числа a  

та b , такі, що axn
n



lim  та bxn

n



lim . Нехай ba  . Виберемо 

3

ab 
 , 
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тоді  -околи точок a  та b  не перетинаються. Якщо axn
n



lim , то це 

означає, що знайдеться таке натуральне число 1N , що всі значення nx , 

для яких 1Nn  , попадуть у  -окіл точки a . Якщо bxn
n




lim , то це 

означає, що знайдеться таке натуральне число 
2

N , що всі значення nx , 

для яких 
2

Nn  , попадуть у  -окіл точки b . Нехай  21,max NNN  . 

Тоді всі значення nx , для яких Nn  , мають одночасно попасти як в  -

окіл точки b , так і в  -окіл точки a , що неможливо. Значить, послідов-

ність може мати тільки одну границю. Теорему доведено.  

З цієї теореми можна зробити висновок, що постійна послідов-

ність сxn  , Nn  має границю, що дорівнює числу с , тобто сс
n




lim . 

Дійсно, для 0  при всіх натуральних n  виконується нерівність 

 сxn  0сс . 

 

3.3. Граничний перехід у нерівностях 

Нехай задані послідовності  nx ,  ny ,  nz . 

Теорема 3.3.1. Якщо axn
n




lim , а byn
n




lim  та, починаючи з 

деякого номера, має місце нерівність nn yx  , то ba  . 

Доведення. Доведення будемо вести від супротивного. Припусти-

мо, що ba  . З рівнянь axn
n



lim  та byn

n



lim  виходить, що для будь-

якого 0  знайдеться таке натуральне число  N , що при всіх 

 Nn   будуть виконуватися нерівності  axn  та  byn , тобто 

  axa n  та   byb n . Візьмемо 
3

ba 
 . Тоді 

3

2

3

baba
aaxn





  , а 

3

2

3

abba
bbyn





  . З умови 

nn yx  , виходить, що 
3

2

3

2 ab
yx

ba
nn





, відкіля 

 abba 22 bbaa  22 , тобто маємо ba  , що суперечить на-

шому припущенню ba  . Тоді справедливо зворотне твердження ba  , 

що і треба було довести. 

Зауважимо, що зворотне твердження також є правдивим.  Якщо  
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axn
n




lim , byn
n




lim , та ba  , то починаючи з деякого номера, має 

місце нерівність nn yx  . 

Теорема про «зажату» послідовність. Якщо axn
n




lim , 

ayn
n



lim  та починаючи з деякого номера є справедливою нерівність 

nnn yzx  , то azn
n




lim . 

Доведення. З умови axn
n




lim  випливає, що знайдеться таке на-

туральне число 1N , що для всіх значень nx , для яких 1Nn  , виконуєть-

ся нерівність   axa n . Якщо ayn
n




lim , то це означає, що 

знайдеться таке натуральне число 
2

N , що для всіх значень ny , для яких 

2
Nn  , виконується нерівність   aya n . Нехай 

 21,max NNN  . Тоді, для всіх nx , ny , nz , для яких Nn  , виконується 

нерівність   ayzxa nnn , або   aza n , тобто 

azn
n




lim . 

 

3.4. Границя монотонної обмеженої послідовності. Число e  

Теорема3.4.1. Якщо послідовність  nx  є монотонно зростаючою 

та обмеженою зверху, то вона має границю, яка дорівнює точній верх-

ній грані, тобто  nn
n

xx suplim 


. Якщо послідовність  nx  є монотонно 

спадною та обмеженою знизу, то вона має границю, яка дорівнює точ-

ній нижній грані, тобто  nn
n

xx inflim 


. 

Доведення. Доведемо цю теорему для випадка обмеженої зверху 

та зростаючої послідовності. Нехай a  – точна верхня грань множини 

значень послідовності  nx . 

З означення точної верхньої грані випливає, що  axNn n    та 


  axN N: 0 . Послідовність  nx  є монотонно зростаючою, 

тому   nN xxNn 
 . Тоді для  N  0  що Nn   виконується 

нерівність  axxa nN 


 , тобто   аxn . За означенням границі  
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послідовності маємо, що  nn
n

xax suplim 


. 

Розглянемо застосування цієї теореми на прикладі послідовності 

.,
1

1 Nn
n

x

n

n 







  

Вважаючи 
n

ba
1

 ,1   за формулою бінома Ньютона, одержимо:  

 











  ...
1

!2

11
1

1
1

2n

nn

n
n

n
x

n

n

     
nnn

nnnnn 1

!

1...21 
= 

=
 








 







 














 








n

nn

n

n

n

n

nn

n

n

n 1
...

1

!

1
...

1

!2

1
11 . 

Зробимо у дужках почленне ділення та дістанемо: 










































 ...

2
1

1
1

321

11
1

21

1
11

1
1

nnnn

n

 








 























n

n

nnn

1
1...

2
1

1
1

321

1
.         (1.2) 

З одержаної рівності випливає, що зі зростанням n  кількість дода-

тних доданків у правій частині зростає, при цьому число 
n

1
 зменшуєть-

ся, тому вирази ,...
2

1 ,
1

1 


















nn
 зростають. Тоді послідовність 

 


















n

n
n

x
1

1  – зростаюча, при цьому обмежені знизу: 

2
1

1 









n

n
.               (1.3) 

Покажемо, що вона обмежена зверху. Змінимо кожну дужку у 

правій частині рівності (1.2) на одиницю, права частина зросте, одер-

жимо нерівність 

nn

n



















321

1
...

321

1

21

1
11

1
1 .  

Посилимо одержану нерівність, замінимо числа 3, 4, 5, …, що сто-

ять у знаменниках дробів, числом 2: 
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.
2

1
...

2

1

2

1
11

1
1

12 


















n

n

n
 

Суму в дужках знайдемо за формулою суми членів геометричної 

прогресії 
  

2
2

1
12

1

11

2

1
...

2

1

2

1
1

2
1

2
1

12
















 n

n

n
. 

Тобто маємо, що послідовність обмежена зверху: 

     .321
1

1 









n

n
       (1.4) 

Доведено, що послідовність обмежена, при цьому для Nn  ви-

конуються нерівності  (1.3) та (1.4) 

.3
1

12 









n

n
 

     Отже, на підставі теореми Вейєрштрасса послідовність ,
1

1

n

n
n

x 







  

Nn , має границю, що позначається літерою e :  

e
n

n

n













1
1lim . 

Число e  називається неперовим числом (інколи числом Ейлера), 

воно є ірраціональним, його наближене значення дорівнює 

72,2e  ...5907182818284,2e . Число e  прийнято за основу натураль-

них логарифмів: логарифм за основою e  називається натуральним лога-

рифмом і позначається xln , тобто xx elogln  . 

 

§4. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ 

 

4.1. Границя функції у точці 

Нехай функція  xfy   визначена в деякому околі точки 0x , крім,  

можливо, самої точки 0x . Сформулюємо два, еквівалентних між собою, 

означення границі функції у точці. 

 Означення 1 («мовою послідовностей», або за Гейне). Число А 

називається границею функції  xfy   у точці 0x  (або при 0xx ), 
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якщо для будь-якої послідовності допустимих значень аргументу 

Nnxn , ,  0xxn  , збіжної з 0x  (тобто 0lim xxn
n




), послідовність ві-

дповідних значень функції   Nnxf n  , , прямує до числа A  (тобто 

  Axf n
n



lim ). 

У цьому випадку пишуть:   Axf
xx


 0

lim  або   Axf  при 0xx . 

Геометричний зміст границі функції:   Axf
xx


 0

lim  означає, що для всіх 

точок x , досить близьких до точки 0x , відповідні значення функції як 

завгодно мало відрізняються від числа А. 

 

Означення 2 («мовою   », або за Коші). Число А називається 

границею функції  xfy   у точці 0x  (або при 0xx ), якщо для будь-

якого додатного   знайдеться таке додатне число , що для всіх 

0xx  , які задовольняють нерівності  0xx , виконується нерів-

ність     Axf . 

Запишемо це означення за допомогою символів  

      AxfAxfxxx
xx


 0

lim0:  0  0 0  . 

Геометричний зміст границі функції:   Axf
xx


 0

lim , якщо для 

будь-якого  -околу точки А знайдеться такий  -окіл точки 0x , що для 

всіх 0xx   з цього  -околу відповідні значення функції  xf  належать 

 -околу точки А. Іншими словами, точки графіка функції  xfy   ле-

жать всередині смуги шириною 2 , обмеженої прямими  Ay  та 

 Ay . Очевидно, що величина   залежить від вибору  , тому пи-

шуть    . 

Приклад 1.2. Довести, що   512lim
3




x
x

. 

Розв’язання. Візьмемо довільне 0  та знайдемо таке, що для 

всіх x , які задовольняють нерівності  3x , виконується нерівність  

   512x , тобто  62x  або 
2

3


x . Якщо взяти 
2


  , то 
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для всіх x , які задовольняють нерівності 
2

3


x , виконується нерів-

ність     512x . Це означає, що   512lim
3




x
x

. 

Приклад 1.3. Довести, що якщо   cxf  , то сс
xx


 0

lim . 

Розв’язання. Для 0  можна взяти 0 . Тоді при 

 0xx , 0xx   маємо    0cccxf . Значить,  сс
xx


 0

lim . 

 

4.2. Однобічні границі 

В означенні границі функції   Axf
xx


 0

lim  не оговорюється, яким 

чином змінна x  наближається до значення 0x , вона може залишатися 

меншою ніж 0x  (тобто наближатися з лівого боку), більшою ніж 0x  

(тобто наближатися з правого боку), або коливатися біля точки 0x . В 

деяких випадках спосіб наближення x  до значення 0x  може суттєво 

впливати на значення границі функції, тому вводяться поняття однобіч-

них границь. 

Число 1A  називається лівобічною границею функції  xfy   у 

точці 0x , якщо для будь-якого додатного   знайдеться таке додатне 

число    , що для всіх  00 ;xxx  , виконується нерівність  

   1Axf . Лівобічна границя записується так:   1
00

lim Axf
xx




.  

Запишемо це означення за допомогою символів  

        1
0

100
0

lim;  0  0 AxfAxfxxx
xx




 . 

 Аналогічно вводиться поняття правобічної границі функції. 

Число 2A  називається правобічною границею функції  xfy    у 

точці 0x , якщо для будь-якого додатного   знайдеться таке додатне 

число    , що для всіх   00;xxx  виконується нерівність  

   2Axf . Правобічна границя записується так:   2
00

lim Axf
xx




.  

Запишемо це означення за допомогою символів  
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        2
0

200
0

lim;  0  0 AxfAxfxxx
xx




 . 

 Лівобічна та правобічна границі функції  називаються однобіч-

ними границями. Зрозуміло, якщо існує   Axf
xx


 0

lim , існують і обидві 

однобічні границі, причому AAA  21 . 

Діріхлє ввів таке коротке позначення однобічних границь: 

  10 0 Axf   та   20 0 Axf  . 

 

4.3. Границя функції при x  

Нехай функція  xfy   визначена в проміжку   ; . Число A  

називається границею функції  xfy   при x , якщо для будь-якого 

додатного   знайдеться таке додатне число   0 MM , що для всіх 

x , які задовольняють нерівності Mx  , виконується нерівність  

   Axf . 

За допомогою символів це означення записується так: 

      AxfAxfMxxMM
x



lim:  0  0  . 

Якщо x , то пишуть   Axf
x




lim , якщо x , то пишуть 

  Axf
x




lim . 

Геометричний зміст цього означення такий: для 0  знайдеться 

0M  такий, що при  Mx  ;  або   ;Mx  відповідні значення 

функції  xf  попадають у  -окіл точки A , тобто точки графіка функції 

лежать у смузі шириною 2 , обмеженою прямими  Ay  та 

 Ay . 

 

4.4. Нескінченно велика функція (н.в.ф) 

Функція  xfy   називається нескінченно великою при 0xx , 

якщо для будь-якого числа 0M  існує таке число   0 M , що для 

всіх x , які задовольняють нерівності  00 xx , виконується нерів-

ність   Mxf  . Записують це так:    


xf
xx 0

lim   або    xf   при  
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0xx . 

За допомогою символів: 

     


xfMxfxxxxxM
xx 0

lim,:  0  0 00  . 

Наприклад, функція 
2

1




x
y  н.в.ф. при 2x . 

Якщо   xf при 0xx  і набуває тільки додатних значень, то 

пишуть   


xf
xx 0

lim , якщо тільки від’ємні значення, то   


xf
xx 0

lim . 

Функція, яка задана на всій числовій прямій, називається нескін-

ченно великою при x , якщо для будь-якого числа 0M  існує таке 

число   0 MNN , що для всіх x , які задовольняють нерівності 

Nx  , виконується нерівність    Mxf  .  

За допомогою символів це означення записується так: 

     


xfMxfNxxNM
x
lim:  0  0 . 

Наприклад,  функція  xy 2  є нескінченно великою функцією при  

x . 

Зауважимо, що якщо аргумент x , прямуючи до нескінченності, 

набуває тільки натуральних значень, тобто Nx , то відповідна нескін-

ченно велика функція стає нескінченно великою послідовністю. Напри-

клад, послідовність 3nun  , Nn  є нескінченно великою послідовніс-

тю. Очевидно, що всяка нескінченно велика функція в околі точки 0x  є 

необмеженою в цьому околі. Обернене твердження не є правильним: 

необмежена функція може і не бути нескінченно великою. Наприклад, 

функція xxy sin  необмежена, але не нескінченно велика при x . 

Однак, якщо   Axf
xx


 0

lim , де A  – скінченне число, то функція 

 xf  є обмеженою в околі точки 0x . 

Дійсно, з означення границі функції випливає, що при 0xx  ви-

конується умова    Axf . Отже, при    00 ;xxx  функція на-

лежить проміжку     AxfA , а це означає, що функція  xf  є 

обмеженою. 
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§5. НЕСКІНЧЕННО МАЛІ ФУНКЦІЇ 

 

5.1. Означення 

Функція  xfy   називається нескінченно малою при 0xx , 

якщо 

   0lim
0




xf
xx

. 

За означенням границі функції це означає, що для будь-якого чис-

ла 0  знайдеться таке число 0 , що для всіх x , які задовольняють 

нерівності  00 xx , виконується нерівність    xf . 

Аналогічно вводяться означення нескінченно малих функцій при 

00  xx ; 00  xx ; x та x ; у всіх цих випадках   0xf . 

Нескінченно малі функції часто називають нескінченно малими 

величинами або просто нескінченно малими; позначають звичайно ма-

лими грецькими буквами  ,  та ін. 

Прикладами нескінченно малих функцій можуть бути xy arcsin  

при 0x ;  43 xy  при 3x ;  xy  3ln  при 2x ; 
1

1




x
y  при 

x . 

 

5.2. Основні теореми про властивості нескінченно малих 

Теорема 5.2.1. Алгебраїчна сума скінченного числа нескінченно 

малих функцій є нескінченно мала функція. 

Доведення. Нехай    xx  ,  – нескінченно малі функції при 

0xx . Це означає, що   0lim
0




x
xx
  і   0lim

0




x
xx
 , тобто для будь-

якого 0 , а значить, і для 0
2



, знайдеться число 01  , таке, що для 

всіх x , які задовольняють нерівності 100  xx , виконується нерів-

ність  
2


 x , а також знайдеться число 02  , таке, що для всіх x , 

які задовольняють нерівності 200  xx , виконується нерівність  

 
2


 x . 
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Нехай   найменше з чисел 1  та 2 . Тоді для всіх x , які задово-

льняють нерівності  00 xx , виконуються обидві нерівності 

 
2


 x  та  

2


 x , а значить, має місце співвідношення 

        


 
22

xxxx . 

Таким чином,         xxxxx 00  :  0  0 . 

Це означає, що      0lim
0




xx
xx

 , тобто     xx    – нескінченно 

мала функція при 0xx . 

Доведення теореми для будь-якого скінченного числа нескінченно 

малих функцій проводиться аналогічно. 

Теорема 5.2.2. Добуток обмеженої функції на нескінченно малу 

функцію є нескінченно мала функція. 

Доведення. Нехай функція  xf  є обмеженою при 0xx . Тоді 

існує таке число 0M , що   Mxf  , для усіх x  з 1 -околу точки 0x . 

Та нехай  x  – нескінченно мала функція при 0xx . Тоді для будь-

якого 0 , а значить, і для 0
M


, знайдеться число 02  , таке, що 

для всіх x , які задовольняють нерівності 200  xx , виконується 

нерівність   
M

x


  . 

Нехай оберемо   таку, що дорівнює найменшому з чисел 1  та 

2 . Тоді для всіх x , які задовольняють нерівності  00 xx , вико-

нуються обидві нерівності   Mxf   та  
M

x


  . Значить, 

   xxf      


  M
M

xxf . А це означає, що добуток    xxf   

при 0xx  є нескінченно малою функцією.  

Наслідок 1. З того, що будь-яка нескінченно мала функція є обме-

женою, випливає, що добуток двох нескінченно малих функцій є не-

скінченно малою функцією. 

Наслідок 2. Добуток нескінченно малої функції на число є  нескін- 
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ченно малою функцією. 

Теорема 5.2.3. Частка від ділення нескінченно малої функції на 

функцію, що має відмінну від нуля границю, є нескінченно малою фун-

кцією. 

Доведення. Нехай   0lim
0




x
xx
 , а   0lim

0




axf
xx

. Покажемо, що 

 xf

1
 – обмежена функція. Візьмемо a . За означенням границі, 

знайдеться 0 , таке, що для всіх x , які задовольняють нерівності 

 00 xx , виконується нерівність    axf . Оскільки 

   axf    xfaxfa  , то    xfa , тобто    axf . 

Це означає, що 
   

M
axfxf







111
, тобто 

 xf

1
 – обмежена фун-

кція. 

Функція 
 
 xf

x
 може бути подана у вигляді добутку нескінченно 

малої функції  x  на обмежену функцію 
 xf

1
. Тоді з теореми 5.2.2 

випливає, що частка 
 
 

 
 xf

x
xf

x 1



 є нескінченно малою функцією.  

Теорема 5.2.4. Якщо функція  x  – нескінченно мала функція, то 

функція 
 x

1
 – нескінченно велика та навпаки. 

Доведення. Нехай  x  – нескінченно мала функція при 0xx , 

тобто   0lim
0




x
xx
 . Тоді     :  0  0 x    00 xx  

    x , тобто 
 

M
x




11
, де 



1
M . Це означає, що функція 

 x

1
 – нескінченно велика. Зворотне твердження доводиться аналогіч-

но. 

Зауважимо, що доведення теорем були зроблені для випадку 

0xx , але вони залишаються вірними і для x . 
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Теорема 5.2.5. Для того щоб число А було границею функції  xf  

при 0xx , необхідно і достатньо, щоб функцію  xf  можна було по-

дати у вигляді суми числа А та нескінченно малої функції  x , тобто  

     xAxfAxf
xx


 0

lim . 

Доведення. Доведемо необхідність умови теореми. Нехай 

  Axf
xx


 0

lim . Це означає, що     :  0  0 x   

    Axfxx 00 , тобто    0Axf . Це означає, що 

функція   Axf   має границю, що дорівнює нулю. Позначимо 

   xAxf  , тоді  x  – нескінченно мала функція при 0xx . Звід-

си    xAxf  . 

Доведемо достатність умови теореми. Нехай     xAxf  ,  де  

 x  – нескінченно мала функція при 0xx , тобто   0lim
0




x
xx
 . Тоді 

      xxxx 00  :  0  0 . За умови, що 

   xAxf  , виконується     Axfx  . Одержуємо 

    :  0  0 x       Axfxx 00 . А це означає, 

що   Axf
xx


 0

lim . 

 

5.3. Основні властивості границь функцій 

Нехай при 0xx  функції  xf  та  x  мають границі 

  Axf
xx


 0

lim ,   Bx
xx





0

lim , а  x  та  x  – нескінченно малі функції 

при 0xx , constk .  

Властивості, що пов’язані з арифметичними діями 

Теорема 5.3.1. Границя алгебраїчної суми двох функцій дорівнює 

алгебраїчній сумі їхніх границь, тобто 

        xxfxxf
xxxxxx


000

limlimlim


 . 

Доведення. За теоремою 5.2.5 можна записати    xAxf   та 

   xBx   . Звідки випливає, що     xxf      xBxA   

      xxBA   . За теоремою 5.2.1      xx     є нескінченно  
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малою. Тому за теоремою 5.2.5      BAxxf
xx





0

lim .  

У випадку різниці функцій теорема доводиться аналогічно.  

З цієї теореми можна зробити дуже важливий висновок. 

Якщо функція має границю   Axf
xx


 0

lim , то ця границя єдина. 

Доведення (від зворотного). Нехай при 0xx  функція має дві 

границі   Axf
xx


 0

lim  та   Bxf
xx


 0

lim , тоді за теоремою про границю 

суми можемо записати    


xfxfBA
xxxx 00

limlim  

=      0lim
0




xfxf
xx

, звідки BA , а це означає, що функція має єди-

ну границю.  

Теорема 5.3.2. Границя  добутку двох функцій дорівнює добутку  

їхніх границь, тобто 

        xxfxxf
xxxxxx


000

limlimlim


 . 

Доведення. За теоремою 5.2.5 можна записати    xAxf   та 

   xBx    при 0xx . Звідки випливає, що     xxf   

             xxxBxABAxBxA   . За теоре-

мами 5.2.1 та 5.2.2        xxxBxA    є нескінченно малою 

функцією. Тому за теоремою 5.2.5      BAxxf
xx





0

lim = 

   xxf
xxxx


00

limlim


 .  

Зауважимо, що теореми 5.3.1 та 5.3.2 є правдивими для будь-якої 

кількості функцій. З цих теорем можна зробити такі висновки:  

Висновок 1. Постійний множник можна виносити за знак границі, 

тобто    xfkxfk
xxxx 00

limlim


 . 

Доведення. Дійсно,       xfkxfkxfk
xxxxxxxx 0000

limlimlimlim


 . 

Висновок 2. Границя степеня з натуральним показником дорів-

нює степеню границі, тобто     
n

xx

n

xx
xfxf 









 00

limlim . 
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Доведення. Дійсно          


xfxfxfxf
xx

n

xx
...limlim

00

 

     xfxfxf
xxxxxx 000

lim...limlim


  
n

xx
xf 









 0

lim . 

Теорема 5.3.3. Границя дробу дорівнює частці від ділення границі 

чисельника на границю знаменника за умови, що границя знаменника 

відмінна від нуля, тобто 

 
 

 

 
  
















0lim  

lim

lim

lim
0

0

0

0

x
x

xf

x

xf

xx
xx

xx

xx



. 

Доведення. Нехай   0lim
0




Bx
xx
 . Тоді     xAxf   та 

   xBx    при 0xx . Звідки випливає, що 
 
 

 
 

 





xB

xA

x

xf






 

 
 
















B

A

xB

xA

B

A




 

   
  xBB

xAxB

B

A








 . За теоремами про власти-

вості нескінченно малих 
   

  xBB

xAxB








 є нескінченно малою функці-

єю. Тому 
 
  B

A

x

xf

xx


 0

lim , тобто 
 
 

 

 
  

lim

lim

lim

0

0

0 x

xf

x

xf

xx

xx

xx 





 . 

Наведені теореми значно полегшують процес обчислення границь 

функцій. 

Приклад 1.4. Обчислити 
x

xx

x 4

965
lim

2

3




. 

Розв’язання. 

 
 



















3

33
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3
2

3 lim4

9lim6lim5lim

4lim

965lim

4

965
lim

x
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x

x x

xx

x

xx

x

xx
 

3
12

91845

34

93635

lim4

9lim6lim5 2

3

3

2

3























x

xx

x

xx

. 

Приклад 1.5. Обчислити границю раціонального дробу  
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m
mmm

n
nnn

x bxbxbxb

axaxaxa








 ...

...
lim

2
2

1
10

2
2

1
10 . 

Розв’язання. Винесемо за дужки найвищі степені многочленів у 

чисельнику та знаменнику дробу: 

m
mmm

n
nnn

x bxbxbxb

axaxaxa







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...
lim

2
2

1
10

2
2

1
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


















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x
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x
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x

b
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a

x

a

x

a
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2

21
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2

21
0

= 

= 



















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щося,переконати легко

02
21

0

02
21

0

b
x

b

x

b

x

b
b

a
x

a

x

a

x

a
a

m
m

x

n
n

x
0

0lim
bx

ax
m

n

x 
=




















. при      ,

, при      ,0

 ,  при  ,
0

0

mn

mn

mn
b

a

 

Тобто 
8

3

348

1753
lim

23

23






 xx

xxx

x
; 





 35

1754
lim

2

23

x

xxx

x
; 

0
348

175
lim

23

2






 xx

xx

x
. 

 

Властивості границь, що виражені нерівностями 

Теорема 5.3.4 (ця теорема аналогічна теоремі про “зажату” послі-

довність). Якщо в деякому околі точки 0x  функції  xf ,  x  та  x  

зв’язані співвідношенням      xxfx    і при 0xx  функції  x  

та  x  мають границі   Ax
xx





0

lim ,   Ax
xx





0

lim , то існує 

  Axf
xx


 0

lim . 

Доведення. Виберемо будь-яке 0 . Тоді з того, що 

  Ax
xx





0

lim ,   Ax
xx





0

lim , випливає  

        AxAAxxxx 1011 0  :  0 ; 

        AxAAxxxx 2022 0  :  0 . 

Нехай        xx 21 ,inf   ,  тобто     є  найменшим  з чисел  
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 x1 та  x2 . Тоді у  -околі точки 0x  виконуються обидві наведені 

нерівності, з чого випливає         AxxfxA , або 

      AxfAxfA . А це означає, що   Axf
xx


 0

lim . 

Теорема 5.3.5. Якщо в деякому околі точки 0x  функції  xf  та 

 x  зв’язані співвідношенням    xxf   і при 0xx функції  xf  та 

 x  мають границі   Axf
xx


 0

lim ,   Bx
xx





0

lim , то BA . 

З метою покращення навичок доведення будь-яких тверджень ре-

комендуємо читачеві довести цю теорему самостійно. Для цього слід 

використати означення границі функції за Гейне та відповідні теореми 

про властивості послідовностей. 

При обчисленні границь можуть  виникати невизначеності, для 

обчислення яких треба застосовувати  деякі прийоми, тереми та перет-

ворення. Знаходження границь у цьому випадку називається розкриттям 

невизначеності. Існує 7 типів невизначеностей: відношення нескінченно 

малих, відношення нескінченно великих, добуток нескінченно малої на 

нескінченно велику, різниця нескінченно великих, нескінченно велика 

степінь суми одиниці та нескінченно малої, нескінченно мало у нескін-

ченно малої степені, нескінченно велика у нескінченно малої степені. Ці 

типи невизначеностей умовно позначаються символами: 

0
0

, 



, 0 ,  , 1 , 0 , 00 ,  

де символом 0 позначено нескінченно малу , а символом  ∞ нескінченно 

велику. Символ 1  має на увазі (1+н.м.)н.в. 

 

5.4. Перша особлива границя 

Ця границя розкриває невизначеність 
0
0

. 

Теорема. Границя відношення синуса до його аргументу дорівнює 

одиниці, якщо аргумент прямує до нуля, тобто 

1
sin

lim
0


 x

x

x
. 

Доведення. Візьмемо коло з радіусом 1, позначимо радіанну міру 

кута MOB через  x   (рис. 1.14). Нехай  
2

0


 x .  З  рисунка видно, що  
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xAM sin , xBC tg . Очевидно, що COBMOBсектораMOB SSS     . 

2

sin
sin1

2

1

2

1 x
xAMOBS MOB  ; 

22

1 2

  

x
OBxS MOBсектора  ; 

2

tg
tg1

2

1

2

1 x
xBCOBS COB  . Звідки одержуємо 

2

tg

22

sin xxx
 . 

Поділимо нерівність на 0
2

sin


x
, одержимо 

xx

x

cos

1

sin
1  , або 

1
sin

cos 
x

x
x . Оскільки 1coslim

0



x

x
 

та 11lim
0


x
, то за теоремою 5.3.4. 

1
sin

lim
0


 x

x

x
. Оскільки функція 

x

xsin
є 

парною, то все сказане правдиве і для 

0
2









 x


. Слід зауважити, що пе-

ршій особливій границі відповідає не-

визначеність вигляду 
0

0
. 

Приклад 1.6. Розглянемо декілька прикладів, результати яких зго-

дом будуть широко використовуватися при обчисленні границь функ-

цій. 
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Рис. 1.14 
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г) 111

2
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2
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2

2
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0
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2
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x

xxxx
. 

 

5.5. Друга особлива границя 

Ця границя розкриває невизначеність  1  

Теорема 5.5.1. Границя функції 

x

x
z 










1
1  за умови, що x , 

дорівнює числу e , тобто 

e
x

x

x













1
1lim . 

Доведення. У 3.4. було доведено, що e
n

n

n













1
1lim . Тепер дове-

демо, що e
x

x

x













1
1lim  Rx . Доведення проведемо в два етапи. 

1. Нехай x . Будь-яке значення змінної x  укладено між дво-

ма додатними числами 1 nxn , де  xn   – ціла частина числа x . 

Звідки випливає 
nxn

11

1

1



, а значить, і  

nxn

1
1

1
1

1

1
1 


 ,  тому  

1
1

1
1

1
1

1
1


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



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
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


















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Якщо x , то і n , тоді 

e
e

n

n

n

n

n

n
n
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

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
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

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
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

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
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1
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1
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1
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1

, 
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n

n

n

n
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





















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







1

1
1lim

1
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1
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1

. 

За теоремою 5.3.4 маємо e
x

x

x













1
1lim . 
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2. Нехай x . Зробимо підстановку xt  . Тоді 











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
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
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t

t

t

t

t
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t
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1
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1
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1
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1
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

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
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















1

1

1
1lim

1

1
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1

. 

Зауважимо, якщо у формулі другої особливої границі замінити 


x

1
 (тоді при 0 x ), то можна одержати інше формулю-

вання цієї границі   e





1

1lim
0

. Другій особливій границі відповідає 

невизначеність вигляду 1 . Обидві формули широко використовують-

ся при обчисленні границь.  

Приклад 1.7. Знайти 
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3
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
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
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. 

Розв’язання. При обчисленні цієї границі виникає невизначеність 

1 , що означає, що треба перетворювати вираз таким чином, щоб мо-

жна було застосувати формулу другої особливої границі. 
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
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= 

= 8e . 

Підкреслимо ще раз, що таку схему обчислення границі функції 

можна застосовувати тільки у випадку, коли відповідна невизначеність  
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дорівнює 1 . 

 

§6. ЕКВІВАЛЕНТНІ НЕСКІНЧЕННО МАЛІ ФУНКЦІЇ 

 

6.1. Порівняння нескінченно малих функцій 

 Нескінченно малі функції порівнюються між собою за допомогою 

їхнього відношення. 

 Нехай    xx   ,  – нескінченно малі функції при 0xx . Це 

означає, що   0lim
0




x
xx
  і   0lim

0




x
xx
 . 

Дві нескінченно малі функції називаються нескінченно малими 

одного порядку при 0xx , якщо при 0xx  границя їхнього відношен-

ня дорівнює постійному числу, відмінному від нуля, тобто 

 
 

 RA  A
x

x

xx



0lim

0 


. 

Дві нескінченно малі функції називаються еквівалентними не-

скінченно малими  при 0xx , якщо при 0xx  границя їхнього відно-

шення дорівнює одиниці, тобто 

 
 0

lim 1
x x

x

x




 , 

позначається це так:  x ~  x , або  ~ . 

Нескінченно мала   x   називається нескінченно малою більш  

високого порядку малості ніж  x  при 0xx , якщо при 0xx  гра-

ниця відношення  x  до  x  дорівнює нулю, тобто 

 
 

0lim
0


 x

x

xx 


, 

позначається це так:  x =   x0 . 

Якщо 
 
 


 x

x

xx 



0

lim , то кажуть, що нескінченно мала  x  є не-

скінченно малою більш низького порядку малості ніж  x  при 0xx . 

Приклад 1.8. Порівняти нескінченно малі функції   63  xx  та 

  164 2  xx   при 2x . 
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Розв’язання.  

 
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  
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 Нескінченно малі функції  x  та  x  при  2x  є  нескінченно 

малими одного порядку.  

Приклад 1.9. Порівняти нескінченно малі функції    213  xx  

та   232  xxx  при 1x . 

Розв’язання. 
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Нескінченно мала  x  при  1x  є  нескінченно малою більш 

високого порядку малості ніж  x . 

 

6.2. Основні теореми про нескінченно малі 

Теорема 6.2.1. Границя відношення двох нескінченно малих не 

зміниться, якщо кожну або одну з них замінити на еквівалентну їй не-

скінченно малу. 

Доведення. Нехай  x ~  x  та  x ~  x   при 0xx , тоді 
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Теорема 6.2.2. Границя добутку двох нескінченно малих не змі-

ниться, якщо кожну або одну з них замінити на еквівалентну їй нескін-

ченно малу. 

Доведення. Нехай  x ~  x  та  x ~  x   при 0xx , тоді 
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   xx
xx

 
 0

lim . 

Теорема 6.2.3. Для того щоб дві нескінченно малі функції були 

еквівалентними, необхідно та достатньо, щоб їхня різниця була нескін-

ченно малою більш високого порядку малості, ніж кожна з них. 

Доведення. 1. Доведемо необхідність твердження. Нехай 

 x ~  x  при 0xx , тоді  
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звідки випливає, що        xxx  0 . Аналогічно доводиться, що 

       xxx  0 . 

2. Доведемо достатність твердження. Нехай 

       xxx  0 , тобто різниця нескінченно малих є нескінченно 

малою більш високого порядку малості, ніж кожна з них, тоді 
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Теорема 6.2.4. Сума скінченного числа нескінченно малих функ-

цій різних порядків еквівалентна доданку нижчого порядку. 

Доведення. Нехай   0lim
0




x
xx
  і   0lim

0




x
xx
 та  x = при 

0xx , тоді 

   
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 

 
 









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 
 

1101lim
0


 x

x

xx 


, 

звідки випливає, що  x +  x ~  x  при 0xx . 

 Доданок, який є еквівалентним сумі нескінченно малих, назива-

ється головною частиною цієї суми. Процес заміни суми нескінченно 

малих на їхню головну частину називається відкиданням нескінченно 

малих більш високого порядку малості. 

 Виходячи з теореми та результатів прикладу пункту 5.4, можемо  
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зробити висновок, що при  0x наступні пари функції будуть еквіва-

лентними  xsin ~ x , xtg ~ x , xarcsin ~ x , xarctg ~ x , xcos1 ~
2

2x
. 

 Знайдемо ще кілька еквівалентних нескінченно малих. 

Приклад 1.10:  

а) 
 

    
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 
11

11ln
lim

)1ln(
lim

1

00
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
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y

m

m

xy
. 

Таким чином, можемо стверджувати, що при 0x  наступні пари 

функцій будуть еквівалентними:  x1ln ~ x , 1xa ~ ax ln , 1xe ~ x , 

  11 
m

x ~ mx , де m належить множині раціональних чисел  і може бу-

ти дробом, наприклад,   115 3
 x ~ x

5

3
. 

Слід зазначити, що синус буде еквівалентним своєму аргументу, 

коли аргумент прямує до нуля, незалежно від того, чи буде аргумент 

дорівнювати незалежній змінній, чи це буде функція від неї. Все сказане 

стосується і всіх інших пар еквівалентних функцій. 

Приклад 1.11:  
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a)
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б) 
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Складемо таблицю еквівалентних нескінченно малих при 0 . 

У лівому стовпчику наведені пари еквівалентних функцій, одержані за 

допомогою першої особливої границі, у правому – за допомогою другої. 

 

I II 

1. sin ~ ; 

2. tg ~ ; 

3. arcsin ~ ; 

4. arctg ~ ; 

5. cos1 ~
2

2
. 

1.  1ln ~ ; 

2. 1a ~ aln ,  

3. 1e ~ ; 

4.    11 
m

 ~ m . 

 

Зазначимо, що аналогічно зрівнянню нескінченно малих можна 

проводити зрівняння нескінченно великих, та замінювати нескінченно 

великі на їх асимптотичні рівні. Асимптотично рівними нескінченно ве-

ликими називають таки величини, границя відношення котрих дорівнює 

одиниці. Нескінченно великими доданками нижчих порядків можна 

нехтувати. 

 

§7. НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЙ 

 

7.1. Неперервність функції в точці 

Нехай функція  xfy   визначена в  точці 0xx   та в деякому її 

околі. 

Функція  xfy   називається неперервною в точці 0xx  , якщо 

в цій точці існують обидві однобічні границі цієї функції, ці границі ма-

ють скінченне значення, є рівними між собою та дорівнюють значенню 

функції в цій точці, тобто 

     0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx




.     (1.5) 
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Рівність (5.3) називають умовою неперервності функції в точці. 

Враховуючи, що 0
0

lim xx
xx



, рівність (5.3) можна записати так: 

   0
00

limlim xfxfxf
xxxx












 .   (1.6) 

Це означає, що при обчисленні границі неперервної функції мож-

на у функцію замість аргументу x  підставити його граничне значення 

0x  (або ще кажуть, що можна поміняти місцями знак границі і знак фу-

нкції). 

Означення неперервної функції можна дати і «мовою   ». Фу-

нкція  xfy   називається неперервною в точці 0x , якщо для будь-

якого додатного   знайдеться таке додатне число  , що для всіх 

0xx  , які задовольняють нерівності  0xx , виконується нерів-

ність      0xfxf . 

Легко показати, що обидва означення неперервності функції є ек-

вівалентними. 

Можна дати ще одне означення неперервності функції, спираю-

чись на поняття приросту функції та аргументу. Нехай функція  xfy   

визначена на проміжку  ba. , причому    baxbax ,;, 0  . При переході 

від точки x до точки 0x  аргумент одержує приріст 0xxx  , функція 

одержує приріст      0xfxfxf  . Зрозуміло, якщо 0xx , то 

0x . Перепишемо (1.6) так: 

             


0lim0limlim 0
0

0
0

0
0

xfxfxfxfxfxf
xxxx

 

  0lim
0




xf
x

. 

Третє означення неперервної функції можна сформулювати так: 

якщо функція є неперервною в точці 0x , то нескінченно малому прирос- 

ту аргументу відповідає нескінченно малий приріст функції. 

Приклад 1.12. Довести, що функція  xy cos  є неперервною для 

всіх Rx . 

Розв’язання. Знайдемо приріст функції в довільній точці x . 
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
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x
.  

За третім означенням функція xy cos  є неперервною. 

 

7.2. Класифікація точок розриву 

Точка 0xx   називається точкою розриву функції  xfy  , якщо в 

ній не виконується умова неперервності (1.5). Можливі такі випадки: 

1. Точка 0x  називається точкою усувного розриву (рис. 1.15), 

якщо функція визначена в околі точки 0x , але не визначена в самій точ-

ці, або визначена, та не є неперервною в цій точці, тобто в цій точці 

існують обидві однобічні границі цієї функції, ці границі мають скін-

ченне значення, є рівними між собою, але не дорівнюють значенню фун-

кції в цій точці, тобто  

     0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx




. 

Рис. 1.15 

 

2.  Точка 0x  називається точкою розриву першого роду (стриб-

ком)  якщо,  в  цій  точці  існують обидві однобічні границі цієї функції  

(рис. 1.16), ці границі мають скінченні значення, але вони не є рівними 

між собою, тобто 

    BABxfAxf
xxxx




;constlim;constlim
00 00

. 

y 

x x0 0 

f(x0) 
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Рис. 1.16 
 

3. Точка 0x  називається точкою розриву другого роду (рис. 1.17), 

якщо в цій точці одна чи обидві однобічні границі функції мають не-

скінченні значення. 

Рис. 1.17 

 

Приклад 1.13. Знайти точку розриву функції  
x

x
xf

sin
  та кла-

сифікувати її. 

Розв’язання. Функція невизначена в точці 0x . Знаходимо обид-

ві однобічні границі 

1
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lim
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
 x

x

x
. 

1
sin
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0


 x

x

x
. 

y 

x x0 0 

f(x0+) 

f(x0) 

f(x0 –) 
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x x0 
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Ліва та права однобічні границі рівні між собою, отже, точка 0x  

є точкою усувного розриву. Є можливість усунути розрив шляхом ви-

значення функції в точці 0x . 













.0якщо,1

,0якщо,
sin

)(

x

x
x

x

xf  

Наведемо графік функції з точкою розриву (рис. 1.18).  

Рис. 1.18 
 

Приклад 1.14. Дослідити на неперервність функцію 












.1якщо,1

,1якщо,
)(

2

xx

xx
xf  

Розв’язання. Обидві функції 2x  та 1x  є неперервними при 

Rx , але у точці 1x  змінюється вираз функції, тому вона може бути 

точкою розриву. Знаходимо однобічні границі в цій точці. 

1lim 2

01



x

x
. 

21lim
01




x
x

. 

Однобічні границі мають скінченні значення, але вони не є рівни-

ми між собою, тому в точці 1x  функція має розрив першого роду 

(стрибок, рис. 1.19). 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.19 

y 

x 0 

x 0 

y 

1 
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Приклад 1.15. Дослідити на неперервність функцію   1

1

 xexf . 

Розв’язання. Оскільки  1f  не існує, то 1x  є точкою розриву фу-

нкції. Обчислимо односторонні границі функції в точці 1x . 
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
ee

x
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Оскільки одна з границь є нескінченною, то 1x  є точкою розри-

ву другого роду (рис. 1.20). 

Рис. 1.20 

 

7.3. Неперервність функції на інтервалі та на відрізку 

Функція називається неперервною на інтервалі, якщо вона є не-

перервною в кожній точці цього інтервалу. Функція  xf  називається 

неперервною на відрізку  ba, , якщо вона неперервна на інтервалі  ba, , 

а в точці ax   є неперервною справа (тобто    afxf
ax


 0

lim ), а в точ-

ці bx   є неперервною зліва (тобто    bfxf
bx


 0

lim ). 

 

7.4. Основні теореми про неперервні функції.  

Неперервність елементарних функцій 

Теореми про неперервні функції є наслідком відповідних теорем 

про границі. 

y 

0 1 x 

y=1 

y=e1/(x–1) 
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Теорема 7.4.1. Сума, різниця, добуток та частка двох неперервних 

функцій є неперервною функцією (для частки за винятком тих значень 

аргументу, у яких дільник дорівнює нулю). 

Теорема 7.4.2. Нехай функція  xu   неперервна в точці 0x , а 

функція  ufy   неперервна в точці  00 xu  , тоді складна функція 

  xf   є неперервною в точці 0x . 

 Теорема 7.4.3. Якщо функція  xfy   неперервна та строго мо-

нотонна при  bax , , то обернена функція  xu   також буде непере-

рвною та монотонною на відповідному відрізку. 

 Можна довести, що всі основні елементарні функції є непере-

рвними у всіх точках, де вони визначені. Як відомо, елементарною на-

зивають таку функцію, яка може бути одержана з основних елементар-

них функцій за допомогою скінченного числа арифметичних дій та су-

перпозицій. Тому з наведених вище теорем можна зробити висновок, 

що будь-яка елементарна функція є неперервною в своїй області визна-

чення. 

 

7.5. Властивості функцій, що є неперервними на відрізку 

Функції, що є неперервними на відрізку, мають декілька важливих 

властивостей. Сформулюємо їх у вигляді теорем. 

Теорема 7.5.1 (Вейєрштрасса). Якщо функція є неперервною на 

відрізку, то вона досягає на цьому відрізку свого найбільшого та найме-

ншого значення. 

Теорема 7.5.2. Якщо функція є неперервною на відрізку, то вона є 

обмеженою на цьому відрізку  

Теорема7.5.3 (Больцано-Коші). Якщо функція  xfy   є непере-

рвною на відрізку  ba,  та на кінцях цього відрізка має нерівні між со-

бою значення   Aaf  ,   Bbf  , то вона приймає на цьому відрізку всіх 

значень, що лежать між A та B. 

Теорема 7.5.4 (Больцано-Коші). Якщо функція  xfy   є непе-

рервною на відрізку  ba,  та на кінцях цього відрізка набуває значення 

різних знаків, то  існує  хоча  б одна внутрішня точка   сx   на відрізку 

 ba, , в якій функція дорівнює нулю   0сf . 
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Приклад розв’язання варіанта 31  

з контрольних завдань до розділу 1 

Розглянемо варіант № 31. 

Завдання 1. Обчислити границю послідовності 

   

   33

33

112

2332
lim





 nn

nn

n
. 

Розв’язання. 

   

   33

33

112

2332
lim





 nn

nn

n
=



 = 

множенняоскороченогформулами

задробузнаменникутачисельнику

устоятьщовирази,оперетворим

 

==
13316128

83654272754368
lim

2323

2323





 nnnnnn

nnnnnn

n
= 

=
23157

19901835
lim

23

23





 nnn

nnn

n
=

1.5прикладу  

мрезультато осяскористаєм
= 5

7

35
 . 

Завдання 2. Обчислити границю послідовності 

   

   2235!1

!3!1
lim

nnn

nn

n 




. 

Розв’язання. Враховуючи, що        321!1!3  nnnnnn , 

а      1!1!1  nnnn , маємо 

   
   2235!1

!3!1
lim

nnn

nn

n 




=



= 

      
    22351!1

3211!1
lim

nnnnn

nnnnn

n 




= 

=
    

  22351

3211
lim

nnnn

nnnn

n 




=

nnnn

nnnn

n 5852

16116
lim

234

234






=

2

1
. 

Завдання 3.  Обчислити границю послідовності 

 
 13...52

532
lim

22





 n

nn

n
. 

Розв’язання. Перетворимо чисельник дробу за допомогою фор-

мул скороченого множення    2222
59124532 nnnnn  

2912 nn  . Вираз у знаменнику є сумою членів арифметичної про-

гресії, знайдемо її значення  
 

2

3

2

132
13...52

2 nn
n

n
n





 . 

Маємо 
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 
 13...52

532
lim

22





 n

nn

n
=



=

2

3

912
lim

2

2

nn

nn

n 




=

3

2

2

3

1



. 

Завдання 4.  Обчислити границю функції  xx x

x



34lim

3 2

2
. 

Розв’язання. Підставимо замість змінної її граничне значення  

 xx x

x



34lim

3 2

2
=   52922342lim 23 2

2


x
. 

Завдання 5.  Обчислити границю функції 

3 265 7

324 10

39

142
lim





 xxxx

xxxx

x
. 

Розв’язання. Винесемо найвищі степені змінної з-під знака коренів: 

3 265 7

324 10

39

142
lim





 xxxx

xxxx

x
=



=

3
64

22

1

5

7

32
4

109
4

10

31
13

1
14

21
1

lim

3

1

xx
xxx

x
xx

xx
x

x








= 

=

2

5

2

1

23

7

3

1

2
3

64

34
109

  ;  ;1
31

1lim

,1
1

1lim,1
21

1lim

xxxxxx
xx

xxx

x

xx

















































=
3

1

3

4
lim

2

5

5

7

3

7

2

5









xx

xx

x
. 

Завдання 6.  Обчислити границю функції 
65

252
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
. 

Розв’язання. Підставимо замість змінної її граничне значення 

2x : 

65

252
lim

2

2

2 



 xx

xx

x
=

0

0
= 

нулю дорівнює що множника, виділення

 метою з множники на дробу, знаменникута

   чисельникуу   стоять що вирази, розкладемо
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=

 

  32

2

1
22

lim
2 











 xx

xx

x
=

  
  32

122
lim

2 



 xx

xx

x
= 

=
 






2 xзначення     її  змінноїї замість мопідставляє 

скорочення після  , 2 на знаменник  ттчисельник  скорочуємо x
 

=
 
 3

12
lim

2 



 x

x

x
=

 
 

3
32

122





. 

Завдання 7. Обчислити границю функції 

86215

2418112
lim

23

23

4 



 xxx

xxx

x
. 

Розв’язання. 
86215

2418112
lim

23

23

4 



 xxx

xxx

x
=

0

0
 

Щоб виділити у чисельнику та знаменнику дробу множник, що 

дорівнює нулю, поділимо обидва многочлени на  4x . 

–
23

23

82

2418112

xx

xxx





632

4
2 



xx

x
 ;          –

23

23

205

86215

xx

xxx





25

4
2 



xx

x
 

  ----------------------       --------------------- 

 –
xx

xx

123

183

2

2




      –

xx

xx

4

6

2

2




 

  ---------------------     ---------------- 

  –
246

246





x

x
     –

82

82





x

x
   

  -------------     ------------- 

   0      0 

86215

2418112
lim

23

23

4 



 xxx

xxx

x
=

  
  254

6324
lim

2

2

4 



 xxx

xxx

x
=

 
 25

632
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
= 

= підставимо    4x   =
  

 24165

643162




=

3

1

78

26
 . 

Завдання 8.  Обчислити границю функції  
2

33

1 543

31126
lim

xx

xx

x 




. 

Розв’язання. 
2

33

1 543

31126
lim

xx

xx

x 




=

0

0
.  
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Щоб розкрити невизначеність, помножимо чисельник і знаменник 

дробу на спряжені їм вирази. 

2

33

1 543

31126
lim

xx

xx

x 




= 

=
        

         




 






 

 3 233 22

3 233 233

1
3113112626543

311311262631126

lim

xxxxxx

xxxxxx

x
= 

=
  

          




 



 3 233 222

2

1
3113112626543543

31126543
lim

xxxxxxxx

xxxx

x
= 

=
  

         




 



 3 233 222

2

1
3113112626549

55543
lim

xxxxxx

xxx

x
= 

=
  

         




 



 3 233 221
311311262614

15435
lim

xxxxx

xxx

x
= 

=
   

          




 



 3 233 21
3113112626114

15435
lim

xxxxxx

xxx

x
= 

= скорочуємо дріб, та підставляємо 1x = 

=
 

         3 233 21 311311262614

5543
lim

xxxxx

xx

x 




=

8

5

48

30
 . 

Завдання 9.  Обчислити границю функції  

   






 



 131cosln

5353tg
lim

5 3

42

0 xx

x xx

x


 

Розв’язання. 
   







 



 131cosln

5353tg
lim

5 3

42

0 xx

x xx

x


=

0

0
. Для розкриття неви-

значеності будемо використовувати теореми 5.2.1 та 5.2.2, для цього 

зробимо деякі перетворення множників та знайдемо еквівалентні їм не-

скінченно малі. 
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   




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=
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Завдання 10.  Обчислити границі функцій:  

а)
x

x

x xx

xx 2
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lim


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


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Розв’язання:  

а) 
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


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x xx
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15

2

2

2

1

32
lim 1 .  

Ця невизначеність відповідає другій особливій границі. Зробимо 

такі алгебраїчні перетворення: 
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




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





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Зверніть увагу, що приклади б) та в) не містять невизначеностей, 

для їх знаходження використовується правило обчислення границь ра-

ціональних дробів. 

Завдання 11.  Обчислити границю функції  
 

23

63sin
lim

22 



 xx

x

x
. 

Розв’язання.   

 
23

63sin
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22 



 xx

x

x
=

0

0
=  

     11223 

;32-x36-3x

 ттод0,2-xy   

2 





yyxxxx

y

змінноїзамінуЗробимо

= 
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=
 1
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0  yy

y

y
= ніеквівалент назаміну  Зробимо =

 1

3
lim

0  yy

y

y
= 

=
 

3
1

3
lim

0


 yy
. 

Завдання 12. Дослідити функцію  
 2arcsin

93






x
xf

x

 на непере-

рвність. 

Розв’язання. Функція є невизначеною в точці 2x . Знаходимо 

обидві однобічні границі: 

 
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 y

y

y
. 

Ліва та права однобічні границі рівні між собою, отже, точка 2x  

є точкою усувного розриву. Є можливість усунути розрив шляхом ви-

значення функції в точці 2x . 

   

















       x якщо          

x якщо     
xxf

x

.0,3ln9

,2,
2arcsin

93

 

Завдання 13.  Дослідити функцію на неперервність 

   


















.x      x

,x0   x

,x         x

xf

2,3

2,1

0,

2

2

 

Розв’язання. Всі функції є неперервними при Rx , але у точках 

0x  та 2x  змінюються вирази функції, тому вони можуть бути точ-

ками розриву. Знаходимо  однобічні границі в точці 0x : 

0lim 2

00



x

x
. 
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  11lim
2

00



x

x
. 

Однобічні границі мають скінченні значення, але вони не є рівни-

ми між собою, тому у точці 0x  функція має розрив першого роду 

(стрибок). Знаходимо двобічні границі в точці 2x . 

  11lim
2

02



x

x
. 

13lim
02




x
x

. 

Однобічні границі мають скінченні значення, які є рівними між 

собою, тому у точці 2x  функція є неперервною. 

 

ВАРІАНТИ ОБОВ’ЯЗКОВОГО ДОМАШНЬОГО ЗАВДАННЯ 

 

Завдання 1.  Обчислити границі послідовностей 

  1. 
   

   33

23

132

2312
lim





 nn

nn

n
.    2. 

   

    22

44

1212

1313
lim





 nnn

nn

n
.  

  3. 
 

5

132
lim

34





 n

nnnn

n
.   4. 

   

   33

33

112

112
lim





 nn

nn

n
.   

   5. 
   

   22

33

412

24
lim





 nn

nn

n
.    6. 

   

   33

44

43

15
lim





 nn

nn

n
. 

  7. 
   

   33

44

11

1212
lim





 nn

nn

n
.    8. 

   

 2

33

3

22
lim





 n

nn

n
. 

  9. 
   

   32

44

11

11
lim





 nn

nn

n
.  10. 

   

   22

33

1422

27
lim





 nn

nn

n
. 

11. 
   

nn

nn

n 5

121
lim

3

33






.  12. 

   

   33

44

121

32
lim





 nn

nn

n
. 

13. 
 

 5

121
lim

34





 n

nnnn

n
. 14. 

 

  33

44

1

1
lim





 nnn

nn

n
. 

15. 
   

   22

33

1212

11
lim





 nn

nn

n
.  16. 

   

   22

33

432

15
lim





 nn

nn

n
. 



 59 

17. 
   

   22

33

432

16
lim





 nn

nn

n
.  18. 

   

nn

nn

n 3

11
lim

3

33






.  

19. 
   

   33

44

11

11
lim





 nn

nn

n
.  20. 

   

   22

33

432

16
lim





 nn

nn

n
. 

21. 
   

   22

33

212

21
lim





 nn

nn

n
.    22. 

   

   33

44

23

12
lim





 nn

nn

n
. 

23.
   

   22

33

312

3212
lim





 nn

nn

n
.    24. 

   

   33

44

123

1252
lim





 nn

nn

n
 

 25. 
   

   33

23

132

233
lim





 nn

nn

n
.    26. 

   

    22

44

1212

2323
lim





 nnn

nn

n
.  

  27. 
 

15

752
lim

342





 n

nnn

n
.   28. 

   

   33

33

122

1312
lim





 nn

nn

n
. 

29. 
   

   33

23

432

131
lim





 nn

nn

n
.    30. 

   

    22

44

112

1222
lim





 nnn

nn

n
.  

 31. 
   

   33

33

112

2332
lim





 nn

nn

n
. 
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Завдання 7. Обчислити границі функцій 
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Завдання 8. Обчислити границі функцій 
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Завдання 9. Обчислити границі функцій 
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Завдання 12. Дослідити функції на неперервність 
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Завдання 13. Дослідити функції на неперервність 

1.  
















1.           ,2

1,1    ,2

1,       ,4

2

xx

xx

xx

xf    2.    
















.24

201

0         ,1

2

,       xx

,x,      x

, xx

xf  

3.  
















.,     xx

,x,     x

,,        xx

xf

13

111

12

2   4.    
















.   x,         x

,x,    x

,         xx,        

xf

23

201

0

2
 

5.  

 

 
















.        xx,        

,x,      x

,,     xx

xf

0

011

112

3
  6.  

















.x,         x

,x  ,         x

,  xx,        

xf

21

20

0

2  

7.  
















.,       xx

,x  x,        

,,     xx

xf

32

312

112

   8.  
















.,        xx

,x,        x

,,        xx

xf

43

401

03

 

9.   
















.,       xx

,x    ,         

,,     xx

xf

22

200

01

          10.  
















.12

10

02 2

,      xx

,x   x,        

,,       xx

xf 1 

11.  
















. x,         

,x x,        

,x,     x

xf

20

21

0sin

          12.  





















.2

2
0

2
cos

π    x,         

π,xπ    ,         

,πxx,        

xf  

13.  
















.x,       x

,x,        x

,,     xx

xf

22

20

01

2                      14.  
















. xx,        

,x,     x

,,       xx

xf

1

101

01

2  

15.  
















.,       xx

,x,   x

,x,       x

xf

21

201

0

2   16.  
















.,      xx

,x  ,         

,,       xx

xf

22

201

03

2

 



 74 

17.  
















π.   x,         

π,xx,       

,,       xx

xf

3

0sin

01

                     18.  
















. xx,        

,x,     x

,,    xx

xf

22

211

11

2  

19.  
















.,   xx

,x,      

,,        x

xf x

23

202

01

            20.  
















.    x,         

,x ,         x

,,     xx

xf

12

12

22

3  

21.  
















.   xx,        

,x,    x

,,    xx

xf

2

212

143

2                  22.    
















.  xx,        

,x,      x

,       xx,        

xf

36

312

1

2
 

23.  
















.xx,        

,x,      x

,,        xx

xf

22

212

11

2                     24.  
















.x,      x

,x,      x

,x,         x

xf

35

311

13

 

25.  
















.,      xx

,xx,       

,    xx,        

xf

11

121

2

2

  26.  
















.,        xx

,x,      x

,,        xx

xf

22

204

03

2  

27.  
















. xx,        

,x,    x

,  x,         

xf

22

211

10

2                   28.  
















π.x,       x

π,xx,      

,x,         

xf

1

0cos

01

 

29.  
















.x,     x

,xx,     

,,        x

xf

1ln

111

12

          30.  
















.   x,         x

,x      ,         x

,      xx,        

xf

24

20

0

3  

31.    





















.x,      x

,x,   x

,x,         x

xf

25

201

0

2

2

 



75 

 

Глава 2. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ 

ЗМІННОЇ 

 

§1. ПОХІДНА ФУНКЦІЇ 

 

1.1. Похідна. Диференціювання явно заданих функцій 

Нехай функція  xfy   визначена на проміжку Х. Візьмемо будь-

яку точку Χx 0  і надамо їй приріст x , такий, що   Χxx 0 , тоді 

функція набуває відповідний приріст     00 xfxxfy  . 

Означення. Похідною функції  xfy   в точці 0x  називають 

границю відношення приросту функції до приросту аргументу за умови, 

що приріст аргументу спрямує до нуля, якщо ця границя існує: 

 
x

y
xf

x 




 0
0 lim . 

Зауваження. Якщо 




 x

y

x 0
lim , то вважають, що функція має не-

скінченну похідну в точці 0x . 

Позначають похідні символами   xf    або   xy . 

Означення. Лівою (правою) похідною функції  xfy   в точці 

0x  називають ліву (праву) границі відношень:  
x

y
xf

x 





lim0

00
0  

або   
x

y
xf

x 





lim0

00
0  

Необхідною і достатньою умовою існування  0xf   є існування і 

збіг  00  xf  і  00  xf .  

Процес знаходження похідної називається диференціюванням. 

Похідні основних елементарних функцій 

Виведемо ці похідні безпосереднім обчисленням.  

Приклад 2.1. Нехай nxy  . 

Розв’язання. 

Приріст   функції       n
n

nnn
x

x

x
xxxxy 0

0
000 1 







 
 =  
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=





















 
 11

0
0

n
n

x

x
x ~ xnx

x

x
nx

nn


 1

0

0

0  (при перетвореннях застосовані 

еквівалентні співвідношення для нескінченно малих функцій 

  11 
m

~ m , 0 ). Тоді 1
1

0

00
limlim 














 n

n

xx
nx

x

xnx

x

y
y . Отже, 

похідна   1
 nn nxx . 

Приклад 2.2.  Нехай xy    0x . 

Розв’язання. 

Приріст функції 

y =  xxx
  






xxx

xxxxxx

xxx

xxx




= 

=
xxx

x




. Похідна 

 xxxx

x
y

x 




 0
lim =  

=
xxxx 

1
lim

0
=

x2

1
. Дістаємо:  

x
x

2

1



. 

Приклад 2.3. Нехай xy sin . 

Розв’язання. 

Відношення 
 








 
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
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
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 
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








2
cos

2

2
sin

sinsin x
x

x

x

x

xxx

x

y
, корис-

туючись безперервністю функції xcos  і першою особливою границею 

1
sin

lim
0


 x

x

x
, отримуємо   xx cossin 


. 

Приклад 2.4. Нехай xy cos . 

Розв’язання. 

Маємо:   ;
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sin
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 
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





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2
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sin
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x
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x
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тоді   xx
x

x
x

x

x

y

xxx
sin1sin

2
sinlim

2

2
sin

limlim
000








 











 







.  

Отже, похідна дорівнює:   xx sincos 


. 

Приклад 2.5. Нехай .xey    

Розв’язання. 

Надавши аргументу приріст, знаходимо приріст функції 

 1  xxxxx eeeey . 

Отже, 
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
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
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 x

ee

x

y xx

xx

1
limlim

00
 

= 
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e 
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1lim
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Маємо   xx ee 


. 

Приклад 2.6. Нехай xy ln . 

Розв’язання. 

 
x

x

x

x

x

xx

x

xxx

x

y










 












 










1lnln

lnln
. Переходячи до 

границі при 0x  і використовуючи еквівалентність 
x

x

x

x 







 
 ~1ln  

при 0x , отримаємо:  

xxx

x

x

x

x

xx

x

y

xxxx

11
limlim

ln

limlim
0000
















 







, тобто 

 
x

x
1

ln 


. 

Приклад 2.7. Нехай xy alog , 1,0  aa . 

Розв’язання. 

Оскільки 
a

x
xa

ln

ln
log   , то    

xa
x

aa

x
xa

1

ln

1
ln

ln

1

ln

ln
log 

















. 
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Отже, маємо  
ax

xa
ln

1
log 


. 

 

Таблиця похідних основних елементарних функцій 

1.   0


С , де С = const.    

2.   1 


хх , 0 . 

3.   aаа хх ln


, 0a ;   xx ee 


.   

4.  
ax

xa
ln

1
log 


, 0a ;  

x
x

1
ln 


. 

5.   xx cossin 


.    

6.   xx sincos 


.    

7.  
x

x
2cos

1
tg 


.    

8.  
x

x
2sin

1
ctg 


. 

9.    
21

1
arccosarcsin

x
xx








.   

10.    
21

1
arcctgarctg

x
xx








. 

11.   xx chsh 


.    

12.   xx shch 


.    

13.  
x

x
2ch

1
th 


.   

14.  
x

x
2sh

1
cth 


. 

 

1.2. Правила диференціювання функцій 

Теорема 2.2.1. Нехай  xf  і  xg  диференціюються. Тоді: 

1)   gfgf 


 ;   
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2)   gfgfgf 


 ;   

3)  
2g

gfgf

g

f 












, де 0g . 

Доведення. 

1. Похідні суми (різниці) функцій 

Нехай функції    xgxf ,  мають в певній точці похідні    xgxf  ,  

та      xgxfxy  . Надаємо x  приріст x , тоді  xf  та  xg  отрима-

ють прирости  xf  і  xg  відповідно, отже, їх нові значення 

   xfxf   і    xgxg   пов'язані співвідношенням:     xyxy  

         xgxgxfxf  , тобто gfy  , 
x

g

x

f

x

y














. Пе-

реходячи до границі, отримуємо: gf
x

g

x

f

x

y

xxx
















 000
limlimlim . 

Цей результат поширюється на будь-яке число доданків. 

2. Похідна добутку функцій 

У разі добутку двох функцій неважко бачити, що приріст 

     xgxfxy   знаходиться з такого співвідношення:  

             xgxgxfxfxyxy  , fggfy  . 

Отже: 
x

gf

x

g
fg

x

f

x

y



















. Останній доданок з огляду на безпере-

рвність функцій    xgxf ,  в границі дорівнює нулю, тоді 

  gfgfgf 


 . 

3. Похідна частки 

Доведемо формулу похідної частки двох функцій 

2g

gfgf

g

f 












, де 0g . При тих же позначеннях, що й вище: 

   
   
   xgxg

xfxf
xyxy




 , отже 

       
   xxgxg

xgxfxgxf
y




 , звідки 

 
   

 

   xxgxg

x

xg
xfxg

x

xf

x

y
















. Спрямовуючи 0x , отримуємо шукану 
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формулу 
2g

gfgf

g

f 












. 

Приклад 2.8 . Знайти похідні функцій xy tg  і xy сtg . 

Розв’язання. 

Для знаходження похідної скористаємося формулою частки 

 
   

xx

xx

x

xxxx

x

x
x

22

22

2 cos

1

cos

cossin

cos

cossincossin

cos

sin
tg 























. 

Маємо  
x

x
2cos

1
tg 


. 

Виконавши аналогічні операції, отримаємо формулу  

 
x

x
2sin

1
ctg 


. 

Цей результат можна отримати інакше: 

   
xx

xx
2

2 sin

1
1

2
cos

1

2
tgctg 






































. 

 

1.3. Похідна складної функції 

Теорема 2.3.1. Якщо функція  xfy   має похідну в точці 0x , а 

функція  ygz   має похідну в точці  00 xfy  , то складна функція 

  xfgz   має похідну в точці 0x  яка дорівнює 

     000 xfygxz    xyx yzz  . 

У процесі доведення використовується безперервність функцій 

 xfy  ,  ygz  . Якщо існує похідна  yz , то функція yz
y

z







 

є 

нескінченна мала у разі 0y . Тоді yyzz y   , розділивши на 

x  отримаємо рівність: 
x

y

x

y
z

x

z
y














  . Переходимо до границі при 

0x  і остаточно маємо: похідна в точці 0x       000 xfygxz   або 

xyx yzz  .  
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Приклад 2.9. Нехай xay  , Rx . 

Розв’язання. 

Оскільки axx ea ln , користуючись формулою похідної для склад-

ної функції, отримуємо:       





axeea axaxx lnlnln  ae ax lnln  

aax ln . 

Тобто   aaa xx ln


. 

 

1.4. Похідна оберненої функції 

Нехай задані функції  tx  ,  ty ψ ,   ,t  і нехай на інтер-

валі  ,  функція має обернену  xt 1 . Тоді можна визначити фун-

кцію     xxy 1 , яка називається параметрично заданою. 

Теорема 2.4.1 (похідна оберненої функції). Нехай функція 

 xfy   зростає (або спадає) і неперервна в деякому околі точки 0x . 

Нехай також   00  xf . Тоді в деякому околі точки  00 xfy   визна-

чена обернена функція  yfx 1 , причому  yf 1
 диференційована в 

точці 0y  і    
 0

0
1 1

xf
yf




 . Більш проста форма запису для довільної 

точки  x , в якій виконані умови теореми: 
x

y
y

x



1

.  

Доказ складається з такого ланцюжка міркувань: 0x , 0y  

і 0x , 0y , отже, 

x

yy

x








 1
. Якщо тепер перейти до границі 

0x , 0y , отримаємо 
x

y
y

x



1

 . 

Приклад 2.10. Нехай xy arcsin . 

Розв’язання. 

Обернена їй функція має вигляд yx sin , 









2
;

2


y . На інтер- 
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валі  









2
;

2


  правильна рівність 0cos  yx .  

За правилом диференціювання оберненої функції  

 
  22 1

1

sin1

1

cos

1

sin

1
arcsin

xyyy
x











,  

де перед коренем беремо знак плюс, тому що 0cos y , коли 











2
;

2


y . 

Отже,   
21

1
arcsin

x
x





. 

Аналогічно отримаємо, що  
21

1
arccos

x
x





. 

Цю формулу можна отримати простіше: 
2

arcsinarccos


 xx , 

тобто xx arcsin
2

arccos 


, отже,   














xx arcsin

2
arccos



 

21

1

x
 . 

Знайдемо похідну функції xy arctg . Вона є оберненою до функ-

ції yx tg , де 









2
;

2


y . Тому за правилом диференціювання обер-

неної функції отримаємо: 

 
  22

2

2
1

1

tg1

1
cos

cos

1

1

tg

1
arctg

xy
y

y

y
x











 

Тобто  
21

1
arctg

x
x





. 

Функції  xarctg і xarcctg  зв’язані співвідношенням 

2
arcctgarctg


 xx , тобто xx arctg

2
arcctg 


. 

Диференціюючи цю рівність, знаходимо: 
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   
21

1
arctgarctg

2
arcctg

x
xxx



















 
. 

Тобто  
21

1
arcctg

x
x





. 

Приклад 2.11. Знаходження похідних гіперболічних функцій: 

xy sh , xy ch , xy th , xy cth . 

Розв’язання. 

  x
eeee

x
xxxx

ch
22

sh 


















 





, тобто   xx chsh 


; 

  x
eeee

x
xxxx

sh
22

ch 


















 





, тобто   xx shch 


; 

 
   

xx

xx

x

xxxx

x

x
x

22

22

2 ch

1

ch

shch

ch

shchchsh

ch

sh
th 























, тобто 

 
x

x
2ch

1
th 


; 

 
   

xx

xx

x

xxxx

x

x
x

22

22

2 sh

1

sh

chsh

sh

chshshch

sh

ch
cth 























,  

тобто 

 
x

x
2sh

1
cth 


. 

 

Таблиця похідних основних елементарних функцій, якщо u  

складна функція 

1.   uuu 
 1  , 0 . 

2.   uaaa uu 


ln , 0a ;   uee uu 


.   

3.   u
au

ua




ln

1
log , 0a ;   u

u
u 
 1

ln . 

4.   uuu 


cossin .    

5.   uuu 


sincos .    
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6.   u
u

u 


2cos

1
tg .    

7.   u
u

u 


2sin

1
ctg . 

8.     u
u

uu 








21

1
arccosarcsin .   

9.     u
u

uu 








21

1
arcctgarctg . 

10.   uuu 


chsh .    

11.   uuu 


shch .    

12.   u
u

u 


2ch

1
th .   

13.   u
u

u 


2sh

1
cth . 

Приклад 2.12. Знайти похідну функції )/2arctg( xz x . 

Розв’язання.  

yz arctg  і 
x

y
x2

 , маємо  
21

1

y
yz


  та  

2

22ln2

x

x
xy

xx 
 . 

Тоді отримаємо:  
   

x

xx

x x

x

x

x

x
xz

4

12ln212ln2

)/2(1

1
222 








 .    

Правило диференціювання складної функції справедливе для 

будь-якого кінцевого числа композицій основних елементарних функ-

цій. 

Приклад 2.13. Знайти похідну функції 
xey

2sin1arctg  . 

Розв’язання. 

Використовуючи таблицю похідних та правила диференціювання, 

отримаємо:  












  

x
exey xx

2

sin1arctg2sin1arctg

sin11

1
sin1arctg'

22
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  













 



x
xx

e
x

x
2

22

sin1arctg
2 sin1

sin12

1

sin2
sin1

2

 

 
 

 
xx

xx

e
xx

xx

e xx

cossin
sin1sin2

sinsin2
sin1sin22 22

sin1arctg

22

sin1arctg 22













. 

 

§2. ЛОГАРИФМІЧНЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ.  

ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ, ЗАДАНИХ НЕЯВНО  

ТА ПАРАМЕТРИЧНО 

 

2.1. Логарифмічне диференціювання 

Похідна від логарифма функції  xfy  , тобто   yyy /ln 


, на-

зивається логарифмічною похідною, а операція диференціювання – ло-

гарифмічним диференціюванням. Застосування логарифмування часто 

спрощує взяття похідної, а у разі степенево-показникової функції воно 

необхідне. 

Похідна степенево-показникової функції     
.

xv
xuy   

Застосуємо логарифмічне диференціювання, тобто прологариф-

муємо вираз     
.lnln

xv
xuy   

Використавши властивості логарифма, маємо:     .lnln xuxvy   

Знайдемо похідну:  

          


xuxvxuxv
y

y
lnln

; 

      
 
 xu

xu
xvxuxv

y

y 



ln ; 

      
 
 

y
xu

xu
xvxuxvy 







 
 ln ; 

Остаточно маємо:         
 
 

    
.ln

xv
xu

xu

xu
xvxuxvy 







 
  

Приклад 2.14. Знайти похідну функції   )2(
sin

x
xy


 . 

Розв’язання. 



86 

 

Логарифмуючи, отримаємо:    xxy sinln2ln    0sin x . Знахо-

димо похідні лівої та правої частин рівності: 

     
x

x
xx

y

y
y

sin

cos
2sinln1ln 





. 

Тоді       xxxxyyy
x

ctg2sinlnsinln
)2(







. 

Приклад 2.15. Знайти похідну функції 
  

3
5

2
12

x

xx
y


 . 

Розв’язання. 

    xxxy ln51ln22lnln
3
1  .  

Диференціюючи обидві частини рівності, отримаємо:   

  123

22105

1

2

2

1

3

1 2






















xxx

xx

xxxy

y
, 

  
      3 82

22
3

5

2

12

5

3

2

12

2210

3

112














xxx

xx

xxx

xx

x

xx
y . 

 

Задачі для самостійного розв'язання 

Знайти похідні зазначених функцій. 

1. 33 2 xy .  2. 
12 


x

xy .    3. 



21 xy .    4. 

  32 211

3

xx
y


 .     

5. 3
1

1
2x

y


 .   6. 
x

x
y

tg
 .    7. xxy 3

3
1 coscos  .   8. 

x
y 1sin .   

9.  xy sinsin . 10.  xy 3cossin2 . 11. 
x

y
arcsin

1
 .   12. 

3

32arccos  xy . 

13. 
2arctgxy  . 14. 

x

x
y

2log

1
 .  15. xy 2arccosln .  16. 

x

x
y

4
 .    

17. 
21arctgln xy  .   18. x

x

y ln2 .   19. 
xy sin3 .          20. xey

2ch .    

21. xxxy  .   22. xey ln

1

 .    23. 
xxy tg10  .      24. 

xxey cos1 . 

25. 
 
 

3
22

2

1

1






x

xx
y .   26.   x

xy
cos

sin .  27.  xxy
2

1 .  28.   2
ctg

2tg
x

xy  . 
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29. 
 32ln1arctg 


x

ey .  30. 
x

x
y






1

1
cos2 . 

2.2. Диференціювання функцій, заданих неявно або параметрично 

Функції задані неявно 

Нехай функція   0, yxF є неявним завданням функції  xfy  . 

Для знаходження похідної функції  xfy   необхідно диферен-

ціювати по x  обидві частини рівняння   0, yxF , потім отримане рів-

няння розв’язати відносно xy : 

    ,0,, 
xyx yyxFyxF  

 
 yxF

yxF
y

y

x
x

,

,




 . 

Приклад 2.16. Знайти xy  для функції, яка задана неявно: 

)/arctg( yxxy 

 

. 

Розв’язання. 

Диференціюючи по x  обидві частини рівності )/( yxarctgxy  , 

маємо: 

  22
1

1

y

yxy
yxy

y
x






 ;    
22 yx

yxy
yxy




 ; 

y
yx

y

yx

x
xy 





















2222
, 

 
 22

22

1

1

1

1

1

1

22

22

yxx

yxy

x

y

y

yx

yx































. 

Функції задані параметрично 

Нехай залежність між аргументом x  та функцією y  задана пара-

метрично у вигляді двох рівнянь  

 

 







tyy

txx ,
,  де t – допоміжна змінна, яка називається параметром. 

Знайдемо похідну xy , припускаючи при цьому, що функції 
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   tyytxx  ,  мають похідні та функція  txx   має обернену  xt  . 

За правилом диференціювання оберненої функції маємо 
t

x
x

t



1

. 

Функцію  xfy  , яка визначається параметричними рівняннями 

 

 







,

,

tyy

txx
 можна розглядати як складну функцію  tyy  , де  xt  . 

За правилом диференціювання складної функції маємо  

xtx tyy  . 

Застосовуючи 
t

x
x

t



1

, отримаємо ,
1

t

tx
x

yy


  тобто 

.
t

t
x

x

y
y




  

Отримана формула дозволяє знаходити похідну xy  від функції, 

заданої параметрично, не знаходячи безпосередньо залежність y  від x . 

Приклад 2.17.  Знайти xy , якщо  tax 3cos , tay 3sin . 

Розв’язання. 

      Оскільки ttaxt sincos3 2  , ttayt cossin3 2 , тоді t
x

y
y

t

t
x ctg




 . 

Задачі для самостійного розв'язання 

Знайти похідні від y  по x  для неявно заданих функцій. 

31. 0333  axyyx .  32. 
xy yx  .  33.      yxxyxy  tgcossin . 

34. yxyx  222 .  35. 
2244 yxyx  .     36. 

yxey 1 .  

37. yxy arctg . 

Знайти похідні від y  по x  для параметрично заданих функцій. 

38.  3cosax ,  3sinby .     39.     cos1,sin ayax . 

40. 
t

t
y

t

t
x

1
,

1 



 .    41. 

1

1
,

1

1
22

2









t
y

t

t
x .   42. 

3

2

3 1

3
,

1

3

t

at
y

t

at
x





 . 
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§3. ПОХІДНІ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ 

 

Означення. Похідною другого порядку від функції  xfy   нази-

вається похідна від її першої похідної, тобто       xyxy . Відповідно 

похідною n-го порядку називається похідна від (n – 1)-ої похідної, тобто 

       ...3,2,1 


  nxyxy nn  

Приклад 2.18. Знайти похідну порядку  n  від функції 

 xy  1ln .  

Розв’язання. 

   32
1

2
,

1

1
,

1

1

x
y

x
y

x
y








 ,  

 4
4

1

32

x
y




 .  

Продовжуючи диференціювання функції, отримаємо 

 
     

 n

n
n

x

n
y








1

!11
1

.  

Якщо функції  xf  і  xg  мають похідні до n-го порядку включно, 

то правдива формула Лейбніца: 

           


  ...
!2

1 21 gf
nn

gfngfgf nnnn
 

         ....
!

1...1 nkkn gfgf
k

knnn



   

Або  

      kkn
n

k

k
n

n
gfCgf 




0

, де 
 !!

!

knk

n
C k

n


 ,    xff 0 , 

   xgg 0 . 

Приклад 2.19. Знайти похідну 5-го порядку від функції 

xexy  sin . 

Розв’язання. 

    
           





  xxxx exexexexy
34555 sin

!2

45
sin5sinsin

 

    
       543

sinsin
!4

2345
sin

!3

345 xxx exexex  





 . 
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Маємо:   xx cossin 


,   xx sinsin 


,    xx cossin
3

 , 

  
xx sinsin

4
 ,   

xx cossin
5
 ,   xx ee  


,   xx ee  


, 

   xx ee  
3

,    xx ee  
4

,   
.

5 xx ee     

Підставляючи отримані значення похідних, знаходимо: 

    xxxx exexexexy sin10cos10sin5cos5
 

  xx exex sincos5  xxe x cossin4  . 

Приклад 2.20. Знайти похідну другого порядку від функції 

 yxy  tg . 

Розв’язання. 

Диференціюючи рівняння по x , маємо 
 

 y
yx

y 


 1
cos

1
2

. 

Звідси 
   yxyx

y




















22 cos

1

cos

1
1 , або  

   yxyxy  22 tg1tg . 

Замінимо  yx tg  на y  із умови: 1
11
22

2





yy

y
y . Дифере-

нціюючи останнє рівняння по x , маємо y
y

y 
3

2
. Використовуючи 

знайдений для y  вираз, отримаємо  2

5
1

2
y

y
y  . 

Для функції  xy , яка задана параметрично, 

     ttyytxx ,, , похідна другого порядку знаходиться за фор-

мулою 
 

t

tx
x

x

y
y




 , оскільки похідна / ( )xy t  є функцією від t, що, в свою 

чергу, дозволяє застосувати до неї формулу обчислення похідної пара-

метрично заданої функції. Так само похідна порядку n визначається на-

ступним чином: 
 

  
t

t
n

xn
x

x

y
y






1

. 
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Приклад 2.21. Знайти похідну другого порядку від функції, яка 

задана параметрично:     ,,1ln,arctg 2 ttytx . 

Розв’язання. 

Знайдемо першу похідну: t
x

y
y

t

t

t

t

t
x 2

2

2

1

1
1

2









 . Тоді 

 2

1

1
12

2

2

ty

t

x 



. 

 

Задачі для самостійного розв'язання 

43.       ?1;44 436  fxxxf     44. 
  ?;ln 43  yxxy     

45. 
  ?;sin2  nyxy    46. 

  ?;  nx yxey    47. ?;2sin
4

4







d

d
a  

48.   ?;sin  yyxy     49. ?;1
2

2


dt

sd
tes s   

50. ;exyey  Знайти  0y  .   51. ?;,
2

2
32 

dy

xd
btyatx     

52. ?;sin,cos
3

3
33 

dy

yd
taytax

  

53. ?;sin,cos
2

2


dx

yd
tatytatx  

54. Застосувати формулу Лейбніца для знаходження похід-

ної:    202 sin1 xx  . 

 

 

§4. ГЕОМЕТРИЧНИЙ ТА МЕХАНІЧНИЙ ЗМІСТ ПОХІДНОЇ 

 

Геометричний зміст похідної: похідна )( 0xf   функції є тангенс 

кута нахилу дотичної KL ,  проведеної до графіка функції в точці M0, до 

додатного напрямку осі абсцис  tgxf  )( 0  (рис. 2.1).   

Рівняння дотичної KL  в точці )y(xM 000 , :  

))(( 000 xxxfyy  . 
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Нормаллю до графіка функції )(xfy   в точці 0M  називається 

пряма NL , що проходить через точку 0M  перпендикулярно дотичній в 

цій точці. Її рівняння:  

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


 .  

Кутом між криви-

ми в їх загальній точці 

називається кут між до-

тичними, проведеними до 

кривих у цій точці. 

Механічний зміст 

похідної: Якщо закон ру-

ху матеріальної точки 

описується функцією 

)(txx  , тоді )(tx   є 

швидкістю, а )(tx   – при-

скорення цієї точки в мо-

мент часу t. 

Приклад 2.22. Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка 

функції 
21 xey   у точці 10 x . 

Розв’язання. 

21 xey  ,  
212 xxey  . Тоді 1)1( 0

0  efy , 2)1( f . За-

даємо рівняння дотичної )(K  та нормалі )(Н  до графіку.  

KL : )1(21  xy ,  NL :  )1(
2

1
1  xy   або KL : 032  yx ,  

NL : 012  yx . 

Приклад 2.23.  Записати рівняння дотичної до кривої ttx cos , 

tty sin  у точці 4/0 t . 

Розв’язання. 

Знайдемо 
ttt

ttt
yx

sincos

cossin




 . 

Рис. 2.1 

x 

y 

x
0 

 

y=f(x
0
) 

y=f(x) 

M0 

(K) 

(H) 
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Тоді 









4

4
)( 0tyx , 

8

2

4
0











 yy , 

8

2

4
0











 xx .  

Рівняння дотичної має вигляд:  





























8

2

4

4

8

2 




xy . 

Приклад 2.24. Знайти кут, під яким перетинаються криві 

    2
2

1 :,  xyyxl   і    44:, 2
2  xxyyxl . 

Розв’язання. 

Знайдемо точки перетину кривих 1l  і 2l . З рівності 

  442 22
 xxx  знаходимо точки перетину  4,01M ,  2 4,4M . Об-

числимо кутові коефіцієнти 1k  та 2k  дотичних до  кривих 1l  і 2l  у точці 

1M . 

    4222 1,1
2  kxyxy ,

42444 1,2
2  kxyxxy . 

Кут 1  між дотичними визначаємо за формулою 

15

8
arctg

1
tg 1

1,21,1

1,21,1
1 




 

kk

kk
. У точці 2M  маємо відповідно 

42,1 k  і 42,2 k . Тоді 
15

8
tg 2   і  










15

8
arctg2 . 

Приклад 2.25. Тіло вагою m=4 рухається прямолінійно за законом 

12  ttx . Визначити кінетичну енергію тіла у момент часу 5t . 

Розв’язання. 

Знайдемо швидкість  tV  у момент часу 5t :    12  txtV t , 

  115 V . 

Тоді кінетична енергія  242
2

121
4

2

2


mV

. 

 

 

 

 



94 

 

Задачі для самостійного розв'язання 

55. У яких точках кутовий коефіцієнт дотичної до кубічної параболи 
3xy   дорівнює 3? 

56. При якому значенні незалежної змінної дотичні до кривих 
2xy   і 

3xy   паралельні? 

57. Скласти рівняння дотичної та нормалі до лінії 
22

3

4

8

xa

a
y


  у точці 

з абсцисою ax 2 . 

58. Скласти рівняння дотичної до лінії 
2

2 63

x

xx
y


  у точці з абсци-

сою 3x . 

59. Знайти кутовий коефіцієнт дотичної до лінії tx cos2 , ty sin  у 

точці  23,1  . 

60. Скласти рівняння дотичної та нормалі до лінії 1ctgln2  tx , 

tty ctgtg  , якщо 4t . 

У наступних завданнях знайти кути, під якими перетинаються лінії. 

61. 
2

1






x

x
y  і 

16

842 


xx
y .   62. axyx 822   і 

xa

x
y




2

2 . 

63. 
2xy   і 












ty

tx

sin
4

5

cos
3

5
. 

64. Сторона квадрата зростає зі швидкістю V . Яка швидкість зміни пе-

риметра і площі квадрата в той момент, коли його сторона дорівнює a ? 

 

§5. ДИФЕРЕНЦІАЛ 

 

5.1. Диференціал. Основні формули 

Функція )(xfy   називається диференційованою в точці 0x , 

якщо її приріст y  в цій точці може бути подано у вигляді 

  xxxAy   , де А – стала, не залежна від x , а  x  – не-

скінченно мала величина при 0x . 
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Необхідною і достатньою умовою диференційованості  функції в 

точці є існування похідної  функції в даній точці, при цьому правдива 

рівність )( 0xfA  .  

Означення. Диференціалом функції )(xfy   в точці 0x  назива-

ється головна лінійна відносно x  частина приросту функції в точці 0x , 

яка позначається символом dy  і дорівнює: 

  xxfdy  0  

Для лінійної функції xy   приріст аргументу x  збігається з при-

ростом функції у  і xxdxdу  , тобто для незалежної змінної при-

ріст збігається з диференціалом dxx  . Тому для диференціала функ-

ції існує також форма запису: 

 dxxydу  , або  dxxfdу  .  

З такої форми запису диференціала випливає ще одне означення 

похідної    
dx

dy
xfxу  . 

 

Основні формули 

Користуючись формулою  dxxfdy   і знаючи похідні основних 

елементарних функцій, легко отримати їх диференціали. Маємо: 

1.   constCCd  ,0  

2.   dxnxxd nn 1  

3.   adxaad xx ln  

4.   dxeed xx   

5.  
ax

dx
xd a

ln
log   

6.  
x

dx
xd ln  

7.   xdxxd cossin   

8.   xdxxd sincos   

9.  
x

dx
tgxd

2cos
  

10.  
x

dx
ctgxd

2sin
  

11.  
21

arcsin
x

dx
xd


  

12.  
21

arccos
x

dx
xd


  

13.  
21 x

dx
arctgxd


  

14.  
21 x

dx
arcctgxd


  

15.   chxdxshxd   

16.   shxdxchxd   
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17.  
xch

dx
thxd

2
  18.  

xsh

dx
cthxd

2
  

 

Властивості диференціала  

Нехай  xf  і  xg  диференціюються. Тоді правдиві рівності:  

1.   dfccfd  , С – стала.  

2.   dgdfgfd  . 

3.   dgfgdfgfd  .  

4. 
2g

dgfgdf

g

f
d











,  0g . 

5. Нехай     xyzxz   складна функція, утворена композицією 

диференційованих функцій  yzz   і  xyy  . Тоді dxzdyzdz xy  . Ці 

рівності виражають властивість інваріантності форми першого дифере-

нціала (від латинського: «invar» – незмінний). 

 

5.2. Геометричний зміст диференціала 

Відповідно до рис. 2.2, геометричним змістом диференціала dy  

функції  xfy   в точці 0x  є приріст ординати дотичної, проведеної 

до графіка функції в точці  000 , yxM , якщо приріст аргументу дорів-

нює x .  

При 0x  

значення приросту 

функції наближується 

до значення  дифере-

нціала, тобто dyy  , 

і диференціал можна 

застосовувати для 

наближених обчис-

лень значення функ-

ції в околі точки 0x  за 

формулою: 
x 

y 

x
0 

0 

y=f(x
0
) 

y=f(x) 

M0 

(K) 

y 

dy 

x 

x
0
+x 

y=f(x
0
+x) 

Рис. 2.2 
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            xxfxfdyxyyxyxxyxy  00000 . 

Крім цього, диференціал застосовується в теорії наближених об-

числень для оцінки найбільшої похибки обчислення функції при заданій 

похибці аргументу.  

Нехай величина «x» визначена з точністю (абсолютною похиб-

кою) «±x», тобто «x±x». Потрібно знайти найбільшу абсолютну по-

хибку функції  xfy  . 

У цьому випадку отримуємо: абсолютна похибка  xfy   не пе-

ревищує за модулем / ( )y f x x    , тобто справжня величина «y» 

належить проміжку  ,y y y y  . 

Приклад 2.26. Знайти диференціал функції 

21lnarctg xxxy  .  

Розв’язання. 

Перепишемо функцію y  вигляді  21ln
2

1arctg xxxy  . 

Знайдемо y : x
x

x

x

x
xy arctg

11
arctg

22






 . Тоді dxxdy  arctg .  

Формула       xxfxfxxf  000  застосовується в наближе-

них обчисленнях.  

Приклад 2.27. Обчислити наближено 3 97,26 .  

Розв’язання. 

Для наближеного обчислення застосуємо формулу 

      xxfxfxxf  000 .  

Виберемо точку 0x  і приріст x  так, щоб 3
0x  можна було легко 

обчислити, а x  було мале в порівнянні з 0x . Нехай 270 x , 

03,0x . Для функції   3 xyxf   маємо:  
3 23

1

x

xf  ,   327 f , 

 
27

127 f . Тоді 3 97,26  3 97,26
27

03,0
3   999,2001,03  . 
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5.3. Диференціали вищих порядків 

Диференціалом другого порядку функції  xfy   називається 

диференціал першого диференціала функції  xf , він позначається сим-

волами yd 2
 або fd 2

 і обчислюється за виразом: 

          22 dxxydxdxxydxxyddydyd 
 , остаточно  

  22 dxxfyd  . 

Відповідно диференціал n-ого порядку  

   nnn dxxfyd  ,     ,...2,1n  . 

Зауваження. Диференціали 2-го і більш високих порядків склад-

них функцій не мають властивості інваріантності. Наприклад, нехай 

  txfy  , тоді диференціал 1-го порядку дорівнює    dttxxfdy tx
 , 

диференціал 2-го порядку: 

                 2222 dttxxfdttxxfdtdttxxfyd ttxtxxttx


 . 

 

Задачі для самостійного розв'язання 

Знайти диференціал функції: 

65.    xxxx  22 14 .    66. xtg 2
.    

67.  2arctgarcsin xx  .   68. xcos12 . 

69. Виразити диференціал складної функції через незалежну змінну і її 

диференціал: VZ arctg , 
tgS

V
1

 . 

Знайти диференціали таких неявно заданих функцій: 

70. yxy arctg .     71.   xxy cos . 

72. Знайти наближене значення приросту функції xy sin  при зміні від 

30 до 301. Чому дорівнює  sin301? 

73. Обчислити наближено: а) 05,0arcsin ; б) 04,1arctg ; в) 2,1ln . 

74. Обчислити наближено: 
 

  5037,2

3037,2

2

2




.  
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§6. ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ЗА ДОПОМОГОЮ ПОХІДНИХ 

 

6.1. Дослідження функцій за допомогою похідних 

Теорема Ферма. Нехай функція  xfy   визначена на проміжку 

 ba,  і набуває в точці  bacx ,  найбільшого чи найменшого зна-

чення. Тоді якщо в точці cx   існує похідна, то вона дорівнює нулю 

  0 cf . 

Доведення.  

Нехай функція  xfy   досягає у точці cx   найбільшого зна-

чення. Тоді    xfcf    bax , , або     cfxfy  

    0 cfxcf ,     baxc , . Очевидно маємо відношення 

   
,0










x

cfxcf

x

y
 якщо 0x , 

   
,0










x

cfxcf

x

y
 якщо 0x , cxx  .  

Переходячи до границі, знайдемо 

  ,0lim
0








cf

x

y

x
   0lim

0








cf

x

y

x
.  

Отже, похідна  cf   за умовою теореми існує, тоді 

     cfcfcf 
 , що можливо тільки в разі, коли   0 cf . Аналогі-

чно доводиться, якщо функція досягає в точці c  найменшого значення.  

Геометричний зміст тереми Ферма: якщо в точці 0x  функція 

 xf  диференціюється і має найбільше або найменше значення, тоді в 

точці   00 , xfx  дотична до графіка 

функції  xf  паралельна осі Ox  

(рис. 2.3). 

Теорема Ролля. Якщо функ-

ція  xfy   неперервна на відрізку 

 ba, , диференційована на інтервалі 

 ba, , а у кінцях відрізка набуває 

рівних значень    bfaf  , то іс-

нує принаймні одна точка cx  , 

y 

x x0 0 a b 

Рис. 2.3 
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 bac , , в якій   0 cf . 

Доведення. 

Якщо функція неперервна на відрізку  ba, , то вона досягає на ньо-

му своїх найменшого m  та найбільшого M  значень. Якщо Mm  , то фу-

нкція  xf  стала та її похідна в довільній точці дорівнює нулю. Теорема в 

цьому випадку правдива. Нехай Mm  . Оскільки    bfaf  , тоді при-

наймні одне з чисел m  або M  відмінне від  af . Нехай  afM  , тобто 

найбільше значення досягається у внутрішній точці відрізка:  cfM  , 

 bac , . В точці cx   функція досягає найбільшого значення та існує по-

хідна  cf  , тоді за теоремою Ферма   0 cf .  

Наслідок. Якщо функція  xfy   неперервна на  ba, , диферен-

ційована на  ba,  та    0 xf    bax , , то    bfaf  . 

Доведення (від супротивного) 

Нехай    bfaf  , тоді за теоремою Ролля  bac , , в якій   

  0 cf , що суперечить умові наслідку. 

Геометричний зміст 

теореми Ролля: якщо фун-

кція неперервна на відрізку 

 ba, , диференційована на 

проміжку  ba,  і на кінцях 

відрізка набуває однакових 

значень, то графік функції 

має принаймні одну точку 

  cfc, , в якій дотична па-

ралельна осі ОХ (рис. 2.4). 

Приклад 2.28. Функція  3 2
2)(  xxf  на кінцях відрізка [0, 4] 

набуває рівних значень 3 4)4()0(  ff . Чи справедлива для цієї фун-

кції теорема Ролля на відрізку [0, 4]? 

Розв’язання. 

Знайдемо     
3

3

1
3 2

23

2
2

3

2
2)(





 

x
xxxf . При 2x ,  

Рис. 2.4 

y 

x c 0 

 

a b 

f(a)=f(b) 
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)(2f   не існує. Порушено другу умову теореми Ролля, і не існує точки, в 

якій похідна дорівнює нулю. 

Теорема Лагранжа. Нехай функція )(xfy   неперервна на відрі-

зку  ba,  і диференційована на інтервалі  ba, , тоді існує принаймні од-

на точка  baс , , така, що  

   
 cf

ab

afbf





. 

Доведення. Розглянемо  на відрізку  ba,  допоміжну функцію 

     
   

 ax
ab

afbf
afxfxF 




 . 

Очевидно, що функція  xF  задовольняє всім вимогам теореми 

Ролля: неперервність на відрізку  ba,  має місце як різниця двох непе-

рервних функцій  xf  та  
   

 ax
ab

afbf
af 




 , функція диференці-

йована на інтервалі  ba, , причому    
   

ab

afbf
xfxF




  і на кінцях 

відрізка     0 bFaF . Отже, за теоремою Ролля існує принаймні одна 

точка  baс ,  така, що   0 сF , тобто  
   

0





ab

afbf
сf . 

Звідси  
   

ab

afbf
сf




 , що й потрібно було довести. 

Геометричний зміст тереми Лагранжа: Серед усіх дотичних 

до графіка функцій 

)(xfy   знайдеться при-

наймні одна, паралельна 

січній 21ММ , яка прохо-

дить через точки 

 )(,1 аfаМ  та  )(,2 bfbМ . 

Величина 
   

ab

afbf




 є ку-

товим коефіцієнтом січної 

21
ММ , а  сf   – кутовим 

Рис. 2.5 

x 

y 

a 0 

f(a) 

f(c) 

M1 

b 

α 

c 

f(b) M2 
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коефіцієнтом дотичної до графіка, проведеної в точці  )(, сfс . Ці кое-

фіцієнти рівні між собою, отже, дотична і січна 21ММ  дійсно паралель-

ні (рис. 2.5). 

Зауваження: 

1. Теорема Ролля є окремим випадком теореми Лагранжа, як-

що    bfaf  . 

2. Рівність       abcfafbf  ,  baс ,  називається фо-

рмулою Лагранжа або формулою кінцевих приростів. 

Приклад 2.29. Перевірити виконання умов теореми Лагранжа для 

функції 3)( xxxf  на відрізку 1][-2;   і знайти відповідне проміжне 

значення с. 

Розв’язання. 

Функція 3)( xxxf   неперервна та диференційована для будь-

яких значень x , отже, 231)( xxf  . За формулою Лагранжа маємо  

  

.2)(

3)(60

21)()2()1(







cf

cf

cfff

 

Отже, 231 2  c ; звідки 1c , інтервалу  12;  належить тіль-

ки значення 1c .  

Теорема Коші. Нехай функції )(xf  і )(xg  неперервні на відрізку 

 ba,  і диференційовані на інтервалі  ba, , причому 0)(  xg  в усіх точ-

ках   baх , . Тоді існує принаймні одна точка  baс , , така, що 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf









. 

Доведення. 

Складемо допоміжну функцію      xgxfxF  , де   – деякий 

множник. Підберемо його так, щоб функція  xF  задовольняла умовам 

теореми Ролля, тобто щоб    bFаF  , оскільки всі решти умови вико-

нуються. Виконуючи останню вимогу, отримаємо 

       bgbfаgаf   , або         аfbfbgаg  . Відповідно 

висновку теореми Ролля     0 bgаg , тому множник   існує 
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   
   






agbg

afbf
. Отже, функція    

   
   

 xg
agbg

afbf
xfxF




  задоволь-

няє умовам теореми Ролля, тобто   0 сF , або 

 
   
   

  0



 сg

agbg

afbf
сf , звідки маємо 

   
   

 
 cg

cf

agbg

afbf









, що і потрі-

бно було довести. 

Приклад 2.30. Перевірити справедливість формули Коші для фу-

нкцій 1)(і)( 23  xxxxf   на відрізку  2,1 . 

Розв’язання. 

Функції )(і)( xxf   неперервні та диференційовані при всіх зна-

ченнях x . Похідні цих функцій дорівнюють відповідно 23)( xxf    і 

xx 2)(  . На відрізку  2,1  8)2(,1)1(,5)2(,2)1(;0)(  ffx  . 

Тоді між двома значеннями 1a  і 2b  існує значення cx  , що 

задовольняє рівності 
)(

)(

)1()2(

)1()2(

c

cfff

 







, тобто 

9

14
,0,

2

3

3

7
,

2

3

25

18 2





cc

c

c

c
. 

 

6.2. Правила Лопіталя. Розкриття невизначеностей  

різних видів 

Розглянемо спосіб розкриття невизначеностей виду 
0

0
 та 




, який 

зоснований на застосуванні похідних. 

Теорема 2.11.1. (Правило Лопіталя розкриття невизначеностей 

виду 
0

0
). Нехай функції )(xf  і )(xg  неперервні та диференційовані в околі 

точки 
0

x  і обертаються  в нуль в цій точці: 0)()(
00
 xgxf . Нехай 

0)(  xg  в околі точки 0x . Якщо існує границя 
 
 xg

xf

xx 



 0

lim  (скінченна або 

нескінченна), тоді існує і границя 
 
 xg

xf

xx 0

lim


, причому 
 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xxxx 




 00

limlim . 
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Доведення. 

Застосуємо до функцій )(xf  і )(xg  теорему Коші для відрізка 

 xx ,0  який належить околу точки 
0

x . Тоді 
   
   

 
 cg

cf

xgxg

xfxf










0

0 , де 

 xxс ,0 . Враховуючи, що 0)()(
00
 xgxf , отримаємо 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf




 . 

Враховуючи, що при 0xx  величина с  також прямує до 
0

x , перейдемо 

до границі 
 
 

 
 сg

сf

xg

xf

xсxx 





limlim

00

. 

Отже, якщо 
 
 

l
xg

xf

xx







lim

0

, тоді і 
 
 

l
сg

сf

xс







lim

0

. Тому 
 
 

l
xg

xf

xx



lim

0

. 

Коротко отриману формулу читають так: границя відношення 

двох нескінченно малих дорівнює границі відношення їх похідних, 

якщо остання існує. 

Зауваження:  

1.  Теорема 2.11.1 правильна і в разі, коли функції )(xf  і )(xg  

не визначені при 0xx  , але   0lim
0




xf
xx

 і   0lim
0




xg
xx

. Досить покласти 

    0lim
0

0 


xfxf
xx  

та     0lim
0

0 


xgxg
xx

. 

2. Теорема 2.11.1 правильна і в разі, коли x . Дійсно, пок-

лавши 
z

x
1

 , отримаємо  

 
 

 
 xg

xf

zz
g

zz
f

z
g

z
f

z
g

z
f

xg

xf

xzzzx 








































































































lim
11

11

lim
1

1

lim
1

1

limlim

2

2

000

. 

3. Якщо похідні )(xf   і )(xg задовольняють тим же умовам, 

що і функції )(xf  і )(xg , тоді теорему 2.4 можна застосувати ще раз: 

 
 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xg

xf

xxxxxx 










limlimlim

000

 і т.д. 
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Приклад 2.31. Обчислити 
3

0

sin
lim

x

xx

x




. 

Розв’язання. 

     
6

1
1

6

1sin
lim

6

1

6

sin
lim

0

0

3

cos1
lim

0

0sin
lim

002030







 x

x

x

x

x

x

x

xx

xxxx
. 

Приклад 2.32. Обчислити 

1
2

1
cos

1
2

1

6

1

lim
2

23

0





xx

xxxex

x

. 

Розв’язання. 

.1
cos

lim
0

0

sin

1
lim

0

0

1cos

1
lim

0

0

sin

1
2

1

lim
0

0

1
2

1
cos

1
2

1

6

1

lim

000

2

02

23

0
























x

e

x

e

x

xe

xx

xxe

xx

xxxe

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
 

Теорема дає можливість розкривати невизначеність виду 
0

0
. Сфор-

мулюємо без доведення теорему про розкриття невизначеності виду 



. 

Теорема 2.11.2 (Правило Лопіталя розкриття невизначеностей 

виду 



). Нехай функції )(xf  і )(xg  неперервні та диференційовані в 

околі точки 
0

x  (крім, може бути, самої точки 
0

x ), в цьому околі 

      .0,limlim
00




xgxgxf
xxxx

 Якщо існує границя 
 
 xg

xf

xx 




lim

0

, тоді 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xxxx 





limlim

00

. 

Приклад 2.33. Обчислити 
x

ex

x 
lim . 

Розв’язання. 







 1
limlim

x

x

x

x

e

x

e
. 
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Приклад 2.34. Обчислити  
x

x

x
5tg

3tg
lim

2




. 

Розв’язання. 













0

0

6cos1

10cos1
lim

5

3

3cos5

5cos3
lim

5tg

3tg
lim

2

2

2

22

x

x

x

x

x

x

xxx


.
3

5

6cos6

10cos10
lim

0

0

6sin

10sin
lim

6sin6

10sin10
lim

5

3

222








x

x

x

x

x

x

xxx


 

 

Розкриття невизначеностей різних видів 

Правило Лопіталя застосовується для розкриття невизначеностей 

виду 
0

0
 та 




, які називають основними. Невизначеності виду  ,0   

,  ,1  ,0  00  зводяться до двох основних видів шляхом тотожних 

перетворень. 

1. Нехай   0xf ,   xg , коли 0xx . Тоді виконуються 

такі перетворення: 

    
 

 
0

0

1
lim0lim

00




xg

xf
xgxf

xxxx

  
 

  
























xf

xg

xx 1
lim  або

0

. 

Приклад 2.35. Знайти 
x

x

ex 



3
lim . 

Розв’язання.

0
6

lim
6

lim
3

limlim0lim

23
3 





















x

x
x

x
x

x
x

x

x

x ee

x

e

x

e

x
ex  

2. Нехай   xf ,   xg , коли 0xx . Тоді виконуються 

такі перетворення: 

     

    

   

   

   
0

0

11

11

lim
1

1

1

1
limlim

000




























xfxg

xfxg

xgxf

xgxf
xxxxxx
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Приклад 2.36. Знайти 









 xx

x

x ln

1

1
lim

1

.  

Розв’язання.  

 






















 

x

x
x

x

xx

xxx

xx

x

xxx 1
ln

11ln
lim

0

0

ln1

1ln
lim

ln

1

1
lim

111

.
2

1

11ln

1ln
lim

0

0

1ln

ln
lim

11










 x

x

xxx

xx

xx

 

3.  Нехай або   1xf  і   xg , або   xf  і   0xg , 

або   0xf  і   0xg , коли 0xx . Для знаходження границі виду 

   xg

xx

xflim
0

 зручно спочатку прологарифмувати вираз    xg
xfА  . 

Приклад 2.37. Знайти  xx

x

xe

1

0
lim 


.  

Розв’язання. 

  



 1lim

1

0

xx

x

xeA  

   
2

1
lim

ln
limln

1
limln

000










 xe

e

x

xe
xe

x
A

x

x

x

x

x

x

x

, 2eA  . 

Розв’язання можна оформити коротше, якщо скористатися фор-

мулою         xg
xfxg

exf ln  

   
   xfxg

xg

xx

xxexf
lnlim

0

0

lim 


. 

Приклад 2.38. Знайти  
2

1

2coslim
0

x
x

x
.  

Розв’язання. 

 

  A
x

x

x
eex xx

 



2cosln
1

lim

0

20
2

1

12coslim , 

xx

x

x

x
A

xx 2cos2

2sin2
lim

0

02cosln
lim

020





= 2

2cos

2
lim

2
lim

200


 xx

xtg

xx
. 
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Відповідь:  
2

2

0

1
2coslim

2

1

e
ex

x

x
 


.
 

 

6.3. Зростання та спадання функцій. Екстремуми 

Одним із застосувань похідної є її використання до дослідження 

функції та побудови її графіка. 

Теорема (необхідна та достатня умови зростання (спадання) 

функції). Нехай функція  )(xfy   диференційована на інтервалі  ba, , 

тоді: 

1) якщо функція )(xfy  зростає (спадає) на  ba, , то на цьому 

інтервалі її похідна невід'ємна (недодатна), тобто якщо )(xf  ( )(xf ) 

для );( bax ,  то  0)(  xf ,    ( 0)(  xf ) для );( bax ; 

2) якщо похідна )(xf   на інтервалі  ba,  додатна (від’ємна), 

тоді функція )(xfy   на  ba,  зростає (спадає), тобто якщо 0)(  xf  

( 0)(  xf ) для );( bax , то )(xf    ( )(xf ) для );( bax .  

Доведення. 

1. Необхідність. Нехай )(xfy   зростає на  ba, . Треба довес-

ти, що 0)(  xf ,  );( bax . 

Якщо )(xf  зростає на  ba, , тоді знак x  та відповідний йому 

приріст )(xf  збігаються.  

  0
)(







x

xf
,  

);( bax
, x  

(за умови, що );( baxx  ). 

Але тоді 0
)(

lim)(
0







 x

xf
xf

x
. 

Аналогічно доводиться, що якщо )(xfy   спадає на  ba, , тоді 

0)(  xf ,  );( bax . 

2. Достатність. Нехай 0)(  xf ,  );( bax . Необхідно дове-

сти, що )(xf зростає на  ba, . 

Нехай );(, 21 baxx  ,  21 xx  .  Розглянемо різницю )()( 12 xfxf  . 

За теоремою Лагранжа, існує точка );( 21 xxс , така, що 
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)(
)()(

12

12 сf
xx

xfxf





. 

)()()()( 1212 xxсfxfxf  . 

Якщо  0)(  сf   і  012  xx , отримаємо: 

0)()( 12  xfxf , 

)()( 12 xfxf  . 

Отже,  )(xf   зростає на інтервалі  );( ba . 

Аналогічно доводиться, якщо 0)(  xf , );( bax , тоді )(xfy   

спадає на );( ba . 

Екстремуми функції 

Нехай функція )(xfy   визначена на множині X  ℝ, Xx 0 , 

0x  – внутрішня точка X  (тобто існує деякий окіл точки 0x , який цілком 

знаходиться в множині X ). 

Точка 0x  називається точкою максимуму функції  )(xf , якщо 

існує такий  -окіл );( 0 xU  точки 0x , що )()( 0xfxf  , ),( 0
* xUx .  

Значення функції в точці максимуму називається максимумом функції. 

Точка  0x   називається точкою мінімуму функції )(xf , якщо іс-

нує такий  -окіл );( 0 xU  точки 0x , що )()( 0xfxf  , ),( 0
* xUx . 

Значення функції  в точці мінімуму називається мінімумом функції. 

Точки мінімуму  і  максимуму  функції  називаються  її  точками  

екстремуму. Мінімуми і максимуми функції називаються її екстрему-

мами. 

Зауважимо, що поняття екстремуму – це локальне поняття, визна-

чене в околі точки екстремуму. Функція може мати кінцеву кількість 

екстремумів, або безліч екстремумів, або зовсім не мати екстремумів на 

своїй області визначення. 

Для знаходження екстремумів застосовують необхідні та достатні 

умови існування екстремумів. Необхідні умови випливають з теореми 

Ферма і допомагають визначити точки, в яких може існувати екстре-

мум (але не обов’язкове існує). 
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Необхідні умови існування екстремуму. Якщо функція )(xfy   

в точці 0x  має локальний екстремум і диференційована в цій точці, то 

похідна  в 0x  дорівнює нулю: 0)( 0  xf . 

Точки, в яких похідна функції )(xf  дорівнює нулю, називаються 

стаціонарними точками функції )(xf .  

Очевидно, що не будь-яка стаціонарна точка функції є її точкою 

екстремуму. Наприклад, функція 3xy   має стаціонарну точку 00 x , 

яка не є її точкою екстремуму. Для функції, диференційованої у точці 

0x , правдива така теорема. 

Теорема (перша достатня умова екстремуму функції). Нехай  

0x  – внутрішня точка області визначення функції )(xf , )(xf  непере-

рвна в околі точки 0x  і диференційована в деякому її околі, за винятком, 

можливо, самої точки 0x . Якщо при переході через точку 0x  похідна 

функції )(xf  змінює знак, тоді 0x  є точкою екстремуму. При цьому, 

якщо похідна змінює знак з плюса на мінус, тоді 0x  – точка максимуму, 

якщо з мінуса на плюс – тоді 0x  – точка мінімуму. 

Доведення. 

Нехай, наприклад, при переході через точку 0x  похідна )(xf   змі-

нює знак з плюса на мінус.   

За формулою Лагранжа для будь якої точки x  з деякого околу 

);( 0 xU  точки 0x  правдива рівність 

))(()()( 00 xxсfxfxf  , 

де с  – деяка точка, яка лежить між x  і 0x . Використовуючи цю рівність, 

визначимо знак )()( 0xfxf  .  Маємо: 

1) якщо  0xx  ,  тоді  0)(  сf ,  00  xx  

і 0))(()()( 00  xxсfxfxf ; 

2) якщо  0xx  ,  тоді  0)(  сf ,  00  xx  

і 0))(()()( 00  xxсfxfxf . 

Таким чином, для будь-якої точки x  з деякого околу );( 0 xU  то-

чки 0x  виконується рівність  
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    00  xfxf  

і, отже, точка  0x   є точкою максимуму функції  )(xf . 

Аналогічно доводимо, що якщо при переході через точку 0x  похі-

дна )(xf   змінює знак з мінуса на плюс, тоді точка 0x  є точкою мініму-

му функції  )(xf .     

Зауваження. З теореми випливає, що точками екстремуму можуть 

бути не тільки стаціонарні точки, але і точки, в яких функція не має по-

хідної (точки розриву похідної), але функція існує. Такі точки назива-

ють точками гострого екстремуму. 

Друге формулювання необхідних умов існування екстремуму. 

Якщо функція )(xfy   в точці 0x  має локальний екстремум, то похідна 

функції в цій точці дорівнює нулю або не існує.  

Стаціонарні точки функції )(xf  і точки, в яких похідна функції 

)(xf  не існує, називаються критичними точками I роду (критични-

ми точками за першою похідною). 

Критична точка може бути точкою екстремуму, а може і не бути. 

Але ні в якій іншій точці, окрім критичної, екстремум не може існувати. 

Таким чином, необхідні умови дозволяють знайти точки, «підозрілі на 

екстремум», а потім за допомогою достатніх умов з’ясувати, є в цих то-

чках екстремуми або нема.  

Приклад 2.39. Знайти екстремуми функції  xexy  2 . 

Розв’язання. 

1) Знайдемо область визначення функції: 

)(yD  ℝ. 

2) Знайдемо похідну функції  та її критичні точки: 

xxx exxexexy   )2(2 22 ; 

0y :  02 2  xx ,      0x ,  2x ; 

 y :    таких точок немає. 

3) Визначаємо знак y  (рис. 2.6):     

 

 

 Рис.  2.6 

 
 
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Таким чином,   

0x  – точка мінімуму функції  xexy  2 , 

2x  – точка максимуму функції  xexy  2 , 

0)0(min  yy ,    54,04)2( 2
max  eyy . 

 

Якщо функція )(xf  n  разів диференційована у критичній точці 

0x , тоді правдива така теорема. 

Теорема (друга достатня умова екстремуму функції). Нехай 

0x  – внутрішня точка області визначення функції )(xf , і )(xf  n  разів 

диференційована в точці 0x , причому 

0)()()( 0
)1(

00   xfxfxf n ,   0)( 0
)( xf n . 

Тоді:  

1) якщо n  – парне  і 0)( 0
)( xf n , тоді 0x  є точкою мінімуму фун-

кції  )(xf ; 

2) якщо n  – парне і 0)( 0
)( xf n , тоді 0x  є точкою максимуму фу-

нкції )(xf ; 

3) якщо n  – непарне, тоді 0x  не є точкою екстремуму функції 

)(xf . 

 

6.4. Найбільше та найменше значення функції 

Відомо,  що  функція )(xf , неперервна в замкнутому проміжку 

[a,b], досягає в цьому проміжку найбільшого та найменшого значень. 

Цих значень функція може набути або во внутрішній точці 0x  відрізка 

 ba, , або на границі відрізка, тобто при ax 0  або bx 0 . Якщо 

 bax ,0  , тоді точку 0x  треба знаходити серед критичних точок даної 

функції. 

Отримаємо таке правило знаходження найбільшого та найменшо-

го значень функції на  ba, : 

1) знайти критичні точки функції на інтервалі  ba, ; 

2) обчислити значення функції в критичних точках; 



113 

 

3) обчислити значення функції на кінцях відрізка, тобто в точках 

ax  та  bx  ; 

4) серед усіх знайдених значень функції на кінцях відрізка обрати 

найбільше та найменше. 

Зауваження: 

1. Якщо функція )(xfy   на відрізку  ba,  має лише одну крити-

чну точку і вона є точкою максимуму (мінімуму), тоді в цій точці функ-

ція набуває найбільшого (найменшого) значення. 

2. Якщо функція )(xfy   на відрізку  ba,  не має критичних то-

чок, тоді це означає, що на ньому функція монотонно зростає або спа-

дає. Отже, свого найбільшого значення )(М  функція набуває на одному 

кінці на відрізку, а найменше )(m  – на другому.  

Приклад 2.40. Знайти найбільше та найменше значення функції  

  134 23  xxxxf  на відрізку  1,1 . 

Розв’язання. 

1. Знайдемо стаціонарні точки функції, які належать відрізку 

 1,1 . 

  ;383 2  xxxf  

  ;0 xf   0383 2  xx ; 

,
6

108

6

1008

6

36648
2,1








x  

тобто  1,131 x ,  1,1
3

1
2 x . 

Отже, маємо єдину стаціонарну точку, яка належить відрізку 

 1,1  – 
3

1
x . 

2. Обчислимо значення функції в точці 
3

1
x : 

27

41
11

9

4

27

1
1

3

1
3

3

1
4

3

1

3

1
23




































f . 

3. Знайдемо значення функції на кінцях відрізка 1x  та 1x : 

        113411131411
23

f ; 
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        513411131411
23

f . 

4. Серед отриманих значень функції обрати найбільше та найме-

нше значення: 

унайбільше= 









3

1
y =

27

41
;        унайменше=  1y = 5 . 

Обчислення найбільшого і найменшого значень функції широко 

застосовується при розв’язанні практичних задач математики, фізики, 

хімії, економіки та інших. 

Розглянемо одну з таких задач. 

Приклад 2.41. З квадратного листа бляхи зі стороною a , виріза-

ючи по кутах рівні квадрати і згинаючи края, скласти коробку найбіль-

шої місткості. 

Розв’язання. 

Позначимо сторону вирізуваного квадрата через x , тоді об’єм 

 xv  коробки буде виражатися за формулою:    22xaxxv  , де x змі-

нюється в проміжку 








2
,0
а

. Таким чином, задача зводиться до обчис-

лення найбільшого значення функції    22xaxxv   в проміжку 








2
,0
а

. 

Знайдемо критичні точки  xv , які належать проміжку 








2
,0
а

: 

          xxaxaxaxxaxv 4222222
2   xaxa 62  , 

звідки робимо висновок, що єдиною критичною точкою між 0  і 
2

а
 є 

стаціонарна точка 
6

а
x   (ми її отримуємо, прирівнюючи похідну до ну-

ля). Знайдемо тепер значення  xv  на кінцях проміжку та в критичній 

точці. Маємо:   00 v , 0
2








 а
v , 3

22

27

2

9

4

6366
а

ааа
а

аа
v 

















. 
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Отже, найбільшого значення функція досягає при  
6

а
x  .  Також 

можна було б переконатися, що 
6

а
x   є точкою максимуму функції. 

 

6.5. Умови опуклості й угнутості функції 

Графік функції )(xfy   називають опуклим (угнутим) у точці 

0x , якщо існує такий  -окіл    00 ,xx  цієї точки, що при всіх 

   00 ,xxx   0xx   графік функції )(xf  розташований нижче 

(вище) від дотичної до графіка в точці  )(, 00 xfx  (рис 2.7 а,б). Іноді 

опуклий графік називають опуклим уверх, а угнутий – опуклим униз. 

Точка графіка неперервної функції )(xfy  , що відокремлює його 

частини різної опуклості, називається точкою перегину. 

 

Теорема 2.6 (достатні умови опуклості й угнутості функції). 

Нехай функція )(xfy   має в точці 0x  неперервну другу похідну )(xf  . 

Тоді, якщо 0)( 0  xf   0)( 0  xf , то графік функції є угнутим (опук-

лим) у точці 0x . 

Доведення. 

Нехай 0)( 0  xf  ).,( bax  Візьмемо на графіку функції довіль-

ну точку М з абсцисою ),(0 bax   та проведемо дотичну через М. Пока-

жемо що графік функції знаходиться нижче цієї дотичної. Для цього по-

рівняємо у точці ),( bax  ординату y кривої )(xfy   з ординатою дотy  

її дотичної. Рівняння дотичної:  

y 

x 0 a b 

униз 

y 

x 0 a b 

уверх 

а б 

Рис. 2.7 
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 000 )()( xxxfxfyдот  , 

тобто  000 )()( xxxfxfyдот  .  

Тоді     000 )()()( xxxfxfxfyy дот  .  

За теоремою Лагранжа,  00 )()()( xxcfxfxf  ,  

де c  знаходиться між 0x  та x . Тому  

   ))(()( 000 xxxfxxcfyy дот  , тобто 

  ).()()( 00 xxxfcfyy дот   

Різницю )()( 0xfcf  знову перетворимо за формулою Лагранжа: 

 010 )()()( xccfxfcf  , де 1c  знаходиться між 0x  та c . Та-

ким чином, отримаємо   )()( 001 xxxccfyy дот  .  

Дослідимо цю рівність: 

1) якщо 0xx  , 00  xx , 00  xc  та 0)( 1  сf . Отже, 

0 дотyy , тобто дотyy  ; 

2)якщо 0xx  , 00  xx , 00  xc  та 0)( 1  сf . Отже, 

0 дотyy , тобто .дотyy   

Отже, доведено, що у всіх точках інтервалу ордината дотичної бі-

льше ординати графіка, тобто графік функції опуклий. Аналогічно до-

водиться, що при 0)(  xf  графік угнутий. 

Також, як і для пошуку екстремальних точок, існують необхідні 

умови, за допомогою яких визначаються точки, в яких може бути пере-

гин графіка функції. Ці точки називають критичними точками другого 

роду. 

Необхідні умови існування точок перегину графіка функції. 

Якщо графік функції )(xfy   в точці 0x  має перегин, то друга похідна 

функції в цій точці дорівнює нулю або не існує.  

У критичних точках другого роду перегин графіка може бути, а 

може не бути. Але ні в яких інших точках, відмінних від критичних 2-го 

роду, перегину графіка бути не може. Щоб установити, чи є критична 

точка точкою перегину, застосовують достатні умови.  

Теорема 2.7 (достатня умова існування точки перегину графі-

ка функції). Якщо друга похідна )(xf   при переході через точку 0x , в 

якій вона рівна нулю або не існує, змінює знак, тоді точка графіка з абс-
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цисою 0x  є точкою перегину. 

Доведення. 

Нехай 0)( 0  xf  при 0xx   і 0)( 0  xf  при 0xx  . Це означає, 

що зліва від 0xx   графік опуклий, а справа – угнутий. Отже, точка 

 )(, 00 xfx  графіка функції є точкою перегину. 

Аналогічно доводимо, якщо 0)( 0  xf  при 0xx   і 0)( 0  xf  при 

0xx  , тоді точка  )(, 00 xfx  – точка перегину графіка функції )(xfy  . 

Приклад 2.42. Знайти інтервали опуклості (угнутості) графіка 

функції 13
6

2
3

 xx
x

y . 

Розв’язання. 

Знайдемо другу похідну функції: 

32
2

2

 x
x

y ; 2 хy . 

Знаходимо точки, в яких друга похідна дорівнює нулю, для цього 

розв’язуємо рівняння   0 хy : 

  202  ххy . 

 

 

 

Рис. 2.8 

 

На проміжку  2;  друга похідна 0)(  xy , тоді на цьому проміжку 

функція опукла; з огляду на те, що на проміжку   ;2  друга похідна  

0)(  xy  – функція угнута.  Оскільки  при  переході через точку друга 

похідна змінює знак (рис. 2.8), тоді ця точка є точкою перегину графіка 

функції. 

 

6.6. Асимптоти 

Асимптотою кривої називається пряма, відстань до якої від точ-

ки, яка лежить на кривій, прямує до нуля при необмеженому віддаленні 

від початку координат цієї точки до кривої. 

x 2 

+ – 
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Асимптота може бути вертикальною, похилою (частковим ви-

падком похилої асимптоти є горизонтальна асимптота). 

Пряма ах   є вертикальною асимптотою графіка функції 

)(xfy  , якщо 


)(lim xf
ax

, або 


)(lim
0

xf
ax

, або 


)(lim
0

xf
ax

. Вер-

тикальні асимптоти можуть існувати в точках розриву функції, тобто в 

точках, в яких функція не існує. Для визначення цих асимптот обчис-

люємо односторонні границі точок розриву функції. 

Наприклад, крива 
4

3




х
y  має вертикальну асимптоту 4х , 

тому що 
 4

3
lim

04 хx
, 

 4

3
lim

04 хx
. 

Обчислення похилих асимптот  

Рівняння похилої асимптоти будемо шукати у вигляді 

bkxy  . 

Знайдемо k і b . 

Нехай  yxM ,  – довільна точка кривої  xfy  . За формулою від-

стані від точки до прямої 


















22

00

BA

CByAx
d  знаходимо відстань від 

точки  yxM ,  до прямої 
12 




k

bykx
d  . 

Умова 0d  буде виконуватися лише тоді, коли чисельник дробу 

прямує до нуля, тобто   0lim 


bykx
x

. 

Звідси випливає, що  bykx , де  x   нескінченно мала: 

0  при x . Розділимо обидві частини рівності  kxby  на 

x , переходячи до границі при x , отримаємо:  

.limlim 









 x
k

x

b

x

y

xx



 

Оскільки 0
x

b
 і 0

x


, тоді 

x

y
k

x 
 lim . 

З умови знаходимо b :  kxyb
x




lim . 
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Таким чином, параметри похилої асимптоти bkxy   обчис-

люються як границі 
x

y
k

x 
 lim ,  kxyb

x



lim . 

Якщо хоча б одна з границь не існує або дорівнює нескінченності, 

тоді крива похилої асимптоти немає. 

Зокрема, якщо 0k , тоді  xfb
x 

 lim . Маємо by   – рівняння 

горизонтальної асимптоти. 

Зауваження. Асимптоти графіка функції  xfy   при x  і 

x  можуть бути різними. Тому при знаходженні границь слід ок-

ремо розглядати випадок, коли x  і  коли x . 

Приклад 2.43. Знайти асимптоти графіка функції 
x

xx
y

432 2 
 . 

Розв’язання. 

),0()0;(:)( yD  




 x

xx

x

432
lim

2

0
; 0x  – вертикальна асимптота; 

;)
4

32(lim
432

lim
00

2

00




 x
x

x

xx

xx
 

;)
4

32(lim
432

lim
00

2

00




 x
x

x

xx

xx
 

bkxy  ;     2
432

lim
)(

lim
2

2





 x

xx

x

xf
k

xx
; 



















 x

xxx
x

x

xx
kxxfb

xxx

222 2432
lim2

432
lim))((lim  

3
43

lim 



 x

x

x
; 

32  xy  – похила асимптота. 

 

6.7. Загальна схема дослідження функції та побудова графіка 

При дослідженні графіка функції в цілому рекомендується схема: 

1. Знайти область визначення функції )(yD . 

2. Перевірити функцію на парність і непарність.  
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3. Знайти точки перетину з осями координат (якщо це можливо). 

4. Дослідити точки розриву, встановити наявність вертикальних та по-

хилих або горизонтальних асимптот, записати їх рівняння. 

5. Знайти похідну, критичні точки, проміжки монотонності та екстре-

муми функції. 

6. Знайти другу похідну, її критичні точки, проміжки опуклості й угну-

тості та точки перегину графіка функції. 

7. Побудувати графік функції, враховуючи проведене дослідження. 

Приклад 2.44. Дослідити функцію  
1

2




x

x
y

 
 і побудувати її гра-

фік. 

Розв’язання. 

1.  1/:)( RхyD . 

2. 
11

)(
)(

22









x

x

x

x
xf  функція ні парна, ні непарна. 

3.  .0;0;0;0
1

2




x
x

x
 

4. 
 1

lim
2

01 x

x

x
; 

 1
lim

2

01 x

x

x
; х= -1 точка розриву функції 

2-го роду, х = –1 – вертикальна асимптота (рис. 2.9). 

bkxy  ; 1
1

lim
)1(

lim
)(

lim
2








 x

x

xx

x

x

xf
k

xxx
. 

1
1

lim
1

lim))((lim
222
























 x

xxx
x

x

x
kxxfb

xxx
. 

1 xy  – похила асимптота (рис. 2.9). 

5. 
2

2

2

22

)1(

2

)1(

)1(2

1 


























x

xx

x

xxx

x

x
y ; 0y ; 0

)1(

2
2

2






x

xx
; 

022  xx ; 01 x ; 22 x .  

 xy   xy  4max y   xy   xy   xy  0min y   xy  

 xy    0 xy    0 xy    0 xy   xy    0 xy    0 xy    0 xy  

x  )2;(   2max x  )1;2(   1x  )0;1(  0min x  );0(   
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6.

















2

2

)1(

2

x

xx
y 






4

22

)1(

)2)(1(2)1)(22(

x

xxxxx
 

 
344

22

)1(

2

)1(

)1(2

)1(

21)2()1(2














xx

x

x

xxxxx
; 0y ; 0

)1(

2
3


x
  

Опуклість графіка   вгору розрив   униз 

 xy     0 xy   xy     0 xy  

x  )1;(   1x  );1(   

 

Рис. 2.9 
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§7. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 

 

7.1. Формула Тейлора 

Розглянемо одну з найважливіших формул диференціального чис-

лення, яка широко застосовується при дослідженні функцій і наближе-

них обчислень. 

Нехай функція  xfy   є многочлен  xP
n

степеня n : 

    .....2

210

n

nn
xaxaxaaxPxfy   

Перетворимо цей многочлен також в многочлен степеня n  щодо 

різниці  
0

xx  , де 
0

x  – довільне число, тобто подамо  xP
n

 у вигляді 

        .....
0

2

02010

n

nn
xxAxxAxxAAxP           (2.1) 

Для знаходження коефіцієнтів 
n

AAA ,.......,,
10

 продиференціюємо n  

разів рівність (2.1): 

        ,....32
1

0

2

03021




n

nn
xxnAxxAxxAAxP

 

        ,1....322
2

0032




n

nn
xxAnnxxAAxP

 

         ,21....43232
3

0043




n

nn
xxAnnnxxAAxP

 

……………………………………………………………………….. 

      .12......21
n

n

n
AnnnxP   

Підставляючи 
0

xx   в отримані рівності і рівність (2.1), маємо: 

  ,
00

AxP
n

                                     тобто  ,
00

xPA
n

   

  ,
10

AxP
n

                                      тобто 
 

,
!1

0

1

xP
A n


   

  ,2
20

AxP
n

                                   тобто 
 

,
!2

0

2

xP
A n


   

  ,32
30

AxP
n

                               тобто 
 

,
!3

0

3

xP
A n


  

………………………………………………….……….. 

      ,12......21
0 n

n

n
AnnnxP        тобто 

  
.

!

0

n

xP
A

n

n

n
  

Підставляючи знайдені значення 
n

AAA ,.......,,
10

 в рівність (2.1), 

отримаємо розкладання многочлена  xP
n

 n-го степеня за степенями 

 
0

xx   : 
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   
 

 
 

 
  

  .
!

....
!2!1

0

02

0

0

0

0

0

n
n

nnn

nn
xx

n

xP
xx

xP
xx

xP
xPxP 





  (2.2) 

Означення. Формула (2.2) називається формулою Тейлора для 

многочлена  xP
n  

степеня n . 

Приклад 2.45. Розкласти многочлен    34 43 xxxP 2x  

52  x   за степенями  1x . 

Розв’язання. 

У цьому прикладі 1
0

x , знайдемо похідні 

  ,221212 23  xxxxP
  

  ,22436 2
0  xxxP

 

  ,2472  xxP
  

   .724 xP  

Тому   ,1521431 P
 

  ,202212121 P
 

  ,58224361 P
 

  ,9624721 P
 

   .7214 P  

Отже,  

          ,1
!4

72
1

!3

96
1

!2

58
1

!1

20
1

432






 xxxxxP  

тобто 

        .1311612912015243
432234  xxxxxxxx  

 

7.2. Формула Тейлора для довільної функції 

Розглянемо функцію  xfy  . Формула Тейлора дозволяє, при 

певних умовах, наближено подати функцію  xf  у вигляді многочлена і 

дати оцінку похибки цього наближення. 

Теорема 2.8. Якщо функція  xf  визначена в деякому околі точки 

0
x  і має в ній похідні до  1n -го порядку включно, тоді для будь-якого 

x  з цього околу знайдеться точка  xxс ;
0

  така, що правдива формула 

   
 

 
 

 

  
 

  

 
    .10,,

!1!

....
!2!1

00
1

0

1

0

0

2
0

0
0

0
0


















 xxxcxx
n

cf
xx

n

xf

xx
xf

xx
xf

xfxf

n

n

n

n (2.3) 

Означення. Формула (2.3) називається формулою Тейлора для 

функції  xf
.
 Цю формулу можна записати у вигляді  
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     ,xRxPxf
nn

  

де     
 

 
 

 
  

 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf

0

02

0

0

0

0

0
!

....
!2!1







  

називається многочленом Тейлора, а  
  

 
  1

0

1

!1









n

n

n
xx

n

cf
xR

 
назива-

ється залишковим членом формули Тейлора, який записано у формі 

Лагранжа.  

 xR
n

 є похибка наближеної рівності    .xPxf
n

  Таким чином, 

формула Тейлора дає можливість замінити функцію  xfy   многочле-

ном  xPy
n

  з відповідним степенем точності, яка дорівнює значенню 

залишкового члена  xR
n

. 

Означення. Коли 0
0
x , отримаємо окремий випадок формули 

Тейлора – формулу Маклорена: 

   
         

 
,

!1!

0
....

!2

0

!1

0
0 1

1

2 










 n

n

n

n

x
n

cf
x

n

f
x

f
x

f
fxf

 
 

де c  знаходиться між 0  та x   10,   xc . 

Наведемо розкладання за формулою Маклорена деяких елемента-

рних функцій: 

 n
n

x x
n

xxxx
e 

!
...

!3!2!1
1

32

; 

 
 

 n
n

n
x

n

xxxx
xx 2

12
1

753

!12
1...

!7!5!3
sin 







; 

 
 

 12
2642

!2
1...

!6!4!2
1cos  n

n
n

x
n

xxxx
x

; 

 
       nn xx

n

n
xxx 












!

1...1
...

!2

1

!1
11 2

 

де  nx  - це оцінка похибки у формі Пєано, тобто похибка є малою бі-

льшого порядку малості, ніж nx . 
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Приклад розв’язання контрольного завдання до розділу 2 

Завдання 1. Знайти похідну складної функції  

1.1.   ?1;
3

2

3 3

2





 y

x

x
y  

 










































 unuu

v

vuvu

v

u

x

x
y

nn 1

2

3 3

2

3

2

 









 








 








 


2

3 3

3 323 32

3

3232

x

xxxx

 

   

















 













 



3

2
3

2

3

2
3

2
3 3

22

2

333

3
3

222

2
2

x

x

x

x
x

x

x

x

x
x

 

 








 







2

3 3

3

2
3

2
23 3

2

3

3

23
2

x

x

x
xx

x

x

 

 








 




4
3 32

2223

2
33 3

32

2233

xx

xxxxxx

   
 323 3

2

4
3 32

424

4
3 32

223

323

23

32

23

32

23

xxx

xx

xx

xxxx

xx

xxxx












 










 


 . 

 
  344

1

131213

1213
1'

3323 3

2





y . 
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1.2. 









4
lnsin


xxy . 























4
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   .2cos212sin222cos82sin262sin42cos13 xxexxxxe xx    

б) ;
tg

cos

2

2











ty

tx

 

,2sinsincos2 tttx
t

  

.
cos

sin2

cos

1
tg2

32 t

t

t
tyt 

 

.
cos

1

sincos

sin

sincos2

cos

1
tg2

44

2

ttt

t

tt

t
t

x

y

dx

dy

t

t 





 

 
.

32

2

t

tttttt

x

xyxy

dx

yd






 

  ,2cos22sin ttx
tt





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 
 

 
.

cos

sin3cos2

cos

sin3coscos2

cos

sincos3sin2coscos2

4

22

6

222

23

23

t

tt

t

ttt

t

ttttt
y

tt












 

 
   

 








3

34

22

2

2

2sin

cos

sin2
2cos2sincos2

cos

sin3cos2

t

t

t
ttt

t

tt

dx

yd
 

 







tt

ttttt
33

22

cos2sin

sin2cos4sin3cossin4
 

   







tt

tttttt
33

2222

cos2sin

sinsincos4sin3cossin4

 

.
cos

1

cossin8

sin8

cos2sin

sin4sincos4sin12cossin4
663

3

33

3232

ttt

t

tt

tttttt












 

в)   ,sin2 byxa 
 Знайдемо першу похідну:      ,01cossin2  yyxyxa  звідки маємо 

  01  y  та ,1y  тоді .0y

  Завдання 5.  а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої  

y = x2 + x, яка паралельна прямій y = x – 3. 

Розв’язання. 

))(( 000 xxxfyy   – дотична, 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


  – нормаль. 

Похідна від функції 12  xy , тоді   ,12 00  xxf   кутовий кое-

фіцієнт прямої  y = x – 3 дорівнює 1, дотична паралельна прямій, тому 

  10  xf . Маємо рівняння для визначення точки 0x :  ,112
0

x  відкіля  

,0
0
x    00

0
 yy . Записуємо  рівняння дотичної  xy   та  рівняння 

нормалі   .xy   

б) Скласти рівняння дотичної та нормалі до кривої 





















1

1

2

2

3

t

t
y

t

tt
x
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у точці, яка відповідає значенню параметра t = 2. 

Розв’язання. 

.
3

2

14

2
,

3

10

3

82
00 





 yx  

    
     

,

1

14

1

22313

1

2131
22

24

22

42242

22

322
















t

tt

t

ttttt

t

ttttt
xt  

   
.

1

1

1

21
22

2

22

2











t

t

t

ttt
yt

 

 

 

.
14

1

1

14

1

1

24

2

22

24

22

2





















tt

t

t

tt

t

t

x

y
y

t

t
x  

  5
1

5

11616

41
2 






xy  

))(( 000 xxxfyy   – дотична, 

)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy 


  – нормаль. 








 
3

10
5

3

2
xy  або  

3

52
5  xy – рівняння дотичної, 








 
3

10

5

1

3

2
xy   або xy

5

1
   – рівняння  нормалі. 

Завдання 6. Знайти найменше та найбільше значення функції 

764/ 34  xxy  на відрізку [16; 20]. 

Розв’язання. 

Найменше та найбільше значення досягаються або у стаціонарних 

точках, або на границях відрізка. Знайдемо стаціонарні точки: 

,18 23 xxy 

 
,018 23  xx    ,0183 xx  стаціонарні точки 0x  та 

18x .  Але   ,20;160x  тому обчислюємо значення функції у точках: 

  ,80857245761648416 y  

  ,87417349922624418 y  – найменше значення функції; 

  .79937480004000020 y  – найбільше значення функції. 
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Завдання 7. Обчислити границі за правилом Лопіталя. 

Розв’язання. 

 а) 0
1

0

2cos

2sin
lim

2cos2

2cos

2sin2

lim
0

0

2sin

2cosln
lim 2

000





 x

x

x

x

x

x

x

xxx
;

 

б) 
























2

1

3

0
3

2

1

0
2

1

0

1

2

0 2
lim

2

1

limlim0lim
x

ex

x

x
e

x

e
ex

x

x

x

x

x

x

x

x

 

 





















2

2

1

0
1

1

0

1

0 1

1

lim
2

1
lim

2

1
0lim

2

1

x

x
e

x

e
xe

x

x

x

x

x

x

 

.lim
2

1
lim

2

1
1

0
2

1

2

0




x

x

x

x

e
x

ex
 

 Завдання 8. Методами диференціального числення дослідити фу-

нкції та побудувати графіки: 

а) 2

2x

exy


  

Розв’язання. 

1.   ;x . 

2.  
 

 xyexexxy
xx







22

22

 – непарна. 

3. Неперіодична. 

4. bkxy  ; 0limlim
)(

lim 2
2

2

2













x

x

x

xx
e

x

ex

x

xf
k . 

0
1

limlim0lim))((lim

22

2
22

2



























xee

x
exkxxfb

xxxx

x

xx
. 

0y  – горизонтальна асимптота. 

5.  2222 1
2

2
222

xe
x

exey
xxx













. 
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,0y

       
  01 22

2




xe
x

,

      
01 2  x , 

     1x . 

 
e

e

e
eyy 
 1

1 2

1

min . 

 
e

e

e
eyy 
 1

1 2

1

max . 

6.       






























22222

222

21
2

2
1

xxx

exx
x

exey  

   2222 321

22

xxexxe

xx




. 

,0y

  

  03 22

2




xxe
x

    

0
1
x  33,2 x - точки перегину графіка функції, 

 

 

 
3

3

3

2

3 33
33

e

e

e
ey 


. 

 
3

3

3

2

3 33
33

e

e

e
ey 


. 

  00 y . 

7. :Ox    0y ,  0x . 

:Oy    0x ,  0y . 

Графік функції наведено на рис. 2.10. 

 

 

 
 
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–√3 0 √3 
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Рис. 2.10 

 

б) 
 28

3




x
y  

Розв’язання. 

1.     ;88;x  

2.  
   22

8

3

8

3







xx
xy  – загального вигляду 

3. Неперіодична. 

4. 
   










22
0808 808

3

8

3
lim)(lim

x
xf

xx
 

   









22

0808 808

3

8

3
lim)(lim

x
xf

xx
 

х=8 – вертикальна асимптота. 

bkxy  ; 
 

 
0

8

3
lim

8

3

lim
)(

lim
2

2








 xxx

x

x

xf
k

xxx
, 

   
0

8

3
lim0

8

3
lim))((lim

22

















 xx
kxxfb

xxx
. 

0y  – горизонтальна асимптота. 

5. 
 

 
   332

8

6

8

23

8

3























xxx
y  

,0y

   
0

8

6
3





x
, 

x 

y 

1 

e

e
  

–1 0 

e

e  
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     8x . 

екстремумів немає. 

    
   43

8

18

8

6


















xx
y  

,0y

   
0

8

18
4


x
, 

   8x . Точок перегину графіка функції немає. 

6. Точок перетину з осями немає. 

Графік наведено на рис. 2.11. 

Рис. 2.11 
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ВАРІАНТИ ОБОВ’ЯЗКОВОГО ДОМАШНЬОГО ЗАВДАННЯ 

Варіант 1 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
2

1
;

)1(

37
2

2














 y

x

xx
y  

1.2. 5ln
5

43 
x

xy  

1.3. xy 5ctg
3

1 2  

1.4. xey x arcsin  

1.5. 
2)cos31(60

1

x
y


  

1.6. 
2

5

1

x
y   

1.7. )11(ln 2  xey  

1.8. 
3arctg2 xy   

1.9. xey 2

1
tg2

  

1.10. 









2

1
lnarccos

x
y  

1.11. 33 2tgtg  xy  

1.12. 
5

cos22sin3 xx
y


  

1.13. 
x

x
y






1

1
arcctg

3

1
 

1.14. 234 )2( xaxy   

1.15. 
32

1
log5

x
y   

1.16. xexy x sin2  

2.  Знайти  
dx

dy
:    2.1. x xy  ;      2.3. xyx  )arctg( ;   

2.2. 
115

9

)3()1(

)2(






xx

x
y ; 2.4. 









ty

tx
2sin

2cos
. 

3. Показати, що функція xxey   задовольняє рівнянню yxyx )1(  . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:    а) )3ln2(

4

1 2  xxy ;   б) 







2

arccos

tty

tx
;   в) yxey 1 . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 4x + 3, яка 

паралельна прямій y= – 4x – 4; б) знайти координати точки перетину 

двох дотичних, які побудовані до графіка функції xy 3sin : перша у точці 

з абсцисою 
18


x , друга у точці з абсцисою 

18

5
x . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  22ln 2  xxy  на 

відрізку  3;0  
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7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

x

x 2sin

2cosln
lim

0
; б) xx

x

2

0
lnlim


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)  
 

125

5
3

2 


x
y ;   б)  

4

5 8

x

x
y


 . 

Варіант 2 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1.   ?1;
122 2




 y
x

xx
y  

1.2.  25cos
20

1
xy   

1.3. 3 xxy   

1.4. xy

1
ctg2

3  

1.5. )(lnarcsin2 xy   

1.6. xey 2sin  

1.7.  325 43 xxy   

1.8. 
 14arcctg

1
22 


x

y  

1.9. xy 3lntg2  

1.10. 
1

arccos



x

x
y  

1.11. )3ctg3tg(
10

1
xxey x    

1.12. 
2

arctg
2

3 3 x
y   

1.13. 
x

y
2log

1

3

1

3

  

1.14. 
2

7sin 2x
y   

1.15.  
2

ln
2

2
22

2 b
axx

a
y   

1.16. xexy x ln)1(  . 

2. Знайти 
dx

dy
:   2.1. 

xxy sin ;    2.3.  xyy tg ; 

 2.2.  3
2

2

1

)52(






x

x
xy ;  2.4. 









)1ln(

arctg
2ty

tx
. 

3. Показати, що функція 2

2x

xey


  задовольняє рівнянню 

yxyx )1( 2 . 

4. Знайти  xy  :  а) xxxxxy arcsin1
3

2
1

3

1 222  ;  
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            б)








)cos1(

)sin(

tay

ttax
;   в) 144  yxyx . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 2x – 3, яка 

паралельна прямій y = 2x + 2; б) до параболи 24 xxy   у точці з аб-

сцисою 30 x  проведена дотична. Знайти точку перетину цієї дотичної з 

віссю ОX. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [0;5]. 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: а) 
3

 arctg
lim

0 x

xx

x




;

 б)
x

x
ex 



2lim . 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:     а)   322 132  xxy ;                б) 
13

3




x

x
y . 

Варіант 3 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

?)2(;
18

42

8




 y
x

x
y  

1.2. )ln(lnln 2 xxy   

1.3. 14tg3  xy  

1.4. 3
1

arcsin
x

y   

1.5. 2)5arccos1( xy   

1.6. 
x

x
y

3cos5

sin
  

1.7. 53 )38(
4

1
xxy   

1.8. xy

1
arctg

9  

1.9.  24arcctg xey   

1.10. 2)23( xbxxby   

1.11. 
3

1ctg2 


x
y  

1.12. )71(log 2
3 xy   

1.13. 122   xxey  

1.14. 
 32 735

2




x
y  

1.15. 
xa

x
ay


 arctg3 2  

1.16. x
x

xy cos
2

sin2 . 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1. xxy )(arctg ;    2.3. byxa  )(cos2 ; 
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2.2. 
43

2

)3()1(

)2(






xx

x
y ;  2.4.  








21

arcsin

ty

tx
. 

3. Показати, що функція 
xx

y
ln1

1


  задовольняє рівнянню 

)1ln(  xyyyx . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:  

а) xxxy 3cos
27

2
3sin

9

1
 ; б) 












t
y

tx

1

ln

;   в) 
x

y

aeyx arctg22  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 –5x + 4, 

яка паралельна прямій y = 3x + 1; б) знайти координати точки перетину 

двох дотичних, які побудовані до графіка функції 
12

13






x

x
y  у точках з аб-

сцисами 1x  та 3x . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  

2)1/()12(  xxy  на відрізку [–1/2;0].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
330

lim
ax

ax

x 




; б) x

x
xe

1

0
lim


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побу-

дувати графіки:   a)    42
21  xxy ;  б) 

 

 3

2

1

1






x

x
y . 

Варіант 4 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

?)0(;
1

1
3

3





 y

x

xx
y  

1.2.  7cos5
3

1 4  xy  

1.3. xy sinarctg2  

1.4. xy

1
cos2

6  

1.5. 
3 2

1
arccos

x
y   

1.6. xxy 22 sin
2

1
sin

2

1
  

1.7.  572  xxey  

1.8. 4

2sin

1

x
y   
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1.9. 7
3

lntg
2

1


x
y  

1.10.  )(lnarcctg2 xy   

1.11.  
1

1
log

2

1





x

x
y  

1.12.  xxy arcsin
2

1








  

1.13.  









4
lnsin


xxy  

1.14.  
x

y
3ln

1
2

  

1.15.  xxey x   

1.16.  x
x

y x ln2
1

 . 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1.  xxy 11 ;    2.3. yxex  ; 

    2.2. 
33 2 )3()2(

1






xx

x
y ;   2.4.  







 

t

t

ey

ex
2

. 

3. Показати,  що  функція  







32

2

2

32

tty

ttx
  задовольняє  рівнянню 

32

2 


















dx

dy

dx

dy
y . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:  а)   2222ln axaxxxy  ;    б) 









tby

tax
3

3

sin

cos
; 

   в) yxy arctg . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 6x + 8, 

яка паралельна прямій y = 2x + 3;   б) записати рівняння дотичної та нор-

малі до кривої 
2-1 xey   в точках перетину з прямою 1y . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [–2;2].  

7. Обчислити за правилом Лопіталя:  

а) 
x

xx

x 41

32
lim

0 




;   б) 












 2

1
tglim

2  x
x

x
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:    а) 33 xxy  ;    б) 
 

xa

xa
y

2

3




 . 

Варіант 5 

1. Знайти похідну складної функції: 
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1.1. ?
4

1
;

1











 y
x

x
y  

1.2. 
x

xy
2

1
3   

1.3. 
2

sin
3

1

2
cos2

2
3 xx

y   

1.4. 
2

1
arctg

x
y


  

1.5. )sin1(ln
4

1 2 xy   

1.6. 5
4 1

1
tg




x
y  

1.7. 
3

33 2xxx
y


  

1.8.  xey  3arccos  

1.9. 
 321ctg

1

x
y


  

1.10. 
1

1
log

4
3




x
y  

1.11. 







2

tgln2 x
ey x  

1.12. )1(2arcsin xy   

1.13. )cos()sin( xxx eeey    

1.14. 
2

3

31

3
arcctg

x

xx
y




  

1.15. 
2

111
1ln 







 
xx

y  

1.16. xexy x tg3  . 

2. Знайти  xy :  2.1.   x
xy

cos
sin ;   2.3. 

y

x
xy arctg ; 

2.2. 
1

)2(






x

xx
y ;    2.4. 

 
 








ttay

ttax

cossin

sincos
. 

3. Показати, що функція 1ln  yxy  задовольняє рівнянню 

0)1(2  yxyy . 

4. Знайти  xy  : 

а) 
x

xx
y

2sin

cos

2

1

2
tgln

2

1
 ;   б) 



















2

2
tt

tt

ee
y

ee
x

; в) yexe xy cossin  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 2x – 3, 

яка паралельна прямій  y = 4x – 1;  б) з’ясувати, в якій точці дотична до 

параболи  372  xxy   паралельна прямій  035  yx . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  42ln 2  xxy  

на відрізку   23;1 . 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  
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а) 
x

x

x 2sinln

sinln
lim

0
; б) 












 6

5

3

1
lim

23 xxxx
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:        а) 
2

1
4

2 x
xy  ;     б) 

23 


x

x
y . 

Варіант 6 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1.   ?1;
34

175
32

3





 y

xx

xx
y  

1.2. xey 2arcsin  

1.3. 3 tg21 xy   

1.4. 
x

y
1

arcctg2  

1.5. 
3

12
arccos




x
y  

1.6. 4

2
1ctg

x
y   

1.7. 
229 xxy   

1.8. )1(log 2
3  xy  

1.9. 
























x

x
xx

x
y

3
43

2 3 2
3  

1.10. xy 2sinln 4  

1.11. 
3

3 1
cos

x
ay   

1.12. 
22arctg

1

x
y   

1.13. xxey cos1  

1.14. 
11 5 957 xy   

1.15. )
2

(lntg2 x
y   

1.16. 
2

tgctg1
x

xxy  . 

2. Знайти  xy :   2.1. 
2xxy  ;     2.3. 3 23 23 2 ayx  ; 

2.2. xx
x

x
xy 233 2 cossin

1

1




 ;  2.4. 












2

2

1

arctg

ty

tx
. 

3. Показати, що функція 1sinsin   xaey x  задовольняє рівнянню 

xxyy 2sin
2

1
cos  . 

4. Знайти  xy  :    

 а) xxy lncoslnsin  ;   б) 











tey

tex
t

t

sin

cos
;    в) )(tg yxy  .  

5. а) записати рівняння дотичної та нормалі до кривої: 322  xxy , 
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яка паралельна прямій 12  xy ; б) знайти точки, в яких дотична до кри-

вої 201243 234  xxxy  паралельна осі абсцис. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  

на відрізку [–1;1]. 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

e x

x arcsin

1
lim

2

0




;  б)  

2
tg1lim

1

x
x

x





. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а) 
22 xexy  ;    б) 

1

3
2

3






x

xx
y . 

Варіант 7 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1.   ?;
22

2




 ay
ax

x
y  

1.2. xy 2sin  

1.3. 
1

1
arccosln




x
y  

1.4. 33 arcctgxxy   

1.5. 
2

arcsin
cos

x
y   

1.6. 
x

y
2tg1

1


  

1.7. 
x

x
y






1

1
arctg  

1.8.  )coslg( xxy   

1.9. 3
1

ctg1 






 
x

xy  

1.10.  421 xy   

1.11. xxy 3sin
24

1
3sin

18

1 86   

1.12. 
x

x

e

e
y








1

1
 

1.13. 
3

12
arcsin

2

1 


x
y  

1.14. xxy 10  

1.15. xxxy cos2sin3  

1.16. 
2

cos

x

xe
y

x

 . 

2. Знайти  xy :  2.1. xxy 2sin)(cos ;   2.3. yexe xy cossin  ; 

          2.2. 5 32 )2()1()1(  xxxy ;  2.4. 












t
y

tx

1

1

ln
. 

3. Показати, що функція 
x

y



1

1
ln  задовольняє рівнянню yeyx  1 . 
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3. Знайти 
2

2

dx

yd
:  

а)  22ln xaxy  ; б)











ty

t
x

tg

cos

1

;  в) 0333  axyyx . 

4. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 2x – 3, 

яка паралельна прямій y = – 4x + 2;  б) записати рівняння дотичної та но-

рмалі до кривої 













tt
y

t

t
x

2

1

2

3

1

2

3

 у точці  (2, 2). 

5. Знайти найменше та найбільше значення функції   3/1 xxy   на 

відрізку [1;2].  

6. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

 а) 
5

5
lim

33

5 



 x

x

x
; б) 

x
x

x

1
sinlim


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а)  
6

5

2

1

3

1 23  xxy ;      б) 
2

3

4

1

x

x
y


 . 

Варіант 8 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
4

1
;

2

2












 y

x

x
y  

1.2. 







3

sincos2 x
y  

1.3. 













 

b

x

x

a
ey x

3 2

5 3
 

1.4. 
2

arccosln
x

y   

1.5. 
2

arccos
sin

x
y   

1.6. 3 2
2 1log xy   

1.7. xy tg  

1.8. 
3 2ctg

3
x

y   

 

1.9. 
 x

y
1arcsin

1
  

1.10. 
2

2

3

1
arcctg

x
y   

1.11. 3 52

3

axxy   

1.12. 
xe

y
1

1

1



  

1.13. 
ax

x

b

b

a
y 















  
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1.14. 
2

cossin
5

1 2 x
xy   

1.15. 
x

y
2tg

3
2

  

1.16.   xxxy 2cossin2
2

 . 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1. 

xexy  ;    2.3. )tg( yxy  ; 

2.2. 5
2

2

)1(

)1(

x

xx
y




 ;   2.4. 
















3

2

3

1

3

1

3

t

at
y

t

at
x

. 

3. Показати, що функція 
21

arcsin

x

x
y


  задовольняє рівнянню 

1)1( 2  xyyx . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:   

а) 
3

1
1ln 3 2 x

xy


 ;   б)










)1ln(

arcsin

2ty

tx
;   в) yxeyx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 4x + 3, 

яка паралельна прямій y = 6x – 6;   б) записати рівняння дотичної та нор-

малі до кривої xyxy 64 44   у точці  (1, 2). 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [-2;2]. 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

x

x 4cosln

cosln
lim

0
; б) 

2
tg)1(lim

x

x






. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а)  
22 xxey  ;         б) 

3

52






x

x
y . 

Варіант 9 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?)2(;
1

13
4

24





 y

x

xx
y  1.2.  

2
arctg12 x

xy   
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1.3. 233 2 
 x

x

ey  

1.4. xy 2arcsinln  

1.5. 
3

3
sin3 







 
x

y  

1.6. 
x

y
1

cos2  

1.7. 
)14arcctg(

1




x
y  

1.8. xy arccos2  

1.9. 
xx ee

y



1

 

1.10. 21 xxy   

1.11. 









x
y

1
1log 5  

1.12. )(arccosctg2 xy   

1.13.    xx eey 211  
 

1.14. 
1cos

sin




x

x
y  

1.15. 4
3

5

x

b
axy   

1.16. 
 

x

ex
y

x

tg

13 
 .

 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1. 

3 x
xy  ;          2.3. xyy  sin3.0 ;  

       2.2. 4
5

3)1)(2(

x

xx
y


 ;  2.4. 
















2

2

1

1
arcsin

1

1
arccos

t
y

t
x

. 

3. Показати, що функція 
tt

y
t

t
x

2

2

3
,

1
23



  задовольняє рівнянню 

yyx  13 . 

4. Знайти  xy  :   

 а)   xx 22 arctg1 ;  б)  








ttty

tttx

cossin

sincos
; в) 0232  yxyex .  

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 6x + 8, 

яка паралельна прямій y = –4x + 2;  б) з’ясувати, в якій точці кривої 

32 2xy   дотична перпендикулярна до прямої 0234  yx . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [0;1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
12

53
lim

0 



 x

xx

x
;   б) 

x
x

x

1
tglim


. 
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8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) 
3

1
2 


x

y ;   б)  24
1

x
x

y  . 

Варіант 10 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?)2(;
1

1
3

3

3





 y

x

x
y  

1.2. xy tg

1

2  

1.3.  
4

4

1
ln

4

1

x

x
y


  

1.4. 






 
2

ctg1
x

ey x  

1.5. 
x

y
2sin

1
2

  

1.6. 
3

arctg
2x

y   

1.7. xxy arccos1 2  

1.8. 
x

y
1

arcsinln  

1.9. 
44 16

11
ln

4

1

xxx
y   

1.10. )2(log
2

1 xy   

1.11. 
3 2cos

1

x
y   

1.12. 









2

5 1
1arcctg

x
y  

1.13. 
2

2

sin

sin

x

x
y   

1.14. 
1

1
2 


xe

y  

1.15. xxy 2
5 log  

1.16. 
)1(ln 


xx

e
y

x

. 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1. 

x

xy 2 ;    2.3. 
yx

yx
y




3

; 

2.2. 
3 74 3

5 2

)3()2(

)1(






xx

x
y ;  2.4. 









tty

tx

2cos22sin

tg
. 

3. Показати, що функція 
t

t
y

t

t
x

ln23
,

ln1
2





  задовольняє рівнянню 

12 2  yxyy . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:  

а) 
2

1
)(arcsin 2 


x
xy ;   б) 

 









21ln

arctg

ty

tx
;  в) yxy ln . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 2x – 3, 
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яка паралельна прямій y = 2x – 2;  б) який кут утворює з віссю абсцис до-

тична до параболи 532  xxy , яка побудована у точці з ординатою 

3y ? Записати рівняння цієї дотичної та нормалі.  

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [1;2].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


;  б) 












 23

3

1

1
lim

21 xxxx
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) 23 3xxy  ;         б) 
x

e
y

x

 . 

Варіант 11 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
2

1
;

1

)1(
2

2












 y

xx

x
y  

1.2. xexy 23  

1.3. 
3

3 3
arctg

x
y   

1.4. 






 
x

xy
1

log
3

1  

1.5. 
)arccos(tg

1

x
y   

1.6. 
2

2 1
cos

4 xy   

1.7. 5
1

arcsin
xe

y   

1.8. 
2

sinln 2 x
y   

1.9. 
2

1
arcctg

2

1 2 


x
y  

1.10. 
x

x
y

3ctg

2

3

2tg
  

1.11. 
4

1

1 xey


  

1.12. 
x

y
2cos

1
  

1.13. 
x

x
y






1

1
ln  

1.14. xy  2ctg8  

1.15. 
 32sin353

1

x
y


  

1.16. xxexy  arctg3
. 

2. Знайти  xy :  2.1. xxy ln ;    2.3. yxyx  222 ; 

2.2. 
5 2

4 33

)3(

)2()1(






x

xx
y ;  2.4. 











3

3

1

1

ty

tx
. 
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3. Показати, що функція 
2

,
2

2222 tttt ee
y

ee
x

 



  задовольняє рівнян-

ню 0 xyy . 

4. Знайти  xy  :   а) 2

2

1
arcsin

2

1
xxxxy 








 ;  

      б) 







3

ln

ty

tx
;  в) C

y

x
y ln . 

5. а) записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 8x – 9, 

яка паралельна прямій y = 6x;  б) на кривій 532  xxy  знайти точки, в 

яких дотична перпендикулярна до прямої  
9

x
y  . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на відріз-

ку [–2;1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
xx

xx

x tg

sin
lim

0 




;  б) 

x

x
xe 2lim 


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)  1ln 2  xy ;     б) 
2

2 1

x
xy  . 

Варіант 12 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
2

1
;

1

1
4

4














 y

x

x
y  

1.2.  xexy  1537  

1.3. 









2

2 4
cos

x
y  

1.4. xy
1

arccos
2  

1.5. 
5

3
arctg




x
y  

1.6. 
xe

y
23sin

1
  

1.7. 
x

y
3lntg

1
  

1.8. 






 
x

xy
3

81log 5  

1.9. 
3

ctg52ctg2 
 xy  

1.10. 
42 xey  

1.11. 
2

tg
1 x

x
y   

1.12. xy  3tg3  
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1.13. 
 













83arcctg

1
2x

y  

1.14. 
x

e
y

3lnarctg

sin

  

1.15. 5 31 xy   

1.16. xexy x sin
1

3 . 

2. Знайти  xy :  2.1. xxy

1

)tg( ;    2.3. 012  xyyx ee ; 

2.2. 
53

2

15)1(

1






xx

xx
y ;  2.4. 




















)cos(sin

sincos
2

lntg

ttay

tt
t

ax
. 

3. Показати, що функція ))(1( 2 cexy x   задовольняє рівнянню 

)1(
1

2 2

2



 xe

x

xy
y x . 

4. Знайти  xy  : 

а) xxxy lnarcsinln
2

1
arcsinln 2  ;  б) 







 

t

t

ey

ex
2

2

;  в) xyx  )(arctg . 

5. а) записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 5x + 4, 

яка паралельна прямій y = –x – 2; б) знайти кутовий коефіцієнт дотичної 

до кривої 








522

83
2

2

tty

ttx
 у точці М(2,-1). 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [–2;1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
1

)1sin(
lim

1 



 x

x

x
; б) 23lim

x

x
ex



. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:      а) 
2

1
2

2






x

x
y ;     б) 

12

2




x

x
y . 

Варіант 13 

1. Знайти похідну складної функції: 
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1.1. ?
2

1
;

21

1












 y

x

x
y  

1.2. )sin(sin xy   

1.3.  42arcsin1 xy   

1.4. 
22xbaey   

1.5. 3
21 xy   

1.6. 
x

y
3arctg

1
  

1.7.  xxy 5log 2
7   

1.8. 
3

arccos3 3 x
xy   

1.9. xy tgarcctg  

1.10. pxy 21  

1.11. 1

1

5  xy  

1.12. 
x

x

e

e
y






1

1
ln  

1.13. 
2

arcsin
cos

x
y   

1.14. 
2

1

2
tg

1

2


x
y  

 

1.15. 3 3ctg xy   

1.16. xey x 2cossin . 

2. Знайти  xy : 2.1. xxy arcsin ;      2.3. 0132cossin 32  yxxyyx ; 

       2.2. 
12)1(

)1(2
2

3






xx

x
y

x

;   2.4. 






 

tey

ex
t

t

cos
. 

3. Показати, що функція 
22

2

x

ex
y

x
  задовольняє рівнянню 

x
eyyx x

2

1
2

2

  . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:  

а) 
1

12
ln

3

1
2

2






xx

xx
y ; б) 












2

2

1

arctg

ty

tx

; в) ayx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = – x2 – 2x + 3, 

яка паралельна прямій y = 4x –3;  б) знайти рівняння дотичної та нор-

малі до кривої 014985634 2223  xyxyxxyx  у точці  М(-2, 3). 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  

на відрізку [0;3].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  
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а) 
)1ln(

lim
0 x

ee xx

x 

 


;  б) 










 xxx

1

 arctg

1
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) 79
4

3 234  xxxy ;          б) 
2

2 125

x

xx
y


 . 

Варіант 14 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?)1(;
1

1
42

42





 y

xx

xx
y  

1.2. 
8 4 737 xy   

1.3. 
5

12
arctg2 


x

y  

1.4. x

x

ey ln  

1.5. 

x

y
1

arccos

1
  

1.6. xay
3sin  

1.7. 
2

3
tg




x
y  

1.8. 






 
x

y
1

2log 4  

1.9. 3

4

83
arcctg2 







 


x
y  

1.10. xy 3lnctg2  

1.11. 







x

y
3

cos2  

1.12. xy 3lg1 4

10   

1.13. xxy arctg  

1.14. 
21

arcsin

x

x
y


  

1.15. 
8

tg
5

tg5



x

y  

1.16. xxey
x

tg2 . 

2. Знайти  xy :  2.1. xxy ln

1

 ;     2.3.  0sinsin  xyyx ; 

2.2. 3
2

2

)3(

3

1 x

x

x

x
y






 ;   2.4.  


















 

tetx

tty 1
3

2

. 

3. Показати, що функція 22lnarctg yx
x

y
  задовольняє рівнянню 

0)(  yxyyx . 

4. Знайти  xy  : 

а) 
x

x
xy

11
ln1

2
2 

 ;  б) 








ty

tx
2sin

2cos
; в) 

x

y
xy ln2  . 
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5. а) записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 8x – 9, 

яка паралельна прямій y = – 6x;  б) у точках перетину прямої 01 yx  

та параболи 542  xxy  побудовані нормалі до параболи. Записати рі-

вняння цих нормалей. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [–2;2].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: а) 
2

ln
lim

x

x

x 
; б) 

x

e x

x sin

1
lim

2

0




. 

8.  Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) xexy  ;            б) 
13

2




x

x
y . 

Варіант 15 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

;
1

3

5

x

x
y


     ?2' y  

1.2. 32 76
3

2
 xxy  

1.3.   3cos
2




 x
x

y 


 

1.4.  21ln xxy   

1.5. 












xey
1

3ctg  

1.6. xy

1

2  

1.7. 
3

13
arccos




x
y  

1.8. xy 3sin1 4

10   

1.9. 

1

3
sin

1

2





x

y  

1.10. 5

3
tg

3

1

2
ctg

2

1 xx
y   

1.11. xxy arcsin3  

1.12. 
x

x
y

arctg

2

  

1.13. 









x
xy

1
arctg  

1.14. 
 cbxax

ey



2ln

 

1.15.  23log 2
6  xy  

1.16. xxxy arctgln1  . 

2. Знайти 
dx

dy
:  2.1. 

2

)3(ctg xxy  ;     2.3. 0tgarc  xyy ;  

2.2. 
5 3

3

)41(52

1

xx

x
y




 ;    2.4. 









kttky

kttkx

coscos

sinsin
. 
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3. Показати, що функція 
Cxx

y
ln

1
  задовольняє рівнянню 

2xyyyx  . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:  

а) x
x

y tgln
sin2

1
2

 ; б) 











22

sin
tt

beaey

tx
;  в) 1 xy eye . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 8x – 9, 

яка паралельна прямій y = – 2x + 1; б) показати, що дотичні до гіперболи 

2

4






x

x
y  у точках її перетину з осями координат паралельні між собою. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції   xxy /ln1̀  на 

відрізку [1/е;е].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

e x

x 2sin

1
lim

3

0




; б) 










 xxx

1

)1ln(

1
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а)  1ln  xxy ;   б) 
14

3




x

x
y . 

Варіант 16 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ;
1

1
2














x

x
y   ?

3

1
' 







y  

1.2. 
x

y
arcsin

2
  

1.3. 3

4
21

x
tgy   

1.4.  32 2cos1 xy   

1.5. 
1

1
ln

2 


xx
y  

1.6. xexy cos1  

1.7. xey
1

3tg


  

1.8. 
23

1
arccos

x
y   

1.9. 
 x

y



2ctg

1
4

 

1.10. 
2arctg4 xy   

1.11. 
















7

2
sinarcctg

3x

x
y  

1.12. 3 55 243  xxy  
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1.13.  xy 3cossin 2  

1.14. 
2

22 xx ee
y


  

1.15.  2
3 34log xy   

1.16. 
x

xx
y

tg1

sin


 . 

2. Знайти 
dx

dy
:     2.1. xxy

3

)1(  ;    2.3. ayxyx  ;  

2.2. 3
5 2 4

5






x

x
y ;   2.4. 







 

)12arctg(

2

ty

ex t

. 

3. Показати, що функція yCexy   задовольняє рівнянню 

1)1(  yyx . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
:   

 а) x
x

y 
2

tg
arcctg2 ;  б) 









taty

tatx

sin

cos
;  в) y

x

ey


 . 

5. а) записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = – x2 + 4x, яка 

паралельна прямій y = 2x; б) записати рівняння такої нормалі до параболи 

662  xxy , яка перпендикулярна прямій, яка з’єднує початок коорди-

нат з вершиною параболи. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на від-

різку [1;3].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

x

x 3sin

cosln
lim

0
;  б) 

x

x
ex 



3lim . 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)    22
21  xxy ;      б) 

2

1

2













x

x
y . 

Варіант 17 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ;
2

1

3

4
4






x

x
y      ?2' y  

1.2. 
2

5

1
x

y   

1.3.  11ln  xey  

1.4. 3 sinsin xxy   

1.5. 
x

y
3

arctg2  
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1.6.   xxy 23 cos
8

1
3cos

16

1
  

1.7. 1 axey  

1.8. 
x

axy
tg

tg   

1.9. 
xa

x
ay


 arcsin4 2  

1.10. 











2
tgarccos

1

x
y  

1.11.  xxy ctglog 2
3   

1.12. 
xe

y
1

arcctg  

1.13. 
 31

1
ctg

2

3




x
y  

1.14.  xxey x 3cos3sin3
10

1
   

1.15. 
6

tg

5
tg

1

3




x
y  

1.16.   xexxy 12tg  .

2. Знайти  xy :   2.1. 2ctg)2(tg
x

xy  ;      2.3. 
x

xxx
y

2arctg

sin1 2
 ;  

 2.2. 








tby

tax
3

3

sin

cos
;      2.4. 010015596 224224  yxyyxx . 

3. Показати, що функція )1(2 2

2

x
y

eee   задовольняє рівнянню 

xx eyye  )1( . 

4. Знайти  xy  : 

а) 
1

1
ln

6

1

2
arctg

3

2






x

xx
y ; б) 

1

1
2

3






t

t
x , 

1

1
2 


t

y ;  в) xy yx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 5x + 4, 

яка паралельна прямій y = – 3x – 1;  б) записати рівняння нормалі до 

графіка функції 2 xy  в точці перетину з бісектрисою першого 

координатного кута. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції   45 /8 xxy   

на відрізку [–3; –1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
)1sin(

ln
lim

1  x

x

x
; б) 










 xxx

11
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-
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вати графіки:  а) 
21

3

x

x
y




 ;         б)   )1(ln1 2  xxy . 

Варіант 18 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

;
1

1
22

2






x

x
y   ?

2

1
' 







y  

1.2. xe
xx

y 




3

1
 

1.3. 
1

1
lnarctg




x
y  

1.4. 
4

sin12 22 
 xy  

1.5. 
x

x
y

2cos

sin2

  

1.6. 









b

a
ey mxarcsin  

1.7. xy 2arccoslog 4  

1.8. 4
4

3

1

1
ctg




x
y  

1.9. 
5

83
arcctg3 


x

y  

 

1.10. 
2

arcsin22 x
axy   

1.11. 
 xx

y
sinsin

1


  

1.12.  223ln

1

xxey   

1.13. 
x

y
2ctg4

1


  

1.14.  1ln1ln  xxy  

1.15. 

2
tg

2

2 x
y   

1.16. 
21

arcsin

x

xx
y


 . 

2. Знайти  xy : 2.1. 
3

3 xxy  ;     2.3. aex x

y




ln ;  

2.2. 4
4 2

2

8

)1)(2(

x

xx
y




 ;  2.4.  











ty

tx

2arccos

)1arcsin( 2

. 

3. Показати, що функція xxy
8

3
1  задовольняє рівнянню 

yxyyx  23 22 . 

4. Знайти 
2

2

dx

yd
: а) )1ln(22 xxxy  ; б)















t

t
y

t

t
x

1

1

:  в) 
yx

yx
y




2

. 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = – x2 – 2x + 3, 



 

 

162 

яка паралельна прямій y = – 2x – 2; б) у яких точках кривої 1 tx , 

1123  tty   дотична паралельна прямій  039  yx ? 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції   xx eey 12   на 

відрізку [–1;2].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
38 2

22
lim





 x

x

x
, б) x

x
ex 32lim 


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)  1ln 2  xxy ;          б) 
 22

1

11




xx
y . 

Варіант 19 

1. Знайти похідну складної функції 

1.1 ;
23 xx

xxy




   ?1' y  

1.2  xy 3tgln5  

1.3 3 2 1
sin

x
y   

1.4 
21

2
arcsin

x

x
y


  

1.5 xy 2cos

1

5  

1.6 
3

2

3
tg1 







 
x

y  

1.7 
 x

y
ctgarccos

1
  

1.8 4
arctg3 x

ey   

 

 

1.9 
5

3
ctg

3

1
5






x

x
y  

1.10 









38

1

2
log

x

x
y  

1.11 






 
b

a

b

x

x

a
y arcctg  

1.12  xy 2sincos2  

1.13 

x

y
1

arccosln

1
  

1.14 
x

xx
y

cos1

cossin




  

1.15  1cosln 3  xy  

1.16 
x

x
x

y
arctg

tg
1

1 






 

 . 

2. Знайти  xy :  2.1. 
ax

a

x
y 







 ;      2.3. )cos( yxy  ;  

2.2. 4 32 1)3()2(  xxxy ;  2.4. 







at

at

eaty

ex 1
. 
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3. Показати, що функція  22 1 Cyyx   задовольняє рівнянню 

yxyxy 






  3

2

1
. 

4. Знайти  xy  :  

     а) 
a

x
axaxy arcsin222  ;  б) 

2

2

1 t

at
x


 , 

21

3

t

at
y


 ;    в) x

y

ex


ln . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 2x –3, 

яка паралельна прямій y = 6x + 3; б) знайти кут між дотичними до еліпса 

tx cos2 , ty sin3   у точках, де 6t  і  3t  . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції xxy ln на відріз-

ку [1/е2;1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
xx

x

x 43

15
lim

0 




; б) 










 30

11
lim

xxx
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а) 
3

16
32

3

1 23  xxxy ;          б) 
12

3




x

x
y . 

Варіант 20 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

;
1

1
23

3






x

xx
y    ?

3

1
' 








y  

1.2.  2

2

1 83log xy   

1.3. 
x

x

y
2

3

3

2
  

1.4. 2
tg

2
x

y   

1.5. xe
xx

b

x

a
y 













33 2
 

1.6.   xxy arctg12   

1.7. 
2

55 xx ee
y


  

1.8. 

3
arcsin

1

2 x
y   

 

1.9. 
2

1
ctg5 


x

y  

1.10. 3

1

5
arccos 











x

y  

1.11. 4

2

2

1

1
x

x

e

e
y








 

1.12. x
x

y 4cos
3

1

4cos

1 2

2
  
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1.13. x
x

y sin
2

1 2




  

1.14. xxy arctg  

1.15. 
x

y



1

1
sin2

 

1.16. 
x

ex
y

x

cos

33 2

 . 

2. Знайти  xy :   2.1.  xxy
1

2arccos ;     2.3. )(27)( 3 yxyx  ;  

 2.2. 
5 4 23 )13()5( 



xx

x
y ;  2.4. 
















1

1

1

2

2

t

t
y

tx
. 

3. Показати, що функція 







32

2

2

32

tty

ttx
 задовольняє рівнянню 

32 2yyy  . 

4. Знайти  xy  :  

а) 









4
lnsin


xxy ; б) 









)2sinsin2(

)2coscos2(

ttay

ttax
;  в) )(15)( 3 yxyx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої  y = x2 – 6x + 8, 

яка паралельна прямій y = 6x + 1; б) на колі 2522  yx  знайти точки, 

де дотична паралельна прямій 01243  yx . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на від-

різку [–4; 0].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а)  
x

x

x ln

tgln
lim

0
; б) 












 34

4

3

1
lim

23 xxxx
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)   3
22  xxy ;        б) 

x

x
y

2

2 3
 . 

Варіант 21 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?)1(;
4

4
4

4





 y

x

x
y  1.2. 








2

sintg
2

1 2 x
y  

1.3. xey
1

sinln  
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1.4. 
21

arctg
x

x
y


  

1.5. 3
2

1
ctg

x
y   

1.6. xey 21arcsin   

1.7. 
x

x
y

2sin1

cos


  

1.8. 







 1

10
log

3
4

1
x

y  

1.9. 
x

y
2arcctg

1
4

  

1.10. 
x

y
43

1
  

1.11. 
2

13
arccos2 


x

y  

1.12. 
3

2

xey   

1.13.     13ln3 55  xxy  

1.14. 









4
tg

sin2 xe
y  

1.15. xy tglogln3 2  

1.16. 
 

xe

xx
y

3

2 cos2 
 . 

2. Знайти  xy :  2.1. xxy )(ln ;     2.3. 1 xy eye ; 

 2.2. 
3

132

)(arccos

cos)1(

x

xex
y

x
 ;  2.4.  

 












tt
y

ttx

2

13

1

2

3

. 

3. Показати, що функція Cyx
y

 2

2

1
ln

1
 задовольняє рівнянню 

0)ln( 3  yxy
x

y
. 

4. Знайти  xy  :  

а) x
x

x
y ctg

3

4

sin3

cos
3

 ; б) 








taty

tatx

sin

cos
; в) )(15)( 3 yxyx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 2x – 3, 

яка паралельна прямій y = – 4x + 2; б) знайти рівняння дотичної та но-

рмалі до астроїди taytax 33 sin,cos   у точці, де 4t . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції 

 1/222  xxxy   на відрізку  5,0;3 . 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

e x

x arctg

1
lim

3

0




; б) 










 3
tg

1
lim

0

x

xx
. 
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8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а)  23 1 xxy ;         б) 
12

23
2

2






xx

xx
y . 

Варіант 22 

1. Знайти похідну складної функції:  

1.1. ?)1(;
1

2
5

2





 y

xx

xx
y  

1.2. 
x

x
y

sin

cos4

  

1.3. xx eey 21  

1.4. xy 21arcsin   

1.5. 
3

ln
arctg

x
y   

1.6. 
5

tg5 x
y   

1.7. xxxy cos
4

3 3  

1.8. 
xx ee

y



1

 

1.9. 3
1

arccos
3

1

x
y   

1.10. 
x

y
ctg

5
  

1.11. 
3

12
lnarcctg




x
y  

1.12.  xy  13log9  

1.13. 
1

1
ln 2






x

x
y  

1.14. 







 

 x

x

y

2

28  

1.15.  xy 3cossin 2  

1.16. 
x

xx
y

2sin

cos1 2
 . 

2. Знайти  xy : 2.1. 
x

x
y 








1

;    2.3. 
x

y
ayx arctg22  ;  

2.2. 
x

xxe
y

x

5ln

arcctg
 ;      2.4. 








3 ty

tx
. 

3. Показати, що функція 

 2
3

2

4

14 




x

xC
y  задовольняє рівнянню 

    0131 232

3
2  xxyxyx . 

4. Знайти  xy  :  

а) 
ax

ax

a

n
ax

m
y




 ln

2
)ln(

2
22 ;  б) 









ty

tx

2arccos

2arcsin
;  в) xyy  sin5.0 . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 4x + 3, 

яка паралельна прямій y = 4x + 4;  б) на кривій 08623 22  yxyx  
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знайти такі точки, де дотична паралельна осі ОХ. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [-4/5;3].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а )
)100sin(

10
lim

100 



 x

x

x
; б) 







 
 x

x

xx lnln

1
lim

1
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а) xxy ln ;        б)  
13

4




x

x
y . 

Варіант 23 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
3

1
;

32

31
2

2












 y

x

x
y  

1.2. 












222
xx

eey  

1.3.  xay 21ln   

1.4. 
x

y
1

arccos2  

1.5. 











3
tgsin

1

3 x
y  

1.6. 
2

3
arctg






x

x
y  

1.7. 3 2

1

3
ctg




x
y  

1.8. )3(arcsinlog 5 xy   

1.9. 
a

x
y a

x

sin2


  

1.10. 

4
tg

2
tg

1













x
y  

1.11.   xxy 2arcctg14 2   

1.12. xey 5cos4

5

1   

1.13. 3 31  xxy  

1.14. 

x

y
3

lnarctg

1
  

1.15. 






 
24

cos2 x
y


 

1.16. 
 

x

x
y

x

2arctg

31
 . 

2. Знайти  xy :  2.1. 

3

2
tg

x
x

y 






 ;     2.3.  2244 yxyx  ;  

2.2. 
 

1

cos2sin 32




x

xxe
y

x

;  2.4. 
 
 











2

2
tt

tt

eeby

eeax
. 
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3. Показати, що функція 







21

arcsinln

tty

Cttx
 задовольняє рівнянню 

21 yyy  . 

4. Знайти  xy  : а) 22 )23(arctg3 xbxxb
xb

x
by 


 ;  

      б)  tytx  11,ln ;  в) xyee yx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = – x2 – 2x +3, 

яка паралельна прямій y = – 6x + 4; б) знайти рівняння тієї дотичної до 

параболи xy 202  , яка утворює кут 45° з віссю ОХ. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [-3;3].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

 а ) 
x

x

x cosln

2cosln
lim

0
;  б) 

x
x

x

5
sinlim 2

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) xexy  ;         б) 
 21


x

x
y . 

Варіант 24 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?)1(;
1

12
3





 y

xx

x
y  

1.2. xey  arccos  

1.3. 
3

sin34 2 x
xy   

1.4. xay alogln  

1.5. 3

3

1
arcctg

x
y


  

1.6. )13(coslog 3  xy  

1.7. 
5

1
arcsin

4


 xy  

1.8. 
5

4
ctg

1

x
y   

1.9.  5sin

1
3

ey   

1.10. 






 
x

x
y

2

2
arctg2  

1.11.  33 3ln42 xxy   

1.12. 
3

1
tg

2 


x
y  

1.13. 
2

cos2 x
aey

x


  

1.14. xy sin  
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1.15. 








 



24
tgln

1

2 x
y


 1.16. 

3 1

2cos3sin




x

xx
y . 

2. Знайти  xy :     2.1. x xy 2cos ;  2.3. yxyx arcsinarcsin  ;  

   2.2. 
32

3

1)45(

23)12(

xx

xx
y




 ;  2.4. 







 

t

t

y

x
22

2
. 

3. Показати, що функція )cos(sin
2

1
yyCex y   задовольняє рівнян-

ню 1)sin(  yxy . 

4. Знайти  xy  : 

а) 
a

x
axay arccos22  ; б) 









ty

tx
2cos

2sin
; в) xyy ln2 . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 5x + 4, 

яка паралельна прямій y = x + 3; б) в якій точці дотична до параболи 

2xy   утворює з прямою 013  yx  кут  45°? 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції 
x

x
y

ln
  на відрізку 

[1;4]. 

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
xx

x

x 45

13
lim

0 




; б) 







 
 xx

x
x

1

sin

1
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а) 
24

4

x

x
y


 ;           б) 

 
 2

2

1

1






x

xx
y . 

Варіант 25 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

?)1(;
2

2

3





 y

x

xx
y  

1.2. x
x

y 53 tg
5

1

3
tg

3

1
  

1.3. 
x

x
y

3

sin3ln
  

1.4.   21cossin xy   

1.5. 23lg xy   

1.6. 3)62ln(
62

1
 xy  

1.7. 
x

x
y






1

1
arctg  
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1.8. 
a

xa
y 2

2

arcsin
2

  

 

1.9. 

1

23ctg






























x

ey  

1.10.  xy 2cosarccos  

1.11. 2

4

2

1
32

x
x

x
y 


  

1.12. 
12

3
arcctg

32

1
2 


x

y

 

1.13. 
3

1
cos

2 xy   

1.14.    1
2 5arctg



 xxy

 

1.15. 
 3 3 3sin

1

x
y   

1.16. xxey x cos
2

1 sin . 

2. Знайти  xy :  2.1.   2
arcsin

x
xy  ;   2.3.  03 

x

y
e

x

y
x

y

; 

     2.2. 
xx

xe
y

x

sin16

)3( 8








;  2.4.  
2

1
,

1

1














t

t
y

t
x . 

3. Показати, що функція C
x

y
yx  arctg222  задовольняє рівнян-

ню 
22 yx

yyx
yyx




 . 

4. Знайти  xy  : а)   223 12arcsin3 xxxxy  ;  

    б) 
tb

tc
y

tb

ta
x

cos1

cos
,

cos1

sin





  ;  в) )cos( yxy  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 8x – 9, 

яка паралельна прямій y = 4x; б) при якому значенні незалежної змін-

ної дотичні до кривих 2xy   та 3xy   паралельні? 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції 

 на відрізку [–3;1].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
20

)1ln(
lim

x

xx

x




; б) 







 
 xx

x
x

1

sin

1
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-
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вати графіки:  а)   2
21  xxy ;          б) 

10

672






x

xx
y . 

Варіант 26 

1. Знайти похідну складної функції:  

1.1. 
 

?)2(;
1

1
2

3





 y

x

x
y  

1.2. 
x

xy
1

arccos3 3  

1.3. 5 2

4
ctg

x
y   

1.4.  231lg xxy   

1.5. xy
2arctg5  

1.6. 
1

4

3

1
1



 xe
x

y  

1.7.    xx eey 32 cossin   

1.8. 
221

1
arcsin

x
y


  

 

1.9. 








 


3

1
arcctg

3
2

3 x
y  

1.10.  23ln xxxy   

1.11. 
41

8
x

e

xy



  

1.12. 









a

b
e

ab
y x5arctg

1
 

1.13. 
x

x
y

6cos

3sin 2

  

1.14. xy ctgloglog4 24  

1.15. 
x

ex
y

x

8cos

74

  

1.16. xxey x cos
2

1 sin . 

2. Знайти  xy :  2.1.  
xe

xy

1

sin ;    2.3. 222 )1( yxxeey yx  ; 

2.2. 
 22

33 3

15

)1(13






x

xxx
y ;   2.4. 

























t
t

y

t

t
x

3
sin

3

13

3

2

2

  

3. Показати, що функція 
x

x
y

sin
  задовольняє рівнянню 

xyyx cos . 

4. Знайти  xy  :  

а) xxy 2ln)32(  ;   б) 











t
y

tx

1

1 2

;    в) 13 22  yxyx . 
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5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 2x – 3, яка 

паралельна прямій y = 4x –1; б) скласти рівняння дотичної та нормалі до 

кривої  
 
 








tay

ttax

cos1

sin
 у точці, яка відповідає значенню параметра 

3


t .  

6. Знайти найменше та найбільше значення функції 

 на відрізку [–1;2].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
x

x

x

11
lim

0




; б) 

x
x

x

2
sinlim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а) xexy  2 ;           б) 
 212

3




x

x
y . 

Варіант 27 

1. Знайти похідну складної функції:  

1.1. 
 

  ?1;
5

14
22





 y

x

x
y  

1.2. 
2

14
arctg

2

1 


x
y  

1.3.  xx eey 33 arcsin  

1.4. 
12

21
ln

2






x

xx
y 8 

1.5. 

1

3

1

3
arcsin4























x
y  

1.6. 
3

4

56 xxy   

1.7. 
 24 31tg5

1

x
y


  

1.8. 
34

68

xx
y   

1.9.  5 23 3cos xxy   

1.10. 
3

2 4
sin

x
y   

1.11. 
2

7arccos3 x
y   

1.12. 
x

a
y a

x

ctg3  

1.13.  xxy  2log412 2  

1.14. 
x

x
y






1

1
arcctg  

1.15. 

3

3

2 1
4 










x
xxy  

1.16. 382arccos xexy x . 

2. Знайти  xy :  2.1.  
xe

xy
5

cos ;    2.2. 332 2)( yxxyyx  ; 
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 2.3. 
6 22

32

4

3arcsin

xe

xx
y

x 
 ;      2.4. 












t
y

tx

2cos

1

lnctg

. 

3. Показати, що функція 1
2
2


x
y  задовольняє рівнянню 

01 2  yxyy . 

4. Знайти  xy  :    

а) )
52

)52ln(






x

x
y ;  б) 









ty

ttx

cos2

sin
;  в) xyy  arcctg . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 6x + 8, 

яка паралельна прямій y = 4x + 1; б) знайти рівняння дотичних до гіпер-

боли 4xy  у точках 11 x  і 44 x  та знайти кут між дотичними. 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [0;5].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 
2

)2sin(
lim

2 



 x

x

x
; б) )1ln(lnlim

1



xx

x
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)   xxy 3 ;                  б) 
x

x
y

ln
 . 

Варіант 28 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. ?
4

1
;

21

21












 y

x

x
y  

1.2. 
2

4cos5ln

x

x
y   

1.3. 
3 13 1  xexy  

1.4. 
32

7
arcctg

54

1
2

2




x
y  

1.5. 






 
24

lntg
x

y


 

1.6.   xxxxy sin22cos2 2   

1.7. 
4

3 3
lg

x
y   

1.8. x
xxx

y 2arctg
111

3








  

1.9. )(ctgarcsin2 xy   

1.10. 
44 16

11
ln

4

1

xxx
y   

1.11. 
x

y
2

arccos
2

1
  

1.12. 
3

2 xy   
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1.13. 
1

sin
2

2




x

x

e

e
y  

1.14. 2

4

2

1
32

x
x

x
y 


  

1.15.  )sin(sinsin xy   

1.16. xexy x 2tg
1

 . 

2. Знайти  xy :  2.1.   2
tg3 4

x

xy  ;       2.3. 3)cos(3)sin(  yxxy ;  

2.2. 
 3 2

56

2

)7(5

x

xe
y

x








;        2.4. 
 








2

2

arccos

1arcsin

ty

tx
. 

3. Показати, що функція 2

1
x

x

x
y 


  задовольняє рівнянню 

)12()1( 2  xxyyxx . 

4. Знайти  xy  :   

а) )32sin(21 xey x   ;    б) 













21

1

1

t
y

t
x

;     в) yxeyx  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 – 4x + 3, 

яка паралельна прямій y = 2x + 4; б) скласти рівняння дотичної та нор-

малі до кривої 








tty

tx

ctgtg

1lnctg2
 у точці, яка відповідає значенню параме-

тра 
4


t . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  

на відрізку [0;π/2].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
)1ln(

1
lim

0 x

e x

x 




; б) xx

x

tg
2

lim

2








 





. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:  а)   )1ln(1  xxy ;                   б) 
x

x
y

316 
 . 

Варіант 29 

1. Знайти похідну складної функції: 
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1.1. ?
2

1
;

1

2
3

2











 y
x

x
y  

1.2. x
x

y

5
3

7


  

1.3. 
43arcctg

6

x
y   

1.4. 
2

3
3

31

2
arcsin

x

xx
y




  

1.5. 
3

3

cos

cos

x

x
y   

1.6. 
ax

ax

a
y








1

1
ln

1

1
 

1.7. 
ax

x

b

b

a
y 














  

1.8. 






 
2

ctg
2

1

2
tg

xx
xy  

 

1.9. 3 5arccos3 xy   

1.10. 
 

x
x

y 3sin
4

1
2


  

1.11. 
3 4

2

1
arctg

3

x
y


  

1.12. 






 
xx

y
1

ln
1

ln  

1.13. 1

2
2



 x

x

ey  

1.14. xy 3log 3
2  

1.15. 

2

2

1
arctg

2

1










x
y  

1.16. 3sin 3cos xxey x . 

2. Знайти  xy :  2.1.  
xe

xy


 3

1

5 ;       2.3. 0ctg  xy
x

y
; 

2.2. 4
5 2

33

)1(

)12(3

x

xx
y




 ;      2.4. 












1

arctg 2

t

t

ey

ex  . 

3. Показати, що функція 3 1ln  xxy  задовольняє рівнянню 

03ln 23  yxyyx . 

4. Знайти  xy  :     

а) xxy  2)34( ;    б) 








ty

ex t

arcsin
;    в) 333 6 yx . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + 8x – 9, 

яка паралельна прямій y = 2x + 1;  б) в якій точці параболи 

522  xxy  треба провести дотичну, щоб вона була перпендикулярна 

до бісектриси першого координатного кута?  

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  на 

відрізку [–1;4].  
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7. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
x

x

x

ln
lim


; б) )1(ctg)1(lim

1



xx

x
 . 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)   2

 1 2 xexy  ;                    б) 
42 


x

x
y . 

Варіант 30 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1. 
 

?)2(;
2

2
3

3





 y

x

xx
y  

1.2. x
x

y 53 ln
5

1

3
ln

3

1
  

1.3. 
x

x
y

4

cos4ln
  

1.4.   31sincos xy   

1.5. 65lg xy   

1.6. 2)62(
62

1
 xtgy  

1.7. 
x

x
arcctgy






1

1
 

1.8. 
a

xa
y 2

2

arccos
2

  

1.9.  xy 2cosarcsin  

1.10. 

1

32tg






























x

ey  

1.11. 2

3

3

3
25

x
x

x
y 


  

1.12. 
13

2
arctg

22

1
3 


x

y  

1.13. 
4 2

1
sin

5 xy   

1.14. 
 53

1
5xxarcctg

y


  

1.15. 
4

1
4

4
cos













x
y  

1.16. xxey x 2sin
3

1 cos . 

2. Знайти  xy :   2.1.   2
arcsin

x
xy  ;   2.3. 04 

x

y
a

x

y
x

y

; 

 2.2. 
xx

xe
y

x

cos14

)33( 8








;  2.4. 
2

12

2
,

12

1














t

t
y

t
x . 

3. Показати, що функція C
x

y
yx  arctg222  задовольняє рівнянню 

22 yx

yyx
yyx




 . 

4. Знайти  xy  :   а)   222 122arccos3 xxxxy   ; 
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 б) 
t

t
y

t

t
x

cos1

cos
,

cos1

sin





 ;  в) )3sin( 2yxy  . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = 3x2 + 6x – 9, 

яка паралельна прямій y = 4x; б) при якому значенні незалежної змін-

ної дотичні до кривих 2xy   та 3xy   паралельні? 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції  

на відрізку [–2;1].  

7.Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
20

)21ln(
lim

x

xx

x




; б) 







 
 xx

x
x

1

sin

1
lim

0
. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:   а)   21  xxy ;               б) 
1

232






x

xx
y . 

Варіант 31 

1. Знайти похідну складної функції: 

1.1.   ?1;
3

2
3 3

2





 y

x

x
y  

1.2. 






 
4

lnsin


xxy  

1.3. xy 3arcsin2

2  

1.4. xxy sinarctg2  

1.5. 
x

x
y

1
cosln

3

1 
  

1.6. 














 


3

4
2

tg5
tg

3

2 4

x

y  

1.7. xxy arccos
2

1







   

1.8. x
y

3log5 210  

1.9. 
xe

y
2arcctg

3
  

1.10. 
x

axy
4ctg

4ctg   

1.11. 3 2xxy   

1.12.  5cos3cos
15

1 23  xxy  

1.13.  234 2xaxy   

1.14. 
4 3 3

tg

10

x

y   

1.15. 







 x

a

b
y arcsin

6

1
 

1.16. x

x
xy  5

1
3arcsin

2. Знайти  xy :     2.1.  
x

xy
3

3ctg ;  2.2. 
5 2

423 2

)1(

)53()4(

x

xx
y




 ; 
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2.3. 09010523 25235  xyxyyxx ; 2.4. 














21

1

1
ln

ty

t

t
x

. 

3. Показати, що функція 21 xxy   задовольняє рівнянню 

32xxyy  . 

4. Знайти  xy  :  

а)  xxey x 2sin62cos   ;    б) 








ty

tx
2

2

tg

cos
;    в) byxa  )(sin 2 . 

5. а) Записати рівняння дотичної та нормалі до кривої y = x2 + x, яка па-

ралельна прямій y = x – 3; б) скласти рівняння дотичної та нормалі до 

кривої 
1

,
1 22

3









t

t
y

t

tt
x  у точці, яка відповідає значенню параметра 

2t . 

6. Знайти найменше та найбільше значення функції 

764/ 34  xxy  на відрізку [16; 20].  

7. Обчислити границі за правилом Лопіталя:   

а) 
x

x

x 2sin

2cosln
lim

0
;   б) x

x
ex

1
2

0
lim


. 

8. Методами диференціального числення дослідити функції та побуду-

вати графіки:    а) 2

2x

exy


 ;           б) 
 28

3




x
y . 
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Зразки варіантів контрольних робот  з теми «Теорія границь» 

 

Варіант 1 

Завдання базового рівня 

Обчислити границі:  

1. 
   
   12!2

!12!2
lim





 nn

nn

n
 

2.  
xxx

xxx

x 49

82110
lim

24

235






 

3.  
1452

4107
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
 

 

4.  
7

32
lim

7 



 x

x

x
 

5.  
 

4

2

0 2

cos1sin
lim

x

xx

x




 

6.   
3

1

23

43
lim
















x

x x

x
 

7. Дослідити точку розриву функції:   
x

y



1

1
arctg . 

Завдання підвищеного рівня 

8. Обчислити границю 
x

x

x 3cos

sin21
lim

6






. 

9. Дослідити точки розриву функції: 

x

x

e

y





11

1
. 

 

Варіант 2 

Завдання базового рівня 

Обчислити границі:  

1. 



















 16

13

12

1
lim

22

n

n

n

n

n
 

2. 
5 423 2

3 34 2

314

32116
lim

xxx

xxx

x 




 

3. 
357

254
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
 

4. 
5

21
lim

5 



 x

x

x
 

5. 
 
 xtg

e x

x 41ln

12
lim

sin

0 




 

6.  

x

x x

x
2

1

1
lim 














 

7. Дослідити точку розриву функції:   1

1




 xey . 
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Завдання підвищеного рівня 

8. Обчислити границю  
 22

2sinsin2

4
lim

x

ee xx

x 




. 

9. Дослідити точки розриву функції: 

x

y






1

1
2

1
. 

 

Варіант 3 

Завдання базового рівня 

Обчислити границі:  

1. 
1

1

73

73
lim





 


nn

nn

n
 

2.  154lim 33 


xxx
x

 

3. 
169

19
lim

2

2

3

`1 



 xx

x

x

 

 

4. 
330 11

5
lim

xx

x

x 
 

5. 
x

x

x 2sin

5cos1
lim

20




 

6. 
 x

x x

x 









  2ln

1

1

12
lim  

7. Дослідити точку розриву функції:   
12

2




x

x
y . 

Завдання підвищеного рівня 

8. Обчислити границю  
33

4

3
arcsin

lim
83

2





 xx

x

. 

9. Дослідити точки розриву функції: 

33

13
1

1






x

x

y . 

 

Варіант 4 

Завдання базового рівня 

Обчислити границі:  

1.  22 3103lim nnn
n




 
4. 

23

296
lim

2

22

1 



 xx

xxxx

x
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2. 
2128

1056
lim

4

4





 xx

xx

x
 

3. 
43

632
lim

23

23

2 



 xx

xxx

x
 

  

5. 
 

1

2arcsin1ln
lim

2sin

2

0 



 xx e

x
 

6.  
3

13

4

4

2

12

3
lim



 














x

x xx

x
 

7. Дослідити точку розриву функції: 
12

2

2




x

x
y    

Завдання підвищеного рівня 

8. Обчислити границю  .
5

2lim
5

5

x
ctg

x

x











  

9. Дослідити точки розриву функції: 











xx
y

2

11
arctg . 

 

 

 



182 

Зразки варіантів контрольних робіт 

з теми «Диференціювання функції однієї змінної» 

Варіант 1 

Завдання базового рівня 

1. Знайти другу похідну  xy   функції xxy arcsin1 2 . 

2. Знайти першу похідну  xy  степенево-показникової функції

xln

x

x
y 












1
. 

3. Знайти похідну  xy  функції, заданої неявно:

  0cossin  yxxy .

4. Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції, заданої

параметрично рівняннями 
1

3
2 


t

t
y ; 

1

3
2

2




t

t
x , в точці  00 , yxΜ , 

що відповідає значенню параметра 2t . 

Завдання підвищеного рівня 

5. Обчислити наближено за допомогою диференціала значення виразу

    898,0298,0398,0
23

 . 

6. Задано функцію   xxy 3cos1 2 . Застосувавши формулу Лейбні-

ца, обчислити четверту похідну функції в точці  

0

4

x
y . 

Варіант 2 

Завдання базового рівня 

1. Знайти другу похідну  xy   функції
x

x
y






1

1
. 

2. Знайти першу похідну  xy  степенево-показникової функції

xx xcosy 
2

. 

3. Знайти похідну  xy  функції, заданої неявно:
x

y
y arctg3  . 

4. Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції, заданої

параметрично рівняннями 
tey 2sin , 

2
cos

t
x  , в точці  00 , yxΜ , 
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що відповідає значенню параметра 
2


t . 

Завдання підвищеного рівня 

1. Обчислити наближено за допомогою диференціала значення виразу

08,1408,1308,14  .

2. Задано функцію xxy 3ln2 . Застосувавши формулу Лейбніца, об-

числити четверту похідну функції в точці  

1

4

x
y . 

Варіант 3 

Завдання базового рівня 

1. Знайти другу похідну  xy   функції  xxy lncos2 . 

2. За допомогою прийому логарифмічного диференціювання знайти

першу похідну  xy  функції
 

   53

9

31

2





xx

x
. 

3. Знайти похідну  xy  функції, заданої неявно:  222
2

ye yx  . 

4. Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції

 xxy 21ln 2  в точці   0,0 .

Завдання підвищеного рівня 

5. Знайти другу похідну  xy   для функції, що  задана параметрично

рівняннями: 
t

t
y

21
 , 

t
x

1
 . 

6. Задано функцію
  312 xey x  

. Застосувавши формулу Лейбніца, 

обчислити четверту похідну функції в точці  

1

4

x
y . 

Варіант 4 

Завдання базового рівня 

1. Знайти другу похідну  xy   функції   xtgy  .

2. За допомогою прийому логарифмічного диференціювання знайти

першу похідну  xy  функції
 

3
5

2

tg

sin3

x

xx 
. 
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3. Знайти першу похідну  xy  функції, заданої параметрично  











tx

ty

2

2

cos

sin
. 

4.  Знайти похідну  xy  в точці  21,0 функції, заданої неявно:  

xxeyx 23 2ln  . 

Завдання підвищеного рівня 

5. Знайти точки, в яких дотичні до графіка функції 

1632 23  xxxy  паралельні прямої 026  yx . Записати рі-

вняння цих дотичних та відповідних нормалей. 

6. Записати диференціал третього порядку yd 3
 функції 

 22 12 


xey

x

 в точці 0x   
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Зразки варіантів контрольних робіт з теми 

«Дослідження функцій за допомогою похідних» 

Варіант 1 

Завдання базового рівня 

1. Обчислити границі за правилом Лопіталя:  

а) 











 6

1

3

1
lim

23 xxxx
;  б)   







x

x

x
2

2

tglim . 

2. Знайти найменше та найбільше значення функції xxy  2sin  на 

відрізку 






 


3
,

3
. 

3. Дослідити асимптоти кривої 
4

53






x

x
y . 

4. Дослідити точки перегину та вказати проміжки опуклості і угнутості 

графіка функції 23 3xxy  . 

Завдання підвищеного рівня 

5. Провести повне дослідження функції y = x – arctgx та побудувати її 

графік. 

6. Розкласти за формулою Маклорена функцію  xy  1ln . 

Варіант 2 

Завдання базового рівня 

1. Обчислити границі за правилом Лопіталя: 

а) 
125

30
lim

3

2

5 



 x

xx

x
;  б)   x

x
x

ln

0
1lim 


. 

2. Знайти найменше та найбільше значення функції xxy 2  на 

відрізку  4,0 . 

3. Дослідити асимптоти кривої xy x  5 . 

4. Дослідити функцію 
3ln xxy   на екстремум, указати проміжки 

зростання та спадання функції. 

Завдання підвищеного рівня 
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5. Провести повне дослідження функції 
32 


x

x
y  та побудувати її гра-

фік. 

6. Розкласти за формулою Маклорена функцію  xey  . 

Варіант 3 

Завдання базового рівня 

1. Обчислити границю за правилом Лопіталя:  

а)  
2

1lim
1

x
tgx

x





;  б) 

1253

15112
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
. 

2. Знайти найбільше та найменше значення функції 22sin  xy   на 

відрізку 






 


2
,

2
.  

3. Дослідити асимптоти кривої xxy arctg2  . 

4. Дослідити проміжки опуклості та угнутості графіка функції 

  22ln2 xxy   і вказати точки перегину.  

Завдання підвищеного рівня 

5. Провести повне дослідження функції 
24

4

x

x
y


  та побудувати її гра-

фік. 

6. Розкласти за формулою Тейлора за степенями  0xx    багаточлен  

  1732248 234
4  xxxxx ,  якщо 20 x . 

Варіант 4 

Завдання базового рівня 

1. Обчислити границю за правилом Лопіталя:  

а) 









 xxx ln

1

1

1
lim

1
;       б) 

3103

352
lim

2

2

3 



 xx

xx

x
. 

2. Знайти найбільше та найменше значення функції  22ln 2  xxy  

на відрізку  3;0 . 

3. Дослідити асимптоти кривої 
6

32 2






x

xx
y . 

4. Дослідити функцію xxy arctg2  на екстремум, вказати проміжки 

зростання та спадання функції. 



 187 

Завдання підвищеного рівня 

5. Провести повне дослідження функції  y=e-x+x  та побудувати її гра-

фік. 

6. Розкласти за формулою Тейлора за степенями  0xx   багаточлен 

  6416 36
6  xxx ,  якщо 20 x . 
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Варіанти тестових завдань до глави 1 

«Границі та неперервність функції однієї змінної» 

Тестове завдання 1 

1. Зобразити схематично графік функції 
xy 3 . Позначити характерні 

точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Навести правила, за якими утворюються послідовності арифметич-

ної та геометричної прогресій. Обчислити
1

1

53

52
lim





 


nn

nn

x
. 

3. Навести означення границі функції в точці на мові послідовностей 

(означення за Гейне). 

4. За яких умов функція має в точці усунений розрив? 

5. Обчислити границю 
xtg

x

x 3

2cos1
lim

20




. 

6.  Обчислити границю .
23

43
lim

3

1














x

x x

x
 

Тестове завдання 2 

1. Зобразити схематично графік функції y=x2+x–2. Позначити характе-

рні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Сформулювати теореми щодо граничного переходу в нерівностях 

для числових послідовностей. 

3. Яка функція при 0xx   (або при x  ) називається: а) нескінчен-

но малою; б) нескінченно великою?  

4. Обчислити границю 
 22

2

1 1

12
lim





 x

xx

x
. 

5. Дослідити та класифікувати точки розриву функції: 
x

y



1

1
arctg . 

6. Обчислити границю 

x

x x

x
2

1

1
lim 














. 

Тестове завдання 3  

1. Зобразити схематично графік функції xy cos . Позначити характе-

рні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Дати означення границі числової послідовності. Навести приклад. 



 189 

3. Який порядок малості має: а) добуток двох нескінченно малих у то-

чці функцій; б) різниця двох еквівалентних нескінченно малих у то-

чці функцій? Якій функції еквівалентна при 0x  функція 

  32 52sin xxxx  ? 

4. Обчислити границю 
75324

2310
lim

2345

234





 xxxxx

xxx

x
.  

5. Дослідити та класифікувати точки розриву функції xey
1

 . 

6. Обчислити границю  
158

21
lim

25 



 xx

x

x
. 

Тестове завдання 4 

1. Зобразити схематично графік функції xy arccos . Позначити харак-

терні точки, навести область визначення  та область значення функ-

ції. 

2. Сформулювати теореми про границі алгебраїчної суми, добутку та 

частки функцій в точці, в якій функції мають кінцеві границі. 

3. Записати висновки з другої особливої границі:  

а) 
 




 x

x

x

1ln
lim

0
?; б) 



 x

xn

x

11
lim

0
? 

4. Який розрив функції в точці називається розривом першого роду? 

Дати означення. 

5. Обчислити границю 
23

296
lim

2

22

1 



 xx

xxxx

x
. 

6. Обчислити границю 

2

2

3
1lim
















x

x x
. 

Тестове завдання 5 

1. Зобразити схематично графік функції xy 21log . Позначити  харак-

терні точки, навести область визначення  та область значення функ-

ції. 

2. Дати означення числа «е» як границі послідовності, сформулювати 

теорему щодо збіжності цієї послідовності. 

3. Записати висновки з другої особливої границі:  
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а) 


 x

a x

x

1
lim

0
?; б) 

 





 x

x

x

11
lim

0
? 

4. Який розрив функції в точці називається розривом 2 роду? Дати 

означення. 

5. Обчислити границю 
8126

23
lim

23

3

2 



 xxx

xx

x
. 

6. Обчислити границю 

4

2

2
1lim














x

x x
. 

Тестове завдання 6 

1. Зобразити схематично графік функції xy tg . Позначити характерні 

точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Обчислити границю послідовності   nnnn
n




2lim 2 . 

3. Сформулювати теореми про використання еквівалентних нескінчен-

но малих для обчислення границь.  

4. Записати другу теорему Вейєрштрасса про неперервні функції (про 

досягнення точних граней). 

5. Обчислити границю 

12

2

2
2

1
lim



 











 
x

x x

x
. 

6. Обчислити границю  
213

21
lim

33 



 x

x

x
. 

Тестове завдання 7 

1. Зобразити схематично графік функції xy arctg . Позначити харак-

терні точки, навести область визначення  та область значення функ-

ції. 

2. Сформулювати теорему про необхідні та достатні умови існування 

границі функції в точці. 

3. Записати другу особливу границю (при x  і при 0x ).  

4. Записати першу теорему Вейєрштрасса про неперервні функції (про 

обмеженість функції). 

5. Обчислити границю 
15

25
lim

4

34





 xx

xx

x
. 
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6. Обчислити границю 
 

1

55sin
lim

30 



 xx e

x
. 

Тестове завдання 8 

1. Зобразити схематично графік функції  xy 21 . Позначити характе- 

рні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Дати означення збіжної послідовності та обчислити 
 

 !1

!!2
lim





 nn

nn

n
. 

3. Записати висновки з першої особливої границі:  

а) 


 20

cos1
lim

x

x

x
?;    б) 

 x

x

x

tg
lim

0
?; 

4.  Записати визначення неперервності функції в точці та на інтервалі. 

5. Обчислити границю 
156

12
lim

3

3





 xx

x

x
.  

6. Обчислити границю 
132

3432
lim

2

2

1 



 x

xx

x
. 

Тестове завдання 9 

1. Зобразити схематично графік функції xy ctg . Позначити характер-

ні точки, навести область визначення та область значення функції. 

2. Дати означення спадної та незростаючої послідовностей. Обчислити 

границю послідовності 
n

nn

n

22 3103
lim




. 

3. Записати, чому еквівалентні при x0 функцій: arctgx, n x1 –1,            

ax–1. 

4. Сформулювати другу теорему Больцано-Коші для неперервних фун-

кцій (про значення функції). 

5. Обчислити границю .
23

43
lim

3

1














x

x x

x
 

6. Обчислити границю  
3

21
lim

3 



 x

x

x
. 

Тестове завдання 10 

1. Зобразити схематично графік функції 
xey  . Позначити характерні 



 192 

      точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Обчислити границю послідовності   nnnn
n




2lim 2 . 

3. Дати означення границі функції на нескінченності.  

4. Дати означення неперервності функції на інтервалі та на відрізку. 

5. Дослідити та класифікувати точки розриву функції  
2

3




x

x
y . 

6. Обчислити границю 
3

332
lim

3 



 x

x

x
. 

Тестове завдання 11 

1. Зобразити схематично графік функції xy arcsin . Позначити харак-

терні точки, навести область визначення та область значення функ-

ції. 

2. Дати означення нескінченно великої у точці функції та сформулюва-

ти теорему о зв’язку її з оберненою у цій точці функцією. 

3. Обчислити границю числової послідовності 
   
   12!2

!12!2
lim





 nn

nn

n
. 

4. Які співвідношення еквівалентності при 0x  мають функції tgx , 

 xa 1log , 1xe ? 

5. Дослідити та класифікувати точки розриву функції  
4

2
2 




x

x
y . 

6. Обчислити границю 
357

254
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
. 

Тестове завдання 12 

1. Зобразити схематично графік функції arcctgy x . Позначити  харак-

терні точки, навести область визначення  та область значення функ-

ції. 

2.  Дати означення нескінченно малої у точці функції та сформулювати 

теорему про суму і різницю нескінченно малих функцій. 

3.  Записати висновки з другої важливої границі: 

а) 


 x

e x

x

1
lim

0
?;    б) 

 




 x

xa

x

1log
lim

0
? 

4. Записати усі типи невизначених виразів (за допомогою умовних по-

значень  «0»,  « »). 
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5. Дослідити та класифікувати точки розриву функції   x

x

y  15 . 

6. Обчислити границю 

4

2

2
1lim














x

x x
. 

Тестове завдання 13 

1. Зобразити схематично графік функції xy 2log . Позначити характе- 

рні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2.  Сформулювати теорему Вейєрштрасса про збіжність монотонної 

послідовності. 

3.  Обчислити границю  11lim 


xx
x

. 

4. Навести означення лівобічної та правобічної границі функції в точці.  

5. Дослідити та класифікувати  точки розриву функції: 2

1

3  xy . 

6. Обчислити границю 
131

6
lim

50  x

x

x
. 

Тестове завдання 14 

1. Зобразити схематично графік функції xy sin . Позначити характе-

рні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Яка послідовність називається обмеженою знизу? Обмеженою звер-

ху? Обмеженою? Навести означення. 

3. Записати першу особливу границю. Яку невизначеність вона розкриває? 

4. Записати, чому еквівалентні при 0x  функцій: xarcsin , xcos1 , 

  11 


x . 

5. Дослідити та класифікувати  точки розриву функції: 2

1

3  xy . 

6. Обчислити границю 

x

x x

2

1

1
1lim 













. 

Тестове завдання 15 

1.  Зобразити схематично графік функції xy ln . Позначити характер-

ні точки, навести область визначення  та область значення функції. 

2. Навести означення еквівалентних нескінченно малих у точці функ-

цій та функцій одного порядку малості.   

3. Навести означення границі функції в точці за Коші (на мові 

«   »). 
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4. За яких умов функція має в точці усувний розрив? 

5. Обчислити 
2

2

0

11
lim

x

x

x




.  

6. Обчислити

2

2

3
1lim
















x

x x
. 
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Варіанти тестових завдань до глави 2 

«Диференціальне числення функції однієї змінної» 

Тестове завдання  1 

1. Сформулювати правила обчислення похідних  UV  і 












V

U
 та ви-

сновки з правил  CU , 












V

C
;












C

U
. 

2. Знайти похідну  xy , якщо xy 2arctg . 

3. Задано функцію xxy 2sin2 . Обчислити другу похідну в точці 

2





x

y . 

4. Сформулювати теорему Ферма.  

5. Знайти екстремум функції 
 21

12






x

x
y . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю 
x

x

x 5ln

sinln
lim

0
. 

Тестове завдання 2 

1. Дати означення похідної функції  xfy   та її фізичний зміст. 

2. Знайти похідну  xy  функції 








tx

ty

1arccos

arcsin
, заданої параметрич-

но. 

3. Записати рівняння дотичної та нормалі до  графіка функції 

2

2



x

xey в точці з абсцисою  2x . 

4. Сформулювати теорему Ролля.  

5. Дослідити проміжки опуклості і угнутості графіка функції 

   21
2

 xxy . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю 
x

x

x sinln

tgln
lim

0

. 

Тестове завдання 3  

1. Записати правила обчислення похідних від постійної величини С, 

від алгебраїчної суми двох функцій, від суми функції і С та від добу- 
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 тку С на функцію:  C ;  VU ;  CU ;  CU . 

2. Знайти похідну  xy  для функції 
 









241ln

2arctg

tx

ty
, заданої параметри-

чно.  

3. Задано функцію 32

1

xey

x





. Обчислити другу похідну в точці 
1


x

y . 

4. Сформулювати теорему Лагранжа (формула кінцевих приростів). 

5. Визначити найбільше і найменше значення функції xxy 2  на 

відрізку   9,0 . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю 
3

0

sin
lim

x

xx

x





. 

Тестове завдання 4 

1. Сформулювати геометричний зміст похідної, навести відповідний 

рисунок. 

2. Знайти похідну  xy , якщо 
21

arcsin

x

x
y


 . 

3. Обчислити наближено за допомогою першого диференціала значен-

ня функції  1ln3  xxy  в точці 05,1x .  

4. Сформулювати теорему Коші (формула узагальнених кінцевих 

приростів).  

5. Дослідити проміжки опуклості і угнутості графіка функції 
22xey  .  

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю 











 xxx sin

1

tg

1
lim

0

. 

Тестове завдання 5 

1. Сформулювати правило диференціювання складної функції. Навести 

приклад. 

2. Знайти похідну  xy  функції, заданої параметрично 

 












1ln

1

3

2

2

2

tx

t

t
y

. 
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3. Для  функції   xxy 3cos1 2  обчислити другу похідну в точці 
0


x

y . 

4. Сформулювати теорему Лопіталя.  

5. Знайти екстремум функції xxey  . 

6. Знайти похилі асимптоти графіка функції xxy arctg2 . 

Тестове завдання 6 

1. Навести означення диференціала функції. Якій геометричний зміст 

має диференціал? 

2. Знайти  xy  функції, заданої неявно рівнянням: 

0arcsinarccos  xy . 

3. Задано функцію xxy 23 5 .  Обчислити другу похідну в точці 
1


x

y . 

4. Записати формулу Тейлора  для полінома (розкладення багаточлена 

за степенями  ( 0xx  )).  

5. Знайти екстремум функції   xxy  2ln . 

6. Дослідити асимптоти графіка функції 
1

2




x

x
y .  

Тестове завдання 7 

1. Як розрізняються між собою приріст функції y  і диференціал dy ? 

Сформулювати і показати на рисунку. 

2.  Знайти похідну  xy , якщо функція  3 2arctg xy  . 

3. Обчислити другу похідну в точці
0


x

y  функції  22 12 


xey

x

. 

4. Сформулювати ознаку монотонності функції (ознака зростання або 

спадання функції на проміжку x ).   

5. Визначити найбільше і найменше значення функції 22sin  xy  на 

відрізку [–π/2, π/2]. 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю   x

x

x
ln/1

1

2lim 


. 

Тестове завдання 8 

1. Сформулювати правило диференціювання функції, заданої параме-

трично. Навести приклад. 

2. Знайти  xy , якщо  xxy lncos . 
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3. Наблизити функцію xey 2  поліномом третього степеня за форму-

лою Маклорена. 

4. Сформулювати необхідну та достатню(перша форма) умови існу- 

вання екстремуму.  

5. Знайти екстремуми функції xxy  arctg2 . 

6. Знайти похилі асимптоти графіка функції 
6

32 2






x

xx
y . 

Тестове завдання 9 

1. Сформулювати правило диференціювання зворотної функції. Запи-

сати похідні функцій xy arcsin , xy arccos , xy arctg , y=arcctgx. 

2. Записати рівняння дотичної та нормалі до графіка функції 

25 xy   в точці з абсцисою 2x .  

3. Задано функцію xxy 3sin2 . Обчислити другу похідну в точці 

3





x

y  

4. Сформулювати достатню ознаку існування екстремуму (друга форма). 

5. Дослідити на екстремум функцію   xexy 32  . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю функції: x

x

x 



1

1

1

lim . 

Тестове завдання 10 

1. Сформулювати властивості диференціала     xVxUd ; 
 
 










xV

xU
d ; 

  xCUd . 

2. За допомогою логарифмічного диференціювання знайти похідну 

функції  xarctgxy   та обчислити її значення у точці 1x . 

3. Функцію 22

1

xey

x





 наблизити поліномом третього степеня в 

околі точки 10 x  (застосувати розкладення функції за форму-

лою Тейлора за степенями  1x ).  

4. Сформулювати умови опуклості (угнутості) графіка функції на проміж-

ку. 
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5. Знайти асимптоти графіка функції
 

x

x
y




1ln
. 

6. Знайти найбільше і найменше значення функції 2cos  xy  на 

відрізку [–π/3, π/3]. 

Тестове завдання 11 

1. Записати похідні для степеневої, показової і логарифмічної функцій:  
x , xa , xe , xln , xalog . 

2. Знайти  xy  для функції, заданої параметрично 
 
 








tttx

ttty

cossin3

cossin3
. 

3. Розкласти поліном   123 23
3  xxxx  за степенями (x–1) (за-

стосувати формулу Тейлора для розвинення багаточлена у точці 

х0=1).  

4. Сформулювати необхідну і достатню умови існування точок переги-

ну графіка функції.  

5. Дослідити проміжки монотонності і знайти екстремуми функції 

xxy arctg2 . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границю x

x

ex 



3lim . 

Тестове завдання 12 

1. Записати похідні для функцій xy sin , xy cos . Вивести похідні 

для функцій xy tg  і xy ctg . 

2. . Знайти похідну  xy  функції, що задана неявно   0arctg  xxy .  

3. Знайти  xy  для функції, заданої параметрично: 
t

t
x

ln2
 , 

t

t
y




1
. 

4. Означення асимптот функції на нескінченності. Сформулювати пра-

вило  обчислення похилих асимптот. 

5. Розкласти поліном    432 3
3  xxx  за степенями  1x  (застосу-

вати формулу Тейлора для розвинення багаточлена у точці 10 x ). 

6. Дослідити проміжки монотонності функції 
3 232 xxy  .  

Тестове завдання № 13 

1. Записати рівняння дотичною та нормалі до графіка функції  xfy   

в точці М з абсцисою 0x . 



 200 

2. Обчислити наближено за допомогою диференціала значення функції 

xxy 3tg  в точці 09,0x . 

3. Знайти похідну  y'(x)  функції 













tx

t

t
y

arctg

1
arcsin

2 , заданої параметри-

чно. 

4. Записати формулу Тейлора для функції  xfy  .  

5. Дослідити вертикальну асимптоту графіка функції xxey

1

 . 

6. Знайти найменше і найбільше значення функції 
3 2 1x  на відрізку 

[–3,1]. 

Тестове завдання 14 

1. Сформулювати правило логарифмічного диференціювання показо-

во-степеневої функції 
VUy  , де  xUU  ,  xVV  . 

2. Записати рівняння дотичною та нормалі до графіка функції 

 22ln xy   в точці  з абсцисою 10 x . 

3.  Задано функцію xxy 23 . Обчислити другу похідну в точці 
0


x

y . 

4. Записати формулу Тейлора для функції  xfy   у випадку, коли 

00 x   (формула Маклорена).  

5. Визначити похилі асимптоти графіка функції xxy arctg2  

6. Знайти найменше і найбільше значення функції 
2

2

4

4

x

x
y




  на відріз-

ку  3,1 . 

Тестове завдання 15 

1. Сформулювати властивості диференціала   CxUd  ;   xCUd ; 

    xVxUd  . 

2. Обчислити наближено за допомогою першого диференціала значен-

ня функції 
2

arctg1






x

xx
y  в точці 1,0x . 

3. Знайти  xy  для функції, заданої параметрично 
 
 








tttx

ttty

cossin2

cossin2
. 
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4. Означення похідних та диференціалів вищих порядків. 

5. Знайти проміжки опуклості і угнутості графіка функції xxey  . 

6. Обчислити за допомогою правила Лопіталя границу x

x

x ln3

5

0

lim 



. 
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ПИТАННЯ ДО ІСПИТУ З ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ 

Вступ до математичного аналізу 

1. Числові проміжки, окіл точки, числові множини. 

2. Означення функції, графік функції. Властивості функцій: область ви-

значення, область значень, парність-непарність, зростання та спадан-

ня. 

3.  Складна функція. Прямі і зворотні функції, їх графіки.  

4. Основні елементарних функцій, їх властивості та  графіки. 

Числові послідовності та їх границі 

1. Числова послідовність, її завдання,  основні означення (обмеженість, 

зростання та спадання),  зображення на числовій осі.  

2. Границя послідовності, збіжні  послідовності, теорема про єдність 

границі. 

3. Теореми про граничні переходи в нерівностях для послідовностей. 

4. Теорема Вейєрштрасса про збіжність монотонної послідовності. Чис-

ло «е». 

Границя функції однієї змінної 

1. Границя функції в точці (визначення за Гейне і за Коші). Односто-

ронні границі функції (визначення за Коші). Границя функції на не-

скінченності. 

2. Нескінченно малі та нескінченно великі у точці (на нескінченості) 

функції: означення, зв’язок між ними. 

3. Теореми про властивості нескінченно малих функцій. Необхідна та 

достатня умова існування границі функції в точці. 

4. Основні властивості границь функцій.  

5. Теорема про граничний перехід у нерівностях.  

6. Границя дрібно-раціональної функції в точці та на нескінченності. 

7. Перша особлива границя. Висновки з неї. 

8. Друга особлива границя. Висновки з неї. 

9. Порівняння нескінченно малих функцій, порядок нескінченно малих.  

Еквівалентні нескінченно малі функції. 

10. Теореми про еквівалентні нескінченно малі функції.  

11. Застосування теорем про нескінченно малі функції до обчислення  

      границь. Таблиця нескінченно малих.  
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Неперервність функцій 

1. Неперервність функції в точці (різні види визначень). Неперервність 

функції на проміжку. Точки розриву функції і їх класифікація.  

2. Теореми щодо основних властивостей неперервних функцій. 

3. Теореми про неперервні функції: перша та друга теореми Коші та пе-

рша і друга теореми Вейєрштрасса. 

Похідна функції 

1. Похідна. Односторонні похідні. Умови існування похідної. 

2. Виведення похідних елементарних функцій. Таблиця похідних.  

3. Правила диференціювання суми, добутку і частки двох функцій.  

4. Теореми про похідні складної і оберненої функцій.  

5. Похідні функції, що задана  неявно, та функції, що задана параметри-

чно. 

6. Логарифмічне диференціювання, похідні степенево-показових функ-

цій.  

7. Похідні вищих порядків. Формула Лейбніца. 

8. Геометричний та фізичний зміст  похідної.  

9. Рівняння дотичної та нормалі до графіка функції в заданої точці.  

Диференціал функції 

1. Диференціал функції. Диференціал незалежної змінної.  

2. Диференціали основних елементарних функцій.  

3. Властивості диференціала. Інваріантність форми диференціала 1 по-

рядку. 

4. Геометричний зміст диференціала, застосування диференціала для 

наближених обчислень. 

5. Диференціали вищих порядків. 

Дослідження функцій за допомогою похідних 

1. Теореми Ферма, Ролля. Геометричний зміст теорем. 

2. Теорема Лагранжа (формула кінцевих приростів), геометричній зміст.  

3. Теорема Коші (формула узагальнених кінцевих приростів).  

4. Правило Лопіталя для випадку невизначеності типу  |0/0|, застосуван-

ня правила для інших видів невизначеностей.  

5. Формула Тейлора для багаточлена та для функції. Формула Маклоре-

на. 
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6. Розкладання основних елементарних функцій за формулою Маклоре-

на. 

7. Ознака монотонності функції. Локальні екстремуми. Необхідні умови 

існування екстремуму. Поняття стаціонарних і критичних точок. 

8.  Достатня умова існування екстремуму (перша форма).  Друга форма 

достатніх умов існування екстремуму. 

9. Найбільше та найменше значення функції на відрізку. 

10. Означення опуклості (угнутості) графіка функції. Умови опуклості 

(угнутості) графіка на проміжку. Критичні точки 2 роду і точки пе-

регину графіка функції. Необхідна та достатня умови існування то-

чок перегину.  

11. Асимптоти графіка функції (вертикальні, похилі, горизонтальні). 

Правила  обчислення асимптот.  

12. Схема загального дослідження функції та побудова графіка. 
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ДОДАТКИ 

Додаток 1 

Основні формули елементарної математики 

 

Закони арифметики 

Комутативний abba  ;  baab   

Асоціативний    cbaсba  ;     cbacba   

Дистрибутивний   сbсaсba   

Дії з дробами  

Рівність дробів ,
m p

n q
  якщо  pnmq   

Основна властивість 

дробу 
,

m a m

n a n





  0a  

Додавання та  

віднімання дробів 
;

m p mq np

n q nq


        

m p mq np

n q nq


   

Множення та ділення 

дробів 
;

m p mp

n q nq
       :

m p m q mq

n q n p np
    

Окремі випадки 

;
m m na

a
n n


       ;

m ma
a

n n
   

: ;
m m

a
n na

         :
m an

a
n m
  

Модуль числа 

Означення 







0,
0,

aa
aa

a    

Геометричний зміст 
Відстань на числовій осі від точки 0 до точки 

а або від точки 0 до точки a  
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Продовження додатка 1 

Основні властивості 

baab  ;  
b

a

b

a
 ; 

baba  ; 

aa 2 ;   22
aa   

Тотожні перетворення алгебраїчних виразів 

Дії із степенями  

0a ,  0b ,  
Ryx,   

10 a ;    aa 1 ;    
a

a
11  ;  

    xyxyyx aaa  ;   

 xxx abba  ;      

x

x

x

b

a

b

a








 ;      

x

xx

a

b

b

a











; 

yxyx aaa  ;      
y

x
yx

a

a
a  ;      

x

x

a
a

1
  

Дії з коренями 

n mn

m

aa  , якщо  












12,0,
,,0

,,0

knaRa
NmNna

Nmna
; 

aa
n n 

2 2 ;  aa
n n 
 12 12 ;  

1212 


nn
aa ; 

nnn
baba 222

 ,   0ba ; 

121212 


nnn
baba ,  Rba ,  

Дії з арифметичними 

коренями 0a , 0b  

    n mnmm
n aaa 

1

;     
n m

n

m

a
a

1




, 0a ; 

nmn m
aa  ;      

n mnk mk aa  ; 

nnn
baba  ;     0,  b

b

a

b

a
n

n

n . 

Формули скороченого множення 

Різниця квадратів   bababa2  2
 

Квадрат суми (різниці)   22 2 bababa
2

  
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Сума (різниця) кубів   223 babababa3    

Куб суми (різниці)   3223 33 babbaaba
3

  

Біном Ньютона, де 
k
nС  – біноміальні кое-

фіцієнти 

   
n

ba 



n

k

kknk
n baC

0

= 

= nn
n

n
n

n
n

n
n baCbaCbaCbaC 022211100 ...  ,  

  !!

!

kkn

n
С k

n


 , nk ,1  та 

п – факторіал дорівнює: n...n  321!    

Трикутник Паскаля для 

визначення біноміаль-

них коефіцієнтів 

5n

4n

3n

2n

1n

0n













15101051

14641

1331

121

11

1

 

Виділення повного 

квадрата двохчлена з 

квадратного  

трьохчлена 
a

acb

a

b
xacbxax2

4

4

2

22










 ,   0a  

Розв’язання алгебраїчних рівнянь 

Лінійне рівняння 

bxa   

a

b
x  , якщо 0a ; 

якщо 0,0  ba , то Rx ;   

якщо 0,0  ba , то x  

Повне квадратичне рі-

вняння 0 cbxax2
 

1) Має два різних кореня 
a

Db
x

21,2


 ,  

якщо дискримінант 042  acbD ;  

2) має два однакових кореня 

      ,
221 a

b
xx   якщо D = 0; 

3) не має дійсних коренів 1,2x , якщо  D – 0 
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Зведене квадратне  

рівняння 0 qxpx2
 04,

2

4 2
2

1,2 


 qp
qpp

x  

Зведене квадратне рів-
няння з парним другим 

коефіцієнтом  

022  qsxx ,   

2 2

1 2 0,x s s q , s q       

Розкладення квадрати-
чного трьохчлена на 

множники 

  21
2 xxxxacbxax  ; 

  21
2 p xxxxqxx   

Теорема Вієта для зве-
деного квадратичного 

рівняння 0 qxpx2  

qxxpxx  2121 , ,  

де 21, xx  – корені рівняння     

Теорема Вієта для пов-
ного квадратичного  

рівняння 

0 cbxax2
 

a

c
xx

a

b
xx  2121 , ,  

де 21, xx  – корені рівняння     

Логарифми 

Означення логарифма 
за основою а 

cba log , якщо bac    

( 0a , 1a , 0b )  

Основна логарифмічна 
тотожність ba

b
alog ,     0a , 1a , 0b  

Десятковий логарифм bb 10loglg  ,  0b  

Натуральний логарифм bb elogln  ,  0b , де число ...71828,2e  

Властивості логарифма 
( 0a , 1a , 0b , 

0c ) 

1log aa ;     01log a ; 

  cbbc aaa logloglog  ,  

 cb
c

b
aaa logloglog  ; 

bkb a
k

a loglog  , Rk ;     

 kak
a log ; 1log

1
log 1  a

a
aa  
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Окремі випадки   

( 0a , 1a ,  0b , 

Nn , Nm ) 

b
n

b a
n

a log
1

log  ;  

 b
n

m
b a

n m
a loglog  ;   

  b
b

aa log
1

log   

Перехід від однієї ос-

нови до іншої ( 0a , 

1a , 0b , 0c , 

1c ) 

a

b
b

c

c
a

log

log
log  ; 

 bb a

a

loglog 1  ; 

b
k

b aak log
1

log  ,  0k          

Перехід до десяткового 

та натурального лога-

рифмів  

a

b
ba

lg

lg
log  ;   

  
a

b
ba

ln

ln
log   

Перехід від десятково-

го логарифма до  

натурального та  

навпаки 

10ln

ln
lg

b
b  ;  

e

b
b

lg

lg
ln  ;  

,3026210ln  ,    43429,0lg e  

Основні формули тригонометрії 

Основна тригономет-

рична тотожність 1sincos 22  xx  

Основні  

тригонометричні  

співвідношення 

x

x
x

cos

sin
tg  ,  nx 




2
;  

x

x
x

sin

cos
ctg  ,  nx  ; 

1ctgtg  xx ,  Zn
n

x  ,
2


; 

x
x

2

2

cos

1
tg1  ,  Znnx  ,

2



; 

 

 



 210 

Продовження додатка 1 

Основні  

тригонометричні  

співвідношення 

x
x

2

2

sin

1
ctg1  ,  Znnx  , ; 

x
x

cos

1
sec  ,  Znnx  ,

2



; 

x
x

sin

1
cosec  ,  Znnx  ,  

Формули додавання 

  yxyxyx sincoscossinsin  ; 

  yxyxyx sincoscossinsin  ; 

  yxyxyx sinsincoscoscos  ; 

  yxyxyx sinsincoscoscos  ; 

 
yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
tg




 , 

  Znnyxyx 


 ,
2

,,  

 
yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
tg




 ,  

  Znnyxyx 


 ,
2

,,
 

 
yx

yx
yx

ctgctg

1ctgctg
ctg




 , 

  Znnyxyx  ,,,  

 
yx

yx
yxc

ctgctg

1ctgctg
tg




 , 

  Znnyxyx  ,,,  

Формули 

подвійного кута 

xxx cossin2sin2  ; 

xxx 22 sincoscos2  ; 

x

x
x

2tg1

tg2
tg2


 ; 

x

x
x

сtg2

1сtg
сtg2

2 
  
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Формули зниження 

 степеня 

2

2cos1
sin 2 x

x


 ;  

2

2cos1
xcos2 x
 ; 

  xxx 2sin1sincos
2

  

Формули перетво-

рення суми тригоно-

метричних виразів до 

добутку 

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


 ; 

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


 ; 

2
cos

2
cos2coscos

yxyx
yx


 ; 

2
sin

2
sin2coscos

yxyx
yx


  

Формули перетво-

рення добутку триго-

нометричних функцій 

до суми 

   yxyxyx  sinsincossin2 ; 

   yxyxyx  coscoscoscos2 ; 

   yxyxyx  coscossinsin2  

Парність (непарність) 

функцій 

  xx sinsin       – непарна; 

  xx coscos       – парна; 

  xx tgtg         – непарна; 

  xx ctgctg        – непарна 

Періодичність  

функцій 

  xnx sin2sin  ,    2T ; 

   xnx cos2cos  ,    2T ;  

  xnx tgtg  ,   T ;  

    xnx ctgctg  ,   T , Zn
 

Формула  

допоміжного кута 

  xbaxbxa sincossin 22

, 

2 2
cos ,

a

a b
 

      
2 2

sin
b

a b
 


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Формули зведення 





























ctgtgtg

tgctgctg

cossinsin

sincosсos

2
2

3

2

3

ctgctgtgtgctg

tgtgctgctgtg

coscossinsincos

sinsincoscossin
22





















x

x

x

x

x

 

Значення  

тригонометричних  

функцій  

деяких кутів 













010

331232165

11222243

313212332

0012

31321233

1122224

33123216

0100

ctgtgcossin

















xxxx

 

Обернені тригонометричні функції  

Функції Властивості 

xy arcsin  
 1;1x ;  







 


2
;

2
y ; xy sin ; 

  xx arcsinarcsin   

xy arccos  
 1;1x ;    ;0y ; xy cos ;  

  xx arccosarccos   

xy arctg  
  ;x ;  







 


2
;

2
y ; xy tg ; 

  xx tgtg   
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xy arcctg  
  ;x ;    ;0y ; xy ctg ;  

  xx arcctgarcctg    

Основні співвідношення  
між оберненими тригонометричними функціями 

  xx arcsinsin ; 

  21arccossin xx  ; 

 
21

arctgsin
x

x
x


 ; 

 
21

1
arcctgsin

x
x


  

  xx arccoscos ; 

  21arcsincos xx  ; 

 
21

1
arctgcos

x
x


 ; 

 
21

arcctgcos
x

x
x


  

  xx arctgtg ; 

 
x

x
1

arcctgtg  ; 

 
21

arcsintg
x

x
x


 ; 

 
x

x
x

21
arccostg


  

  xx arcctgctg ; 

 
x

x
1

arctgctg  ; 

 
x

x
x

21
arcsinctg


 ; 

 
21

arccosctg
x

x
x


  

2
arccosarcsin


 xx ; 

2
arcctgarctg


 xx  

  xx sinarcsin ,  2;2 x ; 

  xx cosarccos ,   ;0x ; 

  xx tgarctg ,  2;2 x ; 

  xx ctgarcctg ,   ;0x  

Значення  

обернених 

тригонометрич-
них функцій  

деяких чисел 



















21

653365323

434143422

3263132621

200200

36313621

4414422

6336323

021

arcctgarctgarccosarcsin









xxxxxx
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Найпростіші тригонометричні рівняння

 

1,sin  aax
  1 arcsin

n
x a n   ,      Zn  

1,cos  aax
 

arccos 2x x n   ,     Zn  

Raax  ,tg
 

arctgx x n  ,    Zn  

Raax  ,ctg
 

arcctgx x n  ,     Zn  

Окремі  випадки тригонометричних рівнянь 

sin 0, ,x x n n Z   ; 

cos 0, ,
2

x x n n Z


    ; 

tg 0, ,x x n n Z   ; 

Znnxx  ,
2

,0ctg 


 

sin 1, 2 , ;
2

x x n n Z


     

sin 1, 2 , ;
2

x x n n Z


       

cos 1, 2 , ;x x n n Z    

Znnxx  ,2,1cos  
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Основні формули вступу до математичного аналізу  

та теорії границь  

Факторіал 
nn  ...321!  

   2 !! 2 4 6 ... 2 ;n n         2 1 !! 1 3 5 ... 2 1n n        

Арифметична  

послідовність 

 1 1 1n nx x d x n d     , 

де d – різниця послідовності; 

 
n

dnx
n

xx
S n

n 






2

12

2

11

 

Сума натуральних 

чисел 

 
2

1
...321




nn
n

 

Геометрична  

послідовність  

 1

1 1 ,
n

n nx x q x q


    

де q – знаменник послідовності; 

 
q

qx
S

n

n





1

11

 

Границя геометри-

чної послідовності 
 

 







 

 1,

;1,0
limlim 1

1
q

q
qxx n

n
n

n
 

Границя суми  

геометричної  

послідовності 

 
 

 


















1,

;1,
1

1

1
limlim

1

1

q

q
q

x

q

qx
S

n

n
n

n

 

Означення числа 

71828,2e  

n

n n
e 












1
1lim

 

Види  

невизначеностей 0

0
, 



, 0 ,  , 1 , 0 , 00  

Границі  

експоненти 
lim x

x
e


  , lim 0x

x
e


  

Границі  

показникових 

 функцій 

lim x

x
a


  , lim 0x

x
a


 ,  1a  ; 

lim 0x

x
a


 , lim x

x
a


  ,  0 1a   

Границі натураль-

ного логарифма 
lim ln
x

x


  ,  
0

lim ln
x

x


   

Границі логариф-

мічних функцій 

lim loga
x

x


  ,
0

lim loga
x

x


  ,  1a  ; 

lim loga
x

x


  ,
0

lim loga
x

x


  ,  0 1a   
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Границі тангенса  
0

2

lim tg
x k

x


  

  ,
0

2

lim tg
x k

x


  

  , k  

Границі котангенса 
0

lim ctg
x k

x
 

  ,
0

lim tg
x k

x
   

  , k

 
Границі арктанген-

са та арккотангенса 

lim arctg
2x

x



  , lim arctg

2x
x




  ; 

lim arcctg
x

x 


 , lim arcctg 0
x

x


  

Багаточлен (полі-

ном) степені n  
 xPn = n

nnn axaxaxa   ...2
2

1
10  

Властивість коре-

нів багаточлена 

Якщо 0x  – корінь полінома, тобто   00 xPn , то 

     xPxxxP nn 10  = 

=   1
2

1
1

00
~...~~


  n

nn axaxaxx  

Дробово-

раціональна  

функція 

 
 
  m

mmm
n

nnn

m

n

bxbxbxb

axaxaxa

xQ

xP
xR










...

...
2

2
1

10

2
2

1
10 , 

де    xQxP mn ,  – поліноми степенів n  та m  відпо-

відно 

Границя дробово-

раціональної  

функції на  

нескінченності 

 
 xQ

xP

m

n

x 
lim =

0

0lim
bx

ax
m

n

x 





=




















mnпри

mnпри

mnпри
b

a

       ,

,       ,0

 ,     ,
0

0

 

Границя дробово-

раціональної  

функції у точці 

Якщо   AxPn 0 ,   BxQm 0 , то
 
  B

A

xQ

xP

m

n

xx


 0

lim ; 

якщо   00 xPn ,   BxQm 0 , то 
 
 

0lim
0


 xQ

xP

m

n

xx
; 

якщо   AxPn 0 ,   00 xQm , то 
 
 


 xQ

xP

m

n

xx 0

lim ; 

якщо   00 xPn ,   00 xQm , то  

 
  0

0
lim

0


 xQ

xP

m

n

xx
=

   
   xQxx

xPxx

m

n

xx
10

10

0

lim




 


=

 
 xQ

xP

m

n

xx
1

1

0

lim





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Розкриття неви-

значеності ірраціо-

нального виразу 

доповненням до 

різниці квадратів 

   
 






 0

0
lim

0 x

xgxf

xx

  
  gfx

gfgf




= 

=
   

      xgxfx

xgxf

xx 



 0

lim  

Розкриття неви-

значеності ірраціо-

нального виразу 

доповненням до 

різниці кубів 

   
 






 0

0
lim

33

0 x

xgxf

xx
 

=
  

  3 2333 2

3 2333 233

ggffx

ggffgf




= 

=
   

          3 2333 2
0

lim
xgxgxfxfx

xgxf

xx 




 

Перша особлива 

границя 
1

0

0sin
lim

0


 x

x

x
 

Висновки з першої 

особливої границі 

1) 1
tg

lim
0


 x

x

x
;          3) 1

arcsin
lim

0


 x

x

x
; 

2) 1
arctg

lim
0


 x

x

x
;     4) .1

2

cos1
lim

20




 x

x

x
 

Друга особлива 

границя 
e

x

x

x









 


1

1
1lim   або    ex

x

x
 


11lim

1

0
 

Слідства з другої 

особливої границі 

1) 
 

1
1ln

lim
0




 x

x

x
;             3) 1

1
lim

0




 x

ex

x
; 

2) 
 

ax

xa

x ln

11log
lim

0





;      4) a

x

a x

x
ln

1
lim

0





; 

5)
 

R
x

x

x






,

11
lim

0
 

Зв’язок між  

нескінченно  

малими та нескін-

ченно великими 

Якщо 
 

 
0

lim 0
x x
x

x



 , то 
 

 0

1
lim

x x
x

x


   і навпаки, 

якщо 
 

 
0

lim
x x
x

y x



  , то 
 

 0

1
lim 0

x x
x

y x


  

Еквівалентні  

нескінченно малі 
Якщо 

 

 
 

1
0

0
lim

0







 x

x

x
xx

, то  x ~  x  
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Еквівалентність 

нескінченно малих 

одного порядку 

Якщо 

 

 
 

С
x

x

x
xx







 0

0
lim

0

, то  x ~  xС  

Еквівалентність 

суми нескінченно 

малих різного по-

рядку малості 

Якщо 

 

 
 

0
0

0
lim

0







 x

x

x
xx

, тобто     ox  то 

     xxx  ~  x , також    xx n ~  x  

Застосування екві-

валентних нескін-

ченно малих при  

обчисленні гра-

ниць 

Якщо  x ~  x~ , а  x ~  x
~

, то

 

 

 
 

 

 
 x

x

x

x

x
xx

x
xx 














~

~
lim

0

0
lim

00

 

Таблиця еквівалентних нескінченно малих 

1)  xsin ~  x ;                      6)    x1ln ~  x ; 

2)  xtg ~  x ;                        7)    xa 1log ~
 
a

x

ln


; 

3)  xarcsin ~  x ;                 8)  
  1 xa ~   ax ln , 

4)  xarctg ~  x ;                   9)  
  1 xe ~  x ; 

5)  x cos1 ~
 
2

2 x
;            10)     11 


x ~  x , 

де  x - нескінченно мала при 0xx   (або при x ) функція 

Асимптотично  

рівні  нескінченно 

великі 

Якщо 

 

 
 

1lim
0








 xz

xy

x
xx

, то  xy ~  xz  

Асимпотична рів-

ність суми нескін-

ченно великих різ-

ного порядку 

Якщо 

 

 
 








 xz

xy

x
xx 0

lim , то    xzxy  ~  xy , та 

при x    xPn = n
nn axaxa   ...1

10  ~ nxa0   

Застосування  

асимптотично  

рівних нескінченно 

великих при   

обчисленні  

границь 

Якщо  xy ~  xy~ , а  xz ~  xz~ , то

 

 

 
 

 

 
 xz

xy

xz

xy

x
xx

x
xx ~

~
limlim

00











  
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Усунений розрив 

функції в точці 

     0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx




 або 

   xfxf
xxxx 00 00

limlim


 , а  0xf  не існує 

Розрив першого 

роду типу  

«стрибок» 

    BAconstBxfconstAxf
xxxx




;lim;lim
00 00

 

Розрив другого ро-

ду, нескінченний 

або   


xf
xx 00

lim , або   


xf
xx 00

lim , або обидві 

границі дорівняють нескінченності 
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Основні формули до глави «Диференціальне числення  

функції однієї змінної» 

 

Приріст функції 
 xfy   

       xfxxfxyxxyy  ,  

де x  – приріст аргументу   

Похідна функції 

 xfy  в точці 0xx   
 

   
x

xfxxf

x

y
xy

xx 











00

00
0 limlim  

Геометричний зміст 

похідної в точці 0xx   

Проведемо дотичну до кривої  xfy   в точ-

ці   00 , xfx . Тоді   tg0  xy , де   – кут 

між дотичною та додатним напрямком осі ОХ  

Механічний зміст  

похідної в точці 0tt   

Якщо  txx   – закон руху точки, то 

 
   












 x

xxttx

t

x
tx

xx

00

00
0 limlim

 0tV  – миттєва швидкість руху точки в мо-

мент часу 0t   

Ліва похідна функції 

 xfy   в точці 0xx   
 

x

y
xyy

x 







00
0 lim0 ,  00  xxx  

Права похідна функції 

 xfy   в точці 0xx   
 

x

y
xyy

x 







00
0 lim0 ,  00  xxx  

Необхідна та достатня 

умова існування похід-

ної функції в точці 

Якщо в точці існують ліва та права похідні і 

   00 00  xyxy , то в цій точці існує по-

хідна  0xy  

Основні правила дифе-

ренціювання функцій 

 xUU  ,  xVV  ,  

constC   

0C ,  1x ,    CCx 


 

  VUVU 


        UСU 


  

  VUVUVU 


       UCCU 


  

2V

VUVU

V

U 











 
С

U

С

U 












, 

2V

VC

V

С 












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Похідна складної  

функції   xVUy          xVVUxVUy 


  

Похідна функції ліній-

ного аргумен-

ту  baxfy   

Якщо     xxf 


, то 

    baxabaxfy 


  

Таблиця похідних найпростіших елементарних функцій 

1)   0,1 
  xx , окремі випадки: 

   
11

, ,
2

m

p m pm
x x x

px


    

1

2

1 1 1
, ;m

m
mx

x x x

 

 
   

      
   

 

2)   ,x xe e



,       ln , 0;x xa a a a

   

3)  
1

ln ,x
x


       

1
log , 0;

ln
a x a

x a


   

4)  sin cos ;x x

                                     8)   

2

1
arcsin ;

1
x

x





 

5)  cos sin ;x x

                                   9)   

2

1
arccos ;

1
x

x


 


 

6)  
2

1
tg

cos
x

x


 ;                                    10)   

2

1
arctg

1
x

x





; 

7)  
2

1
ctg

sin
x

x


  ;                                11)   

2

1
arcctg

1
x

x


 


; 

12)   sh ch
2

x xe e
x x




 
  
 

    –   похідна синуса гіперболічного; 

13)   ch sh
2

x xe e
x x




 
  
 

    –  похідна косинуса гіперболічного; 

14)   
2

sh 1
th

ch ch

x
x

x x


  
  
 

         –  похідна тангенса гіперболічного; 

15)   
2

ch 1
cth

sh sh

x
x

x x


  
  
 

       –  похідна котангенса гіперболічного 
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Похідна степенево-

показникової функції 

   xV
xUy    

ln lny V U ,  

       










 U

U

V
UVUxUxy VxV

ln

 

Логарифмічне дифере-

нціювання функції ви-

гляду
m r

n kq p

W

VU
y


  

W
m

r
V

n

k
U

q

p
y lnlnlnln  ,      

y

y
y





ln ,   












 W

mW

r
V

nV

k
U

qU

p

W

VU
y

m r

n kq p

 

Похідна оберненої  

функції  xfy 1  
    

 xf

xf
xfy

2

1 



 

 

Похідна функції,  

заданої параметрично Якщо  
 

 

x x t

y y t





,   то    

 
 

y t
y x

x t


 


 

Похідні вищих  

порядків 

  y y x


  , 

  y y x


  ,...
        1n n

y x y x



  

Правила обчислення 

похідних вищих  

порядків 

     nn
CUxСU  ; 

          nnn
VUxVxU  ;  

     nn
UCxU   

Формула Лейбніца  

(похідні вищого 

порядку добутку  

функцій) 

    
     

0

n
n n k kk

n

k

U x V x C U V




  , де 

 !!

!

knk

n
C k

n


 ,
 

   
1

0
xU

, 
   

1
0
xV   

Окремі випадки:   

     UVVUVUxVxU 


 2  
  

UVVUVUVUUV  33
3
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Похідні вищих поряд-

ків деяких елементар-

них функцій  

  
   

  

  














 

nkx

nknx

nkxknnnx

kn

nn

knkn

,0

,,!

,,1...1

 

  
 n

x xe e ,              
 

ln
n

x x na a a ; 

 
   

1
1 !

ln

n

n

n

n
x

x




 ,     
   

1
1 !

log
ln

n

n

a n

n
x

x a




 ; 

 
 

sin sin
2

n
x x n

 
  

 
,   

  







 


2
coscos nxx

n

 

Друга похідна функції, 

заданої параметрично 

 txx  ,   tyy   
 

 
   

       

  3
1

tx

tytxtxty

txtx

ty
xy

























   

Диференціал функції  0dy f x x  , або  0dy f x dx  

Геометричний зміст 

диференціалу функції 

 xyy   в точці 0xx   

Диференціал дорівнює приросту ординати 

дотичної, проведеної до графіка функції в то-

чці   0 0,x y x , при прирості аргументу x   

Властивості диферен-

ціала функцій 

 U U x ,  V V x , 

constC   

 d CU CdU ;        d U C dU  ;  

 d aU b adU  ; 

 d U V dU dV   ;     

 d U V VdU UdV   ; 2

U VdU UdV
d

V V

 
 

 
 

Інваріантність форми  

першого диференціала 

Якщо     z x z y x , то 

       dxxzdxxyyzdyyzdz   

Диференціали другого 

та  вищих порядків 

      222 dxydxydydxyd  , 

         nnnnnn dxydxyyddxyd  1
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Наближені обчислення 

за допомогою  

диференціала 

          xxyxydyxyxxyxy  0000  

Рівнянні дотичної до 

графіка функції 

 y f x  в точці 

 00 , yx  

  0 0 0y y f x x x   , де  0 0y f x ; 

якщо  0 0f x  , то 0y y ,  

тобто дотична паралельна осі ОХ 

Рівнянні нормалі до 

графіка функції 

 y f x  в точці 

 00 , yx  

 
 0 0

0

1
y y x x

f x
   


, де  0 0y f x ; 

якщо  0 0f x  , то 0x x ,  

тобто нормаль паралельна осі ОY 

Правило Лопіталя роз-

криття невизначенос-

тей виду 
0

0
 або 




  

 
 0

lim
x x
x

f x

g x


=
0

,
0




=

 

 
 0

lim
x x
x

f x

g x





 

Розкриття невизначе-

ностей вигляду  

1 , 0 , 00  

 

 
 

0

lim
g x

x x
x

f x



=
 

   

0

ln
lim

g x
f x

x x
x

e



=
Ae , де 

 

   




xfxgA

x
xx

lnlim
0

 

  

  






xg

xf

x
xx 1

ln
lim

0

 

Необхідні та достатні 

умови зростання та 

спадання функції на 

проміжку Х 

Якщо   0y x   для x  , то  y f x   

зростає;  

якщо   0y x   для x  , то  y f x   

спадає,  

і навпаки: якщо  f x  зростає, то   0y x  ,  

якщо  f x  спадає, то   0y x   

Означення локального 

екстремуму функції 

Якщо в околі точки 0x  приріст функції 

   00 xyxxyy   не змінює знак, то в 

цій точці функція має локальний екстремум. 
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Означення локального 

мінімуму функції 

Якщо 0y  для   00 , xxx , то 

min0 xx    та   minmin xyy   

Означення локального 

максимуму функції 

Якщо 0y  для   00 , xxx , то 

0 maxx x   та   maxmax xyy   

Необхідна умова 

 існування екстремуму 

функції 

Якщо в точці 0xx   існує локальний екст-

ремум, то похідна в цій точці дорівнює ну-

лю або не існує:      00  xy  або  0xy  

Стаціонарні точки  

функції 

Це множина точок,  в яких похідна функції 

дорівнює нулю 

Критичні точки функції 
Множина стаціонарних точок,  доповнена 

точками, в яких похідна функції не існує 

Достатня умова  

існування екстремуму 

функції    

(перша форма) 

Нехай функція існує в критичній точці і при 

переході через критичну точку  похідна змі-

нює знак, тоді в точці існує екстремум.  

Якщо 0y  для  00 , xxx   і 0y  для 

  00 , xxx , то  0 maxx x ,  

 maxmax xyy  .  

Якщо 0y  для  00 , xxx  , і 0y  для 

  00 , xxx , то  0 minx x ,   minmin xyy    

Друга форма достатніх 

умов існування  

екстремуму 

Якщо в стаціонарній точці   00  xy , то в 

цій  точці функція досягає мінімуму; 

якщо   00  xy , то в точці максимум,  

коли   00  xy , нічого стверджувати не можна 

Умови опуклості та 

угнутості графіка  

функції на проміжку Х 

Якщо   0y x   для x  , то графік функції  

опуклий униз (опуклий) на проміжку Х;  

якщо   0y x   для x  , то графік функ-

ції  опуклий уверх (угнутий) на проміжку Х 

Критичні точки 2 роду Точки, в яких   0y x   або не існує 
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Точки перегину  

графіка функції 

Точки, в яких опуклість графіка функції змі-

нюється на угнутість або навпаки 

Необхідна умова існу-

вання точки перегину 

Якщо графік функції має в точці 0x  перегін, 

то  0 0y x   або не існує  0y x  

Достатня умова  

існування перегину 

графіка  

Нехай функція існує в критичній точці і при 

переході через неї друга похідна змінює знак,  

тоді це точка перегину графіка функції 

Достатня умова 

 існування екстремуму 

або точки перегину 

(третя форма) 

Нехай в точці 0x  існує не менш, ніж п похід-

них, та перші (п – 1) похідні дорівнюють  

нулю в 0x , тобто 

       1

0 0 0... 0
n

y x y x y x
     , а    0 0

n
y x  . 

Тоді, якщо 2 1n k  , то в точці перегін гра-

фіка, якщо ж 2n k , то в точці екстремум, 

причому максимум при 
   2

0 0
k

y x   та міні-

мум при 
   2

0 0
k

y x   

Рівняння похилих та 

горизонтальних  

асимптот графіка  

функції 

y kx b  , де 
 

lim
x

f x
k

x
 ,   lim

x
b f x kx


  ; 

y kx b  , де 
 

lim
x

f x
k

x
 ,   lim

x
b f x kx


  ;  

якщо 0k   ( 0k  ), то маємо  горизонтальну 

асимптоту y b  ( y b ) 

Вертикальні  

асимптоти 0x x    – точки розриву функції 2 роду 

Формула Тейлора для 

багаточлена  або  

розкладення многоч-

лена за степенями 
 0xx    

Якщо  xPn = n
nnn axaxaxa   ...2

2
1

10 , 

то  xPn =  
  

 



n

k

k
k

n
n xx

k

xP
xP

1

0
0

0
!
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Формула Тейлора для 

функції або  

розкладення функції 

за степенями  0x x  

 xy =  
  

   xRxx
k

xy
xy n

n

k

k
k

1

1

0
0

0
!





 , де 

    n

n xxxR 01    – залишок у формі Піано 

Формула Маклорена  

або розкладення  

функції за степенями х 

 xy =  
    

 xRx
n

y
x

y
y n

n
n

1
!

0
...

!1

0
0 


 , де 

   n
n xxR 1   – залишок у формі Піано 

Таблиця розвинення деяких функцій за степенями х 

 n
n

x x
n

xxxx
e 

!
...

!3!2!1
1

32

; 

 
 

 n
n

n
x

n

xxxx
xx 2

12
1

753

!12
1...

!7!5!3
sin 







; 

 
 
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