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Вступ
Методичнi вказiвки вiдповiдають навчальним (робочим) програмам з ди-

сциплiни «Вища математика». Головна мета — надати студентам певний мiнi-
мум теоретичного матерiалу, а також практичних навикiв з основних питань
для розв’язання задач за темою «Елементи векторної алгебри», допомогти
студентам в їх самостiйнiй роботi.

У кожному роздiлi наведено достатня кiлькiсть розв’язаних задач та при-
кладiв, пояснюючих та закрiплюючих теоретичний матерiал. Серед розв’яза-
них задач чимало таких, якi можна назвати типовими; в будь-якому випадку
ознайомлення з ними дозволяє студенту при мiнiмальнiй допомозi з боку ви-
кладача оволодiти основними методами розв’язання задач даного роздiлу.
Наприкiнцi наведено добiрку iндивiдуальних завдань. Також розiбранi зраз-
ки виконання iндивiдуальних завдань.
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1. Вектори. Основнi поняття

1.1. Направленi вiдрiзки

Такi фiзичнi величини, як сила, швидкiсть визначаються не тiльки своїм
чисельним значенням, а й напрямом дiї. Такi величини називаються вектор-

ними. Побудуємо геометричний аналог фiзичного вектора.
Задамо в просторi двi точки A i B, та проведемо через них пряму. Точки

A i B обмежують на прямiй вiдрiзок AB (рис. 1.1).

A

B

Рис. 1.1. Вiдрiзок прямої

Упорядкуємо цi точки: нехай точка A буде початковою, а точка B — кiн-
цевою, тобто задамо на побудованому вiдрiзку напрям.

Означення 1. Вiдрiзок, на якому задано напрям, називається направленим

вiдрiзком або вектором.

Позначається направлений вiдрiзок з початком в точцi A i кiнцем в точцi B
символом

−→
AB. Якщо не важливо, якi точки будуть кiнцевими, вектор можна

позначати однiєю буквою: ~a або ~A (рис. 1.2).
На рисунках вектор зображається стрiлкою.

−→
a

A B

−→
AB

Рис. 1.2. Направлений вiдрiзок

Початкова точка A називається точкою прикладання вектора.
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Означення 2. Вiдстань мiж початком A i кiнцем B направленого вiдрiз-
ка

−→
AB називається довжиною направленого вiдрiзка або модулем вектора

та позначається символом |−→AB|.

Звернемо увагу на те, що кожен направлений вiдрiзок визначається на-

прямом та довжиною.

Означення 3. Направлений вiдрiзок, у якого початкова та кiнцева точки
збiгаються, називається нульовим.

Довжина нульового вектора дорiвнює нулю, а напрям невизначено.

Означення 4. Два вектори
−→
A i

−→
B називаються рiвними, якщо вони мо-

жуть бути сумiщенi шляхом паралельного перенесення. Позначаються рiвнi
вектори так: −→

A =
−→
B.

Таким чином, якщо два вектори рiвнi, то:

• вони лежать на однiй i тiй самiй прямiй або на паралельних прямих;

• вони спрямованi в одну i ту ж сторону;

• рiвнi їх довжини.

1.2. Лiнiйнi операцiї над векторами

Лiнiйними операцiями над векторами називаються операцiї додавання век-
торiв та множення вектора на число.

Нехай ~a i ~b— два довiльнi вектори. Визначимо операцiю додавання цих
векторiв. Точку прикладання вектора ~b помiстимо шляхом паралельного пе-
ренесення в кiнець вектора ~a (рис 1.3).

Означення 5 (Правило трикутника). Сумою векторiв ~a i~b називається век-
тор ~a + ~b, що з’єднує початок вектора ~a з кiнцем вектора ~b, за умови, що
початок вектора ~b збiгається з кiнцем вектора ~a.

Суму двох векторiв можна побудувати також за правилом паралелограма.
Прикладемо вектори ~a i ~b до загального початку O (рис 1.4).
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−→
a

−→
b

−→
a +

−→
b

−→
b

Рис. 1.3. Правило трикутника

Означення 6 (Правило паралелограма). Сумою двох векторiв, прикладе-
них до спiльної точки, буде вектор, який збiгається з дiагоналлю парале-
лограма, побудованого на цих векторах, i закрiплений в тiй же точцi, що
вихiднi вектори.

O

−→
a

A

−→
b

B

−→
a +

−→
b

−→
b +

−→
a

C

Рис. 1.4. Правило паралелограма

Операцiя додавання векторiв має такi властивостi:

1. Операцiя додавання комутативна:

−→a +
−→
b =

−→
b +−→a , (1.1)

тобто, сума векторiв не залежить вiд порядку доданкiв.

2. Операцiя додавання векторiв асоцiативна:
(−→a +

−→
b
)
+−→c = −→a +

(−→
b +−→c

)
, (1.2)

тобто при складаннi трьох i бiльше доданкiв їх можна групувати у
довiльному порядку.
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3. Iснує нульовий вектор
−→
0 такий, що для будь–якого вектора −→a вико-

нується умова:
−→a +

−→
0 = −→a (1.3)

(особлива роль нульового вектора).

4. Для кожного вектора −→a iснує протилежний йому вектор −→a − такий,
що

−→a +−→a − =
−→
0 . (1.4)

Зауважимо, що вектор протилежний до вектора −→a має туж саму дов-
жину, що й вектор −→a , але має протилежний напрям.

Означення 7. Добутком вектора −→a на дiйсне число α називається такий
вектор

−→
b = α · −→a , який паралелен до вектора −→a , має довжину |α||−→a |, а на-

прям збiгається з напрямом вектора −→a , якщо α додатне, i має протилежний
напрям, якщо α вiд’ємне.

Геометричний сенс множення вектора −→a на число α полягає у «розтягу-
ваннi» в |α| разiв вектора −→a .

Зауважимо, що якщо 0 < |α| < 1, то вектор −→a стискається, а не розтя-
гується, причому, якщо α вiд’ємне, то крiм «розтягування» вектор −→a ще
змiнює свiй напрям на протилежний (рис. 1.5).

−→
a

3

2

−→
a

−
1

2

−→
a

Рис. 1.5. Добуток вектора на число

Операцiя множення вектора на число має такi властивостi:

1. Розподiльна властивiсть операцiї множення на число вiдносно чисель-
ного множника:

α
(−→a +

−→
b
)
= α−→a + α

−→
b .

2. Розподiльна властивiсть операцiї множення на число вiдносно вектор-
ного множника:

(α + β)−→a = α−→a + β−→a .
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3. Асоцiативна властивiсть вiдносно чисельного множника:

α (β−→a ) = (αβ)−→a .

4. Особливiсть чисельного множника одиниця:

1 · −→a = −→a .

Тут α i β довiльнi дiйснi числа.

Означення 8. Рiзницею −→a − −→
b двох векторiв −→a i

−→
b називається такий

вектор −→c , якiй у сумi з вектором
−→
b буде дорiвнювати вектору −→a (рис 1.6).

−→
a

−→
b

−→a
+

−→
b

−→
a
− −→

b

Рис. 1.6. Рiзниця та сума векторiв

Таким чином, якщо
−→c = −→a −−→

b ,

тодi
−→c +

−→
b = −→a

i навпаки.
Зауважимо, що рiзницю можна обчислювати за правилом:

−→a −−→
b = −→a +

−→
b − = −→a + (−1)

−→
b .
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Завдання для самостiйної роботи

Побудувати два довiльнi вектори −→a та
−→
b .

1. Знайти їх суму та рiзницю.

2. Знайти вектор −→a − 1

2

−→
b .

1.3. Числова вiсь

Задамо на прямiй довiльним чином додатний напрям, iнший напрям на
цiй прямiй будемо вважати вiд’ємним.

Означення 9. Пряма, на якiй задано напрям, називається вiссю.

Зображати вiсь будемо стрiлкою, яка вказує додатний напрям (рис.1.7).

l

Рис. 1.7. Вiсь l

Визначемо на осi деяку точку O (початок координат) та масштабний вiд-
рiзок, довжина якого приймається за одиницю.

Означення 10. Вiсь, на який задано початок координат та масштабний
вiдрiзок, називається числовою вiссю.

Звичайно числову ось позначають двома лiтерами, явно вказуя початок
координат. Наприклад, вiсь Ox— числова вiсь з початком координат в точ-
цi O.

Означення 11. Координатою точки M на числовiй осi називається таке
число x, модуль якого дорiвнює вiдстанi вiд початку координат (точки O)
до точки M i має знак «+», якщо точка M розмiщена у додатному напрямi
вiдносно початку координат O, та знак «−», якщо точка M мiститься у
вiд’ємному напряму (рис.1.8).
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То, що точка M має координату x, позначається так: M(x).
Очевидно, що початок координат має координату, яка дорiвнює нулю, тоб-

то O(0). На рисунку рис.1.8 зображенi точки O(0), N(−3) i M(2).

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3

xN(−3) M(2)O(0)

Рис. 1.8. Числова вiсь та координати точок

Зауваження 1. Кожнiй точцi на числовiй осi вiдповiдає дiйсне число — її
координата, i навпаки, кожному дiйсному числу вiдповiдає єдина точка осi,
координатою якої є це число i ця вiдповiднiсть взаємно-однозначна.

Означення 12. Вектор, що визначає напрям, називається напрямним век-

тором.

Означення 13. Вектор одиничної довжини, що визначає напрям вектора −→a ,
називається одиничним вектором або ортом i позначається символом −→a 0.

З очевидної рiвностi
−→a 0 =

−→a
|−→a | (1.5)

випливає, що кожен вектор визначається довжиною |−→a | i напрямом −→a 0:
−→a = |−→a | · −→a 0. (1.6)

Додатний напрям осi зручно визначати ортом осi. Наприклад, позначимо
орт осi Ox як вектор ~i (рис. 1.9). Його довжина дорiвнює одиницi, тобто∣∣∣~i
∣∣∣ = 1.

xO M

−−→
OM

−→
i

Рис. 1.9. Радiус-вектор точки на числовiй осi

Зауважемо, що положення довiльної точки M осi x щодо початку ко-
ординат O однозначно визначається спрямованим вiдрiзком

−−→
OM , прикла-

денним до початку координат O. Такий вектор
−−→
OM називається радiус-

вектором точки M . Насправдi, напрям вектора
−−→
OM вказує в якому напряму

осi (додатному або вiд’ємному) щодо точки O змiщена точка M , а довжина
вектора

−−→
OM дорiвнює вiдстанi вiд початку координат до точки M (рис. 1.9).
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1.4. Кут мiж векторами

Розглянемо два вектори ~a i ~b. Прикладемо їх до спiльного початку в точ-
цi O (рис.1.10).

−→
b

O

−→
a

−→
a

ϕ

Рис. 1.10. Кут мiж векторами

Означення 14. Кутом ϕ мiж двома векторами ~a i ~b називається най-
менший кут, на який треба повернуть один з векторiв навколо їх спiльного
початку, щоб їх напрямки збiглись.

Позначати кут ϕ мiж вектором ~a i вектором ~b будемо символом ~̂a~b. Оче-
видно, що 0 6 ϕ 6 π.

1.5. Проєкцiя вектора

Означення 15. Прямокутною проєкцiєю точки A на вiсь l називається
основа A′ перпендикуляра AA′, опущеного з точки A на вiсь l (рис. 1.11).

Нехай у просторi задана деяка вiсь l i направлений вiдрiзок
−→
AB. Опустимо

на вiсь l перпендикуляри з кiнцевих точок направленого вiдрiзка
−→
AB. Їх

основами будуть точки A′ i B′ (рис. 1.11).

Означення 16. Прямокутною проєкцїєю вектора
−→
AB на вiсь l називаєть-

ся довжина вiдрiзка A′B′ осi l, яка взята зi знаком плюс, якщо кут ϕ мiж
вектором

−→
AB та вiссю l гострий, i зi знаком мiнус, якщо кут тупий.

Позначається проєкцiя символом Прl

−→
AB.

Отже, маємо
Прl

−→
AB = ±|A′B′|.
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−→

AB

A

B

lA
′

B
′

Рис. 1.11. Прямокутна проєкцiя вектора на вiсь

Теорема 1. Проєкцiя вектора на вiсь дорiвнює добутку модуля вектора на

косинус кута мiж вектором та вiссю

Прl
−→
AB = |AB| cosϕ.

Властивостi проєкцiї:

1. Проєкцiя суми векторiв на вiсь дорiвнює сумi проєкцiй цих векторiв на
дану вiсь:

Прl(
−→a +

−→
b ) = Прl

−→a + Прl

−→
b .

2. Проєкцiя добутку вектора −→a на число λ дорiвнює добутку проєкцiї
вектора −→a на це число λ:

Прl(λ
−→a ) = λПрl

−→a .

Наслiдок 1. Проєкцiєю ламаної на вiсь є проєкцiя направленого вiдрiзка,

що замикає цю ламану.

Завдання для самостiйної роботи

Провести вiсь l та вектор
−→
AB, якiй має довжину 6 одиниць та утворює з

вiссю кут
π

6
. Побудувати та знайти проєкцiю вектора

−→
AB на вiсь l.

Що змiниться, якщо кут буде дорiвнювати
4π

6
?
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2. Координати вектора

2.1. Система координат

Означення 17. Три взаємно перпендикулярнi числовi осi Ox, Oy, Oz з за-
гальним початком координат i масштабним вiдрiзком, утворюють прямокут-

ну декартову систему координат у просторi (див. рис.2.1).

O

x

y

z

M

M ′Mx

My

Mz M ′′

M ′′′

−→
i

−→
j

−→
k

Рис. 2.1. Координати у просторi

Вiсь Ox називається вiссю абсцис, вiсь Oy — вiссю ординат i вiсь Oz —
вiссю аплiкат. Кожнi двi координатнi осi визначають координатну площину.
Таким чином маємо три взаємно перпендикулярнi координатнi площини:
xOy, yOz, zOx.

Орти осей позначають так: вектор~i— орт осi Ox, вектор ~j — орт осi Oy та
вектор ~k — орт осi Oz. Їх модулi дорiвнюють одиницi та вони спрямованi у
додатному напряму координатних осей. Орти~i, ~j, ~k утворюють прямокутний
базис координатної системи.
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Розглянемо довiльний вектор −→a . Прикладемо вектор −→a до початку коор-
динат O, кiнець вектора −→a позначимо як точку M . Тодi маємо

−→a =
−−→
OM.

Побудуємо проєкцiї вектора
−−→
OM на осi координат. Для цього проведемо

через точку M три площини, якi перпендикулярнi координатним осям Ox,
Oy, Oz. Точки перетину цих площин з осями координат позначимо вiдповiдно
через Mx, My, Mz. Одержанi вiдрiзки OMx, OMy i OMz є прямокутнi проєкцiї

вектора
−−→
OM на вiдповiднi осi координат.

Означення 18. Проєкцiї вектора −→a на вiдповiднi осi координат назива-
ються координатами вектора.

Позначимо вiдповiднi координати вектора −→a числами ax, ay, az. То, що
вектор −→a має координати ax, ay, az позначають так

−→a = (ax, ay, az).

Очевидно, що

ax = ПрOx
−→a = ПрOx

−−→
OM = OMx, (2.1)

ay = ПрOy
−→a = ПрOy

−−→
OM = OMy, (2.2)

az = ПрOz
−→a = ПрOz

−−→
OM = OMz. (2.3)

Розглянемо деякi простi приклади. Вектор ~i— орт осi Ox. Його модуль
дорiвнює одиницi i вiн не має складових удовж осей Oy та Oz, тому

~i = (1, 0, 0).

Аналогично маємо
~j = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1).

З рис.2.1 випливає таке розкладання вектора −→a на складовi:

−→a =
−−→
OM =

−−−→
OMx +

−−−→
OMy +

−−→
OMz. (2.4)

Розглянемо вектор
−−−→
OMx. Цей вектор спрямовано вздовж осi Ox, тобто

паралелено орту ~i. Тодi маємо

−−−→
OMx = x ·~i,
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де x— коефiцiєнт пропорцiйностi.
З’ясуємо змiст цього коефiцiєнту. Довжина вектора

−−−→
OMx дорiвнює

∣∣∣−−−→OMx

∣∣∣ =
∣∣∣x ·~i

∣∣∣ = |x| ·
∣∣∣~i
∣∣∣ = |x| ,

тобто модуль коефiцiєнта x дорiвнює довжинi вектора
−−−→
OMx.

Далi, якщо вектор
−−→
OM утворює гострий кут з вiссю Ox, то вектор

−−−→
OMx

спрямовано у додатному напряму осi Ox i коефiцiєнт x бiльший за нуль.
Якщо вектор

−−→
OM утворює тупий кут з вiссю Ox, то вектор

−−−→
OMx спрямо-

вано у вiд’ємному напряму та коефiцiєнт x менший за нуль. Таким чином,
коефiцiєнт x є проєкцiя вектора

−−→
OM на вiсь Ox, тобто x є координатою век-

тора
−−→
OM . Звернемо увагу, що вектор

−−−→
OMx не має складових удовж осей Oy

та Oz.
Отже, −−−→

OMx = ax~i = (ax, 0, 0) .

Аналогiчно розглядаються iншi складовi вектора
−−→
OM :

−−−→
OMy = ay~j = (0, ay, 0) ,
−−→
OMz = az~k = (0, 0, az) .

Таким чином, маємо таке розкладання вектора −→a за ортами координатної
системи:

−→a =
−−→
OM =

−−−→
OMx +

−−−→
OMy +

−−→
OMz = ax~i+ ay~j + az ~k. (2.5)

Довжина вектора −→a = (ax, ay, az) обчислюється за формулою:

|~a| =
√

a2x + a2y + a2z. (2.6)

Нехай вектор −→a =
−−→
OM утворює з координатними осями вiдповiднi кути

α, β, γ, якi називаються напрямними (рис.2.2). Тодi за означенням проєкцiї
маємо

ax = OMx = |−−→OM | cosα,
ay = OMy = |−−→OM | cos β,
az = OMz = |−−→OM | cos γ.
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M

x

y

z

β
α

γ

Рис. 2.2. Напрямнi кути

Величини

cosα =
ax∣∣∣−−→OM

∣∣∣
, cos β =

ay∣∣∣−−→OM
∣∣∣
, cos γ =

az∣∣∣−−→OM
∣∣∣

називаються напрямними косинусами вектора
−−→
OM .

Знайдемо орт вектора
−−→
OM , для цього подiлимо вектор

−−→
OM на його модуль∣∣∣−−→OM

∣∣∣:

−−→
OM 0 =

−−→
OM∣∣∣−−→OM

∣∣∣
=

−−−→
OMx∣∣∣−−→OM

∣∣∣
+

−−−→
OMy∣∣∣−−→OM

∣∣∣
+

−−→
OMz∣∣∣−−→OM

∣∣∣
=

=
ax∣∣∣−−→OM

∣∣∣
~i+

ay∣∣∣−−→OM
∣∣∣
~j +

az∣∣∣−−→OM
∣∣∣
~k = cosα~i+ cos β~j + cos γ ~k.

Зауваження 2. Напрямнi косинуси вектора є координатами його орта.

Тому, що ∣∣∣∣∣∣

−−→
OM∣∣∣−−→OM

∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣−−→OM
∣∣∣

∣∣∣−−→OM
∣∣∣
= 1,

то маємо умову, яку задовiльняють напрямнi кути вектора:

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

16



Приклад 1. Знайти довжину i напрям вектора ~a = (1,−2, 3).

Розв’язання.

|~a| =
√
a2x + a2y + a2z =

√
12 + (−2)2 + 32 =

√
1 + 4 + 9 =

√
14,

cosα =
ax
|~a| =

1√
14

, cos β =
ay
|~a| =

−2√
14

, cos γ =
az
|~a| =

3√
14

.

Отже, задавши координати вектора, завжди можна визначити його дов-

жину та напрям, тобто сам вектор.
Положення будь–якої точцi M визначається її радiус–вектором

−−→
OM , по-

чаток якого збiгається з початком координат O, а кiнець — з точкою M .

Означення 19. Координатами x, y, z точки M називаються проєкцiї її
радiус–вектора

−−→
OM на вiдповiднi координатнi осi.

То що точка M має координати x, y, z позначається так: M(x, y, z).

2.2. Дiї над векторами в координатнiй формi

2.2.1. Рiвнiсть векторiв

Два вектори ~a = (ax, ay, az) i~b = (bx, by, bz) рiвнi, якщо рiвнi їх координати,
тобто

~a = ~b ⇔





ax = bx,

ay = by,

az = bz.

2.2.2. Множення вектора на число

Помножимо вектор

~a = (ax, ay, az) = ax~ı+ ay~+ az~k

17



на число λ:

λ~a = λ (ax, ay, az) = λ
(
ax~ı+ ay~+ az~k

)
= λax~ı+ λay~+ λaz~k =

= (λax)~ı+ (λay)~+ (λaz)~k = (λax, λay, λaz).

Таким чином, щоб помножити вектор на число, потрiбно помножити на

це число всi його координати.

2.2.3. Додавання векторiв

Додамо до вектора

~a = (ax, ay, az) = ax~ı+ ay~+ az~k

вектор
~b = (bx, by, bz) = bx~ı+ by~+ bz~k.

Тодi одержимо:

~a+~b = (ax, ay, az) + (bx, by, bz) =

= ax~ı+ ay~+ az~k + bx~ı+ by~+ bz~k =

= (ax + bx)~ı+ (ay + by)~+ (az + bz)~k =

= (ax + bx, ay + by, az + bz).

Таким чином, щоб скласти два вектори, потрiбно скласти вiдповiднi коор-

динати цих векторiв.

Приклад 2. Знайти суму ~F двох векторiв ~a = (1,−2, 3) i ~b = (4, 5,−6).

Розв’язання. Сума двох векторiв дорiвнює:

~F = ~a+~b = (1,−2, 3) + (4, 5,−6) = (1 + 4,−2 + 5, 3− 6) = (5, 3,−3).
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Рис. 2.3. Координати вектора, що заданi двома точками

2.2.4. Координати вектора, що заданi

двома точками

Нехай є двi точки M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2). Двi точки визначають на-
правлений вiдрiзок

−−−→
M1M2. Знайдемо координати вектора

−−−→
M1M2 вiдносно ба-

зису ~ı, ~, ~k.
Враховуючи, що кожна точка визначається власним радiус-вектором, за

правилом трикутника додавання векторiв маємо (рис. 2.3):
−−→
OM2 =

−−→
OM1 +

−−−→
M1M2.

Таким чином, вектор
−−−→
M1M2 дорiвнює рiзницi векторiв

−−→
OM2 i

−−→
OM1

−−−→
M1M2 =

−−→
OM2 −

−−→
OM1.

Вектори
−−→
OM1 i

−−→
OM2 є радiус–векторами точок M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2).

Тому
−−→
OM1 = x1~ı+ y1~+ z1~k,
−−→
OM2 = x2~ı+ y2~+ z2~k,

Тодi одержимо

−−−→
M1M2 =

(
x2~ı+ y2~+ z2~k

)
−
(
x1~ı+ y1~+ z1~k

)
=

= (x2 − x1)~ı+ (y2 − y1)~+ (z2 − z1)~k =

= (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1). (2.7)

19



Таким чином, щоб знайти координати вектора, заданого двома точками,

потрiбно з координат кiнцевої точки вiдняти координати його початкової

точки.

Приклад 3. Знайти вiдстань мiж двома точками M(1,−2, 3) i N(4, 5,−6) та
напрям прямої, що їх з’єднує.

Розв’язання. Знайдемо вектор
−−→
MN :

−−→
MN = (xN − xM , yN − yM , zN − zM) = (4− 1, 5− (−2),−6− 3) = (3, 7,−9).

Вiдстань мiж точками M i N дорiвнює довжiнi вектора
−−→
MN :

|−−→MN | =
√
32 + 72 + (−9)2 =

√
9 + 49 + 81 =

√
139.

Знайдемо напрямнi косинуси вектора
−−→
MN :

cosα =
MNx

|−−→MN |
=

3√
139

,

cos β =
MNy

|−−→MN |
=

7√
139

,

cos γ =
MNz

|−−→MN |
=

−9√
139

.

2.3. Колiнеарнiсть векторiв

Означення 20. Вектори, що лежать на однiй i тiй самiй прямiй або на
паралельних прямих, називаються колiнеарними.

Зауваження 3. Нульовий вектор, через невизначенiсть свого напряму, вва-
жається колiнеарним будь-якому вектору.

Теорема 2 (умова колiнеарностi). Якщо вектори ~a i ~b колiнеарнi та вектор
~b 6= 0, то iснує таке число λ, що

~a = λ~b. (2.8)
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Нехай вектори

−→a = (ax, ay, az), i
−→
b = (bx, by, bz)

колiнеарнi. Тодi враховуючи правило множення вектора на число

~a = (ax, ay, az) = λ
−→
b = λ(bx, by, bz) = (λbx, λby, λbz)

i умову рiвностi векторiв, з (2.8) одержимо

ax = λbx, ay = λby, az = λbz. (2.9)

Звiдси випливає умова колiнеарностi у координатнiй формi:

ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

= λ. (2.10)

Таким чином, якщо вектори колiнеарнi, то їх координати утворюють

пропорцiю. I навпаки, якщо координати векторiв утворюють пропорцiю,

то вектори колiнеарнi.

Приклад 4. Перевiрити колiнеарнiсть векторiв ~a = (2,−1, 3) i~b = (−6, 3,−9).

Розв’язання. Перевiримо виконання умови колiнеарностi (2.10):

2

−6
=

−1

3
=

3

−9
.

Координати векторiв утворюють пропорцiю, тому вектори ~a i ~b колiнеарнi.

2.4. Дiлення вiдрiзка у даному вiдношеннi

Нехай двi точки M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) обмежують вiдрiзок M1M2.
Треба знайти таку точку M(x, y, z), яка буде дiлити вiдрiзок M1M2 в дано-
му вiдношеннi, тобто вiдношення величин вiдрiзкiв M1M i MM2 дорiвнює
даному числу λ:

M1M

MM2

= λ. (2.11)

21



M1

M2M

λ > 0

M1

M2

M

λ < 0

Рис. 2.4. Дiлення вiдрiзка

Цi вiдрiзки зображенi на рис. 2.4. Число λ може бути як додатним, так i
вiд’ємним. Якщо λ = 0, тодi, як випливає з формули (2.11), точка M збiга-
ється з точкою M1. Звернемо увагу на те, що точка M не може збiгатися с
точкою M2, тому λ 6= −1.

Вектори
−−−→
M1M i

−−−→
MM2 колiнеарнi, тому,

−−−→
M1M = λ

−−−→
MM2.

Цiєї векторної рiвностi вiдповiдає три рiвняння:

x− x1 = λ(x2 − x), (2.12)

y − y1 = λ(y2 − y), (2.13)

z − z1 = λ(z2 − z). (2.14)

Звiдси випливає, що точка M має такi координати:

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

. (2.15)

Зокрема, якщо λ = 1, то за формулами (2.15) одержимо координати сере-
дини вiдрiзка M1M2:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
. (2.16)

Приклад 5. Знайти середину вiдрiзка, якiй поєднує точки M(0; 1; 2) i N(−3; 1; 2).

Розв’язання. За формулами (2.16) одержимо

x =
xM + xN

2
=

0 + (−3)

2
= −3

2
,
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y =
yM + yN

2
=

1 + 1

2
= 1,

z =
zM + zN

2
=

2 + 2

2
= 2.

Отже, точка A

(
−3

2
; 1; 2

)
дiлить вiдрiзок MN пополам.

2.5. Розкладання вектора

За правилом паралелограма можна складати вектори. Тобто, якщо на двох
векторах побудувати паралелограм, тодi дiагональ паралелограма можна
уявити як суму цих векторiв. Але це правило можна розглядати i як роз-
клад одного вектора по двох iншiм. Розглянемо такий приклад.

Приклад 6. Розкласти вектор −→c = (2; 6) по векторах −→a = (2; 0) i
−→
b = (3; 3).

Розв’язання. На площинi xOy побудуємо вектори −→c , −→a i
−→
b (рис. 2.5).

1

2

3

4

5

6

y

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

x
−→a

−→
b

−→c

−→
OA

−→
OC

A

B C

O

Рис. 2.5. Розкладання вектора
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На цих векторах побудуємо паралелограм, сторони якого паралельнi век-
торам −→a i

−→
b , а дiагональ збiгається з вектором −→c . Для цього через кiнцевi

точки вектора −→c проведемо прямi, якi паралельнi векторам −→a i
−→
b .

Позначимо точки перетину прямих як O, A, B i C. Очевидно, що

O = (0, 0), A = (−4, 0), B = (2, 6), C = (6, 6).

З паралелограма OABC випливає, що

−→c =
−−→
OB =

−→
OA+

−→
OC.

Вектори −→a i
−→
OA мають протилежнi напрямi та вектор

−→
OA має вдвiчi

бiльшу довжину нiж вектор −→a , тому

−→
OA = −2−→a .

З рисунка також випливає, що

−→
OC = 2

−→
b .

Отже, маємо таке розкладання вектора −→c по векторах −→a i
−→
b :

−→c = −2−→a + 2
−→
b . (2.17)

Цю задачу можна розв’язати аналiтично. Уявимо вектор −→c у виглядi лi-

нiйної комбiнацiї векторiв −→a i
−→
b :

−→c = α−→a + β
−→
b . (2.18)

Тут числа α i β називаються коефiцiєнтами лiнiйної комбiнацiї.
Запишемо рiвнiсть (2.18) у координатнiй формi:

(2; 6) = α(2; 0) + β(3; 3).

Якщо прирiвняти вiдповiднi координати у лiвiй та правiй частинах рiвностi,
одержимо систему рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв α i β

{
2α+ 3β = 2,

3β = 6.

Звiдси випливає, що α = −2, β = 2. Пiдставляючи знайденi коефiцiєнти у
(2.18), одержимо теж саме розкладання (2.17).
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Зауваження 4. Побудувати на площинi розкладання вектора −→c по двох век-
торах −→a i

−→
b можна тiльки тодi, коли вектори −→a i

−→
b не колiнеарнi.

Приклад 7. Написати розкладання вектора −→q = (2; 7; 5) по векторах

−→a = (1; 0; 1),
−→
b = (1;−2; 0), −→c = (0; 3; 1).

Розв’язання. Розкласти вектор −→q по векторах −→a ,
−→
b i −→c це означає пред-

ставити вектор −→q у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв −→a ,
−→
b i −→c :

−→q = α−→a + β
−→
b + γ−→c .

Тут α, β, γ — коефiцiєнти лiнiйної комбiнацiї.
Пiдставимо координати векторiв у цю рiвнiсть:

α(1; 0; 1) + β(1;−2; 0) + (0; 3; 1) = (2; 7; 5).

Звiдси, прирiвнюючи координати векторiв у правiй та лiвiй частинах рiвно-
стi, одержуємо систему рiвнянь для визначення коефiцiєнтiв α, β, γ:





α + β = 2,

−2β + 3γ = 7,

α + γ = 5.

Розв’яжемо систему методом Гауса:



1 1 0
0 −2 3
1 0 1

∣∣∣∣∣∣

2
7
5


 ∼

∥∥A3 − A1 → A3

∥∥ ∼



1 1 0
0 −2 3
0 −1 1

∣∣∣∣∣∣

2
7
3


 ∼

∥∥A3 ↔ A2

∥∥ ∼

∼



1 1 0
0 −1 1
0 −2 3

∣∣∣∣∣∣

2
3
7


 ∼

∥∥A3 − 2A2 → A3

∥∥ ∼



1 1 0
0 −1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

2
3
1




Вiдновимо за перетвореною матрицею систему:




α + β = 2,

−β + γ = 3,

γ = 1.

25



Звiдси випливає:
γ = 1, β = −2, α = 4.

Отже, маємо таке розкладання вектора −→q по векторах −→a ,
−→
b i −→c :

−→q = −→a − 2
−→
b + 4−→c .

Завдання для самостiйної роботи

1. Знайти початок вектора −→a = (2;−3;−1), якщо його кiнець збiгається з
точкою B(1;−1; 2).

2. Перевiрити колiнеарнiсть векторiв

~a = −6~ı− 3~+ 4~k, ~b =~ı+ 2~+ 3~k.

3. Знайти орт вектора −→a = (6;−2;−3).
4. Знайти середину вiдрiзка AB, якщо A(2; 3; 6) та B(5; 2; 8).
5. Знайти розкладання вектора −→c = (11;−6; 5) по векторах −→p = (3;−2; 1),−→q = (−1; 1;−2), −→c = (2; 1;−3).
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3. Скалярний добуток векторiв

3.1. Скалярний добуток

Означення 21. Скалярним добутком двох векторiв −→a i
−→
b називається

число, яке дорiвнює добутку довжин цих векторiв на косинус кута мiж ними.
Позначається скалярний добуток як (−→a ,

−→
b ) або −→a −→

b .

Таким чином,

(−→a ,
−→
b ) = |−→a ||−→b | cos(−̂→a −→

b ). (3.1)

Нагадаємо, що проєкцiя вектора на вiсь дорiвнює добутку довжинi вектора
на косинус кута мiж напрямами вектора та осi, тобто

Пр~a
−→
b = |−→b | cos(−̂→a −→

b ) або Пр~b
−→a = |−→a | cos(−̂→a −→

b ).

Тодi одержимо, що

(−→a ,
−→
b ) = |−→a |Пр~a

−→
b = |−→b |Пр~b

−→a . (3.2)

тобто скалярний добуток двох векторiв дорiвнює модулю одного з них, по-
множеному на проєкцiю iншого на вiсь, спiвнаправлену з першим вектором.

3.2. Алгебраїчнi властивостi

скалярного добутку

1. Скалярний добуток двох векторiв незалежить вiд порядку множникiв
(комутативний закон), тобто

(−→a ,
−→
b ) = (

−→
b ,−→a ). (3.3)

2. Чисельний множник можна виносити за знак скалярного добутку:

(λ−→a ,
−→
b ) = λ(−→a ,

−→
b ). (3.4)
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3. Виконується дистрибутивний закон множення вiдносно додавання, тоб-
то при скалярному множеннi суми векторiв на вектор можна «розкрити
дужки»:

(−→a +
−→
b ,−→c ) = (−→a ,−→c ) + (

−→
b ,−→c ). (3.5)

4. Скалярний добуток векторiв дотатно–визначений:

(−→a ,−→a ) > 0, (3.6)

причому (−→a ,−→a ) > 0, якщо −→a 6= 0, i (−→a ,−→a ) = 0, якщо −→a = 0.

Зауваження 5. Якщо множники скалярного добутку рiвнi мiж собою, тобто

−→a =
−→
b ,

то кут мiж векторами дорiвнює нулю i скалярний добуток вектора на себе
можна розглядати як квадрат довжини даного вектора:

(−→a ,−→a ) = |−→a | |−→a | cos 0 = |−→a |2 .
Отже, можна знайти довжину вектора за допомогою скалярного добутка:

|−→a | =
√

(−→a ,−→a ). (3.7)

Приклад 8. Знайти довжину вектора ~c = 2~a + 3~b, якщо |~a| = 4,
∣∣∣~b
∣∣∣ = 3,

(−̂→a −→
b ) = π/3.

Розв’язання. Довжину вектора ~c обчислимо за формулою (3.7):

|−→c | =
√

(−→c ,−→c ).

Знайдемо скалярний квадрат вектора ~c:

(~c,~c) = (2~a+ 3~b, 2~a+ 3~b) = 4(~a,~a) + 6(~a,~b) + 6(~b,~a) + 9(~b,~b) =

= 4(~a,~a) + 12(~a,~b) + 9(~b,~b) =

= 4 |~a|2 + 12 |~a|
∣∣∣~b
∣∣∣ cos(−̂→a −→

b ) + 9
∣∣∣~b
∣∣∣
2

=

= 4 · 42 + 12 · 4 · 3 · cos π
3
+ 9 · 32 =

= 4 · 16 + 12 · 12 · 1
2
+ 9 · 9 = 64 + 72 + 81 = 217.
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Отже, маємо
|−→c | =

√
217.

3.3. Геометричнi властивостi

скалярного добутку

1. Кут мiж двома векторами буде гострий тiльки коли скалярний добу-
ток цих векторiв додатний, i навпаки, скалярний добуток цих векторiв
додатний, коли кут мiж двома векторами буде гострий.

2. Кут мiж двома векторами буде тупий тiльки коли скалярний добуток
цих векторiв буде вiд’ємний, i навпаки, скалярний добуток цих векторiв
вiд’ємний, коли кут мiж двома векторами буде тупий.

3. Якщо кут мiж векторами прямий, або один з векторiв дорiвнює нулю,
тодi скалярний добуток дорiвнює нулю, i навпаки, якщо скалярний
добуток дорiвнює нулю, то кут мiж векторами прямий.

Зауваження 6. Тому що напрям нульового вектора невизначено, то нульовий
вектор вважають перпендикулярним будь–якому вектору.

3.4. Координатна форма скалярного добутку

Теорема 3. Якщо два вектори −→a i
−→
b заданi координатами

−→a = (ax, ay, az),
−→
b = (bx, by, bz),

то скалярний добуток цих векторiв дорiвнює сумi добуткiв їх однойменних

координат:

(−→a ,
−→
b ) = axbx + ayby + azbz. (3.8)

Доведення. Нехай вектор −→a i
−→
b задано декартовими координатами:

−→a = (ax, ay, az) = ax~ı+ ay~+ az~k, (3.9)
−→
b = (bx, by, bz) = bx~ı+ by~+ bz~k. (3.10)
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Скориставшись алгебраїчними властивостями скалярного добутка, обчи-
слимо скалярний добуток векторiв −→a i

−→
b :

(−→a ,
−→
b ) = (ax~ı+ ay~+ az~k, bx~ı+ by~+ bz~k) =

= axbx(~ı,~ı) + axby(~ı,~) + axbz(~ı,~k)+

+ aybx(~,~ı) + ayby(~,~) + aybz(~,~k)+

+ azbx(~k,~ı) + azby(~k,~) + azbz(~k,~k).

(3.11)

Розглянемо скалярнi добутки ортiв координатних осей прямокутної декар-
тової системи координат. За формулою (3.1) одержимо:

(~ı,~ı) = |~ı| · |~ı| · cos 0 = 1 · 1 · 1 = 1,

(~ı,~) = |~ı| · |~| · cos π
2
= 1 · 1 · 0 = 0.

Iншi добутки обчислюються аналогiчно. Таким чином, маємо:

(~ı,~ı) = 1, (~ı,~) = 0, (~ı,~k) = 0,

(~,~ı) = 0, (~,~) = 1, (~,~k) = 0, (3.12)

(~k,~ı) = 0, (~k,~) = 0, (~k,~k) = 1.

Пiдставляючи у (3.11) рiвностi (3.12), одержимо формулу (3.8):

(−→a ,
−→
b ) = axbx + ayby + azbz,

3.5. Застосування скалярного добутку

Скалярний добуток застосовується для обчислення довжин векторiв, про-
єкцiй векторiв та кутiв мiж векторами.

1. Довжину вектора можна обчислити за формулою:

|−→a | =
√
(−→a ,−→a ) =

√
a2x + a2y + a2z. (3.13)
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2. Кут мiж векторами дорiвнює

cos(−̂→a −→
b ) =

(−→a ,
−→
b )

|−→a ||−→b |
=

axbx + ayby + azbz√
a2x + a2y + a2z

√
b2x + b2y + b2z

. (3.14)

3. Умова перпендикулярностi векторiв

(−→a ,
−→
b ) = axbx + ayby + azbz = 0. (3.15)

4. Проєкцiя вектора

Проєкцiя вектора −→a = (ax, ay, az) на напрям вектора
−→
b = (bx, by, bz)

Пр~b
−→a =

(−→a ,
−→
b )

|−→b |
=

axbx + ayby + azbz√
b2x + b2y + b2z

. (3.16)

Проєкцiя вектора −→a = (ax, ay, az) на вiсь l

Пр~l
−→a = ax cosα+ ay cos β + az cos γ. (3.17)

Тут вектор ~l = (cosα, cosβ, cos γ)— орт осi l.

5. Складова вектора в напряму iншого вектора

Складова вектора −→a в напряму вектора
−→
b дорiвнює проєкцiї вектора

−→a на напрям вектора
−→
b , помноженої на орт вектора

−→
b (рис.3.1).

−→
b

−→a

−→
a b

Рис. 3.1. Складова вектора

Враховуючи формулу (3.2), одержимо таку формулу:

−→a b = Пр~b
−→a

−→
b

|−→b |
=

(−→a ,
−→
b )

|−→b |

−→
b

|−→b |
= (−→a ,

−→
b )

−→
b

|−→b |2
. (3.18)
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Приклад 9. Знайти кут мiж векторами ~a = (2,−1, 3) i ~b = (1, 3,−2).

Розв’язання. Кут мiж векторами можна одержати за формулою (3.14):

cos(−̂→a −→
b ) =

(−→a ,
−→
b )

|−→a ||−→b |
.

Обчислимо скалярний добуток:

(−→a ,
−→
b ) = axbx + ayby + azbz = 2 · 1 + (−1) · 3 + 3 · (−2) = 2− 3− 6 = −7.

Знайдемо модулi векторiв:

|−→a | =
√
a2x + a2y + a2z =

√
22 + (−1)2 + 32 =

√
4 + 1 + 9 =

√
14,

|−→b | =
√
b2x + b2y + b2z =

√
12 + 32 + (−2)2 =

√
1 + 9 + 4 =

√
14.

Пiдставляючи знайденi величини в формулу (3.14), одержимо:

cos(−̂→a −→
b ) =

(−→a ,
−→
b )

|−→a ||−→b |
=

−7√
14 ·

√
14

=
−7

14
= −1

2
.

Приклад 10. Довести, що дiагоналi AC i BD чотирикутника ABCD, задано-
го координатами вершин A(−4;−6;−4), B(1; 5; 2), C(1; 2;−3), D(12;−2; 3),
взаємно перпендикулярнi (рис.3.2).

A C

B

D

−→
AC

−−→
BD

Рис. 3.2. Чотирекутник ABCD
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Розв’язання. Побудуємо вектори
−→
AC i

−−→
BD, що лежать на дiагоналях даного

чотирикутника:

−→
AC = (1− (−4); 2− (−6);−3− (−4)) = (5; 8; 1),
−−→
BD = (12− 1;−2− 5; 3− 2) = (11;−7; 1).

За формулою (3.8) знайдемо скалярний добуток цих векторiв:

(
−→
AC,

−−→
BD) = 5 · 11 + 8 · (−7) + 1 · 1 = 55− 56 + 1 = 0.

Звiдси випливає, що вектори
−→
AC i

−−→
BD, i вiдповiдно дiагоналi чотирикутника

ABCD, взаємно перпендикулярнi.

Приклад 11. Знайти складову сили
−→
F = (1;−8;−7), яка дiє в напрямку

вектора −→a = 2~ı+ 2~+ ~k.

Розв’язання. Складова вектора
−→
F в напряму вектора −→a дорiвнює проєкцiї

вектора
−→
F на напрям вектора −→a , помноженої на орт вектора −→a :

−→
F a = (−→a ,

−→
F )

−→a
|−→a |2 .

Тодi маємо:

(−→a ,
−→
F ) = 2 · 1 + 2 · (−8) + 1 · (−7) = 2− 16− 7 = −21,

|−→a |2 = 22 + 22 + 12 = 4 + 4 + 1 = 9.

Отже,

−→
F a =

−21

9

(
2~ı+ 2~+ ~k

)
= −14

3
~ı− 14

3
~− 7

3
~k =

(
−14

3
;−14

3
;−7

3

)
.
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Завдання для самостiйної роботи

1. Дано два вектори

~a = (2,−1,−2), ~b = (0, 3, 4).

Обчислити:
1) скалярний добуток (~a,~b);
2) (2~a− 3~b,~a+ 2~b);

3)
∣∣∣2~a−~b

∣∣∣;
4) проєкцiю вектора ~a на вектор ~b;

5) cos

(
~̂a~b

)
.

2. Перевiрити колiнеарнiсть та перпендикулярнiсть векторiв

~a = −6~ı− 3~+ 4~k, ~b =~ı+ 2~+ 3~k.

3. Дано вершини четирикутника

A(1;−2; 2), B(1; 4; 0), C(−4; 1; 1), D(−5;−5; 3).

Довести, що його дiагоналi AC та BD взаємно перпендикулярнi.

4. Знайти кум мiж дiагоналями паралелограма, побудованого на векторах

~a = 2~ı+ 3~, ~b = −2~+ ~k.

5. Надано вектори

~a =~ı+ ~+ 2~k, ~b =~ı− ~+ 4~k.

Знайти Пр~b
−→a та Пр~a

−→
b .
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4. Векторний добуток векторiв

4.1. Векторний добуток

Означення 22. Три вектори −→a ,
−→
b , −→c називаються впорядкованою трiй-

кою, якщо вказано, який з цих векторiв є першим, який є другим, а який —
третiм.

Означення 23. Якщо найкоротший поворот вiд додатного напрямку век-
тора −→a до вектора

−→
b буде видно з додатного боку вектора −→c проти руху

годинникової стрiлки, то трiйка векторiв −→a ,
−→
b , −→c називається правою,

якщо — по ходу годинникової стрiлки, то— лiвої

На рисунках приведенi права i лiва трiйки векторiв −→a ,
−→
b , −→c .

−→
a

−→
b

−→
c

Рис. 4.1. Права трiйка

−→
b

−→
a

−→
c

Рис. 4.2. Лева трiйка

Часто для визначення орiєнтацiї трiйки застосовують правило правої ру-

ки: якщо вектори розташовуються так, що першому вектору можна постави-
ти у вiдповiднiсть великий палець правої руки, другому — вказiвний, а тре-
тьому — середнiй, то це права трiйка. Якщо напрями векторiв вiдповiдають
пальцях лiвої руки, то трiйка векторiв — лiва.
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Якщо взяти три некомпланарних вектори −→a ,
−→
b , −→c , то можна побудувати

таки шiсть трiйок:

−→a −→
b −→c , −→

b −→c −→a , −→c −→a −→
b , −→a −→c −→b , −→c −→b −→a ,

−→
b −→a −→c .

Тут першi три трiйки мають ту ж орiєнтацiю, що i трiйка векторiв −→a −→
b −→c ,

а iншi трiйки — протилежну.
Зауважимо, що якщо вектори в трiйцi переставляти циклiчно, то орiєнта-

цiя не змiнюється. Якщо помiняти мiсцями два сусiднiх вектори, то орiєнта-
цiя змiниться на протилежну.

Означення 24. Векторним добутком двох векторiв −→a i
−→
b називається

третiй вектор −→c , який задовольняє таким умовам:
1) вектор −→c перпендикулярний кожному з векторiв −→a ,

−→
b , тобто

−→c ⊥−→a , −→c ⊥−→
b ;

2) трiйка векторiв −→a −→
b −→c — права;

3) довжина вектора −→c дорiвнює добутку довжин векторiв −→a i
−→
b на синус

кута мiж ними, тобто

|−→c | =
∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ = |−→a |

∣∣∣−→b
∣∣∣ sin(−̂→a −→

b ). (4.1)

Позначається векторний добуток символом
[−→a ,

−→
b
]
.

~c =
[
~a,~b

]

~a

~b

Рис. 4.3. Векторний добуток
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4.2. Геометричнi властивостi

векторного добутку

1. Якщо вектори −→a ,
−→
b колiнеарнi, то векторний добуток

[−→a ,
−→
b
]

дорiв-
нює нулю.

2. Якщо два вектори −→a i
−→
b приведенi до спiльного початку, то модуль

векторного добутку
∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ дорiвнює площi паралелограма, побудо-

ваного на цих векторах.

Дiйсно, розглянемо паралелограм, якiй побудовано на векторах −→a i
−→
b , як

на сторонах (рис. 4.4). Його площа дорiвнює добутку висоти паралелограма
на довжину його основи:

S(−→a ,
−→
b ) = h |−→a | . (4.2)

−→
b

−→
a

h

ϕ

Рис. 4.4. Площа паралелограма

Висота паралелограма, яка опущена на сторону −→a , буде обчислюватися за
формулою:

h =
∣∣∣−→b

∣∣∣ sin(−̂→a −→
b ). (4.3)

На рисунку позначено кут мiж векторами −→a i
−→
b , як ϕ = (−̂→a −→

b ). Тодi маємо

S(−→a ,
−→
b ) = |−→a |

∣∣∣−→b
∣∣∣ sin(−̂→a −→

b ) =
∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ .
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4.3. Алгебраїчнi властивостi

векторного добутку

1. При перестановцi спiвмножникiв векторний добуток змiнює знак, тобто

[−→a ,
−→
b
]
= −

[−→
b ,−→a

]
; (4.4)

2. Чисельний множник λ можна виносити за знак векторного добутку:

[
λ−→a ,

−→
b
]
= λ

[−→a ,
−→
b
]
; (4.5)

3. Виконується дистрибутивний закон множення вiдносно додавання, тоб-
то при векторному множеннi суми векторiв на вектор можна «розкрити
дужки»: [−→a +

−→
b ,−→c

]
= [−→a ,−→c ] +

[−→
b ,−→c

]
. (4.6)

4.4. Координатна форма векторного добутку

Теорема 4. Якщо два вектори −→a i
−→
b заданi координатами

−→a = (ax, ay, az),
−→
b = (bx, by, bz),

то векторний добуток обчислюється за формулою

[−→a ,
−→
b
]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
. (4.7)

Доведення. Нехай вектор −→a i
−→
b задано декартовими координатами:

−→a = (ax, ay, az) = ax~ı+ ay~+ az~k, (4.8)
−→
b = (bx, by, bz) = bx~ı+ by~+ bz~k. (4.9)
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Обчислимо векторний добуток:
[−→a ,

−→
b
]
=

[
ax~ı+ ay~+ az~k, bx~ı+ by~+ bz~k

]
=

= axbx [~ı,~ı] + axby [~ı,~] + axbz

[
~ı,~k

]
+

+ aybx [~,~ı] + ayby [~,~] + aybz

[
~,~k

]
+

+ azbx

[
~k,~ı

]
+ azby

[
~k,~

]
+ azbz

[
~k,~k

]
.

(4.10)

Розглянемо векторнi добутки ортiв координатних осей прямокутної декар-
тової системи координат. За означенням векторного добутку маємо:

|[~ı,~ı]| = |~ı| · |~ı| · sin 0 = 1 · 1 · 0 = 0, тобто [~ı,~ı] = 0.

Далi, вектор [~ı,~] перпендикулярен обом множникам: як вектору~ı, так i век-
тору ~. Його довжина дорiвнює одиницi:

|[~ı,~]| = |~ı| · |~| · sin π

2
= 1 · 1 · 1 = 1, тобто |[~ı,~]| = 1.

Крiм того вектори~ı, ~ та [~ı,~] утворюють праву трiйку. Таким вектором може
бути тiльки вектор ~k (рис.4.5). Отже, маємо:

[~ı,~] = ~k.

~i

~j

~k

Рис. 4.5. Ортi

Звернемо увагу, якщо розглядати добуток [~,~ı], то вектори ~, ~ı i ~k утворю-
ють лiву трiйку векторiв, тому

[~,~ı] = −~k.
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Аналогiчно знаходяться iншi добутки ортiв координатних осей:

[~ı,~ı] = 0, [~ı,~] = ~k,
[
~ı,~k

]
= −~,

[~,~ı] = −~k, [~,~] = 0,
[
~,~k

]
=~ı, (4.11)

[
~k,~ı

]
= ~,

[
~k,~

]
= −~ı,

[
~k,~k

]
= 0.

Пiдставляючи у (4.10) рiвностi (4.11), одержимо :
[−→a ,

−→
b
]
= axbx · 0 + axby~k − axbz~−

− aybx~k + ayby · 0 + aybz~ı+

+ azbx~− azby~ı+ azbz · 0 =

=~ı (aybz − azby)− ~ (axbz − azbx) + ~k (axby − aybx) =

=~ı

∣∣∣∣
ay az
by bz

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
ax az
bx bz

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣
ax ay
bx by

∣∣∣∣ .

Звiдси випливає формула (4.7), оскiльки права частина рiвностi вiдповiдає
розкладанню визначника третього порядку за елементами першого рядка:

[−→a ,
−→
b
]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
.

4.5. Застосування векторного добутку

1. Векторний добуток застосовується для знаходження вектора −→c , пер-
пендикулярного двом заданим векторам −→a i

−→
b .

−→c = λ
[−→a ,

−→
b
]
. (4.12)

2. Векторний добуток застосовується для знаходження площi паралело-
грама (трикутника) та його висоти (рис. 4.4):

S =
∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ , h =

S

|−→a | . (4.13)
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Приклад 12. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах

~a = (2,−1, 3) i ~b = (1, 3,−2).

Розв’язання. Площа паралелограма дорiвнює модулю векторного добутку
векторiв ~a i ~b:

[−→a ,
−→
b
]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
2 −1 3
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣
=

=~ı

∣∣∣∣
−1 3
3 −2

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
2 3
1 −2

∣∣∣∣ = ~k

∣∣∣∣
2 −1
1 3

∣∣∣∣ =

=~ı((−1) · (−2)− 3 · 3)− ~(2 · (−2)− 3 · 1) + ~k(2 · 3− (−1) · 1) =
=~ı(2− 9)− ~(−4− 3) + ~k(6 + 1) = −7~ı+ 7~+ 7~k = (−7, 7, 7).

Таким чином маємо:

S =
∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ =

√
(−7)2 + 72 + 72 =

√
49 + 49 + 49 =

√
147 = 7

√
3.

Приклад 13. Вектор ~c перпендикулярен до векторiв

~a = (4,−2,−3), i ~b = (0, 1, 3),

та утворює тупий кут з вiссю Oy.
Знайти координати вектора ~c, якщо |~c| = 26.

Розв’язання. Вектор ~c перпендикулярен до векторiв ~a i ~b, тому вiн колiнеа-
рен векторному добутку цих векторiв:

~c = λ ·
[
~a,~b

]
.

Тут λ— невизначений коефiцiєнт. Обчислимо векторний добуток:

[−→a ,
−→
b
]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
4 −2 −3
0 1 3

∣∣∣∣∣∣
=

=~ı

∣∣∣∣
−2 −3
1 3

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
4 −3
0 3

∣∣∣∣ = ~k

∣∣∣∣
4 −2
0 1

∣∣∣∣ =

=~ı((−2) · 3− (−3) · 1)− ~(4 · 3− (−3) · 0) + ~k(4 · 1− (−2) · 0) =
=~ı(−6 + 3)− ~(12 + 0) + ~k(4 + 0) = −3~ı− 12~+ 4~k = (−3,−12, 4)

41



та знайдемо довжину вектора ~c:

|~c| =
∣∣∣λ ·

[
~a,~b

]∣∣∣ = |λ| ·
∣∣∣
[
~a,~b

]∣∣∣ .

∣∣∣
[
~a,~b

]∣∣∣ =

√
(−3)2 + (−12)2 + (4)2 =

√
9 + 144 + 16 =

√
169 = 13.

Тому що |~c| = 26, звiдси маємо

26 = |λ| · 13, ⇒ |λ| = 2, ⇒ λ± 2.

Вектор ~c утворює тупий кут з вiссю Oy, тому його y–координата повинна
бути вiд’ємна. Тодi λ = 2. Таким чином, маємо

~c = 2 · (−3,−12, 4) = (−6,−24, 8).

Завдання для самостiйної роботи

1. Дано два вектори ~a = (2,−1,−2), ~b = (0, 3, 4). Обчислити:

1) векторний добуток
[
~a,~b

]
;

2) модуль векторного добутку
∣∣∣
[
~a,~b

]∣∣∣;
3)

[
2~a+~b,~b

]
;

2. Обчислити площу трикутника △ABC, якщо

A(1; 2; 0), B(3; 0;−3), C(5; 2; 6).

3. Обчислити довжину висоти AD, яка опущена з вершини A на сторону BC
трикутника △ABC, якщо

A(1;−1; 2), B(5;−6; 2), C(1; 3;−1).

4. Знайти вектор ~c, якщо вiн перпендикулярен до векторiв ~a = (2,−3, 1),
~b = (1,−2, 4) та задовольняє умовi

~c
(
~ı+ 2~− 7~k

)
= 0.
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5. Мiшаний добуток векторiв

5.1. Мiшаний добуток

Означення 25. Мiшаним добутком упорядкованої трiйки векторiв −→a ,
−→
b ,

−→c називається число, що обчислюється за формулою
([−→a ,

−→
b
]
,−→c

)
.

Теорема 5. Мiшаний добуток
([−→a ,

−→
b
]
,−→c

)
дорiвнює об’єму паралелепi-

педа, побудованого на прикладених до загального початку векторах −→a ,
−→
b ,

−→c , що береться зi знаком плюс, якщо трiйка векторiв −→a ,
−→
b , −→c права i зi

знаком мiнус, якщо трiйка векторiв лiва.

h

−→
a

−→
b

−→
c

−→
e

Рис. 5.1. Об’єм паралелепiпеда

5.2. Компланарнi вектори

Означення 26. Вектори, що лежать в однiй i тiй самiй площинi або в пара-
лельних площинах, називаються компланарними.
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Зауваження 7. Нульовий вектор, через невизначенiсть свого напряму, вва-
жається паралельним будь-якiй площинi.

З теореми 5 випливає умова компланарностi :
Три вектори компланарнi, якщо їх мiшаний добуток дорiвнює нулю.

Дiйсно, якщо вектори −→a ,
−→
b , −→c компланарнi, то вектор −→c лежить в пло-

щинi, яка визначається векторами −→a та
−→
b . Тому

Пр[−→a ,
−→
b
]−→c = 0

i, вiдповiдно, мiшаний добуток векторiв −→a ,
−→
b , −→c дорiвнює нулю.

5.3. Властивостi мiшаного добутку

Теорема 5 дозволяє розглядати мiшаний добуток трьох векторiв як орi-
єнтований об’єм (об’єм зi знаком). Це твердження повнiстю характеризує
мiшаний добуток та його властивостi.

1. Циклiчна перестановка векторiв у мiшаному добутку не змiнює його

величини, тобто
([−→a ,

−→
b
]
,−→c

)
=

([−→
b ,−→c

]
,−→a

)
=

(
[−→c ,−→a ] ,

−→
b
)
. (5.1)

Справдi, трiйки векторiв −→a −→
b −→c ,

−→
b −→c −→a i −→c −→a −→

b мають ту ж саму
орiєнтацiю та їм вiдповiдає той самий паралелепiпед.

2. Немає значення, якi з векторiв у мiшаному добутку утворюють век-

торний добуток :
([−→a ,

−→
b
]
,−→c

)
=

(−→a ,
[−→
b −→c

])
,

тому зазвичай мiшаний добуток векторiв −→a ,
−→
b та −→c записують так:

−→a −→
b −→c .

Обидвi сторони цього виразу представляють об’єм паралелепiпеда, по-
будованого на тих самих векторах, причому вектори −→a ,

−→
b , −→c i −→c , −→a ,−→

b утворюють трiйки однiєї орiєнтацiї.

44



3. Перестановка мiсцями двох векторiв у мiшаному добутку змiнює

знак добутку. Наприклад,

([−→a ,
−→
b
]
,−→c

)
= −

([−→
b ,−→a

]
,−→c

)
. (5.2)

Справдi, праворуч i лiворуч знаходяться трiйки рiзної орiєнтацiї.

5.4. Координатна форма мiшаного добутку

Теорема 6. Нехай три вектори −→a ,
−→
b i −→c заданi декартовими прямоку-

тними координатами

−→a = (ax, ay, az),
−→
b = (bx, by, bz),

−→c = (cx, cy, cz),

тодi мiшаний добуток обчислюється за формулою:

(−→a ,
[−→
b ,−→c

])
=

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
. (5.3)

Звернемо увагу, що формулу (5.3) не важко довести, якщо врахувати фор-
мулу для векторного добутку (див. стор. 40):

[−→
b ,−→c

]
=~ı

∣∣∣∣
by bz
cy cz

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
bx bz
cx cz

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣
bx by
cx cy

∣∣∣∣ .

Тодi, обчислюючи скалярний добуток, одержимо:

(−→a ,
[−→
b ,−→c

])
= ax

∣∣∣∣
by bz
cy cz

∣∣∣∣− ay

∣∣∣∣
bx bz
cx cz

∣∣∣∣+ az

∣∣∣∣
bx by
cx cy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
.

5.5. Застосування мiшаного добутку

1. Мiшаний добуток застосовується для перевiрки компланатностi векто-
рiв.
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2. Мiшаний добуток застосовується для знаходження об’єма паралелепi-
педа (пiрамiди), побудованого на трьох векторах.

Об’єм паралелепiпеда обчислюється за формулою:

V = −→a −→
b −→c .

Об’єм пiрамiди обчислюється за формулою:

V =
1

6
−→a −→

b −→c .

Приклад 14. Довести, що вектори ~a = (3, 5, 8), ~b = (1, 4, 1) i ~c = (4, 9, 9)
компланарнi.

Розв’язання. Три вектори компланарнi, якщо їх мiшаний добуток дорiвнює
нулю, тому обчислимо мiшаний добуток.

(−→a ,
[−→
b ,−→c

])
=

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3 5 8
1 4 1
4 9 9

∣∣∣∣∣∣
=

= 3

∣∣∣∣
4 1
9 9

∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣
1 1
4 9

∣∣∣∣+ 8

∣∣∣∣
1 4
4 9

∣∣∣∣ =

= 3 (4 · 9− 1 · 4)− 5 (1 · 9− 1 · 4) + 8 (1 · 9− 4 · 4) =
= 3 (36− 4)− 5 (9− 4) + 8 (9− 16) =

= 3 · 32− 5 · 8 + 8 · (−7) = 96− 40− 56 = 0.

Отже, вектори ~a, ~b i ~c компланарнi.

Приклад 15. Знайти об’єм пiрамiди з вершинами у точках O(0; 0; 0),A(5; 2; 0),
B(2; 5; 0) i C(1; 2; 4) та її висоту, яка опущена з вершини O на грань ABC
(рис. 5.2).

Розв’язання. Побудуємо три вектори
−→
OA,

−−→
OB i

−→
OC. Очевидно,що

−→
OA = (5; 2; 0),

−−→
OB = (2; 5; 0),

−→
OC = (1; 2; 4).
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A B

C

O

D

h

Рис. 5.2. Пiрамiда

Тодi об’єм пiрамiди OABC дорiвнює

V =
1

6

∣∣∣−→OA
−−→
OB

−→
OC

∣∣∣ . (5.4)

Обчислимо мiшаний добуток цих векторiв:

−→
OA

−−→
OB

−→
OC =

∣∣∣∣∣∣

5 2 0
2 5 0
1 2 4

∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣
5 0
2 4

∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣
2 0
1 4

∣∣∣∣ =

= 5 (5 · 4− 0 · 1)− 2 (2 · 4− 0 · 1) =
= 5 (20− 0)− 2 (8− 0) = 5 · 20− 2 · 8 = 100− 16 = 84.

Об’єм пiрамiди обчислюєтьс за формулою:

V =
1

6

∣∣∣−→OA
−−→
OB

−→
OC

∣∣∣ = 1

6
· 84 = 14.

Об’єм пiрамiди можна також обчислити за формулою

V =
1

3
S · h.

Тут h— висота пiрамiди, S — площа основи. Звiдси випливає, що

h =
3V

S
.
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Знайдемо вектори, на яких побудовано основу пiрамiди:
−→
AB = (2− 5; 5− 2; 0− 0) = (−3; 3; 0),
−→
AC = (1− 5; 2− 2; 4− 0) = (−4; 0; 4).

Визначимо площу основи:

[−→
AB,

−→
AC

]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
−3 3 0
−4 0 4

∣∣∣∣∣∣
=

=~ı

∣∣∣∣
3 0
0 4

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
−3 0
−4 4

∣∣∣∣ = ~k

∣∣∣∣
−3 3
−4 0

∣∣∣∣ =

=~ı(3 · 4− 0 · 0)− ~((−3) · 4− 0 · (−4)) + ~k((−3) · 0− 3 · (−4)) =

=~ı(12− 0)− ~(−12− 0) + ~k(0 + 12) = 12~ı+ 12~+ 12~k.

Таким чином маємо:

S =
1

2

∣∣∣
[−→a ,

−→
b
]∣∣∣ = 1

2

√
122 + 122 + 122 = 6

√
3.

Знайдемо висоту пiрамiди:

h =
3V

S
=

3 · 14
6
√
3

=
7√
3
=

7
√
3

3
.

Завдання для самостiйної роботи

1. Обчислити об’єм тетраедра, якщо його вершини знаходяться в точках
A(2;−1; 1), B(5; 5; 4), C(3; 2;−1), D(4; 1; 3).

2. Надано вершини тетраедра A(2; 3; 1), B(4; 1;−2, C(6; 3; 7), D(−5;−4; 8).
Знайти довжину висоти, яка опущена з вершини D.

3. Довести, що точки A(2;−1;−2), B(1; 2; 1), C(2; 3; 0), D(5; 0;−6) лежать в
однiй i тiй самiй площiнi.

4. Довести, компланарнiсть векторiв

−→a = −~ı+ 2~+ 2~k,
−→
b = 2~ı− 3~− 4~k, −→c = −3~ı+ 12~+ 6~k.
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6. Iндивiдуальнi завдання

1. Дано три точки. Обчислити:
1) модуль вектора ~a;
2) скалярний добуток ~a~b;
3) проєкцiю вектора ~c на вектор ~d.

1.1. A(4, 6, 3), B(−5, 2, 6), C(4,−4,−3),

~a = 4
−−→
CB −−→

AC, ~b =
−→
AB, ~c =

−−→
CB, ~d =

−→
AC.

1.2. A(4, 3,−2), B(−3,−1, 4), C(2, 2, 1),

~a = −5
−→
AC + 2

−−→
CB, ~b =

−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−−→
CB.

1.3. A(−2,−2, 4), B(1, 3,−2), C(1, 4, 2),

~a = 2
−→
AC −−→

BA, ~b =
−−→
BC, ~c =

−−→
BC, ~d =

−→
AC.

1.4. A(2, 4, 3), B(3, 1,−4), C(−1, 2, 2),

~a = 2
−→
BA+ 4

−→
AC, ~b =

−→
BA, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.5. A(2, 4, 5), B(1,−2, 3), C(−1,−2, 4),

~a = 3
−→
AB − 4

−→
AC, ~b =

−−→
BC, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.6. A(−1,−2, 4), B(−1, 3, 5), C(1, 4, 2),

~a = 3
−→
AC − 7

−−→
BC, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.7. A(1, 3, 2), B(−2, 4,−1), C(1, 3,−2),

~a = 2
−→
AB + 5

−−→
CB, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−→
AB.
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1.8. A(2,−4, 3), B(−3,−2, 4), C(0, 0,−2),

~a = 3
−→
AC − 4

−−→
CB, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−−→
CB.

1.9. A(3, 4,−4), B(−2, 1, 2), C(2,−3, 1),

~a = 5
−−→
CB + 4

−→
AC, ~b =

−→
BA, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.10. A(0, 2, 5), B(2,−3, 4), C(3, 2,−5),

~a = −3
−→
AB + 4

−−→
CB, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−→
AB.

1.11. A(−2,−3,−4), B(2,−4, 0), C(1, 4, 5),

~a = 4
−→
AC − 8

−−→
BC, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−−→
BC.

1.12. A(−2,−3,−2), B(1, 4, 2), C(1,−3, 3),

~a = 2
−→
AC − 4

−−→
BC, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.13. A(5, 6, 1), B(−2, 4,−1), C(3,−3, 3),

~a = 3
−→
AB − 4

−−→
BC, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−→
AB.

1.14. A(10, 6, 3), B(−2, 4, 5), C(3,−4,−6),

~a = 5
−→
AC − 2

−−→
CB, ~b =

−→
BA, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.15. A(3, 2, 4), B(−2, 1, 3), C(2,−2,−1),

~a = 4
−−→
BC − 3

−→
AC, ~b =

−→
BA, ~c =

−→
AC, ~d =

−−→
BC.

1.16. A(−2, 3,−4), B(3,−1, 2), C(4, 2, 4),

~a = 7
−→
AC + 4

−−→
CB, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−−→
CB.

1.17. A(4, 5, 3), B(−4, 2, 3), C(5,−6,−2),

~a = 9
−→
AB − 4

−−→
BC, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−→
AB.
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1.18. A(2, 4, 6), B(−3, 5, 1), C(4,−5,−4),

~a = −6
−−→
BC + 2

−→
BA, ~b =

−→
CA, ~c = ~b, ~d =

−→
BA.

1.19. A(−4,−2,−5), B(3, 7, 2), C(4, 6,−3),

~a = 9
−→
BA+ 3

−−→
BC, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−−→
BC.

1.20. A(5, 4, 4), B(−5, 2, 3), C(4, 2,−5),

~a = 11
−→
CA− 6

−→
AB, ~b =

−−→
BC, ~c =

−→
AB, ~d =

−→
AC.

1.21. A(3, 4, 6), B(−4, 6, 4), C(5,−2,−3),

~a = −7
−−→
BC + 4

−→
CA, ~b =

−→
BA, ~c =

−→
CA, ~d =

−−→
BC.

1.22. A(−5,−2,−6), B(3, 4, 5), C(2,−5, 4),

~a = 8
−→
AC − 5

−−→
BC, ~b =

−→
AB, ~c = ~b, ~d =

−−→
BC.

1.23. A(3, 4, 1), B(5,−2, 6), C(4, 2,−7),

~a = −7
−→
AC + 5

−→
AB, ~b =

−−→
BC, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.24. A(4, 3, 2), B(−4,−3, 5), C(6, 4,−3),

~a = 8
−→
AC − 5

−−→
BC, ~b =

−→
BA, ~c = ~b, ~d =

−→
AC.

1.25. A(−5, 4, 3), B(4, 5, 2), C(2, 7,−4),

~a = 3
−−→
BC + 2

−→
AB, ~b =

−→
CA, ~c = ~b, ~d =

−→
AB.

1.26. A(6, 4, 5), B(−7, 1, 8), C(2,−2,−7),

~a = 5
−−→
CB − 2

−→
AC, ~b =

−→
AB, ~c =

−−→
CB, ~d =

−→
AC.

1.27. A(6, 5,−4), B(−5,−2, 2), C(3, 3, 2),

~a = 6
−→
AB − 3

−−→
CB, ~b =

−→
AC, ~c = ~b, ~d =

−−→
CB.

51



1.28. A(−3,−5, 6), B(3, 5,−4), C(2, 6, 4),

~a = 4
−→
AC − 5

−→
BA, ~b =

−−→
CB, ~c =

−→
BA, ~d =

−→
AC.

1.29. A(3, 5, 4), B(4, 2,−3), C(−2, 4, 7),

~a = 3
−→
BA− 4

−→
AC, ~b =

−→
AB, ~c =

−→
BA, ~d =

−→
AC.

1.30. A(4, 6, 7), B(2,−4, 1), C(−3,−4, 2),

~a = 5
−→
AB − 2

−→
AC, ~b =

−−→
BC, ~c =

−−→
BC, ~d =

−→
AB.

2. Дано три вектори ~a, ~b, ~c.
1) обчислити модуль векторного добутка вказаних векторiв;
2) перевiрити колiнеарнiсть та перпендикулярнiсть вказаних векторiв;
3) перевiрити компланарнiсть векторiв.

2.1. ~a = 2~ı− 3~+ ~k, ~b = ~+ 4~k, ~c = 5~ı+ 2~− 3~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.

2.2. ~a = 3~ı+ 4~+ ~k, ~b =~ı− 2~+ 7~k, ~c = 3~ı− 6~+ 21~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.3. ~a = 2~ı− 4~− 2~k, ~b = 7~ı+ 3~, ~c = 3~ı+ 5~− 7~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.

2.4. ~a = −7~ı+ 2~k, ~b = 2~ı− 6~+ 4~k, ~c =~ı− 3~+ 2~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.5. ~a = −4~ı+ 2~− ~k, ~b = 3~ı+ 5~− 2~k, ~c = ~+ 5~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.6. ~a = 3~ı− 2~+ ~k, ~b = 2~− 3~k, ~c = −3~ı+ 2~− ~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.
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2.7. ~a = 4~ı− ~+ 3~k, ~b = 2~ı+ 3~− 5~k, ~c = 7~ı+ 2~+ 4~k,

1)~c,~a; 2)~b,~c.

2.8. ~a = 4~ı+ 2~− 3~k, ~b = 2~ı+ ~k, ~c = −12~ı− 6~+ 9~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.

2.9. ~a = −~ı+ 5~k, ~b = −3~ı+ 2~+ 2~k, ~c = −2~ı− 4~+ ~k,

1)~c,~a; 2)~b,~c.

2.10. ~a = 6~ı− 4~+ 6~k, ~b = 9~ı− 6~+ 9~k, ~c =~ı− 8~k,

1)~c,~b; 2)~b,~a.

2.11. ~a = 5~ı− 3~+ 4~k, ~b = 2~ı− 4~− 2~k, ~c = 3~ı+ 5~− 7~k,

1)~c,~b; 2)~a,~c.

2.12. ~a = −4~ı+ 3~− 7~k, ~b = 4~ı+ 6~− 2~k, ~c = 6~ı+ 9~− 3~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.13. ~a = −5~ı+ 2~− 2~k, ~b = 7~ı− 5~k, ~c = 2~ı+ 3~− 2~k,

1)~c,~b; 2)~a,~c.

2.14. ~a = −4~ı− 6~+ 2~k, ~b = 2~ı+ 3~− ~k, ~c = −~ı+ 5~− 3~k,

1)~a,~c; 2)~a,~b.

2.15. ~a = −4~ı+ 2~− 3~k, ~b = −3~+ 5~k, ~c = 6~ı+ 6~− 4~k,

1)~c,~a; 2)~a,~c.

2.16. ~a = −3~ı+ 8~, ~b = 2~ı+ 3~− 2~k, ~c = 8~ı+ 12~− 8~k,

1)~c,~a; 2)~b,~c.
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2.17. ~a = 2~ı− 4~− 2~k, ~b = −9~ı+ 2~k, ~c = 3~ı+ 5~− 7~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.

2.18. ~a = 9~ı− 3~+ ~k, ~b = 3~ı− 15~+ 21~k, ~c =~ı− 5~+ 7~k,

1)~c,~a; 2)~b,~c.

2.19. ~a = −2~ı+ 4~− 3~k, ~b = 5~ı+ ~− 2~k, ~c = 7~ı+ 4~− ~k,

1)~c,~b; 2)~a,~b.

2.20. ~a = −9~ı+ 4~− 5~k, ~b =~ı− 2~+ 4~k, ~c = −5~ı+ 10~− 20~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.21. ~a = 2~ı− 7~+ 5~k, ~b = −~ı+ 2~− 6~k, ~c = 3~ı+ 2~− 4~k,

1)~c,~b; 2)~b,~c.

2.22. ~a = 7~ı− 4~− 5~k, ~b =~ı− 11~+ 3~k, ~c = 5~ı+ 5~+ 3~k,

1)~c,~b; 2)~a,~c.

2.23. ~a = 4~ı− 6~− 2~k, ~b = −2~ı+ 3~+ ~k, ~c = 3~ı− 5~+ 7~k,

1)~c,~b; 2)~b,~a.

2.24. ~a = 3~ı− ~+ 2~k, ~b = −~ı+ 5~− 4~k, ~c = 6~ı− 2~+ 4~k,

1)~b,~a; 2)~a,~c.

2.25. ~a = −3~ı− ~− 5~k, ~b = 2~ı− 4~+ 8~k, ~c = 3~ı+ 7~− ~k,

1)~c,~a; 2)~b,~c.

2.26. ~a = −3~ı+ 2~+ 7~k, ~b =~ı− 5~k, ~c = 6~ı+ 4~− ~k,

1)~c,~a; 2)~a,~c.

2.27. ~a = 3~ı− ~+ 5~k, ~b = 2~ı− 4~+ 6~k, ~c =~ı− 2~+ 3~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.
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2.28. ~a = 4~ı− 5~− 4~k, ~b = 5~ı− ~, ~c = 2~ı+ 4~− 3~k,

1)~a,~b; 2)~a,~c.

2.29. ~a = −9~ı+ 4~k, ~b = 2~ı− 4~+ 6~k, ~c = 3~ı− 6~+ 9~k,

1)~a,~b; 2)~b,~c.

2.30. ~a = 5~ı− 6~− 4~k, ~b = 4~ı+ 8~− 7~k, ~c = 3~− 4~k,

1)~a,~c; 2)~a,~b.

Приклад виконання завдання

Завдання 1.30.
1. Дано три точки: A(4, 6, 7), B(2,−4, 1), C(−3,−4, 2). Обчислити:

1) модуль вектора ~a;
2) скалярний добуток ~a~b;
3) проєкцiю вектора ~c на вектор ~d,
якщо

~a = 5
−→
AB − 2

−→
AC, ~b =

−−→
BC, ~c =

−−→
BC, ~d =

−→
AB.

◮ Обчислимо координати направлених вiдрiзкiв
−→
AB,

−→
AC,

−−→
BC:

−→
AB = (2− 4,−4− 6, 1− 7) = (−2,−10,−6),
−→
AC = (−3− 4,−4− 6, 2− 7) = (−7,−10,−5),
−−→
BC = (−3− 2,−4− (−4), 2− 1) = (−5, 0, 1).

◮ Знайдемо вектори ~a, ~b, ~c, ~d:

~a = 5
−→
AB − 2

−→
AC =

= 5(−2,−10,−6)− 2(−7,−10,−5) = (−10,−50,−30)− (−14,−20,−10) =

= (−10 + 14,−50 + 20,−30 + 10) = (4,−30,−20),

~b = ~c =
−−→
BC = (−5, 0, 1),

~d =
−→
AB = (−2,−10,−6).
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◮ Обчислимо модуль вектора:

|~a| =
√
a2x + a2y + a2z =

√
42 + (−30)2 + (−20)2 =

=
√
16 + 900 + 400 =

√
1316 = 2

√
329.

◮ Обчислимо скалярний добуток:

~a~b = axbx + ayby + azbz = 4 · (−5) + (−30) · 0 + (−20) · 1 =

= −20 + 0− 20 = −40.

◮ Обчислимо проєкцiю вектора ~c на вектор ~d:

Пр~d
~c =

~c ~d

|~d|
,

~c ~d = cxdx + cydy + czdz = (−5) · (−2) + 0 · (−10) + 1 · (−6)) =

= 10 + 0− 6 = 4,

|~d| =
√

(−2)2 + (−10)2 + (−6)2 =
√
4 + 100 + 36 =

√
140 = 2

√
35,

Пр~d
~c =

4

2
√
35

=
2√
35

.

2. Дано три вектори:

~a = 5~ı− 6~− 4~k, ~b = 4~ı+ 8~− 7~k, ~c = 3~− 4~k.

1)~a,~c; 2)~a,~b.

1) обчислити модуль векторного добутку векторiв ~a i ~c;
2) перевiрити колiнеарнiсть та перпендикулярнiсть векторiв ~a та ~b;
3) перевiрити компланарнiсть векторiв ~a, ~b та ~c.

◮ 1) Обчислимо модуль векторного дубутку векторiв ~a, ~c:

[
~a,~b

]
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
5 −6 −4
0 3 −4

∣∣∣∣∣∣
=~ı

∣∣∣∣
−6 −4
3 −4

∣∣∣∣− ~

∣∣∣∣
5 −4
0 −4

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣
5 −6
0 3

∣∣∣∣ =

=~ı ((−6) · (−4)− (−4) · 3)− ~ (5 · (−4)− (−4) · 0) + ~k (5 · 3− (−6) · 0) =
=~ı (24 + 12)− ~ (−20 + 0) + ~k (15 + 0) = 36~ı+ 20~+ 15~k,
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∣∣∣
[
~a,~b

]∣∣∣ =
√
362 + 202 + 152 =

√
1296 + 400 + 225 =

√
1921.

◮ 2) Перевiримо колiнеарнiсть та перпендикулярнiсть векторiв ~a та ~b:
Перевiримо виконання умови колiнеарностi:

5

4
6= −6

8
6= −4

−7
.

Координати векторiв не утворюють пропорцiю, тому вектори ~a та ~b не колi-
неарнi.

Перевiримо виконання умови перпендикулярностi векторiв ~a та ~b:

~a~b = axbx + ayby + azbz = 5 · 4 + (−6) · 8 + (−4) · (−7) = 20− 48 + 28 = 0.

Таким чином, векторi ~a i ~b взаємно перпендикулярнi.
◮ 3) Перевiримо виконання умови компланарности векторiв ~a, ~b та ~c:

~a~b~c =

∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

5 −6 −4
4 8 −7
0 3 −4

∣∣∣∣∣∣
= 5

∣∣∣∣
8 −7
3 −4

∣∣∣∣− (−6)

∣∣∣∣
4 −7
0 −4

∣∣∣∣+ (−4)

∣∣∣∣
4 8
0 3

∣∣∣∣ =

= 5 (8 · (−4)− (−7) · 3) + 6 (4 · (−4)− (−7) · 0)− 4 (4 · 3− 8 · 0) =
= 5 · (−32 + 21) + 6 · (−16− 0)− 4 · (12− 0) =

= 5 · (−11) + 6 · (−16)− 4 · 12 =

= −55− 96− 48 = −199 6= 0.

Таким чином, вектори ~a, ~b, ~c не компланарнi.
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