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Вступление 
 
В процессе эксплуатации машин и сооружений их элементы так 

или иначе участвуют в работе конструкции и подвергаются воздействию 
различных нагрузок. При этом реальные тела разрушаются и деформи-
руются в результате приложения к ним различных типов нагрузок. Для 
обеспечения нормальной работы конструкция должна удовлетворять не-
обходимым условиям прочности, жесткости и устойчивости. 

Для того чтобы конструкция полностью соответствовала требова-
ниям прочности, жесткости и устойчивости, т.е. была надежной в экс-
плуатации, необходимо определить соответствующие её размеры в зави-
симости от вида и характера нагружения и с учетом свойств материала. 

В учебно-методическом пособии рассматривается один из основ-
ных видов простого деформирования – центральное растяжение-сжатие 
прямолинейных стержней. 

Пособие включает три раздела. В первом разделе излагаются теоре-
тические основы задачи центрального растяжения-сжатия прямых стерж-
ней. Второй раздел посвящен статически-неопределимым стержневым 
системам при растяжении-сжатии. В третьем разделе даются указания по 
выполнению расчетно-проектировочного задания, приводятся расчетные 
схемы и исходные данные задач, рассматриваются примеры их решения. 
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1. Центральное растяжение-сжатие прямолинейного стержня 
 

1.1. Внутренняя продольная сила 
Центральное растяжение-сжатие в брусе возникает в том случае, 

когда внешние нагрузки действуют по его оси (осевые внешние силы), 
или приводятся к осевым силам. В этом случае в сечении возникает един-
ственный внутренний силовой фактор – внутренняя продольная сила N , 

а поперечные силы xQ , yQ , изгибающие моменты xM , yM  и крутящий 

момент кM  тождественно равны нулю. 

Брус, находящийся под действием растяжения-сжатия, будем назы-
вать стержнем. 

Проанализируем распределение внутренней продольной силы. 
Графическое представление распределения продольной силы N  по длине 
стержня называется эпюрой продольной силы N . Правило знаков: про-

дольная сила считается положительной, если она вызывает деформа-
цию растяжения, и отрицательной, если вызывает деформацию сжа-
тия. 

 

 
 

Рис. 1.1. Продольная сила на участках стержня 
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Рассмотрим стержень, нагруженный двумя осевыми силами 1F  и 

2F  (рис. 1.1). Используя метод сечений (метод РОЗУ), определим значе-

ния продольной силы на первом и втором участках стержня в произволь-

ных сечениях 1z  и 2z  –  1zN  и  2zN  соответственно. Отбрасывая в ка-

ждом случае правую часть стержня и заменяя действие отброшенной час-
ти на оставшуюся часть положительными (т.е. растягивающими) про-

дольными силами  1zN  и  2zN , запишем уравнения равновесия 

  0izF  для каждого участка: 

 для первого участка ( 110  z ) 

 

  011  zNF ; 

 

 для второго участка ( 2121   z ) 

 

  0221  zNFF . 

 
Откуда численные значения продольных сил на каждом участке: 
 

  ,11 FzN      .212 FFzN   

 
Обобщая изложенное выше, можно сформулировать правило для 

определения продольной силы в сечении с текущей координатой: внут-

ренняя продольная сила  zN  в данном сечении образует замену дейст-

вия отброшенной части на оставшуюся и численно равна алгебраической 
(с учетом правила знаков) сумме проекций на ось стержня (ось Z ) всех 
внешних сил, расположенных по одну сторону от сечения (всех односто-
ронних сил). 

 

1.2. Построение эпюры внутренней продольной силы 
Порядок построения эпюры внутренней продольной силы покажем 

на примере стержня, представленного на рис. 1.2. 
1. Определяем значение опорной реакции H  из условия статиче-
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ского равновесия системы внешних сил   0izF : 

 

  ,012z  FFcbqHFi  

 

откуда 4310201,130 H  кH. 

При отрицательном значении реакции необходимо изменить ее на-
правление на противоположное, а ее числовое значение в дальнейшем 
считать положительным. 

 

 

Рис. 1.2. Схема нагружения и эпюра внутренней продольной силы 

 
2. Разбиваем стержень на участки, границами которых являются 

сечения стержня, в которых приложены сосредоточенные силы (в данном 

случае силы 1F , 2F  и реакция H), а также сечения, где начинаются и за-

канчиваются распределенные нагрузки. 
3. Записываем выражения для продольной силы в текущем сечении, 

которое определяется координатой iz  на каждом участке с учетом приня-

того правила знаков и определяем ее значение: 

 

:0 1 сz     111 qzFzN   
(линейная  функция) 

  100 N кН; 
  55,0 N кН. 
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:2 bсzс     2212 qzFFzN   
(линейная  функция) 

  255,0 N кН; 
  431,1 N кН. 

:0 3 az     HzN 3  
(постоянная, const ) 

    kH.434,00  NN
 

По полученным данным в произвольном масштабе строим эпюру 

внутренних продольных сил  zN . 

4. Проверка правильности построения эпюр: 

а) на участке с равномерно распределенной нагрузкой q  эпюра 

 zN  линейная (описывается уравнением прямой линии, наклонной к ну-

левой), если 0q , то   constzN . В нашем случае на первом и втором 

участках  zN  является линейной, на третьем – постоянной; 

б) в сечениях, где приложены сосредоточенные силы на эпюре 

 zN  наблюдаются скачки на величину этих сил. На рис. 1.2 в сечениях 

стержня, где приложены силы 1F  и 2F , а также действует реакция H , на 

эпюре имеют место скачки на величину этих сил соответственно. 
 

1.3. Напряжения при центральном растяжении-сжатии 
Рассмотрим растяжение прямолинейного стержня произвольного 

поперечного сечения под действием двух равных по величине и противо-
положно направленных сил (рис. 1.3,а). 

В произвольном месте стержня мысленно проведем сечение, отбро-
сим одну из частей, а действие отброшенной части на оставшуюся заме-

ним внутренним усилием  zN , которое из уравнения статического рав-

новесия   0izF  определится как   FzN   (рис. 1.3,б). Продольная си-

ла является равнодействующей (результирующей) внутренних усилий, 
произвольным образом приложенных в точках сечения A , перпендику-
лярного к оси стержня. Другие внутренние силовые факторы равны ну-

лю. Итак, продольная сила  zN , направленная по оси стержня, является 

нормальной (перпендикулярной) к сечению. Так как продольная сила яв-
ляется результирующей распределенных внутренних усилий (напряже-
ний), то и эти внутренние усилия должны быть перпендикулярны сече-
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нию. Таким образом, при центральном растяжении (так же, как и при 
центральном сжатии) в поперечном сечении возникает только нормаль-
ное напряжение   (рис. 1.3,в). 

 

 
 

Рис. 1.3. Статический и геометрический аспекты 

 
Очевидно, что на элементарную площадку dA  действует элемен-

тарная продольная сила dAdN  . Отсюда получаем уравнение в инте-
гральном виде: 

 

  
A

dAN  . (1.1) 

 
Разрешить это уравнение невозможно, так как неизвестен закон 

распределения напряжений   по поперечному сечению. 
Чтобы записать закон распределения напряжений   по попереч-

ному сечению, обратимся к опыту. Как показывают эксперименты, при 
центральном растяжении-сжатии одинаковые продольные отрезки ac  и 
bd  стержня получают одинаковое удлинение (рис. 1.3,г): 
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   bddbacca  1111 . Линии на боковой поверхности стержня, пред-

ставляющие следы поперечных сечений, параллельные до деформирова-

ния, остаются параллельными и в процессе деформирования: 11baab  и 

11dccd . 

Это позволяет считать, что при центральном растяжении-сжатии 
выполняется гипотеза плоских сечений: сечение плоское и нормальное к 

оси (поперечное сечение) до деформации остается плоским и нормаль-
ным к оси в процессе деформации, то есть, перемещаясь, сечение остается 
параллельным самому себе. Если представить стержень в виде совокуп-
ности отдельных продольных волокон, то при растяжении каждое волок-
но удлиняется (укорачивается) на одну и ту же величину. Следовательно, 
в каждом продольном волокне действует одинаковое усилие. Этот вывод 
позволяет считать, что при центральном растяжении-сжатии нормальное 
напряжение   по поперечному сечению распределяется равномерно, т.е. 

const . 

Тогда из уравнения (1.1) имеем: AdAN
A

   , откуда следует 

формула для определения нормального напряжения при центральном 
растяжении-сжатии, одинакового во всех точках рассматриваемого сече-
ния: 

 
A

N
 . (1.2) 

 
В рассматриваемом случае, когда продольная сила и площадь попе-

речного сечения стержня неизменны, напряжения  остаются постоян-
ными как по сечению, так и по длине, а следовательно, и по всему объему 
стержня. Такое напряженное состояние называется однородным. 

Максимальные расчетные нормальные напряжения, вычисленные 
по формуле (1.2), должны сопоставляться с предельно допустимыми на-
пряжениями для материала стержня, обеспечивающими безопасную экс-
плуатацию. Эти напряжения называются допустимыми (допускаемыми) 

напряжениями    и определяются как отношение опасного напряжения 

для данного материала оп  к нормативному коэффициенту запаса нn , 
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т.е.  
н

оп

n

  . Подробнее об опасных напряжениях для различных мате-

риалов см. в разделе курса "Механические характеристики материалов". 

Сформулируем условие прочности при центральном растяжении-
сжатии, которое должно выполняться в каждой точке стержня: 

 

   
A

N
. (1.3) 

 
Для материалов, которые имеют неодинаковые характеристики при 

растяжении и сжатии, условие прочности (1.3) принимает вид: 
 

 
 

  












, 

;

сж
сж

сж

раст
раст

раст





A

N
A

N

 (1.4) 

 

где раст  и сж  – максимальные нормальные напряжения при растяже-

нии и сжатии соответственно. 
Сечение стержня, в котором возникает наибольшее нормальное на-

пряжение, является опасным. 
 

1.4. Виды расчетов по допустимому напряжению 
Укажем основные виды расчетов, которые выполняются с исполь-

зованием условия прочности (1.3) – так называемые расчеты по допусти-
мому напряжению. 

 

1.4.1. Проверочный расчет 
Основная цель проверочного расчета состоит в сопоставлении мак-

симальных расчетных напряжений и допустимого напряжения. В этом 
расчете известной считается вся исходная информация о стержне, кото-
рая включает три группы данных: 

• о внешних силах – значения нагрузок и координаты точек на оси 
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бруса, где приложены эти нагрузки; 
• о геометрических размерах стержня – площадь поперечного сече-

ния A ; 
• о механических свойствах материала стержня – допустимое на-

пряжение   . 

По формуле (1.2) вычисляются максимальные напряжения max  и 

сравниваются с допустимым   . Если   max , прочность стержня 

обеспечена (допускается отклонение до 5% в сторону преувеличения в 

значении max  над   ). При   max  стержень считается недогружен-

ным, что приводит к перерасходу материала. В случае   max  стер-

жень перегружен, что приводит к необходимости пересмотреть исходную 
расчетную схему или выбрать другой материал. 

 

1.4.2. Проектировочный расчет (подбор площади поперечного 
сечения) 

Основная цель расчета заключается в определении безопасных в 
смысле прочности (т.е. допустимых) размеров сечения стержня. Извест-
ными считаются данные: 

• о внешних силах – значения нагрузок и координаты точек на оси 
бруса, где приложены эти нагрузки; 

• о механических свойствах материала стержня – допустимое на-

пряжение   . 

После построения эпюры внутренних продольных сил определяется 

сечение с максимальным значением maxN  – опасное сечение. Оценка ми-

нимально необходимых поперечных размеров стержня получается из ус-

ловия прочности (1.3) в его опасном сечении:  
maxN

A  . 

 

1.4.3. Определение максимального допустимого внешнего 
нагружения 

Основной целью данного расчета является определение безопасной 
в смысле прочности допускаемой внешней нагрузки для стержня. Расчет 
производится при следующих известных данных: 
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• о геометрических размерах стержня – площадь поперечного сече-
ния A ; 

• о механических свойствах его материала – допустимое напряже-

ние   . 

По методу сечений (РОЗУ) внутренняя продольная сила в стержне 

выражается через внешнюю нагрузку в виде ),( ii qFN . Из условия проч-

ности (1.3) определяется   AN  max , на основе чего в дальнейшем на-

ходят допускаемые внешние нагрузки. 
 

1.5. Деформации и перемещения при растяжении-сжатии. 
Закон Гука. Модуль упругости. Коэффициент Пуассона 

Рассмотрим растянутый силой F  стержень длиной 0  и площадью 

поперечного сечения A  (рис. 1.4). 

 

 
 

Рис. 1.4. Деформированное состояние стержня 
 
Под действием растягивающей внешней нагрузки продольный раз-

мер стержня увеличивается до 1 . Изменение длины 01    называ-

ется абсолютным удлинением стержня. Относительной продольной де-
формацией называется отношение 

 

 

0


. (1.5) 

Если в стержне возникает неоднородное напряженное состояние, 
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деформация в точке а определяется путем граничного перехода к беско-

нечно малому элементу длиной dz : 
 

 .
dz

dz
  (1.6) 

 
Из формул (1.5) и (1.6) следует, что продольная деформация явля-

ется безразмерной величиной, положительной при растяжении и отрица-
тельной при сжатии. 

Важным свойством линейных упругих систем является прямо про-
порциональная зависимость между напряжениями и деформациями в 
них: 

 
 .  E  (1.7) 
 
Соотношение (1.7) называется законом Гука при центральном рас-

тяжении-сжатии (при одноосном напряженном состоянии). 
Коэффициент пропорциональности E  в законе Гука называется 

модулем продольной упругости, или модулем Юнга и представляет собой 
физическую постоянную (константу) материала. 

Ориентировочные значения модуля упругости для некоторых мате-
риалов имеют значения: 

 сталь – E =(2...2,1)105 МПа; 

 медь и сплавы меди – E =(1...1,2)105 МПа; 

 алюминий и сплавы алюминия – E =(0,7...0,72)105 МПа. 

Так как при центральном растяжении-сжатии 
A

N
 , а 

0


 , то, 

с учетом (1.7), зависимость между нагрузкой и удлинением в рамках уп-

ругих деформаций задается соотношением 
EA

N
  , знаменатель кото-

рого EA  называется жесткостью стержня при растяжении. 
Тогда, возвращаясь к рассмотрению бесконечно малого элемента 
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dz  стержня, изменение его длины будет равно )(

)(

zEA

dzzN
dz  , а измене-

ние длины всего стержня (абсолютное удлинение стержня длиной 0 ) 

определится по формуле 
 

 .
)(

)(0

0




zEA

dzzN
 (1.8) 

 
Кроме продольных деформаций, в стержне возникают и попереч-

ные деформации. Разность 01 bbb   (рис. 1.4) называется абсолютной 

поперечной деформацией, а соотношение '

0


b

b
 – относительной попе-

речной деформацией. 
Относительная поперечная деформация в линейно упругих систе-

мах имеет знак, противоположный знаку относительной продольной де-
формации. При этом существует прямо пропорциональная зависимость 
между относительной продольной деформацией и относительной попе-

речной деформацией  ' . 

Абсолютная величина отношения относительной поперечной де-
формации к относительной продольной деформации называется коэффи-

циентом поперечной деформации, или коэффициентом Пуассона  , т.е. 

 ' . Коэффициент Пуассона  , так же как и модуль продольной 

упругости E , является физической константой материала и характеризу-
ет его упругие свойства. 

Величины коэффициента Пуассона для реальных материалов, ис-

пользуемых в машиностроении, размещаются в диапазоне 5,00   : 

 для каучука он составляет около 0,5; 

 для стали –  = 0,25...0,3; 

 для меди –  = 0,31...0,35; 

 для алюминия –  = 0,32...0,36. 

Для изотропных материалов (сталь, медь, каучук и т.д.) E  и   во 
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всех направлениях одинаковы, для анизотропных материалов E  и   в 

разных направлениях разные (дерево вдоль и поперек волокон, слоистые 
пластмассы и др.). 

Если нагружение, действующее на стержень, является термосило-
вым, то в упругой области справедливо применить принцип суперпози-
ции, т.е. можно записать: 

 

 ,te    (1.9) 

 

где 
E

e    – упругая часть деформации, а tt
t   – температурная её 

составляющая, в которой t  – температурный коэффициент линейного 

расширения материала. Следовательно, 
 

 t
E

  ,  .t
EA

N
 


   (1.10) 

 
Необходимо отметить, что, вообще говоря, упругие константы E  и 

 , как и прочие свойства материала, зависят от температуры. Однако в 

небольших диапазонах температур этой зависимостью, как правило, 
можно пренебречь и считать их постоянными. 

 
 

2. Статически неопределимые системы при растяжении-сжатии 
 
В практике расчетов при растяжении-сжатии часто встречаются 

расчетные схемы, для которых при известных активных внешних усилиях 
одних лишь уравнений статического равновесия оказывается недостаточ-
но для определения реактивных усилий и внутренних сил. Такие системы 
принято называть статически неопределимыми. 

Статически неопределимыми называется кинематически неизмен-
ные системы, в которых число неизвестных усилий, включая реакции 
опор и внутренние силы, больше числа уравнений статики, которые 
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можно составить для данной системы или ее части. 
Разница между количеством неизвестных усилий и количеством не-

зависимых уравнений статического равновесия, которые можно записать 
для всей системы или ее части, называется степенью статической неопре-
делимости системы. 

Это число показывает, сколько дополнительных уравнений в гео-
метрическом анализе процесса деформирования системы необходимо со-
ставить, чтобы можно было решить задачу. Раскрытие статической неоп-
ределимости таких систем методом перемещений состоит из четырех ос-
новных этапов. 

1. Статическая сторона задачи (ССЗ). Устанавливаются направ-
ления реакций связей и внутренних усилий в стержнях, составляются 
уравнения равновесия, определяется степень статической неопределимо-
сти задачи. 

2. Геометрическая сторона задачи (ГСЗ). Устанавливается связь 
между перемещениями отдельных сечений конструкции исходя из усло-
вий совместности (неразрывности) перемещений. Составляем необходи-
мое количество уравнений связи между перемещениями. Число таких ра-
венств должно равняться степени статической неопределимости системы. 
Полученные уравнения называются условиями совместности перемеще-
ний (деформаций). 

3. Физическая сторона задачи (ФСЗ). Удлинения отдельных эле-
ментов конструкции в условиях совместности перемещений выражаются 
через действующие в них неизвестные усилия на основании закона Гука. 

4. Синтез. Полученная система алгебраических уравнений, со-
стоящая из уравнений равновесия и условий совместности, решается от-
носительно неизвестных усилий. 

Рассмотрим методику решения статически неопределимых задач 
при центральном растяжении-сжатии на примерах. 

 

2.1. Жестко закрепленный стержень под действием 
сосредоточенной силы 

Жестко закрепленный обоими концами стержень длиной  ba   и 

площадью поперечного сечения A  нагружен силой F  (рис. 2.1). Модуль 
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упругости материала E . Определить опорные реакции и построить эпю-
ру продольных сил. 

 

 

Рис. 2.1. Расчетная схема примера 2.1 

 

1. ССЗ. Показываем опорные реакции CR  и BR . Записываем един-

ственное уравнение равновесия, которое можно составить для данной за-
дачи: 

 

   0FRRF BCzi . (2.1) 

 
2. ГСЗ. Так как опоры жесткие, то полное удлинение стержня рав-

няется нулю, т.е. 0 . Конкретизируем это условие на основе принци-
па суперпозиции. Для этого мысленно отбросим одну из опор (например, 
опору С) и будем по очереди прикладывать к стержню внешние силы, 
включая неизвестную реакцию в отброшенной опоре. Тогда полное уд-
линение стержня можно представить в виде 

 

 0 RF  , (2.2) 
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где F  – удлинение от активного внешнего нагружения (в данном слу-

чае от силы F ), R  – удлинение от реакции CR . 

3. ФСЗ. Удлинение от внешнего усилия в рассматриваемом случае 

составляет 
EA

Fa
F  , а укорочение от реакции – 

EA

b)(aRC
R


  

(рис. 2.1). Таким образом, полная абсолютная деформация (полное удли-
нение) 

 

 .
EA

b)(aR

EA

Fa C 0


  (2.3) 

 
Уравнение (2.3) представляет собой условие совместности переме-

щений (деформаций) для данной задачи. 
4. Синтез. Из уравнения (2.3) с учетом (2.1) получаем: 
 

 
ba

a
FRC 

 ,  
ba

b
FRFR CB 

 . (2.4) 

 
Разбиваем стержень на два участка и записываем выражения для 

продольной силы на каждом участке: 
 

1-й участок: 0  z1 b: 
ba

a
FRzN C 

)( 1 ; (2.5) 

2-й участок: 0  z2 a: 
ba

b
FRzN B 

)( 2 . (2.6) 

 
По полученным значениям строим эпюру продольных сил 

(рис. 2.1). 
 

2.2. Жестко закрепленный стержень под действием 
температурного нагружения 

Особый интерес вызывают задачи расчетов статически неопреде-
лимых систем при термосиловом нагружении. Отметим, что в статически 
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определимых стержневых конструкциях при нагревании-охлаждении на-
пряжения не возникают, если материал однородный. 

В статически неопределимых стержнях и стержневых системах да-
же небольшие перепады температур приводят к появлению заметных ве-
личин напряжений. 

Дополним выше рассмотренный пример расчетом температурных 
напряжений. При этом будем считать, что стержень нагрет (охлажден) на 

t С (рис. 2.2). 

 

 

Рис. 2.2. Расчетная схема примера 2.2 

 

1. ССЗ. Показываем опорные реакции  t
CR ,  t

BR  и записываем 

единственное уравнение равновесия, которое можно составить для дан-
ной задачи: 

 

 
t
B

t
C

t
B

t
Czi RRRRF  ;0 . (2.7) 

 

Реакции  t
CR и  t

BR , которые возникают в защемлениях, равны меж-

ду собой и направлены в противоположные стороны. 
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2. ГСЗ. Полное удлинение стержня можно представить в виде ал-
гебраической суммы свободного температурного расширения (укороче-

ния) стержня t  и укорочения (удлинения) R  от реакции t
CR  

(рис. 2.2), т.е. 
 

 0 Rt  . (2.8) 

 
3. ФСЗ & Синтез. Слагаемые в (2.8) можно представить в виде 
 

 
 
EA

baRt
C

R


 ,  tb)(аtt   , (2.9) 

 

где t  – коэффициент линейного температурного расширения материала. 

Подстановка (2.9) в (2.8) и решение относительно t
CR  с учетом (2.7) 

дает: 

 tEA
ba

EA
RR t

tt
B

t
C 




 


, (2.10) 

 
что приводит к одинаковому во всех сечениях стержня значению про-
дольной силы (рис. 2.2): 

 

 tEARRN t
t
B

t
Ct   . (2.11) 

 
Знак минус в формуле (2.11) говорит о том, что изменение темпера-

туры жестко защемленного стержня всегда вызывает в нем деформации 
противоположного знака – сжатие при нагревании ( 0t  ) и растяжение 

при охлаждении ( 0t ). Из (2.11) также следует формула для темпера-
турных напряжений в стержне постоянного поперечного сечения, из ко-
торой, в частности, следует, что от площади сечения они не зависят: 

 

 tE
A

N
t

t
t   . (2.12) 
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2.3. Жестко закрепленный стержень при наличии неточности 
изготовления (монтажный фактор) 

Аналогично примеру, рассмотренному выше, решается задача оп-
ределения монтажных напряжений, вызванных наличием монтажной не-
точности  , определяемой как разность длины стержня (фактического 
размера) и расстояния между опорами (номинального размера), (рис. 2.3). 

 

 
 

Рис. 2.3. Расчетная схема примера 2.3 

 

1. ССЗ. Показываем опорные реакции  CR ,  BR  и записываем 

единственное уравнение равновесия, которое можно составить для дан-
ной задачи: 

 

 

BCBCzi RRRRF  ;0 . (2.13) 

 
Как и в случае температурного нагружения, реакции в защемлениях 

 CR и  BR  равны между собой и направлены в противоположные сторо-

ны. 
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2. ГСЗ. Полное удлинение стержня состоит из алгебраической 
суммы удлинений: неточности изготовления   и удлинения (укорочения) 

R  от реакции 
CR  (рис. 2.3), т.е. 

 

 0 R . (2.14) 

 
3. ФСЗ & Синтез. Второе слагаемое в (2.14) имеет вид, аналогич-

ный первому уравнению (2.9): 
 

 
 
EA

baRC
R






  (2.15) 

 

Подстановка (2.15) в (2.14) и решение относительно t
CR  с учетом 

(2.13) дает: 
 

 ba

EA
RR BC 




, (2.16) 

 
что, в свою очередь, приводит к одинаковому во всех сечениях стержня 
значению внутреннего осевого усилия (рис. 2.3): 

 

 ba

EA
RRN BC 




 . (2.17) 

 
По аналогии с (2.11) знак минус в формуле (2.17) указывает на то, 

что при монтаже с натягом (случай 0 , т.е. фактическая длина стерж-
ня больше номинальной) стержень будет сжат, а при монтаже с зазором 

(случай 0 , когда фактическая длина стержня меньше номинальной) – 
наоборот, растянут. 

Монтажные напряжения в стержне постоянного поперечного сече-
ния определяются по формуле 
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ba

E

A

N





 

 , (2.18) 

 
и, как видно, не зависят от размеров сечения. 

 

2.4. Расчет стержневой системы при силовом нагружении 
Рассмотрим абсолютно твердое тело BCDK , шарнирно закреплен-

ное в точке B  и поддерживаемое стержнями 1 и 2, длины которых 11 h  

и 
sin

2
2

h
 , площади поперечных сечений 1A  и 2A , модули упругости 

материалов 1E  и 2E  соответственно (рис. 2.4). Система нагружена внеш-

ней сосредоточенной силой F , собственным весом конструкции пренеб-
регаем. Необходимо определить внутренние усилия в стержнях (т.е. вы-

разить продольные силы в стержнях 1N  и 2N  через внешнее нагружение 

F ). 
 

 
 

Рис. 2.4. Расчетная схема примера 2.4 
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1. ССЗ. Прикладываем реакции опор BH , BR , 1R , 2R  и составляем 

уравнения равновесия для данной плоской системы сил: 
 

 
    

















 aRbaFcbaR  M

                       ;FRR RF

                                    ;R HF

Bi

Byi

Bxi

.0sin:0

0sin:0

0cos:0

21

21

2






 (2.19) 

 
Применив метод сечений к стержням 1 и 2, получаем, что внутрен-

ние продольные силы в них равны реакциям соответствующих опор: 

  111 RzN   и   222 RzN  . С учетом этого, уравнения (2.19) можно пе-

реписать в виде 
 

 
    

















 aNbaFcbaN-  M

                          ;FNN RF

                                       ;N HF

Bi

Byi

Bxi

.0sin:0

0sin:0

0cos:0

21

21

2






 (2.20) 

 
Первые два уравнения системы (2.20) не могут быть непосредст-

венно использованы для отыскания усилий 1N  и 2N , так как содержат 

неизвестные составляющие реакции неподвижного шарнира BH  и BR , не 

представляющие интереса в данной задаче. Вместе с тем, одного третьего 
уравнения системы (2.20) недостаточно для определения двух неизвест-

ных 1N , 2N ; следовательно, задача является статически неопределимой, 

со степенью статической неопределимости, равной единице. 
2. ГСЗ. Под действием внешнего нагружения стержень 2 растянет-

ся, стержень 1 сожмется, а брус BCDK  займет новое положение 

111 KDBC  (рис. 2.5), причем точки C  и K  перейдут в точки 1C  и 1K  соот-

ветственно. Определим изменение длин стержней. 

Абсолютное значение укорочения стержня 1: 11 KK . 

Чтобы найти удлинение наклонного стержня 2, необходимо из точ-

ки C  провести дугу окружности радиуса 2  с центром в точке подвеса 
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стержня до пересечения с новым его положением. Однако, в связи с ма-
лостью деформаций стержней по сравнению с размерами стержневой си-

стемы, перемещения точек С, D, K при повороте абсолютно твердого те-

ла можно считать происходящими не по дуге, а по касательной к ней, по 
нормали к первоначальному положению твердого тела. Тогда удлинение 

стержня 2 будет приблизительно равняться длине отрезка 21СС , т.е. 

212 СС . 

 

 
 

Рис. 2.5. Деформированная схема примера 2.4 

 

Из подобия треугольников 1BCC  и 1BKK  (рис. 2.5) следует, что 

BK

KK

BC

СС 11  . Так как 11 KK  и 
 sinsin
221

1




CC
CC , а также учиты-

вая, что по условию aBC  , cbaBK   (рис. 2.4), получаем: 
 

 
cbaа 




 12

sin




. (2.21) 

 
Окончательно уравнение совместности перемещений запишется в 
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виде 
 

 
sin21 a

cba 
  . (2.22) 

 
3. ФСЗ. Поскольку удлинения стержней определяются выражения-

ми 
 

 
11

11
1 AE

N 
  ,   

22

22
2 AE

N 
  , (2.23) 

 

то условие (2.22) можно представить в виде 
sin22

22

11

11

a

cba

AE

N

AE

N 



. Или, 

после несложных преобразований: 
 

 
 

sin1

2

22

11
21









a

cba

AE

AE
NN . (2.24) 

 
4. Синтез. Подставив (2.24) в последнее уравнение системы (2.20), 

получим разрешающую формулу для 2N : 

 

 
 

  


22
122

2
211

122
2

sin

sin

aAEcbaAE

baaAE
FN








 . (2.25) 

 
Последним шагом решения является подстановка (2.25) в (2.24), 

которая дает выражение для другого усилия 1N : 

 

 
  

  22
122

2
211

211
1

sinaAEcbaAE

cbabaAE
FN








 . (2.26) 

 
В заключение отметим одно из главных преимуществ статически 

неопределимых стержневых систем, которое состоит в том, что при ис-



 27 

ключении одного из стержней усилия автоматически перераспределяются 
между оставшимися элементами. К недостаткам этих систем можно отне-
сти их высокую чувствительность к неточностям изготовления и измене-
ниям температуры. 

 
2.5. Монтажные напряжения в стержневой системе 
Рассмотрим определение монтажных напряжений на примере выше 

проанализированной стержневой системы. Предположим, что фактиче-
ская длина первого стержня после изготовления оказалась меньше номи-

нального (требуемого) значения, т.е. 0.
1

.
11  номфакт ll . Вследствие это-

го, после сборки системы твердое тело займет некоторое промежуточное 

положение 21KBC , а в закреплениях возникнут реактивные силы 

1R , 


2R , 

BR , 
BH  (рис. 2.6). 

 

 
 

Рис. 2.6. Деформированная схема примера 2.5 

 
1. ССЗ. Уравнения равновесия для представленной плоской систе-

мы сил: 
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  

















.0sin:0

0sin:0

0cos:0

21
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2












aRcbaR  M

               ;RR  RF

                     ; R  HF

Bi

Byi

Bxi

 (2.27) 

 
Из рассмотрения деформированной системы следует, что стержни 

удлиняются и поэтому – на основании метода сечений, – растягивающие 

усилия в них будут равны соответствующим реакциям, т.е. 
11 RN   и 


22 RN  . С учетом этого, уравнения (2.27) примут вид: 

 

 
  

















.0sin:0

0sin:0

0cos:0
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2


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



aNcbaN  M

               ;NN  RF

                     ; N  HF

Bi

Byi

Bxi

 (2.28) 

 

Так как искомыми величинами являются 
1N  и 

2N , а неизвестные 

составляющие реакции неподвижного шарнира 
BH  и 

BR  в данном слу-

чае интереса не представляют, первые два уравнения в системе (2.28) 
следует отбросить. По аналогии с предыдущим примером получаем, что 
оставшегося третьего уравнения системы (2.28) недостаточно для опре-
деления двух неизвестных, и задача является один раз (единожды) стати-
чески неопределимой. 

2. ГСЗ. Из подобия треугольников 1BCC  и 2BKK  (рис. 2.6) получа-

ем 
BK

KK

BC

CC 21  , причем 
 sinsin
221

1




CC
CC , а  2112 KKKKKK  

11   . Учитывая также, что по условию aBC  , cbaBK   

(рис. 2.4), находим: 
 

 
cbaа 




 112

sin

 


. (2.29) 

 
Таким образом, условие совместности перемещений в данной зада-
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че можно записать в следующем виде: 
 

 112sin









a

cba
. (2.30) 

 
3. ФСЗ. Согласно закону Гука, удлинения стержней следующим 

образом связаны с внутренними силами в них: 
 

  
11

11
1 AE

N 



 ,   

22

22
2 AE

N 



 , (2.31) 

 
что после подстановки в (2.30) дает: 

 

 1
11

11

22

22

sin










AE

N

AE

N

a

cba 
. (2.32) 

 

4. Синтез. Выразив из последнего уравнения системы (2.28) 
1N  в 

виде 

 
cba

a
NN





 sin

21 , (2.33) 

 
и, подставив в (2.32), получим: 

 

 

11

1

22

2

1
2 sin

sin AEcba
a

AEa
cba

N









 



 . (2.34) 

 
Монтажные напряжения в стержнях вычисляются по известным 

формулам: 
 

 
1

1
1 A

N 
  ,   

2

2
2 A

N 
  . (2.35) 
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Выражения (2.33)–(2.35) представляют собой решение задачи. В 
случае, когда первый стержень изготовлен длиннее, чем это необходимо 

( 01  ), расчетная схема будет идентичной, но усилия и напряжения по-

лучатся сжимающими. 
 

2.6. Определение температурных напряжений в стержневой 
системе 

Продолжим рассмотрение стержневой системы из примеров 2.4 и 

2.5. Предположим, что первый стержень нагревается на 01 t  (рис. 2.7). 

 

 
 

Рис. 2.7. Деформированная схема примера 2.6 

 
Чтобы получить представление о механизме деформирования сис-

темы в этом случае, используем следующий прием. Мысленно отсоеди-

ним первый стержень от тела BCK , после чего нагреем стержень на 1t , 

предоставив ему возможность свободно удлиниться на величину 

11 ttt    . Затем снова соберем систему в нагретом состоянии. Для 

этого, сжимая второй стержень, повернем твердое тело в шарнире B  до 
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положения 1BK  (рис. 2.7). Удерживая тело в этом положении, присоеди-

ним к нему первый стержень, после чего "отпустим" систему, предоста-
вив её самой себе. 

После сборки системы твердое тело займет некоторое промежуточ-

ное положение 21KBC , а в неподвижной шарнирной опоре и точках 

подвеса стержней возникнут реактивные усилия t
BR , t

BH , tR1  и tR2  

(рис. 2.7). При этом реакции в стержнях tR1  и tR2  будут сжимающими, по-

скольку из рассмотрения деформированной системы следует, что оба 
стержня укорачиваются. 

1. ССЗ. Уравнения равновесия для рассматриваемой системы сил: 
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 (2.36) 

 
Последовательно применяя метод сечений к каждому из стержней, 

выразим внутренние усилия в них через соответствующие реакции: 
tt RN 11   и tt RN 22  . Тогда можно переписать систему (2.36) в виде 
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
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Из трех уравнений системы (2.37) для определения искомых стерж-

невых усилий tN1  и tN2  может быть использовано только последнее 

уравнение, так как первые два уравнения содержат неизвестные состав-

ляющие реакции неподвижной опоры t
BR  и t

BH , не представляющие ин-

тереса в данном случае, и потому должны быть отброшены. Таким обра-
зом, как и в примерах 2.4 и 2.5, рассмотренных ранее, данная задача явля-
ется единожды (один раз) статически неопределимой, так как для оты-
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скания двух неизвестных усилий tN1  и tN2  имеется всего одно уравнение 

статики. 

2. ГСЗ. Из подобия треугольников 1BCC  и 2BKK  (рис. 2.7) имеем 

BK

KK

BC

CC 21  , при этом 
 sinsin
221

1




CC
CC ,  2112 KKKKKK  

1  t , где 11 ttt    . Так как по условию задачи aBC  , 

cbaBK   (рис. 2.4), получаем: 
 

 
cbaа

t





 12

sin




. (2.38) 

 
Это позволяет записать уравнение совместности перемещений в 

данной задаче следующим образом: 
 

 ta

cba
 




12sin
. (2.39) 

 
3. ФСЗ. Выражая по закону Гука удлинения стержней через внут-

ренние усилия в уже знакомой форме:   ,
22

22
2

11

11
1 AE

N

AE

N tt 



  (зна-

ки минус в правых частях отражают тот факт, что оба стержня укорачи-
ваются), и подставляя эти выражения в (2.39), будем иметь: 

 

 t

tt

AE

N

AE

N

a

cba








11

11

22

22

sin . (2.40) 

 
4. Синтез. Из последнего уравнения системы (2.37) получим: 
 

 
cba

a
NN tt





sin

21 , (2.41) 
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что после подстановки в (2.40) приведет к результату: 
 

 

11

1

22

2
2 sin

sin AEcba
a

AEa
cba

N tt












 



  (2.42) 

 
Теперь по известным формулам можно вычислить напряжения от 

изменения температуры первого стержня: 
 

 
1

1
1 A

N t
t  ,   

2

2
2 A

N t
t  . (2.43) 

 
Таким образом, получено решение задачи в виде выражений (2.41)–

(2.43). В случае, когда первый стержень охлаждается ( 01 t ), расчетная 

схема остается аналогичной рассмотренной, но усилия и напряжения бу-
дут растягивающими. 

 

2.7. Учет совместного действия внешнего нагружения и допол-
нительных факторов в стержневой системе 

Рассмотрим последовательность решения задачи, в которой на 
стержневую систему, изображенную на рис. 2.8, действует внешнее на-
гружение в виде сосредоточенных сил F , к тому же стержни с номером 1 

изготовлены длиннее номинального размера на 1  и охлаждаются на 1t . 

Брус 'DCD  считается абсолютно жестким. 
 

Дано: 

kH250F ; см2,01  ; C40 O
1 t ; C

1105,12 O
6t ; 

МПа240T  ; МПа102 5E ; ;м6,1 ;м2,1 ;м8,1  hca  

 

Необходимо: 
1. Раскрыть статическую неопределимость стержневой системы 

при действии силового нагружения. Выразить значения реактивных уси-
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лий и внутренних силовых факторов через параметр нагружения F . Оп-
ределить напряжения в стержнях. 

2. Раскрыть статическую неопределимость конструкции при нали-
чии неточности изготовления первого стержня. Определить монтажные 
напряжения в стержнях. 

3. Раскрыть статическую неопределимость конструкции при нали-
чии изменения температуры первого стержня. Определить температур-
ные напряжения в стержнях. 

4. Проверить прочность стержневой системы при действии трех 
факторов (внешнего нагружения, неточности изготовления и изменения 
температуры первого стержня) и определить коэффициент запаса по те-
кучести. 

 

2.7.1. Учет сосредоточенных сил. Определение напряжений в 
стержнях от внешнего нагружения 

 

 
 

Рис. 2.8. Расчетная схема примера 2.7.1 

 
Определение площадей поперечных сечений стержней и значений 

синуса и косинуса угла  для последующих вычислений: 
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2
1 см8,1996,44 A ; 2

2

2 см6,12
4


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A


; 

мha 42,222
2  ; .747,0cos;664,0sin

22




ah   

Установление степени статической неопределимости: .134 n  
 
1. ССЗ. Уравнения равновесия системы в общем виде: 
 

 













.0)()(:0

02sinsin:0

;0coscos:0

'
1

'
1

'
221

'
2

caRacR-  M     

;FRRRR  F                     

RR-  F

1Ci

yi

2xi




 (2.44) 

 
Поскольку конструкция и нагрузка симметричны относительно 

вертикальной оси, проходящей через точку C , реакции в точках подвеса 
стержней с одинаковыми номерами должны быть равны, т.е. должны вы-
полняться условия: 

 

 1
'
1 RR  , 2

'
2 RR  . (2.45) 

 
Подстановка условий симметрии (2.45) в уравнения статики (2.44) 

исключает из рассмотрения первое и третье уравнения системы, обращая 
их в тождества, а оставшееся второе уравнение принимает более простой 
вид: 

 

 .0sin21  FRR   (2.46) 

 
Таким образом, число неизвестных задачи уменьшается с 4 до 2, 

что соответствует рассмотрению только левой половины конструкции с 
учетом симметрии её деформирования в целом (рис. 2.9). Степень стати-
ческой неопределимости задачи при этом не изменяется. 
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Рис. 2.9. Деформированная схема в примере 2.7.1 

 

2. ГСЗ. Под нагрузкой недеформируемая балка DC  переместится в 

положение 11CD , из соображений симметрии параллельное исходному 

(рис. 2.9). При этом 11 CCDD  , 11 DD , 221 CC , а из треуголь-

ника 21CCC  получаем 
 sinsin
221

1




CC
CC . Следовательно, условие со-

вместности перемещений имеет вид: 
 

 
sin
2

1





 . (2.47) 

 
3. ФСЗ. Применяя к стержням метод сечений, получим 
 

 .; 2211 RNRN   (2.48) 

 
Используя (2.48), удлинения стержней можно определить по фор-

мулам (с учетом того, что hl 1  и sin2 hl  ): 

 

 .
sin

;
2

2

2

22
2

1

1

1

11
1 EA

hR

EA

N

EA

hR

EA

N 















  (2.49) 
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4. Синтез. Подставив физические зависимости (2.49) в условие со-
вместности перемещений (2.47), получим 

 

 .564,3
sin

;
sin 22

2

1
212

2

2

1

1 R
A

A
RR

EA

hR

EA

hR








 (2.50) 

 
Подстановка (2.50) в уравнение равновесия (2.46) дает: 
 

 .0228,4664,0564,3sin 22221  FRFRRFRR   (2.51) 

 
Из (2.51) с учетом (2.50) получаем реакции и усилия в стержнях: 
 

 .843,0564,3;237,0
228,4 12122 NFRRNF
F

R   (2.52) 

 
Заключительным действием подсчитаем напряжения в стержнях от 

внешнего силового нагружения: 
 

МПа.47
106,12

10250237,0
  ;МПа4,106

108,19

10250843,0
4

3

2

2
24

3

1

1
1 








  A

N

A

N


 
Как и следовало ожидать, при данной схеме нагружения все стерж-

ни растягиваются. 
 

2.7.2. Учет неточности изготовления стержней 
Рассмотрим теперь влияние неточности изготовления элементов 

стержневой системы на внутренние усилия и напряжения в ней – по ус-

ловию задачи оба стержня 1 изготовлены на величину 1  длиннее, чем 

требуется (рис. 2.10). 
 
Установление степени статической неопределимости: .134 n  
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Рис. 2.10. Расчетная схема примера 2.7.2 

 
1. ССЗ. Повторяя рассуждения, аналогичные описанным выше при 

рассмотрении силового нагружения, отметим, что, с учетом условий 

симметрии расчетной схемы 
 '

11 RR  , 
 '

22 RR  , единственное уравне-

ние равновесия для левой половины конструкции на рис. 2.10 будет 
иметь вид: 

 

 .0sin;0 21   RRFy  (2.53) 

 
2. ГСЗ. Поскольку в силу симметрии задачи новое положение эле-

мента недеформируемого бруса 11CD  должно быть параллельно исход-

ному его положению DC , то по рис. 2.11 имеем: 12 DD , 

121 DD , 

 111 DD , 11 CCDD  , 

221 CC , а из тре-

угольника 21CCC  следует 



sinsin
221

1




CC
CC . Таким образом, условие 

совместности перемещений можно записать в виде 
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






sin
2

11





 . (2.54) 

 

 
 

Рис. 2.11. Деформированная схема в примере 2.7.2 

 
3. ФСЗ. Внутренние усилия в стержнях (метод сечений): 
 

 .; 2211
 RNRN   (2.55) 

 

Удлинения стержней составят (учитывая, что hl 1  и sin2 hl  ): 

 

 .
sin

;
2

2

2

22
2

1

1

1

11
1 







EA

hR

EA

N

EA

hR

EA

N 















  (2.56) 

 
4. Синтез. Подставим физические уравнения (2.56) в уравнение со-

вместности перемещений (2.54): 
 

 




2
2

2

1

1
1 sinEA

hR

EA

hR 



 , из чего следует 
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


 2

3

2
2

1
2

1
11 564,310495

sin
R

A

A
R

h

EA
R  . (2.57) 

 
Решая (2.57) совместно с уравнением статики (2.53), найдем реак-

ции и усилия в стержнях: 
 

 0664,0564,310495sin 22
3

21    RRRR ; 

 0228,410495 2
3  R ; 

 .NR;NR δδ
1122 kH7,77kH1,117  

 

 
Таким образом, монтажные напряжения в стержнях составят 
 

МПа.9,92
106,12

101,117
  ;МПа3,39

108,19

107,77
4

3

2

2
24

3

1

1
1 








  A

N

A

N 



   

 
Результаты показывают, что стержни 1 находятся в сжатом состоя-

нии, а стержни 2 – в растянутом. 
 

2.7.3. Учет температурных нагрузок 
Температурной нагрузкой в задаче будем считать охлаждение 

стержней 1 на CO40 , вследствие чего они будут стремиться укоротиться 

на величину   м108,0406,1105,12 36
1

  thtt   (рис. 2.12). 

 
Установление степени статической неопределимости: .134 n  
 
1. ССЗ. Поскольку расчетные схемы на рис. 2.11 и 2.12 отличаются 

лишь противоположными направлениями реакций, и принимая во внима-

ние условия симметрии расчетной схемы tt RR '
11  , tt RR '

22  , запишем 

уравнение равновесия для левой половины конструкции по аналогии с 
предыдущим случаем: 
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 .0sin;0 21  tt
y RRF  (2.58) 

 

 
 

Рис. 2.12. Расчетная схема примера 2.7.3 

 
2. ГСЗ. Из рассмотрения деформированной схемы имеем 

(рис. 2.13): tDD 2 , tDD 121  , 
t

tDD 11   , 11 CCDD  , 

tCC 22  ,  sinsin

22
1

t
CC

CC


 . Следовательно, условие совместности 

перемещений будет иметь вид 
 

 



sin

2

1

t

t
t





 . (2.59) 

 
3. ФСЗ. Внутренние усилия в стержнях (метод сечений): 
 

 .; 2211
 RNRN   (2.60) 

 

Удлинения стержней с учетом соотношений hl 1  и sin2 hl  : 
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 .
sin

;
2

2

2

22
2

1

1

1

11
1 EA

hR

EA

N

EA

hR

EA

N tt
t

tt
t 
















  (2.61) 

 

 
 

Рис. 2.13. Деформированная схема в примере 2.7.3 

 
4. Синтез. Подстановка физических зависимостей (2.61) в условие 

совместности перемещений (2.59) дает: 
 

 


2
2

2

1

1

sinEA

hR

EA

hR tt

t





 , из чего следует 

 
tt

t
t R

A

A
R

h

EA
R 2

3

2
2

1
2

1
1 564,310198

sin



 . (2.62) 

 
Подставив (2.62) в уравнение равновесия (2.58), получим реакции и 

усилия в стержнях: 
 

 0664,0564,310198sin 22
3

21  tttt RRRR  ; 

 0228,410198 2
3  tR ; 

 .NkH1,31;kH8,46 1122
  tt RNR  

 
Последним действием определяем температурные напряжения в 

стержнях: 
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МПа.1,37
106,12

108,46
  ,МПа7,15

108,19

101,31
4

3

2

2
24

3

1

1
1 








  A

N

A

N t
t

t
t   

 
Отметим, что стержни 2 находятся в сжатом состоянии, а стержни 1 

– в растянутом. 
 

2.7.4. Определение суммарных напряжений 
Для подсчета напряжений, возникающих в стержнях при одновре-

менном действии различных нагрузок, рассмотренных выше в примерах 
2.7.1–2.7.3, воспользуемся принципом суперпозиции, в соответствии с 
которым суммарные напряжения представляют собой сумму напряжений 
от каждой из нагрузок в отдельности, т.е. 

 

 
МПа.8,1021,379,9247

,МПа8,827,153,394,106

2222

1111








t

t








 

 
Наибольшее напряжение действует во втором стержне, т.е. 
 

 МПа.8,1022max    

 
Отсюда коэффициент запаса по текучести 
 

 134,2
8,102

240

max

т
т 




n , 

 
из чего следует, что условие прочности выполнено. 
 

2.8. Стержневая система под силовым нагружением 
Стержневая система (рис. 2.14) состоит из абсолютно твердого тела 

BCDK , шарнирно закрепленного в точке B  и поддерживаемого стерж-

нями 1 и 2 (длины которых h 21  , площади поперечных сечений 
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1A , 2A , модули упругости материала 1E , 2E ). Система нагружена внеш-

ней сосредоточенной силой F , собственным весом её элементов пренеб-

регаем. Требуется определить внутренние усилия в стержнях 1N  и 2N  

(т.е. выразить их через внешнее нагружение F ). 
 

 
 

Рис. 2.14. Расчетная схема примера 2.8 

 

1. ССЗ. Прикладываем реакции шарнирной опоры BH , BR  и реак-

ции в точках подвеса стержней 1R  и 2R . Записываем систему уравнений 

статического равновесия для рассматриваемой плоской системы сил: 
 

 

















.032;0

00

00

21

21

aRaFaR  M                     

;FRR; RF                  

 ; H  ;F

Bi

Byi

Bxi

 (2.63) 

 
Первое и второе уравнения системы (2.63) следует отбросить, так 

как они содержат составляющие реакции шарнирной опоры BH  и BR , 

определение которых по условию задачи не требуется. Применяя метод 
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сечений к стержням 1 и 2, получаем, что внутренние продольные силы 

1N  и 2N  равны соответствующим реакциям, т.е. 11 RN   и 22 RN  . С 

учетом этого последнее уравнение системы (2.63) можно переписать в 
виде 

 

 FaaNaN 32 21  . (2.64) 

 
Таким образом, степень статической неопределимости задачи равна 

.112 n  
2. ГСЗ. Под действием внешней нагрузки стержни 1 и 2 растянутся, 

а брус BCDK  займет новое положение 111 KDBC  (рис. 2.15), при этом 

точки C  и D  перейдут в положения 1C  и 1D  соответственно. Рассмотрим 

изменения длин стержней. 
 

 
 

Рис. 2.15. Деформированная схема в примере 2.8 

 

Абсолютное значение удлинения стержня 1 – 11 DD , стержня 

2 – 12 CC . Из подобия треугольников 1BCC  и 1BDD  имеем 
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BD

DD

BC

СС 11  . Учитывая, что aBC  , aBD 2 , последнее соотношение 

можно переписать в виде 
aа 2

12  



, из чего следует условие совмест-

ности перемещений в задаче: 
 

 21 2   . (2.65) 

 
3. ФСЗ. Выразим удлинения стержней через осевые силы в них, их 

длины и жесткости на растяжение-сжатие по известным формулам: 
 

 
11

11
1 AE

N 
  ,  

22

22
2 AE

N 
  . (2.66) 

 
Подстановка (2.66) в условие совместности перемещений (2.65) да-

ет: 
 

 
22

22

11

11 2
AE

N

AE

N 
 , (2.67) 

 

откуда, с учетом 21   , получим: 

 

 
11

22
12 2 AE

AE
NN  . (2.68) 

 
4. Синтез. Искомые выражения для внутренних сил в стержнях по-

лучаются из совместного решения уравнений (2.68) и (2.64) в следующем 
виде: 

 

 
2211

11
1 4

6

AEAE

AE
FN


 ,  

2211

22
2 4

3

AEAE

AE
FN


 . (2.69) 
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В случае равенства модулей продольной упругости 21 EE   и пло-

щадей поперечных сечений 21 AA   выражения (2.69) упрощаются и при-

нимают вид 
 

 FN
5

6
1  ,  FN

5

3
2  . 

 
 

3. Расчетно-проектировочное задание 
 
При изучении раздела "Растяжение-сжатие" в курсе "Сопротивле-

ние материалов" ставится цель научить студентов основам инженерного 
расчета элементов конструкций машин и механизмов на прочность и же-
сткость при нагрузках, действующих вдоль их оси (продольных силах), с 
учетом изменяющейся площади поперечного сечения, а также условий 
работы и свойств материала. 

Для лучшей организации и более эффективной самостоятельной 
работы студентов, в соответствии с требованиями программы курса "Со-
противление материалов", студентам предлагается к выполнению расчет-
но-проектировочное задание (РПЗ) по теме "Расчеты на прочность при 
центральном растяжении-сжатии". Выполняя эту работу, студент практи-
чески знакомится с методами вычисления и построения эпюр внутренних 
продольных сил, расчета нормальных напряжений и перемещений, опре-
деления безопасных в смысле выполнения условий прочности размеров 
поперечного сечения для различных расчетных схем. 

 

3.1. Содержание расчетно-проектировочного задания 
Расчетно-проектировочное задание выполняется в три этапа: 
1. Решение предложенных преподавателем задач для определен-

ных вариантов расчетных схем и исходных данных, оформление их в со-
ответствии с требованиями кафедры «Механики сплошных сред и сопро-
тивления материалов». 

2. Написание контрольных работ по теме РПЗ. 
3. Защита РПЗ. Защита включает в себя пояснение методов и 
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принципов решения задач и ответ на контрольные теоретические вопро-
сы. Количество и объем этих вопросов определяется преподавателем ин-
дивидуально для каждого студента. 

Цель задания – определение внутренних силовых факторов для 
предложенных расчетных схем на отдельных участках стержней, по-
строение эпюр внутренних усилий, напряжений, перемещений, проведе-
ние проверочного и проектировочного расчетов для определения разме-
ров поперечного сечения, грузоподъемности конструкции, обеспечиваю-
щих заданный коэффициент запаса, определение коэффициента запаса. 

Исходными данными для решения задач являются: 
1. Схема заданной системы с указанием длин участков и внешнего 

нагружения – таблицы 3.1–3.6. 
2. Механические характеристики применяемых сталей – табли-

ца 3.7. 
3. Геометрические характеристики поперечных сечений для про-

катных профилей – приложения 1–4. 
РПЗ состоит из трех обязательных для решения задач: 

1.   Статически определимый стержень (проверочный расчет). 
Для заданной схемы нагружения стержня ступенчатого поперечного се-
чения построить эпюры внутренних продольных сил, нормальных на-
пряжений, перемещений и проверить прочность стержня. 

Варианты расчетных схем приведены в табл. 3.1, численные дан-
ные – в табл. 3.2 и 3.7. 

2.   Статически определимая стержневая система (определение 
максимально допустимого нагружения). Для заданной схемы стержневой 
системы определить из условия прочности допустимое значение внешней 
силы F . 

Варианты расчетных схем приведены в табл. 3.3, численные дан-
ные – в табл. 3.4 и 3.7, а также в приложениях 1–4. 

3.   Статически неопределимый стержень (проектировочный рас-
чет). Для заданной статически неопределимой системы с последователь-
но расположенными участками стержня из расчета на прочность опреде-
лить площади поперечных сечений участков и построить эпюру продоль-
ных сил и нормальных напряжений. Для этой же расчетной схемы про-
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вести расчеты для определения влияния температурного нагружения и 
неточности изготовления на напряженное состояние. Проверить проч-
ность конструкции при совместном действии силового нагружения, тем-
пературы и неточности изготовления. 

Варианты расчетных схем приведены в табл. 3.5, численные дан-
ные – в табл. 3.6 и 3.7. 

 

3.2. Порядок выполнения задания 
3.2.1. Задача 1. Статически определимый стержень 
Для статически определимого стержня с последовательно разме-

щенными участками разной площади поперечного сечения, нагруженного 
сосредоточенными продольными силами и распределенной нагрузкой, 
необходимо построить эпюры внутренних продольных сил, нормальных 
напряжений и перемещений, проверить прочность. 

Последовательность решения: 
1.   Выписать численные данные для заданного варианта. В опреде-

ленном масштабе начертить схему заданной системы с обозначением ее 
линейных размеров и внешних нагрузок. 

2.   Определить значения внутренней продольной силы в сечениях 
на участках стержня и построить для заданной схемы эпюру внутренних 
продольных  сил. 

3.   В соответствии с эпюрой внутренних продольных сил и значе-
ниями площадей поперечных сечений участков стержня вычислить нор-
мальные напряжения на участках стержня и построить их эпюру. 

4.   По эпюре нормальных напряжений определить опасное сечение 
(участок) стержня, проверить прочность стержня в этом сечении (на этом 
участке). В случае невыполнения условия прочности соответствующим 
образом увеличить площади поперечных сечений участков стержня, по-
сле чего повторить п. 3 решения. 

5.   Построить эпюру продольных перемещений сечений стержня. 
 

3.2.2. Задача 2. Статически определимая стержневая система 
Для заданной статически определимой стержневой системы опре-

делить допустимое нагружение – максимальное значение внешней на-
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грузки (сосредоточенной силы F ), удовлетворяющее условию прочно-
сти. 

Последовательность решения: 
1.   Выписать численные данные для заданного варианта. В опреде-

ленном масштабе начертить схему заданной системы с обозначением ее 
линейных размеров. 

2.   Записать систему уравнений равновесия для рассматриваемой 
системы, включив в нее внутренние продольные силы в стержнях по ме-
тоду сечений. 

3.   Из уравнений равновесия выразить внутренние стержневые си-
лы в долях внешней нагрузки F . По условию прочности для каждого из 
стержней определить значение допустимой силы F  для всей системы. 

4.   Определить нормальные напряжения в стержнях, проконтроли-
ровать выполнение условий прочности. 

 

3.2.3. Задача 3. Статически неопределимый стержень 
Для статически неопределимого стержня при центральном растя-

жении-сжатии из условия прочности определить параметр площади по-
перечного сечения. Провести проверочный расчет с учетом дополнитель-
ных факторов – изменения температуры и неточности изготовления. 

Последовательность решения: 
1. Выписать численные данные для заданного варианта и в опре-

деленном масштабе начертить схему заданной системы с обозначением 
линейных размеров и внешних нагрузок. 

2. Установить степень статической неопределимости системы. 
3. Рассмотреть статическую сторону задачи – составить и запи-

сать уравнение равновесия. Выбрать основную статически определимую 
систему, мысленно отбросив одну из опор и заменив ее соответствующей 
неизвестной реакцией. 

4. Рассмотреть геометрическую сторону задачи – совместное (т.е. 
не противоречащее закреплениям и не нарушающее целостности конст-
рукции) деформирование основной системы. Записать уравнение совме-
стности перемещений – суммарное перемещение на отброшенной опоре 
от действия внешних сил и реактивного усилия должно равняться нулю. 
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5. Рассмотреть физическую сторону задачи – записать выражения, 
связывающие по закону Гука абсолютные деформации и перемещения 
участков стержня с приложенными к нему внешними силами. 

6. Выполнить синтез – провести решение полученных уравнений, 
результатом которого должны быть значения реактивных усилий в опо-
рах. 

7. Построить эпюру продольных сил.  
8. Из условия прочности для наиболее нагруженного (опасного) 

участка (участков) стержня определить параметр площади поперечного 
сечения. 

9. Построить эпюру нормальных напряжений для всех участков 
схемы. 

10. Построить эпюру перемещений и сделать деформационную 
проверку. 

11. Для исходной расчетной схемы провести расчет статически не-
определимого стержня с учетом изменения температуры. Построить эпю-
ры внутренних продольных сил и нормальных напряжений от действия 
этого дополнительного фактора. 

12. Для исходной расчетной схемы провести расчет статически не-
определимого стержня с учетом неточности изготовления конструкции. 
Построить эпюры внутренних продольных сил и нормальных напряже-
ний от действия этого дополнительного фактора. 

13. Определить суммарные напряжения от действия внешнего на-
гружения, действия температуры и неточности изготовления, построить 
эпюру этих напряжений и проверить прочность стержня. 
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3.3. Расчетные схемы и численные данные 
 
Таблица 3.1 – Расчетные схемы к задаче 1 – статически определи-

мый стержень 
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Окончание таблицы 3.1 
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Таблица 3.2 – Исходные данные к задаче 1 – статически определи-
мый стержень 
№ 

вар. 
1F , 

kH 

2F , 

kH 

q , 

kH/м 

1 , 

м 

2 , 

м 

3 , 

м 

310A ,

м2 тn  

1 200 400 500 0,5 0,4 0,3 1,90 1,2 

2 300 250 400 0,4 0,5 0,6 1,75 1,5 

3 400 200 250 0,3 0,4 0,5 2,00 1,8 

4 100 300 100 0,2 0,3 0,4 2,10 1,6 

5 250 400 300 0,4 0,3 0,5 1,80 1,4 

6 400 200 250 0,3 0,5 0,4 1,50 1,2 

7 250 300 100 0,6 0,4 0,5 1,60 1,5 

8 200 400 300 0,5 0,3 0,4 1,90 1,8 

9 300 100 500 0,4 0,2 0,3 1,75 1,6 

10 400 250 400 0,5 0,4 0,3 2,00 1,4 

11 500 200 400 0,4 0,3 0,5 1,90 1,2 

12 400 300 250 0,5 0,6 0,4 1,75 1,5 

13 250 400 200 0,4 0,5 0,3 2,00 1,8 

14 100 100 300 0,3 0,4 0,2 2,10 1,6 

15 300 250 400 0,3 0,5 0,4 1,80 1,4 

16 250 400 200 0,5 0,4 0,3 1,50 1,2 

17 100 250 300 0,4 0,5 0,6 1,60 1,5 

18 300 200 400 0,3 0,4 0,5 1,90 1,8 

19 500 300 100 0,2 0,3 0,4 1,75 1,6 

20 400 400 250 0,4 0,3 0,5 2,00 1,4 

21 200 400 500 0,4 0,5 0,6 1,75 1,5 

22 400 200 250 0,2 0,3 0,4 2,10 1,6 

23 400 200 250 0,6 0,4 0,5 1,60 1,5 

24 250 400 200 0,4 0,3 0,5 2,00 1,4 
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Таблица 3.3 – Расчетные схемы к задаче 2 – статически определи-
мая стержневая система 

1 2

 

 

 

3 4

 

 

 

 

5 6

 

 

 

 

7 8
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Продолжение таблицы 3.3 

9 10

 

 

 

 

11 12

 

  

13 14

 

 

 

 

15 16
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Окончание таблицы 3.3 

17 18

 

 

 

19 20

 

 

 

 

21 22

 

 

 

 

23 24
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Таблица 3.4 – Исходные данные к задаче 2 – статически определи-
мая стержневая система 

№ 
вар. 

Стержень 1 Стержень 2 
a , 

м 

b , 

м 

c , 

м 
тn  

1 10  d=4 см 1,5 2,0 1,8 1,2 

2  d=4 см 12 1,6 1,8 2,0 1,4 

3 5,6/4  d=4 см 1,8 2,0 1,6 1,5 

4 16  d=5 см 1,4 1,6 1,8 1,6 

5  d=5 см 12 2,0 1,8 1,6 1,8 

6 22 6,3/6 2,2 2,0 1,8 1,2 

7  d=4 см 16 1,8 1,5 2,0 1,4 

8  d=4 см 12 2,0 1,6 1,8 1,5 

9 5/4 14 1,6 1,8 2,0 1,6 

10  d=4 см 10 1,8 1,4 1,6 1,8 

11 12  d=4 см 1,6 2,0 1,8 1,2 

12  d=4 см 5,6/4 1,8 2,2 2,0 1,4 

13   d=5 см 16 1,5 2,0 1,8 1,5 

14 12  d=5 см 1,6 1,8 2,0 1,6 

15 6,3/6 22 1,8 2,0 1,6 1,8 

16 16  d=4 см 1,4 1,6 1,8 1,2 

17 12  d=4 см 2,0 1,8 1,6 1,4 

18 14 5/4 2,2 2,0 1,8 1,5 

19 14  d=4 см 1,8 1,5 2,0 1,6 

20 10  d=5 см 2,0 1,6 1,8 1,8 

21  d=4 см 12 1,6 1,8 2,0 1,2 

22 5,6/4  d=4 см 1,8 1,4 1,6 1,4 

23 16 14 1,6 2,0 1,8 1,5 

24  d=5 см 12 1,8 2,2 2,0 1,6 
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Таблица 3.5 – Расчетные схемы к задаче 3 – статически неопреде-
лимый стержень 
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Окончание таблицы 3.5 
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Таблица 3.6 – Исходные данные к задаче 3 – статически неопреде-
лимый стержень 

№ 

вар. 
1F , 

kH 

2F , 

kH 

1 , 

м 

2 , 

м 

3 , 

м 

t , 

°С 

 , 

см 
тn  

1 200 400 0,5 0,4 0,3 20 –0,03 1,2 

2 300 250 0,4 0,5 0,6 25 –0,04 1,5 

3 400 200 0,3 0,4 0,5 30 –0,02 1,8 

4 100 300 0,2 0,3 0,4 –20 0,03 1,6 

5 250 400 0,4 0,3 0,5 –25 0,02 1,4 

6 400 200 0,3 0,5 0,4 –30 0,03 1,2 

7 250 300 0,6 0,4 0,5 25 –0,03 1,5 

8 200 400 0,5 0,3 0,4 30 –0,04 1,8 

9 300 100 0,4 0,2 0,3 –20 –0,02 1,6 

10 400 250 0,5 0,4 0,3 –25 0,03 1,4 

11 500 200 0,4 0,3 0,5 20 0,02 1,2 

12 400 300 0,5 0,6 0,4 25 0,03 1,5 

13 250 400 0,4 0,5 0,3 30 –0,02 1,8 

14 100 100 0,3 0,4 0,2 –20 0,03 1,6 

15 300 250 0,3 0,5 0,4 –25 0,02 1,4 

16 250 400 0,5 0,4 0,3 –30 0,03 1,2 

17 100 250 0,4 0,5 0,6 25 –0,03 1,5 

18 300 200 0,3 0,4 0,5 30 –0,04 1,8 

19 500 300 0,2 0,3 0,4 –20 –0,02 1,6 

20 400 400 0,4 0,3 0,5 –25 0,03 1,4 

21 200 400 0,4 0,5 0,6 20 0,02 1,5 

22 400 200 0,2 0,3 0,4 –20 –0,04 1,6 

23 400 200 0,6 0,4 0,5 25 –0,02 1,5 

24 250 400 0,4 0,3 0,5 20 0,03 1,4 
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Таблица 3.7 – Механические характеристики сталей и сплавов 

№ 
вар. 

Марка 
стали 

Модуль упру-

гости 510E ,
МПа 

Предел теку-

чести т , 
МПа 

Коэффициент темпера-
турного расширения 

610t , 1/°С 

1 Ст 10 2,10 210 11,6 

2 Ст 20 2,13 250 11,1 

3 Ст 25 1,98 280 11,1 

4 Ст 30 2,00 300 12,6 

5 Ст 35 2,06 320 11,9 

6 Ст 40 2,13 340 12,4 

7 Ст 45 2,00 360 11,7 

8 Ст 50 2,16 380 12,0 

9 Ст 55 2,10 390 11,0 

10 Ст 60 2,04 410 11,1 

11 Ст 20Г 2,04 280 12,3 

12 Ст 30Г 2,04 320 12,6 

13 Ст 50Г 2,16 400 11,6 

14 Ст 20Х 2,16 650 11,3 

15 Ст 40Х 2,14 800 13,4 

16 Ст 45Х 2,06 850 12,8 

17 Ст 30ХМ 2,03 750 12,3 

18 Ст 35ХМ 2,04 850 12,3 

19 Ст 40ХН 2,00 800 11,8 

20 Ст 50ХН 2,00 900 11,8 

21 Ст 15ХФ 2,06 550 12,0 

22 Ст 40ХФА 2,00 750 11,0 

23 Ст 20ХГСА 1,96 650 11,0 

24 Ст 30ХГC 1,94 850 11,0 
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3.4. Примеры решения задач 
3.4.1. Образец выполнения задачи 1 
Дано: 

.6,1  ;МПа240  ;МПа102

;м 5,0  ;м4,0  ;м4,0  ;м2,0

;м105,0  ;/500  ;kH200  ;kH400

T
5

4321

22
21





 

nE

AмkHqFF

T


 

Допустимое напряжение:   .МПа150 TT n  

Необходимо: 
1. Определить внутренние усилия на участках стержня и постро-

ить эпюру внутренних продольных сил N . 
2. Определить нормальные напряжения на участках стержня и по-

строить эпюру напряжений  . Проверить прочность стержня. 
3. Определить абсолютные деформации участков стержня и по-

строить эпюру продольных перемещений поперечных сечений W . 

Решение: 

1. Определение реакции BH : 
 
  .0;0 221 FqFHF Bz   

.kH400221  FqFH B   
 
2. Построение эпюры внутренних усилий N : 
 

110  z :   .kH40011  BHzN  

 

2121   z :   .0122  FHzN B  

 

3434   z :    .43233  zqFzN  

 
 
  .0

;kH200

32343

243









qFN

FN
 

 

440  z :   .kH200244  FzN  

 



 64 

 
 
3. Определение нормальных напряжений на участках стержня и 

построение эпюры  : 

 

;МПа80Па1080
105,0

10400 6
2

3

1

1
1 




 A

N    

;0
2

2
2 

A

N  

   
;МПа20Па1020

105,02

10200 6
2

3

3

43
43 




 A

N 
  

   
;0

3

343
343 




A

N 
  
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МПа.40Па1040
105,0

10200 6
2

3

4

4
4 




 A

N  

 
Наибольшее по абсолютной величине нормальное напряжение дос-

тигается на первом участке стержня: 

 
  МПа150МПа801max    => условие прочности вы-

полнено. 
 
4. Определение абсолютных деформаций участков стержня и по-

строение эпюры перемещений W : 
 

;м108
105,010102

2,010400 5
265

3

1

11
1


 








EA

N 
  

;0
2

22
2 




EA

N 
  

    

 

 

м;102
2

4,0
105004,010200

105,0210102

1

2

1

2

1

1
 

5
2

33
265

2
3

32
3

2
43

32
3

432
3

3

432

3

33
3

34

4

34

4

34

4

34

4

34

4

34

4







 




































 





















 





































qF
EA

z
qzF

EA

dzzqdzF
EA

EA

dzzqF

EA

dzzN

.м1010
105,010102

5,010200 5
265

3

4

44
4


 








EA

N 
  

 

м;108   ;0 5
1

 AO WW  

  м1081008 55
212

  AB WW ; 

  м10610208 55
3213

  BC WW ; 

 
.м104 

1010208

5

5
43214







 CD WW
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3.4.2. Образец выполнения задачи 2 
Дано: 

м.5,2;м5,1;м0,2  hca  

.2,1;МПа240  ТТ n  

Допустимое напряжение:   .МПа200 TT n  

Необходимо: 
1. Выразить значения внутренних усилий в стержнях системы че-

рез параметр нагружения F . 
2. Из условия прочности стержней определить допустимую на-

грузку. 
3. Определить напряжения в стержнях системы. 

Решение: 
 

 
 
1. Определяем площади поперечных сечений стержней, а также 

значения синуса и косинуса угла   для последующих вычислений: 
 

2
1 0,12 смA  (см. приложение 1); 22

2 0,16 смdA  ; 
2

3 8,1996,44 смA   (см. приложение 3); 

м2,322
2  ha ; 625,0cos

2




a ; 781,0sin
2




h . 
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2. Применим метод сечений к стержню 1, тем самым разделив 
систему на две части. Запишем уравнение равновесия моментов сил для 
нижней части конструкции относительно точки В: 

 

 

  0:0 1  FccaN  M B , 

 
откуда следует 
 

F
ca

Fc
N 43,01 


 . 

 
3. Теперь применим метод сечений также к стержням 2 и 3, выре-

зав таким образом узел, в котором сходятся все три стержня. Запишем 
уравнения равновесия для этого узла: 

 

 

.55,0
sin

                     

;0sin :0

1
2

21

F
N

N

NNFiY









 

 

.34,0;0cos:0 323 FN NN FiX    

 
4. Определение допустимого значения параметра нагрузки F : 

 из условия прочности стержня 1: 
 

 

   .FkH1,558H101,558
43,0

100,1210200

43,0

;
43,0

1
3

46
1

1

1

1

1

1
1











A
F

A

F

A

N





 

 
 из условия прочности стержня 2: 

 

 ;55,0

2

2

2

2
2  

A

F

A

N  
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   .FkH8,581H108,581
55,0

100,1610200
55,0 2

3
46

2
2 







A
F

  

 
 из условия прочности стержня 3: 

 

 

   .FkH1,1747H101,1747
34,0

108,1910200

34,0

;
34,0

3
3

46
3

3

3

3

3

3
3











A
F

A

F

A

N





 

 
Для обеспечения прочности всей конструкции необходимо ограни-

чить внешнюю нагрузку наименьшим из полученных значений силы F , 
т.е. 

 
         .kH1,558  ;  ;  min 321  FFFF  
 
5. Определение напряжений в стержнях: 
 

 

МПа.96
108,19

101,55834,0

МПа;192
100,16

101,55855,0

 ;МПа200

4

3

3

3
3

4

3

2

2
2

1



















A

N

A

N







 

 
Как и следовало ожидать, условие прочности выполняется. 
 

3.4.3. Образец выполнения задачи 3 
Дано: 

;м1,0;м4,0;м4,0;kH500;kH200 32121  FF  

.6,1;МПа240;МПа102

;
C

11011;C25;см02,0

тт
5

O
6O



 

nE

t t




 

Допустимое напряжение:   .МПа150 TT n  
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Необходимо: 
1. Раскрыть статическую неопределимость стержня при действии 

внешних сил, построить эпюру внутренних продольных сил. Из условия 
прочности определить размеры поперечного сечения (параметр площади 
A ). Определить напряжения на участках стержня, построить эпюру на-
пряжений от действия внешнего нагружения. 

2. Раскрыть статическую неопределимость конструкции при нали-
чии неточности изготовления стержня. Определить монтажные напряже-
ния в частях стержня, построить эпюру монтажных напряжений. 

3. Раскрыть статическую неопределимость конструкции при нали-
чии изменения температуры. Определить температурные напряжения в 
частях стержня, построить эпюру температурных напряжений. 

4. Построить эпюру суммарных напряжений. Проверить проч-
ность стержня. 

Решение: 
I. Учет действия внешних сил. Определение размеров попереч-

ных сечений 
 

 
 
Степень статической неопределимости задачи: .112 n  
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I.1. ССЗ. Уравнение статического равновесия: 
 

.0:0 21  FFRR  F CBiZ  

 
I.2. ГСЗ. Уравнение совместности перемещений: 
 

      .021  CСССС RFF   
 
I.3. ФСЗ. Связь абсолютных деформаций с вызвавшими их сила-

ми: 
 

      
EA

F

EA

F
F

EA

F
F CC ;

2
; 2232

2
31

1














  

   
.

2
123

EA

R

EA

R
R CC

CC








  

 
I.4. Синтез. Совместное решение уравнений: 
 

 

 

.kH40500200260

kH;260
0,1

20010040

2

22

;0222

;0
22

21

213

223231

123223231

123223231































FFRR

FFF
R

RRFFF
EA

R

EA

R

EA

F

EA

F

EA

F

CB

C

CC

CC









 

 
I.5. Построение эпюры продольных сил: 
 

 
 

  .kH40:0

;kH240:

;kH260:0

333

222121

111






B

C

C

RzNz

FRzNz

RzNz







 

 
I.6. Деформационная проверка правильности построения эпюры 

N  – контроль равенства нулю суммарного удлинения стержня, что соот-
ветствует нулевому линейному перемещению точки закрепления С: 



 71 

     

  .044852
10

1
1,040

2
4,0240

2
4,026010

22
33

332211
321







 




















EAEA

EA

zN

EA

zN

EA

zN
C




 

 
I.7. Определение параметра площади A  из условия прочности: 
 

 
;

130

2

260

2
1

1 AAA

zN
  

 
;

120

2

240

2
2

2 AAA

zN
  

 
.

40

2
3

3 AA

zN
  



   ;
2

1
1max  

A

zN
 

 
 

.м1087,0

101502

10260

2
23

6

3
1












zN

A
 

 
I.8. Построение эпюры нормальных напряжений от действия 

внешнего нагружения: 
 

 ;1    

 
МПа;139

1087,02

10240

2 3

3
2

2 



 A

zN  

 
.МПа46

1087,0

1040
3

3
3

3 



 A

zN
  

 
II. Учет неточности изготовления 
Степень статической неопределимости задачи: .112 n  
 
II.1. ССЗ. Уравнение статического равновесия: 
 

.;0:0 
CBCBiZ RRRRF   

 
II.2. ГСЗ. Уравнение совместности перемещений: 
 

  .0 
CСС R  
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II.3. ФСЗ. Связь абсолютных деформаций с вызвавшими их сила-

ми: 

 

   
.

2
123

EA

R

EA

R
R CC

CC











  

 
II.4. Синтез. Совместное решения уравнений: 
 

 
;0

2

2
   ;0

2
123123 










EA
R

EA

R

EA

R
C

CC  


  

kH.70

kH;70
0,1

1087,0101022102,0

2

2 3653

213
















 

CB

C

RR

EA
R

  

 
II.5. Построение эпюры продольных сил: 
 

  ;kH70:0 111  
CRzNz   

  ;kH70: 22121  
CRzNz   
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  .kH70:0 333  
BRzNz   

 
II.6. Деформационная проверка правильности построения эпюры 

N  – контроль равенства нулю суммарного перемещения стержня с уче-
том неточности изготовления, что соответствует нулевому линейному 
перемещению точки закрепления С: 

 

     

.0102,0
1
1,0

2
4,0

2
4,01070

22

3
3

332211
321







 

















EA

EA

zN

EA

zN

EA

zN
C 

 


 

 
II.7. Построение эпюры напряжений: 
 

 
;МПа40

1087,02

1070

2 3

3
1

1 



 A

zN 
  

 
;МПа40

1087,02

1070

2 3

3
2

2 



 A

zN 
  

 
МПа.80

1087,0

1070
3

3
3

3 



 A

zN 
  

 
III. Учет температурного нагружения 
Степень статической неопределимости задачи: .112 n  
 

    .м1025,0259,01011 36
321

  ttt   
 
III.1. ССЗ. Уравнение статического равновесия: 
 

.;0:0 t
C

t
B

t
C

t
BiZ RRRRF   

 
III.2. ГСЗ. Уравнение совместности перемещений: 
 

  .0 t
t
CСС R   
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III.3. ФСЗ. Связь абсолютных деформаций с вызвавшими их сила-

ми: 
 

   
.

2
123

EA

R

EA

R
R

t
C

t
Ct

CC








  

 
III.4. Синтез. Совместное решение уравнений: 
 

 
;0

2

2
;0

2
123123 










EA
R   

EA

R

EA

R t
Ct

t
C

t
C

t


  

kH.87

kH;87
0,1

1087,01010221025,0

2

2 3653

213














t
C

t
B

tt
C

RR

EA
R





 
III.5. Построение эпюры продольных сил: 
 

  ;kH87:0 111  t
C

t RzNz   
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  ;kH87: 22121  t
C

t RzNz   

  .kH87:0 333  t
B

t RzNz   
 
III.6. Деформационная проверка правильности построения эпюры 

tN  – контроль равенства нулю суммарного перемещения стержня с уче-
том удлинения стержня от температуры, что соответствует нулевому ли-
нейному перемещению точки закрепления С: 

 

     

.01025,0
1

1,0

2

4,0

2

4,01087

22

3
3

332211
321







 

















EA

EA

zN

EA
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III.7. Построение эпюры напряжений: 
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IV. Определение суммарных напряжений 
Поскольку предполагается, что под действием приложенных нагру-

зок система деформируется линейно-упруго, должен выполняться прин-
цип суперпозиции. Согласно этому принципу суммарные (результирую-
щие) напряжения на соответствующих участках стержня определяются 
как алгебраическая сумма напряжений, вызванных каждой из рассмот-
ренных выше нагрузок в отдельности. Знаки напряжений при этом под-
чиняются правилу знаков для нормальных напряжений, т.е. растягиваю-
щее напряжение считается положительным, а сжимающее – отрицатель-
ным: 
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Наибольшее по абсолютной величине суммарное напряжение – на 

втором участке: 
 

  МПа150МПа1492max    => условие прочности вы-

полнено. 
 
 

Контрольные вопросы 

 
1.  Что называется центральным растяжением-сжатием? 
2.  Какие внутренние силовые факторы имеют место в сечениях 

стержня при центральном растяжении-сжатии? 
3.  Назовите правило построения эпюры внутренней продольной 

силы. 
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4.  Сформулируйте гипотезу плоских сечений в условиях цен-
трального растяжения-сжатия. 

5.  По какой формуле вычисляются нормальные напряжения при 
центральном растяжении-сжатии? 

6.  Запишите условие прочности при центральном растяжении-
сжатии. 

7.  Что такое допустимое (допускаемое) напряжение? 
8.  Какие виды расчетов возможны по условию прочности? 
9.  По какой формуле вычисляются абсолютные деформации 

стержней при центральном растяжении-сжатии на участках, где 0q ? 

10. По какой формуле вычисляются абсолютные деформации 

стержней при центральном растяжении-сжатии на участках, где 0q ? 

11. Какой вид имеет закон Гука при центральном растяжении-
сжатии? Все ли материалы подчиняются этому закону? 

12. Что такое модуль упругости материала? 
13. Что такое коэффициент Пуассона? 
14. Какие геометрические характеристики используются в расчетах 

на прочность при центральном растяжении-сжатии? 
15. Что называется жесткостью стержня при растяжении-сжатии? 
16. Какие системы называются статически неопределимыми? 
17. Какие уравнения необходимо составить (дополнительно к урав-

нениям статического равновесия) для решения статически неопредели-
мой задачи? 

18. В каком порядке выполняется расчет статически неопредели-
мых систем при центральном растяжении-сжатии (методика раскрытия 
статической неопределимости)? 

19. В чем заключается деформационная проверка правильности 
раскрытия статической неопределимости при центральном растяжении-
сжатии? 

20. Как влияет изменение температуры на прочность статически 
неопределимых систем? 

21. Как влияет неточность изготовления отдельных элементов на 
прочность статически неопределимых систем? 
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