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Вступ
Методичнi вказiвки вiдповiдають навчальним (робочим) програмам з

дисциплiни «Вища математика». Головна мета — надати студентам певний
мiнiмум теоретичного матерiалу, а також практичних навикiв з основних
питань для розв’язання задач за темою «Границя функцiї однiєї змiнної»,
допомогти студентам в їх самостiйнiй роботi.

У кожному роздiлi наведено достатня кiлькiсть розв’язаних задач та
прикладiв, пояснюючих та закрiплюючих теоретичний матерiал. Серед розв’я-
заних задач чимало таких, якi можна назвати типовими; в будь-якому випад-
ку ознайомлення з ними дозволяє студенту при мiнiмальнiй допомозi з боку
викладача оволодiти основними методами розв’язання задач даного роздi-
лу. Наприкiнцi наведено добiрку iндивiдуальних завдань. Також розiбранi
зразки виконання iндивiдуальних завдань.
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1. Передмова

1.1. Область визначення функцiї

Означення 1. Змiнна величина y називається функцiєю змiнної величини x,
якщо кожному значенню величини x з певної множини D за певним прави-
лом або законом поставлено у вiдповiднiсть дiйсне число y.

Позначають функцiю символом:

y = f (x) ,

читають «iгрек дорiвнює еф вiд iкс».

Означення 2. Сукупнiсть усiх значень незалежної змiнної величини x, при
яких функцiя визначена, називається областю визначення функцiї.

Звичайно область визначення — це iнтервал або вiдрiзок.
Коли функцiя задається за допомогою формули область визначення

функцiї зазвичай не вказують, розумiючи пiд нею множину значень аргумен-
ту, для якої ця формула має сенс (природна область визначення функцiї).

Приклад 1. Знайти область визначення функцiї

y =
√

1− x2.

Розв’язання. Ця функцiя має сенс, коли вираз пiд коренем невiд’ємний, тоб-
то

1− x2
> 0.

Звiдси випливає
x2

6 1, |x| 6 1.

Таким чином, область визначення цiєї функцiї є вiдрiзок [−1, 1], який можна
задати нерiвнiстю:

−1 6 x 6 1.
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Приклад 2. Знайти область визначення функцiї

y =
√
x− 1 +

√
4− x.

Розв’язання. Область визначення даної функцiї складається з тих спiльних
значень x, для яких обидва доданки набувають дiйсних значень. Для цього
мають одночасно виконуватися нерiвностi:

{

x− 1 > 0,

4− x > 0.

Звiдси випливає
x > 1, i x 6 4.

Поєднуючи цi нерiвностi, дiстанемо

1 6 x 6 4.

Таким чином, область визначення даної функцiї є вiдрiзок [1, 4].

Якщо з областi визначення функцiї вибрати будь-яке число,

x = c,

то йому буде вiдповiдати значення функцiї в точцi c, тобто f(c).

Приклад 3. Для функцiї
f(x) = x(2− x)

знайти значення в точках x = −1, x = 0, x = 1.

Розв’язання. Послiдовно пiдставляючи замiсть x числа −1, 0, 1, одержимо
такi значення функцiї:

f(−1) = −1 · (2− (−1)) = −1 · 3 = −3,

f(0) = 0,

f(1) = 1 · (2− 1) = 1

Завдання для самостiйної роботи

1. Знайти область визначення функцiй:
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1. y = lg(x+ 3).

2. y =
√
5− 2x.

3. y = arccos
1− 2x

4
.

4. y =
x√

x2 − x− 2
.

5. y =
√
x+ 2.

6. y =
√
9− x2.

7. y =
√
4x− x2.

2. Знайти значення f(−2), f(−1), f(0), f(1), f(2), якщо

f(x) =

{

1 + x, при −∞ < x 6 0,

2x, при 0 < x < +∞.

3. Обчислити значення f(−1), f(0), f(1), f(2), f(x+ 1) функцiй:

а)f(x) = x2 − 3x+ 2, б)f(x) =
1− x

1 + x
, в)f(x) = x3 − 1.

1.2. Складна функцiя

Найбiльш поширеним є аналiтичний спосiб завдання функцiї. Вiн по-
лягає в тому, що за допомогою аналiтичного виразу, який називається фор-

мулою, описується алгоритм обчислення значення функцiї для кожного зi
значень аргументу.

Наприклад, алгоритм обчислення функцiї

y = sin
√

1− x2

можна представити у виглядi послiдовностi (ланцюжка) дiй:

x → x2 → 1− x2 →
√

1− x2 → y = sin
√

1− x2.

Цей алгоритм iнакше можна записати як послiдовнiсть таких дiй:
1. Надамо аргументу x певне значення;
2. Пiдносимо x до другого степеня;
3. Обчислимо многочлен 1− x2;
4. Добудемо корiнь другого степеня;
5. Обчислимо синус.
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Означення 3. Накладання двох або бiльше функцiй називається складною

функцiєю.

Функцiя у наведеному прикладi складна, вона складається з послiдов-
ного обчислення трьох функцiй:

— обчислюється многочлен

u = 1− x2,

— обчислюється корiнь

v =
√
u,

— обчислюється синус

y = sin v.

Цю складну функцiю символiчно можна позначити таким чином:

y = f(v(u(x))).

Завдання для самостiйної роботи

I. Представити у виглядi послiдовностi (ланцюжка) елементарних функцiй
складнi функцiї

1. y = sin3 x.

2. y = 3

√

(1 + x)2.

3. y = lg tg x.

4. y = sin3 (2x+ 1) .

5. y = 5(3x+1)
2

.

II. Представити складнi функцiї у виглядi композицiї (накладання) елемен-
тарних функцiй

1. y = 2sin
3
√
x.

2. y = tg 5
√
lg x.

3. y = 3

√

lg sinx3.

4. y = arctg
√
2x4.
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1.3. Модуль дiйсного числа

Означення 4. Модулем або абсолютною величиною дiйсного числа x нази-
вається таке невiд’ємне число, яке позначається символом |x|, що

|x| =
{

x, x > 0,

−x, x < 0.
(1.1)

Графiк функцiї y = |x| наведено на рис.1.1.

1

2

3

y

−3 −2 −1 1 2 3

x

y =| x |

Рис. 1.1. Модуль

Очевидно, для кожного дiйсного числа x виконується рiвнiсть

| − x| = |x|.

Наприклад, |4| = 4, | − 3| = 3.
На числовiй осi модуль |x| кожного дiйсного числа x зображає вiд-

стань вiд початку координат O до певної точки A, яка має координату x
(рис.1.2). Звiдси випливає, якщо модуль числа x задовольняє нерiвностi

O x−a +aA(x)

|a| |a|

|x|

Рис. 1.2. Геометричний змiст модуля
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|x| < a,

то виконується умова
−a < x < a, (1.2)

тобто число x належить iнтервалу (−a, a).
Справдi, точка A(x) лежить на вiдстанi |x| вiд початку координат O, але

цю вiдстань можна вiдкладати як в додатному, так i у вiд’ємному напряму
вiд початку координат i ця вiдстань менше a. Таким чином, точка x належить
iнтервалу (−a, a).

Нерiвнiсть (1.2) також можна одержати за формулою (1.1). Насправдi
за визначенням модуля маємо: якщо x > 0, то |x| = x < a.
Але якщо x < 0, тодi |x| = −x < a або x > −a.
Поєднуючи цi нерiвностi, одержимо

−a < x < a.

Можна розглянути бiльш загальну нерiвнiсть. Нехай

|x− x0| < a, (1.3)

де x0 — певне число (точка), тодi число x задовольняє нерiвнiсть:

x0 − a < x < x0 + a. (1.4)

Дiйсно, вiдстань мiж точками x та x0 дорiвнює |x−x0| i ця вiдстань менше a
(рис.1.3).

O xx0 − a x0 + aA(x)

|a| |a|

|x− x0|

M(x0)

Рис. 1.3. Геометричний змiст модуля

Властивостi модуля:
1. Модуль суми двох чисел менше або дорiвнює сумi модулiв цих чисел:

|x + y| 6 |x|+ |y|. (1.5)
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2. Модуль рiзницi двох чисел бiльше або дорiвнює рiзницi модулiв цих чисел:

|x− y| > |x| − |y|. (1.6)

3. Модуль добутку двох чисел дорiвнює добутку модулiв цих чисел:

|xy| = |x||y|. (1.7)

4. Модуль частки двох чисел дорiвнює частки модулiв цих чисел:

∣

∣

∣

y

x

∣

∣

∣
=

|y|
|x| . (1.8)

5. Модуль цiлого степеня дiйсного числа дорiвнює вiдповiдному степеню мо-
дуля цього числа:

|xn| = |x|n. (1.9)

Зауваження 1. Вiдзначимо корисну рiвнiсть, яка випливає з визначення мо-
дуля √

x2 = |x|.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння |3x− 4| = 1

2
.

Розв’язання. За означенням модуля маємо

|x| =
{

x, x > 0,

−x, x < 0.

Отже, треба розглянути два випадки.
1. Якщо 3x− 4 > 0, то |3x− 4| = 3x− 4.
Звiдси випливає

3x− 4 =
1

2
, або 3x =

9

2
.

Таким чином, маємо x =
3

2
, якщо x >

4

3
.

2. Якщо 3x− 4 < 0, то |3x− 4| = −(3x− 4).
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Тодi

−3x+ 4 =
1

2
, −3x = −7

2
, x =

7

6

(

якщо x <
4

3

)

.

Вiдповiдь: x =
3

2
, x =

7

6
.

Приклад 5. Розв’язати нерiвнiсть |x− 2| > 1.

Розв’язання. За ознакою модуля маємо:
1. Якщо x− 2 > 0, то |x− 2| = x− 2 > 1. Звiдси випливає, що x > 3.
2. Якщо x− 2 < 0, то |x− 2| = −(x− 2) > 1, −x > −1 або x 6 1.
Поєднуючи цi нерiвнiстi, одержимо x ∈ (−∞; 1] ∪ [3; +∞).

Завдання для самостiйної роботи

1. Розв’язати рiвняння
∣

∣−x2 + 2x− 3
∣

∣ = 1.
Вiдповiдь.: ∅.

2. Розв’язати рiвняння

∣

∣

∣

∣

2x− 1

x+ 1

∣

∣

∣

∣

= 1.

Вiдповiдь.: x = 0, x = 2.
3. Розв’язати нерiвнiсть

∣

∣x2 − 7x+ 12
∣

∣ > x2 − 7x+ 12.
Вiдповiдь.: x ∈ (3; 4).
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1.4. Рiвнiсть нулю

Розглянемо таку задачу: знайти число a, модуль якого менше будь–якого
додатного числа ε, тобто

|a| < ε. (1.10)

Розглянемо умови задачи: ε довiльне число, тому йому можна надати
будь–яке значення:

– якщо вiзьмемо ε = 100, то a за модулем буде менше 100, тобто

|a| < 100;

– якщо вiзьмемо ε = 1, то a за модулем буде менше 1, тобто

|a| < 1;

– якщо вiзьмемо ε = 0, 01, то a за модулем буде менше 0, 01, тобто

|a| < 0, 01.

Можно припустити, що a = 0. Доведемо це припущення. Доведення будемо
будувати вiд протилежного. Припустимо, що

a 6= 0.

Це дозволяє надати таке значення числу ε:

ε =
1

2
|a|.

Нагадаємо, що ε є довiльне додатне число. Тодi за умовами задачи маємо:

|a| < 1

2
|a|, або 1 <

1

2
.

Але це не можливо. Одержана суперечнiсть доводить, що число a повинно

дорiвнювати нулю.
Таким чином, якщо будь–яке число a по модулю менше довiльного додат-

ного числа ε, то число a дорiвнює нулю.
Ця задача має велике значення. Справа в тому, що не можливо вимiряти

нуль, але є властивiсть — якщо число по модулю менше довiльного додатного
числа, то це число дорiвнює нулю i можна перевiрити цю властивiсть.
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2. Границя функцiї неперервного

аргументу

Розглянемо функцiю неперервного аргументу. Її аргумент змiнюється
неперервно, тобто пробiгає всi точки певного промiжку, крiм, можливо, де-
яких внутрiшнiх точок, в яких функцiя невизначена.

В точках, в яких функцiя визначена, можна обчислити значення фун-
кцiї, але в точках невизначеностi це неможливо i виникає питання: до якого

числа наближається значення функцiї, коли її аргумент необмежено на-

ближується до точки невизначеностi? Ця задача розв’язується обчислен-
ням границi функцiї в цiй точцi.

Приклад 6. Розглянемо функцiю

f(x) =
sin x

x
.

Ця функцiя визначена на всiй числовiй осi, крiм точки x = 0 (дiлення
на нуль). Таким чином, маємо таку область визначення:

(−∞, 0) ∪ (0,+∞).

Функцiя
sin x

x
парна, тобто

f(−x) =
sin(−x)

−x
=

− sinx

−x
=

sin x

x
= f(x).

Отже, можна розглядати цю функцiю тiльки при додатних значеннях аргу-
менту x.

Обчислимо декiлька значень функцiї в околi точцi x = 0 i результати
наведемо в таблицю:
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Таблиця 1. Збiжнiсть функцiї
sinx

x

x 0, 500 0, 400 0, 300 0, 250 0, 200 0.150 0, 100 0, 050 0
sin x 0, 479 0, 389 0, 296 0, 247 0, 199 0, 149 0, 100 0, 050 0
sin x

x
0, 959 0, 973 0, 985 0, 989 0, 993 0, 996 0, 998 0, 999 не визн.

З цiєї таблицi випливає, що коли аргумент функцiї x наближається до нуля,

то значення функцiї
sin x

x
наближається до одиницi (рис. 2.1). Цей факт

позначається символом границi функцiї:

lim
x→0

sin x

x
= 1.

Нагадаємо, що при x = 0 функцiя не визначена i тому обчислити її значення
в точцi x = 0 неможливо.

−1

1

2

y

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6
x

y = sinx
x

Рис. 2.1. Функция
sin x

x

Далi, ми будемо користуватися такими поняттями, як окiл точки (або
ε-окiл точки).

Означення 5. Околом точки a називається будь-який iнтервал, що мiстить
точку a.

Iнодi необхiдно явно вказати довжину околу точки. У цьому випадку
говорять про ε-окiл.

Означення 6. Iнтервал (a− ε, a+ ε) називається ε-околом точки a.

Геометрично ε-окiл точки a— це вiдрiзок числової осi завдовжки 2ε з
серединою в точцi a.
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2.1. Нескiченно мала функцiя

Нагадаємо умову того, що стала величина дорiвнює нулю: якщо стала
величина по модулю менше будь–якого додатного числа, то вона дорiвнює
нулю.

Розглянемо функцiю неперервного аргументу, яка визначена на певному
промiжку. Така функцiя може дорiвнювати нулю у будь–якiй точцi цього
промiжка причому в iнших точках набувати значення, якi вiдрiзняються вiд
нуля. Наприклад, функцiя y = x2 дорiвнює нулю в точцi x = 0 i бiльш нiде
не дорiвнює нулю. Функцiя y = (x− 1)2 дорiвнює нулю в точцi x = 1.

Розглянемо, як для функцiї y = x2 неперервного аргументу x, яка при
x = 0 дорiвнює нулю, буде виконуватися умова рiвности нулю:

– нехай ε = 4, тодi умова y = x2 < ε = 4 буде виконуватися для всiх x,
якi задовольняють нерiвнiсть |x| < 2;

– нехай ε = 1, тодi умова: y = x2 < ε = 1 буде виконуватися для всiх x,
якi задовольняють нерiвнiсть |x| < 1;

– нехай ε = 0, 01, тодi умова: y = x2 < ε = 0, 01 буде виконуватися для
всiх x, якi задовольняють нерiвнiсть |x| < 0, 1.

Таким чином, умова x2 < ε виконується не тiльки у точцi x = 0, а i в
певному її околi, який залежить вiд цього ε.

Означення 7. Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = a
крiм, можливо, самiй точки x = a.

Функцiя f(x) називається нескiнченно малою в точцi x = a, якщо для
будь–якого додатного числа ε iснує таке додатне число δ, що для всiх x, якi
належать δ–околу точки x = a, виконується умова |f(x)| < ε.

Якщо функцiя f(x) в точцi x = a є нескiнченно малою, тодi записують:

lim
x→a

f(x) = 0. (2.1)

Нагадаємо, що δ–окiл точки x = a, це iнтервал (a−δ, a+δ). Цей iнтервал
має довжину 2δ i мiстить точку x = a. Тому iнодi дають iнше означення.

Означення 8. Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = a
крiм, можливо, точки x = a.

Функцiя f(x) називається нескiнченно малою в точцi x = a, якщо для
будь–якого додатного числа ε iснує таке додатне число δ, що для всiх x, якi
задовольняють нерiвность

|x− a| < δ, (2.2)
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виконується умова
|f(x)| < ε. (2.3)

Приклад 7. Функцiя f(x) = (x− 1)2 є нескiнченно мала в точцi x = 1 вели-
чина. Насправдi, функцiя f(x) визначена в точцi x = 1 i в будь–якому околi
точцi x = 1. Крiм того, для довiльного числа ε нерiвнiсть

(x− 1)2 < ε

задовiльняється для всiх x таких, що

|x− 1| <
√
ε.

Зауваження 2. Функцiя f(x) може бути нескiнченно малою в точцi x = a i
не бути нескiнченно малою в iнших точках, тобто f(x) в iнших точках може
набувати будь–якi значення.

2.2. Нескiнченно велика функцiя

Функцiя f(x) неперервного аргументу x при x → a може необмежено
зростати або спадати. В цьому разi функцiя має невласну границю +∞ або
−∞.

Означення 9. Нехай функцiя f(x) визначена в деяком околi точки x = a
крiм, можливо, точки x = a.

Якщо для будь–якого додатного числа M iснує таке додатне число δ,
що для всiх x, якi належать δ–околу точки x = a, виконується умова

f(x) > M,

то кажуть, що функцiя f(x) при x → a має невласну границю +∞ i запису-
ють

lim
x→a

f(x) = +∞. (2.4)

Аналогiчно означається невласна границя −∞.

Означення 10. Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = a
крiм, можливо, точки x = a.
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Якщо для будь–якого вiд’ємного числа M iснує таке додатне число δ,
що для всiх x, якi належать δ–околу точки x = a, виконується умова

f(x) < M,

то кажуть, що функцiя f(x) при x → a має невласну границю −∞ i запису-
ють

lim
x→a

f(x) = −∞. (2.5)

Означення 11. Функцiя f(x), яка має в точцi x = a невласну границю

lim
x→a

f(x) = +∞ або lim
x→a

f(x) = −∞, (2.6)

називається нескiнченно великою в точцi x = a.

Тут символом ∞ позначено невласне число «нескiнченнiсть», яке бiльше
будь–якого додатного числа i для якого iснує власна алгебра:

∞+∞ = ∞, c+∞ = ∞,

∞ ·∞ = ∞, c · ∞ = ∞,

де c— стала обмежена величина.

Приклад 8. Функцiя y = 1/ (x− 2) є нескiнченно велика в точцi x = 2 вели-
чина.

Зауважимо, що iснує зв’язок мiж нескiнченно малими та нескiнченно
великими величинами в точцi. Нехай функцiя f(x) є нескiнченно великою
величиною в точцi x = a , тобто

lim
x→a

f(x) = ∞. (2.7)

Тодi функцiя g(x) = 1/f(x) є нескiнченно малою величиною:

lim
x→a

g(x) = lim
x→a

1

f(x)
= 0. (2.8)

I навпаки, якщо функцiя g(x) є нескiнченно малою в точцi x = a i вона нiде
в околi точцi x = a не дорiвнює нулю, то функцiя f(x) = 1/g(x) в цiй точцi
є величиною нескiнченно великою, тобто

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

1

g(x)
= ∞. (2.9)

Символiчно це можна позначити таким чином:

C

0
= ∞,

C

∞ = 0 (C = const). (2.10)
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2.3. Границя функцiї

Означення 12. Нехай функцiя f(x) визначена в деякому околi точки x = x0

крiм, можливо, точки x = x0.
Число B називається границею функцiї f(x) в точцi x = x0, якщо для

будь–якого додатного числа ε iснує таке додатне число δ, що для всiх x, якi
належать δ–околу точки x = x0, виконується умова |f(x)− B| < ε.

Границя функцiї позначається символом:

lim
x→x0

f(x) = B. (2.11)

Зауваження 3. В самiй точцi x = x0 функцiя f(x) може бути невизначе-
на. Цей факт дозволяє за допомогою границi дослiдити поведiнку функцiї
в околi точки, в якiй функцiя невизначена, тобто з’ясувати до якого числа
наближається значення функцiї, коли її аргумент прямує до точки невизна-
ченостi.

2.4. Обчислення границi функцiї

Для функцiй неперервного аргументу виконуються такi теореми про

границю.

Теорема 1. Границя неперервної функцiї в будь–якої точцi неперервностi

дорiвнює значенню функцiї в цiй точцi.

Отже, якщо у точцi x0 функцiя f(x) неперервна, тодi

lim
x→x0

f(x) = f(x0). (2.12)

Можна довести, що що всi елементарнi функцiї неперервнi у своїх облас-

тях визначення.

Теорема 2. Якщо функцiя f(x) стала, тобто f(x) = C = const, то вона

має границю, яка дорiвнює цiй сталiй:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

C = C. (2.13)
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Теорема 3. Нехай функцiї f(x) i g(x) мають скiнченнi границi в точцi

x = x0:

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B.

Тодi сума функцiй f(x)± g(x) має границю, яка дорiвнює сумi границь цих

функцiй:

lim
x→x0

(f(x)± g(x)) =

(

lim
x→x0

f(x)

)

±
(

lim
x→x0

g(x)

)

= A±B. (2.14)

Теорема 4. Нехай функцiї f(x) i g(x) мають скiнченнi границi в точцi

x = x0:

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B.

Тодi добуток функцiй f(x)·g(x) має границю, яка дорiвнює добутку границь

цих функцiй:

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) =
(

lim
x→x0

f(x)

)

·
(

lim
x→x0

g(x)

)

= A · B. (2.15)

Наслiдок 1. Сталий множник можна виносити за знак границi:

lim
x→x0

(C · f(x)) = C · lim
x→x0

f(x) (C = const). (2.16)

Теорема 5. Нехай функцiї f(x) i g(x) мають скiнченнi границi в точцi

x = x0

lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,

причому g(x) 6= 0. Тодi частка функцiй
f(x)

g(x)
має границю, яка дорiвнює

частцi границь цих функцiй:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
=

A

B
. (2.17)

Зауважимо, що теореми про границi доводяться в припущеннi, що фун-
кцiї мають скiнченнi границi. Але, коли виникають невизначенi вирази

∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
,

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

, ‖0 · ∞‖ , ‖∞−∞‖ ,
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знання границь функцiй f(x) i g(x) недостатньо i необхiдно враховувати
закон їх змiни.

З теорем про границi випливає, що в кожнiй точцi числової вiсi iснують
границi многочленiв i нескоротних дробiв, якi рiвнi значенню цих функцiй у
данiй точцi.

Приклад 9. Знайти lim
x→a

x3.

Розв’язання. За теоремою про границю добутку, знайдемо:

lim
x→a

x3 = lim
x→a

(x · x · x) =
(

lim
x→a

x
)

·
(

lim
x→a

x
)

·
(

lim
x→a

x
)

= a · a · a = a3.

Очевидно, що
lim
x→a

xn = an. (2.18)

Приклад 10. Знайти lim
x→2

(

x3 − 5x+ 7
)

.

Розв’язання. За теоремою про границю суми та наслiдку теореми про гра-
ницю добутку, одержимо:

lim
x→2

(

x3 − 5x+ 7
)

=

= lim
x→2

(

x3
)

− lim
x→2

(5x) + lim
x→2

7 = 23 − 5 lim
x→2

x+ 7 =

= 8− 5 · 2 + 7 = 15− 10 = 5.

З розглянутих прикладiв випливає, щоб знайти границю многочлена

необхiдно замiсть аргументу x пiдставити його граничне значення.

Приклад 11. Знайти lim
x→−2

x2 − 3x− 4

x3 − 4x+ 1
.

Розв’язання. Враховуючи теорему про границю частки, окремо обчислимо
границю знаменника та границю чисельника:

lim
x→−2

x2 − 3x− 4

x3 − 4x+ 1
=

lim
x→−2

(

x2 − 3x− 4
)

lim
x→−2

(x3 − 4x+ 1)
=

=
(−2)2 − 3(−2)− 4

(−2)3 − 4(−2) + 1
=

4 + 6− 4

−8 + 8 + 1
=

6

1
= 6.
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Приклад 12.

lim
x→2

x3 − 5x2 + 8x− 4

x3 − 3x2 + 5
=

=
23 − 5 · 22 + 8 · 2− 4

23 − 3 · 2 + 5
=

8− 20 + 16− 4

8− 12 + 5
=

0

1
= 0.

Приклад 13.

lim
x→0

5x2 + 7x− 4

x3 − 5x
=

5 · 0 + 7 · 0− 4

0− 5 · 0 =
0 + 0− 4

0− 0
=

−4

0
= −∞.

Тут було використовано зв’язок нескiнченно малої та нескiнченно великої
величин (2.10).

У випадку невизначеностi вигляду

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

необхiдно виконати тотожнi пе-

ретворення чисельника та знаменника дробу, метою якого буде видiлення
множника, що наближається до нуля. Для цього можна скористатися:

1) наслiдком теореми Безу: якщо x0 — корiнь многочлена Pn(x), тобто
Pn(x0) = 0, то Pn(x) дiлиться на двочлен (x− x0) без залишку, тодi його
можна подати у такому виглядi:

Pn(x) = (x− x0)Qn−1(x),

де Qn−1(x)— многочлен степеня n− 1;
2) квадратний тричлен P2(x) = ax2 + bx+ c, у якого дискримiнант

D = b2 − 4ac > 0

може бути подано у виглядi такого добутку:

ax2 + bx+ c = a (x− x1) (x− x2) ,

де x1, x2 — коренi квадратного тричлена.

Приклад 14. Знайти lim
x→3

x− 3

x2 − 9
.
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Розв’язання. Пiдставимо замiсть x його граничне значення 3:

lim
x→3

x− 3

x2 − 9
=

3− 3

9− 9
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Одержали невизначенiсть вигляду

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

У цьому випадку необхiдно усунути невизначенiсть, тобто у чисельнику
i знаменнику треба видiлити множник, що наближається до нуля.

Тому що x → 3, то (x−3) → 0. Таким чином, (x−3) є нескiнченно мала
величина.

У чисельнику такий множник є. Видiлимо множник (x−3) у знаменнику,
для цього перетворимо знаменник за формулою рiзницi квадратiв:

x2 − 9 = (x− 3) (x+ 3) .

Тодi, скорочуючи дрiб на множник (x− 3), одержимо:

lim
x→3

x− 3

x2 − 9
= lim

x→3

x− 3

(x− 3) (x + 3)
= lim

x→3

1

x+ 3
=

1

3 + 3
=

1

6
.

Звернемо увагу, що вихiдна функцiя
x− 3

x2 − 9
невизначена в точцi x = 3,

але знайдена границя вказує, що коли аргумент x наближується до 3, то

значення функцiї прямує до
1

6
.

Приклад 15. Знайти lim
x→1

x2 − 1

x2 + 2x− 3
.

Розв’язання. Пiдставляючи замiсть x його граничне значення, одержимо:

lim
x→1

x2 − 1

x2 + 2x− 3
=

12 − 1

1 + 2 · 1− 3
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

Маємо невизначенiсть

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

. Тому що x → 1, необхiдно в чисельнику i зна-

меннику видiлити множник (x− 1), який при x → 1 наближується до нуля.
Чисельник зображує рiзницю квадратiв:

x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).
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За теоремою Вiєта одержимо коренi знаменника:

x1 = 1, x2 = −3.

Тодi знаменник можна подати у такому виглядi:

x2 + 2x− 3 = (x− 1)(x+ 3).

Врахуємо цi перетворення та скоротимо дрiб на множник (x − 1), тодi за
теоремою про границю частки одержимо:

lim
x→1

x2 − 1

x2 + 2x− 3
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

(x− 1)(x+ 3)
= lim

x→1

x+ 1

x+ 3
=

1 + 1

1 + 3
=

2

4
=

1

2
.

Приклад 16. Знайти lim
x→3

2x3 − 5x2 − 2x− 3

x2 + 2x− 15
.

Розв’язання. Обчислимо границю чисельника та знаменника для цього ско-
ристаємося теоремою про границю частки. Тодi маємо:

lim
x→3

2x3 − 5x2 − 2x− 3

x2 + 2x− 15
=

2 · 33 − 5 · 32 − 2 · 3− 3

32 + 2 · 3− 15
=

=
2 · 27− 5 · 9− 6− 3

9 + 6− 15
=

54− 45− 9

15− 15
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Отже, границi чисельника i знаменника iснують, але скористатися тео-
ремою про границю частки не можна тому, що маємо невизначенiсть. Щоб
усунути цю невизначенiсть необхiдно видiлити у чисельнику та знаменнику
множник (x− 3), що наближається до нуля.

Тому, що x = 3 є коренем чисельника i знаменника, то за наслiдком
теореми Безу цi многочлени дiляться на (x− 3) без залишку:

2x3 − 5x2 − 2x − 3 x− 3
2x3 − 6x2 2x2 + x+ 1

x2 − 2x
x2 − 3x

x − 3
x − 3

0

x2 + 2x − 15 x− 3
x2 − 3x x+ 5

5x − 15
5x − 15

0
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Зауваження 4. Для дiлення одного многочлена на iнший потрiбно обидва
многочлена записати у порядку спадання степенiв.

Тепер кожен многочлен може бути подано у такому виглядi:

2x3 − 5x2 − 2x− 3 = (x− 3)
(

2x2 + x+ 1
)

, (2.19)

x2 + 2x− 15 = (x− 3) (x+ 5) . (2.20)

Враховуючи (2.19) i (2.20), скоротимо множник (x− 3) i обчислимо границю
функцiї:

lim
x→3

2x3 − 5x2 − 2x− 3

x2 + 2x− 15
= lim

x→3

(x− 3)
(

2x2 + x+ 1
)

(x− 3) (x+ 5)
=

= lim
x→3

2x2 + x+ 1

x+ 5
=

2 · 32 + 3 + 1

3 + 5
=

22

8
=

11

4
.

Приклад 17. Знайти lim
x→2

(

4

x2 − 4
− 1

x− 2

)

.

Розв’язання.

lim
x→2

(

4

x2 − 4
− 1

x− 2

)

=
4

22 − 4
− 1

2− 2
=

4

0
− 1

0
= ‖∞−∞‖ .

Маємо невизначенiсть вигляду ‖∞−∞‖. Для розкриття невизначеностi ви-
гляду ‖∞−∞‖ потрiбно виконати тотожнi перетворення, щоб звести таку

невизначенiсть до вигляду
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
або

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Наведемо рiзницю дробiв до спiльного знаменника:

4

x2 − 4
− 1

x− 2
=

4− (x+ 2)

x2 − 4
=

2− x

x2 − 4
.

Якщо обчислити границю цiєї функцiї, то одержимо невизначенiсть

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

, її

можна усунути, скоротивши множник (x− 2), який прямує до нуля:

lim
x→2

(

4

x2 − 4
− 1

x− 2

)

= lim
x→2

2− x

x2 − 4
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

=

= − lim
x→2

1

x+ 2
= − 1

2 + 2
= −1

4
.
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2.5. Границя функцiї на нескiнченностi

Означення 13. Нехай функцiя f(x) визначена на множинi усiх додатних
чисел, тобто

x ∈ (0,+∞) .

Число B називається границею функцiї f(x) при x → +∞, якщо для будь–
якого додатного числа ε iснує таке додатне число M , що з нерiвностi x > M
випливає нерiвнiсть |f(x)− B| < ε. Цей факт позначається символом:

lim
x→+∞

f(x) = B. (2.21)

Аналогiчно визначається границя функцiї при x → −∞.

Означення 14. Нехай функцiя f(x) визначена на множинi всiх вiд’ємних
чисел, тобто

x ∈ (−∞, 0) .

Число B називається границею функцiї f(x) при x → −∞, якщо для
будь–якого додатного числа ε iснує таке вiд’ємне число M , що для всiх x <
M випливає нерiвнiсть |f(x)− B| < ε. Це записують так:

lim
x→−∞

f(x) = B. (2.22)

Обчислення границi при x → ±∞ необхiдно враховувати знак «нескiн-
ченостi», тобто потрiбно обчислювати двi границi: i при x → +∞, i при
x → −∞.

Приклад 18. Знайти lim
x→∞

(3x− 2).

Розв’язання. Скористаємося теоремою про границю суми та винесемо сталу
за знак границi. Тодi одержимо:

lim
x→∞

(3x− 2) = lim
x→∞

(3x)− lim
x→∞

(2) = 3 lim
x→∞

(x)− 2 = 3 ·∞− 2 = ∞− 2 = ∞.

Тут також було враховано, що для невласного числа ∞ дiє власна алгебра
(див. стр. 17).

Приклад 19. Знайти lim
x→∞

3

2x+ 1
.
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Розв’язання. За теоремою про границю частки маємо

lim
x→∞

3

2x+ 1
=

lim
x→∞

3

lim
x→∞

(2x+ 1)
=

3

∞ = 0.

Тут враховано зв’язок нескiнченно малих i нескiнченно великих величин
(див. стр. 17).

Приклад 20. Знайти lim
x→∞

(

3x2 − 2x+ 5
)

.

Розв’язання.

lim
x→∞

(

3x2 − 2x+ 5
)

= ‖∞−∞‖.

Маємо невизначеннiсть вигляду ‖∞−∞‖. Ця невизначеннiсть виникла тому,
що перший додаток прямує до +∞, а другий прямує до −∞. Щоб усунити не-
визначеннiсть, потрiбно з’ясувати який додаток, перший або другий, швидче
зростає. Очевидно, що x2 зростає швидче за x, тому винесимо x2 за дужки.

3x2 − 2x+ 5 = x2

(

3− 2

x
+

5

x2

)

.

Тодi у дужках перший доданок — стала, а другий та третiй доданки є не-
скiнченно малi величини; множник x2 є величина нескiченно велика. Отже
маємо

lim
x→∞

(

3x2 − 2x+ 5
)

= lim
x→∞

x2

(

3− 2

x
+

5

x2

)

=

= ∞
(

3− 2

∞ +
5

∞

)

= ∞ (3− 0 + 0) = ∞ · 3 = ∞.

Зауваження 5. Усунення невизначенностi ‖∞ − ∞‖ шляхом перетворення
даного типа використовується досить часто, причому при порiвняннi нескiн-
ченно великих величин завжди виносимо величину, яка зростає швидче за
iнших.

Приклад 21. Знайти lim
x→∞

5x2 − 4x+ 3

3x2 + 7x+ 1
.
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Розв’язання.

lim
x→∞

5x2 − 4x+ 3

3x2 + 7x+ 1
=

∥

∥

∥

∥

∞−∞
∞

∥

∥

∥

∥

.

Для розкриття невизначенностi перетворимо кожен многочлен, як це було
зроблено у пепередньому прикладi. Тодi одержимо:

lim
x→∞

5x2 − 4x+ 3

3x2 + 7x+ 1
= lim

x→∞

x2

(

5− 4

x
+

3

x2

)

x2

(

3 +
7

x
+

1

x2

) = lim
x→∞

5− 4

x
+

3

x2

3 +
7

x
+

1

x2

=

=
5− 4

∞ +
3

∞
3 +

7

∞ +
1

∞

=
5− 0 + 0

3 + 0 + 0
=

5

3
.

Звернемо увагу на те, що тут було скорочено на x2. Цей множник давав
нескiнченне зростання як чисельника, так i знаменника.

Приклад 22. Знайти lim
x→∞

x2 − 2x+ 3

3x3 − 6x+ 5
.

Розв’язання.

lim
x→∞

x2 − 2x+ 3

3x3 − 6x+ 5
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x2

(

1− 2

x
+

3

x2

)

x3

(

3− 6

x2
+

5

x3

) =

= lim
x→∞

(

1− 2

x
+

3

x2

)

x

(

3− 6

x2
+

5

x3

) = lim
x→∞

1

x
· lim
x→∞

1− 2

x
+

3

x2

3− 6

x2
+

5

x3

=

=
1

∞ ·
1− 2

∞ +
3

∞
3− 6

∞ +
5

∞

= 0 · 1− 0 + 0

3− 0 + 0
= 0 · 1

3
= 0.

Зауважимо, що в цьому прикладi при x → ∞ чисельник зростає як x2,
а знаменник — як x3.
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Приклад 23. Знайти lim
x→∞

4x2 + x− 3

−5x+ 7
.

Розв’язання.

lim
x→∞

4x2 + x− 3

−5x+ 7
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x2

(

4 +
1

x
− 3

x2

)

x

(

−5 +
7

x

) =

= lim
x→∞

x

(

4 +
1

x
− 3

x2

)

−5 +
7

x

=

∞
(

4 +
1

∞ − 3

∞

)

−5 +
7

∞

=
∞ (4 + 0− 0)

−5 + 0
= ∞.

Приклад 24. Знайти lim
x→∞

(√
x+ 1−√

x
)

.

Розв’язання.

lim
x→∞

(√
x+ 1−

√
x
)

= ‖∞−∞‖ .

Невизначенiсть вигляду ‖∞−∞‖шляхом алгебраїчних перетворень зви-

чайно зводять до невизначенностi типу
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
або

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Функцiя, що розглядається, мiстить нескiнченно велику величину x пiд
знаком квадратного кореня. Тому для розкриття невизначеностi позбавимося
iррацiональностi у чисельнику, скориставшись формулою рiзницi квадратiв:

a2 − b2 = (a− b) (a+ b) .

Отже, помноживши чисельник i знаменник на
(√

x + 1 +
√
x
)

, у чисельнику
одержимо рiзницю квадратiв, а в знаменнику — суму коренiв, якi невизна-
ченностi не утворюють:

lim
x→∞

(√
x+ 1−√

x
) (√

x+ 1 +
√
x
)

√
x+ 1 +

√
x

= lim
x→∞

(√
x+ 1

)2 − (
√
x)

2

√
x+ 1 +

√
x

=

= lim
x→∞

x+ 1− x√
x+ 1 +

√
x
= lim

x→∞
1√

x+ 1 +
√
x
=

1

∞ = 0.
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Приклад 25. Знайти lim
x→±∞

(√
x2 + x+ 1− x

)

.

Розв’язання. В цьому випадку необхiдно розглянути двi границi: першу —
при x → +∞ i другу — при x → −∞.

Розглянемо першу границю:

lim
x→+∞

(

√

x2 + x+ 1− x
)

= ‖∞−∞‖ =

= lim
x→+∞

(√
x2 + x+ 1− x

) (√
x2 + x+ 1 + x

)

√
x2 + x+ 1 + x

=

= lim
x→+∞

x2 + x + 1− x2

√
x2 + x+ 1 + x

= lim
x→+∞

x+ 1√
x2 + x+ 1 + x

=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→+∞

x

(

1 +
1

x

)

x

(

√

1 +
1

x
+

1

x2
+ 1

) = lim
x→+∞

1 +
1

x
√

1 +
1

x
+

1

x2
+ 1

=
1

2
.

Знайдемо iншу границю:

lim
x→−∞

(

√

x2 + x+ 1− x
)

= lim
x→−∞

(

|x|
√

1 +
1

x
+

1

x2
− x

)

=

=

(

∞ ·
√

1 +
1

−∞ +
1

∞2
− (−∞)

)

= ∞+∞ = ∞.

Звернемо увагу, що дана функцiя має при x → +∞ i при x → −∞ рiзнi
границi.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти границю функцiї.

1. lim
x→2

x2 + 5

x2 − 3
. 2. lim

x→0

x2 − 3x+ 1

x− 4
.
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3. lim
x→1

x

1− x
.

4. lim
x→2

x2 − 4

x− 1
.

5. lim
x→1

x2 − 1

x− 1
.

6. lim
x→4

x2 − 6x+ 8

x2 − 5x+ 4
.

7. lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x3 − x
.

8. lim
x→−2

x3 + 3x2 + 2

x2 − x− 6
.

9. lim
x→1/2

8x3 − 1

6x2 − 5x+ 1
.

10. lim
x→0

√
1 + x2 − 1

x
.

11. lim
x→0

√
1 + x− 1

x2
.

12. lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
.

13. lim
x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
.

14. lim
x→∞

5x2 − 3x+ 2

2x2 + 4x+ 1
.

15. lim
x→∞

3x− 1

x2 − x+ 1
.

16. lim
x→∞

3x
√
x+ 1√

3x2 + 1
.

17. lim
x→±∞

(√
x2 + 1− x

)

.

18. lim
x→±∞

x
(√

x2 + 1− x
)

.

2.6. Перша важлива границя

Перша важлива границя має такий вигляд:

lim
x→0

sin x

x
= 1. (2.23)

Звернемо увагу на те, що функцiя
sinx

x
в точцi x = 0 невизначена. То-

му що sin x в цiй точцi дорiвнює нулю, то маємо невизначенiсть типу

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Таким чином, перша важлива границя використовується для розкриття не-
визначеностi, якщо невизначенi вирази мiстять тригонометричнi функцiї.
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Перша важлива границя має такi наслiдки:

lim
x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1, (2.24)

lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
, lim

x→0

arcsinx

x
= 1. (2.25)

Границя вiдношення функцiй sin x i x при x → 0 дорiвнює одиницi. Це
означає, що функцiя y = sinx у малому околi точцi x = 0 змiнюється, як
лiнiйна функцiя y = x. Такi функцiї називаються еквiвалентними.

Означення 15. Нехай α(x) i β(x) є нескiнченно малi функцiї в точцi x = x0.
Якщо границя їх вiдношення при x → x0 дорiвнює одиницi, то α(x) i β(x)
точцi x = x0 називаються еквiвалентними.

Позначаються еквiвалентнi функцiї так: α(x) ∼ β(x).

Таким чином, якщо

lim
x→x0

α(x) = 0, lim
x→x0

β(x) = 0 i lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1, то α(x) ∼ β(x).

Теорема 6. При обчисленнi границi вiдношення двох нескiнченно малих цi

нескiнченно малi функцiї можна замiнити їх еквiвалентами, тобто якщо

α(x) ∼ β(x) i γ(x) ∼ δ(x), то виконується рiвнiсть

lim
x→x0

α(x)

γ(x)
= lim

x→x0

β(x)

δ(x)
. (2.26)

Наведемо еквiвалентнi при x → 0 функцiї:

sinx ∼ x, arcsinx ∼ x,

tg x ∼ x, arctg x ∼ x,

1− cosx ∼ 1

2
x2, ln(1 + x) ∼ x,

ex − 1 ∼ x, ax − 1 ∼ x ln a,

(1 + x)k − 1 ∼ kx, k
√
1 + x− 1 ∼ 1

k
x.

Приклад 26. Знайти lim
x→0

sin 5x

x
.
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Розв’язання. Скористатися границею (2.23) неможливо, тому що аргумент
синуса дорiвнює 5x i не збiгається зi знаменником x. Але можна помножити
чисельник i знаменник на число 5, тодi одержимо:

lim
x→0

sin 5x

x
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

= lim
x→0

5 sin 5x

5x
= 5 lim

x→0

sin 5x

5x
= 5 lim

t=5x→0

sin t

t
= 5 · 1 = 5.

Можна цю задачу розв’язати iнакше: тому, що x прямує до нуля, скориста-
ємось еквiвалентними величинами:

lim
x→0

sin 5x

x
=

∥

∥

∥

∥

sinx ∼ x,

sin 5x ∼ 5x,

∥

∥

∥

∥

= lim
x→0

5x

x
= lim

x→0
5 = 5.

Означення 16. Нехай α(x) i β(x) є нескiнченно малi функцiї в точцi x = x0.
Якщо їх вiдношення при x → x0 має скiнченну границю, яка не дорiвнює
нулю, тобто

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= C 6= 0,

то α(x) i β(x) точцi x = x0 називаються нескiнченно малими однакового

порядку.

Означення 17. Нехай α(x) i β(x) є нескiнченно малi функцiї в точцi x = x0.
Якщо границя вiдношення двох нескiнченно малих при x → x0 є нескiнченно
малою величиною, тобто

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0,

то α(x) називається нескiнченно малою вищого порядку малостi, нiж β(x).
При цьому β(x) називається нескiнченно малою нижчого порядку малостi,
нiж α(x).

Приклад 27. Знайти lim
x→0

tg x− sin x

x3
.

Розв’язання. Чисельник tg x−sinx є рiзниця двох нескiнченно малих одного
порядку малостi

tg x ∼ x, sinx ∼ x при x → 0
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i якщо скористатися еквiвалентними величинами, то буде втрачена нескiн-
ченно мала бiльшого порядку. Тому спочатку зробимо такi перетворення:

lim
x→0

tg x− sinx

x3
= lim

x→0

sin x

cosx
− sin x

x3
= lim

x→0

sinx (1− cosx)

x3 cosx
=

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

sin x ∼ x,

1− cosx ∼ 1

2
x2,

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= lim
x→0

sin x (1− cosx)

x3
lim
x→0

1

cosx
= lim

x→0

x · x
2

2
x3

· 1 =
1

2
.

Зауваження 6. З розглянутого прикладу випливає, що рiзниця двох нескiн-

ченно малих tg x− sin x ∼ x3

2
при x → 0, тобто є нескiнченно мала бiльшого

порядку малостi.

Приклад 28. Знайти lim

x→
π

2

(π

2
− x
)

tg x.

Розв’язання.

lim

x→
π

2

(π

2
− x
)

tg x =
(π

2
− π

2

)

tg
π

2
= ‖0 · ∞‖.

Для розкриття невизначеностi скористатися першою важливою границею
тут не можна, тому що тут немає нескiнченно малих величин. Виконаємо
таку замiну змiнної:

y =
π

2
− x.

Очевидно, що y → 0 при x → π

2
. Тодi маємо:

lim

x→
π

2

(π

2
− x
)

tg x = lim
y→0

y tg
(π

2
− y
)

= lim
y→0

y
sin
(π

2
− y
)

cos
(π

2
− y
) =

= lim
y→0

y
cos y

sin y
= lim

y→0

y

sin y
· lim
y→0

cos y = 1.
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Зауваження 7. При обчисленнi границi функцiї iнодi корисно розглядати
тангенс як вiдношення синуса та косинуса:

tg y =
sin y

cos y
.

Крiм того були використано формули зведення:

sin
(π

2
− y
)

= cos y, cos
(π

2
− y
)

= sin y.

2.7. Друга важлива границя

Для розкриття невизначеностi виду ‖1∞‖ звичайно користуються дру-

гою важливою границею:

lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e. (2.27)

Цю формулу можна записати iнакше, якщо врахувати, що
1

x
→ 0 при

x → ∞. Нехай x → ∞. Позначимо нескiнченно малу величину α(x) =
1

x
,

тодi з (2.27) випливає така формула:

lim
α→0

(1 + α)
1
α = e. (2.28)

Наслiдки другої важливої границi:

lim
x→∞

(

1 +
k

x

)x

= ek, lim
x→0

loga (1 + x)

x
= loga e,

lim
x→0

ln (1 + x)

x
= 1, lim

x→0

ax − 1

x
= ln a,

lim
x→0

ex − 1

x
= 1, lim

x→0

(1 + x)α − 1

x
= α.

Звiдси випливають такi еквiвалентнi нескiнченно малi:

loga (1 + x) ∼ x loga e =
x

ln a
, ln (1 + x) ∼ x,

ax − 1 ∼ x ln a, ex − 1 ∼ x,

(1 + x)α − 1 ∼ αx.
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Приклад 29. Знайти lim
x→∞

(

x

2 + x

)3x

.

Розв’язання. Обчислимо границю основи:

lim
x→∞

x

2 + x
=

∞
2 +∞ =

∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→∞

x

x

(

1 +
2

x

) = lim
x→∞

1

1 +
2

x

=
1

1 +
2

∞

=
1

1 + 0
= 1.

Обчислимо границю показника:

lim
x→∞

3x = ∞.

Отже, маємо невизначенiсть ‖1∞‖.
Видiлемо в основi одиницю: додамо i вiднiмемо з основи одиницю:

lim
x→∞

(

x

2 + x

)3x

= lim
x→∞

(

1 +
x

2 + x
− 1

)3x

=

= lim
x→∞

(

1 +
x− 2− x

2 + x

)3x

= lim
x→∞

(

1 +
−2

2 + x

)3x

=

Останнi два доданки було приведено до спiльного знаменника. Помножимо

i подiлимо показник на одержану нескiнченно малу
−2

2 + x
:

= lim
x→∞

(

1 +
−2

2 + x

)

2+x
−2

−2
2+x 3x

= lim
x→∞







(

1 +
−2

2 + x

)

2+x
−2







−6x
2+x

=

Величина у дужках прямує до числа e:

lim
x→∞

(

1 +
−2

2 + x

)

2+x
−2

= lim

t=
−2

2 + x
→0

(1 + t)
1
t = e.
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Враховуючи що

lim
x→∞

−6x

2 + x
= lim

x→∞
−6

1 +
2

x

= −6,

остаточно одержимо

lim
x→∞

(

x

2 + x

)3x

= e−6.

Приклад 30. Знайти lim
x→∞

(

3x+ 2

3x+ 1

)2x−1

.

Розв’язання. Обчислимо границю показника й основи:

lim
x→∞

(2x− 1) = ∞,

lim
x→∞

3x+ 2

3x+ 1
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→∞

x

(

3 +
2

x

)

x

(

3 +
1

x

) = lim
x→∞

3 +
2

x

3 +
1

x

=
3 +

2

∞
3 +

1

∞

=
3 + 0

3 + 0
= 1.

Таким чином, маємо невизначенiсть ‖1∞‖.
Видiлемо в основi одиницю:

lim
x→∞

(

3x+ 2

3x+ 1

)2x−1

= ‖1∞‖ =

= lim
x→∞

(

1 +
3x+ 2

3x+ 1
− 1

)2x−1

= lim
x→∞

(

1 +
1

3x+ 1

)2x−1

=

= lim
x→∞

{

(

1 +
1

3x+ 1

)3x+1
}

2x−1
3x+1

= e
lim
x→∞

2x−1
3x+1 = e2/3.

Тут враховано такi границi:

lim
x→∞

(

1 +
1

3x+ 1

)3x+1

= lim
t=

1
3x+1

→0

(1 + t)
1
t = e,
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lim
x→∞

2x− 1

3x+ 1
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x

(

2− 1

x

)

x

(

3 +
1

x

) = lim
x→∞

2− 1

x

3 +
1

x

=
2

3
.

Приклад 31. Знайти lim
x→∞

(

x+ 2

3x+ 1

)2x

.

Розв’язання. Обчислимо границю показника й основи:

lim
x→∞

(2x) = ∞,

lim
x→∞

x+ 2

3x+ 1
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→∞

x

(

1 +
2

x

)

x

(

3 +
1

x

) = lim
x→∞

1 +
2

x

3 +
1

x

=
1 +

2

∞
3 +

1

∞

=
1 + 0

3 + 0
=

1

3
.

Звiдси випливає

lim
x→∞

(

x+ 2

3x+ 1

)2x

=

(

1

3

)∞
= 0.

Приклад 32. Знайти lim
x→∞

(

3x+ 2

x+ 1

)x

.

Розв’язання. Обчислимо границю показника й основи:

lim
x→∞

(x) = ∞,

lim
x→∞

3x+ 2

x+ 1
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→∞

x

(

3 +
2

x

)

x

(

1 +
1

x

) = lim
x→∞

3 +
2

x

1 +
1

x

=
3 +

2

∞
1 +

1

∞

=
3 + 0

1 + 0
= 3.
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Звiдси випливає

lim
x→∞

(

x+ 2

3x+ 1

)2x

= 3∞ = ∞.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти границю функцiї.

1. lim
x→0

tg 3x

sin 2x
.

2. lim
x→0

1− cos 6x

x sin 3x
.

3. lim
x→0

esin 7x − 1

x2 + 3x
.

4. lim
x→0

arctg 5x

ln (1 + x)
.

5. lim
x→∞

(

x+ 3

x− 2

)2x+1

.

6. lim
x→∞

(

x2 + 5

x2 − 5

)x2

.

7. lim
x→+∞

x (ln(1 + x)− lnx).

8. lim
x→0

x

(

e
1
x − 1

)

.
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3. Неперервнiсть функцiї

3.1. Одностороннi границi

При означеннi границi функцiї f(x) використовується поняття δ–околу
точцi x = a, тобто припускається, що аргумент функцiї може наближатися до
точки x = a довiльно — як лiворуч, так i праворуч. Iнодi потрiбно обмежити
характер наближення аргументу x, тому розглядають праву та лiву границi

функцiї.

Означення 18. Число B називається правою границею функцiї f(x) у точцi
x = a, якщо для будь–якого додатного числа ε iснує таке додатне число δ,
що для всiх x, якi задовольняють нерiвностi

a < x < a+ δ, (3.1)

виконується умова
|f(x)−B| < ε. (3.2)

Позначається права границя функцiї так:

lim
x→a+0

f(x) = B. (3.3)

Тут символ x → a+0 означає: коли обчислюється права границя функ-
цiї f(x) у точцi x = a, аргумент функцiї x, наближуючись до точки a, завжди
залишається бiльше нiж a, тобто виконується умова x > a. Тому iнодi праву
границю позначають так:

lim
x → a

x > a

f(x) = B. (3.4)

Означення 19. Число B називається лiвою границею функцiї f(x) у точцi
x = a, якщо для будь–якого додатного числа ε iснує таке додатне число δ,
що для всiх x, якi задовольняють нерiвностi

a− δ < x < a, (3.5)
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виконується умова
|f(x)− B| < ε. (3.6)

Позначається лiва границя функцiї так:

lim
x→a−0

f(x) = B. (3.7)

Коли обчислюється лiва границя, аргумент x завжди лишається мен-
ше a, тому можна лiву границю позначити так:

lim
x → a

x < a

f(x) = B. (3.8)

У певнiй точцi x = a можливi такi випадки:
– функцiя в точцi може мати лiву та праву границi i вони рiвнi мiж

собою;
– функцiя в точцi має одностороннi границi i вони рiзнi.
Очевидно, якщо функцiя f(x) в точцi x = a має лiву та праву границi

i вони рiвнi мiж собою, то функцiя у точцi x = a має границю, яка дорiв-

нює лiвiй та правiй границям, i навпаки, якщо функцiя у точцi x = a має

границю, то в цiй точцi iснують лiва та права границi i вони рiвнi.

Приклад 33. Обчислити лiву та праву границi в точцi x = 0 функцiї

sgn x =











1 при x > 0;

0 при x = 0;

−1 при x < 0.

Ця функцiя називається знак числа x, читається «сигнум икс» (рис. 3.1).

Розв’язання. Функцiя sgn x визначена на всiй числовiй осi, тобто

x ∈ (−∞,+∞),

але на рiзнiх промiжках вона визначена рiзними формулами.
При x > 0 функцiя sgn x є стала, яка дорiвнює одиницi, тому iї права

границя в точцi x = 0 також дорiвнює цiй сталiй, тобто одиницi:

lim
x→0+0

sgn x = lim
x → 0

x > 0

sgn x = lim
x → 0

x > 0

1 = 1.
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x

y

1

−1

0

Рис. 3.1. Функцiя sgnx

Аналогiчно знаходиться лiва границя:

lim
x→0−0

sgn x = lim
x → 0

x < 0

sgn x = lim
x → 0

x < 0

(−1) = −1.

Тут наведено оба позначення односторонньої границi. Звичайно кори-
стуються першим позначенням односторонньої границi, причому мають на
увазi друге позначення.

Звернемо увагу, що тут лiва i права границi не рiвнi мiж собою, отже,
функцiя sgn x в точцi x = 0 границi немає. Крiм того, лiва та права границi
не дорiвнюєть значенню функцiї в точцi x = 0:

sgn(0) = 0.

3.2. Неперервнiсть функцiї

Означення 20. Функцiя f(x) називається неперервною в точцi x = x0,
якщо вона задовольняє таким умовам:

1) функцiя f(x) визначена в точцi x = x0 i певному iї околi;
2) в точцi x = x0 iснують лiва та права границi функцiї i вони рiвнi мiж

собою:
lim

x→x0−0
f(x) = lim

x→x0+0
f(x);

3) лiва та права границi дорiвнюють значенню функцiї в точцi x = x0:

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f(x0).

41



Якщо хоч одна з цих умов не виконується, то функцiя f(x) називається
розривною в точцi x = x0.

Означення 21. Якщо в точцi x = x0 iснують скiнченнi лiва та права границi
функцiї f(x) i вони рiвнi мiж собою, але функцiя f(x) невизначена в точцi
x = x0 або вiзначена, но iї значення не дорiвнює цим границям, тодi точка
x = x0 називається точкою усувного розриву.

Приклад 34. Функцiя f(x) =
sin x

x
невизначена у точцi x = 0, але в цiй точцi

iснує границя функцii (перша важлива границя):

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

sin x

x
= 1.

Отже, у точцi x = 0 iснують скiнченнi лiва та права границi функцiї i вони
рiвнi мiж собою (див. рис. 2.1 на стр. 14). Таким чином, точка x = 0— це
точка усувного розриву.

Якщо доповнити цю функцiю значенням f(0) = 1, одержимо неперервну
функцiю:

f(x) =



















sin x

x
, якщо x > 0,

1, якщо x = 0,
sin x

x
, якщо x < 0.

Приклад 35. Дослiдити на неперервнiсть функцiю f(x) =
x2 − 1

x− 1
.

Розв’язання. При x 6= 1 функцiю f(x) можна переписати у такому вигляду:

f(x) =
x2 − 1

x− 1
=

(x− 1) (x+ 1)

x− 1
= x+ 1.

Таким чином, фунцiя при будь–якому значеннi x 6= 1 є неперервною, як
елементарна функцiя. Але при x = 1 функцiя невизначена, тобто має розрив.

Знайдемо одностороннi границi у точцi x = 1:

lim
x→1−0

f(x) = lim
x → 1

x < 1

f(x) = lim
x → 1

x < 1

x2 − 1

x− 1
= lim

x → 1

x < 1

(x+ 1) = 1 + 1 = 2.
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lim
x→1+0

f(x) = lim
x → 1

x > 1

f(x) = lim
x → 1

x > 1

x2 − 1

x− 1
= lim

x → 1

x > 1

(x+ 1) = 1 + 1 = 2.

Отже, у точцi x = 1 iснують скiнченнi лiва та права границi функцiї i вони
рiвнi мiж собою. Таким чином, точка x = 1— це точка усувного розриву

(рис. 3.2).

−1

1

2

3

y

−2 −1 1 2
x

y = x2
−1

x−1

Рис. 3.2. Усувний розрив

Означення 22. Якщо в точцi x = x0 iснують скiнченнi лiва та права границi
функцiї f(x) але вони не рiвнi мiж собою, то точка x = x0 називається
точкою розриву першого роду.

Приклад 36. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x) =

{

1 + x2 при x < 1;

4− x при x > 1.

Розв’язання. Дана функцiя визначена на всiй числовiй осi, тобто

x ∈ (−∞,+∞),
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але на рiзнiх промiжках вона визначена рiзними аналiтичними виразами,
причому функцiї 1 + x2 i 4 − x неперервнi всюди, як елементарнi функцiї.
Тому точкою розриву може бути тiльки точка x = 1, в якiй змiнюється
аналитичний вiраз. Знайдемо одностороннi границi у цих точках.

Знайдемо лiву границю:

lim
x→1−0

f(x) = lim
x → 1

x < 1

f(x) = lim
x → 1

x < 1

1 + x2 = 1 + 1 = 2.

Аналогiчно знаходиться права границя:

lim
x→1+0

f(x) = lim
x → 1

x > 1

f(x) = lim
x → 1

x > 1

4− x = 4− 1 = 3.

Зауважимо, що права границя функцiї у точцi x = 1 дорiвнює частин-
ному значенню функцiї у цiєї точцi:

f(1) = (4− x)|x=1 = 4− 1 = 3.

1

2

3

4

y

−2 −1 1 2 3 4

x

y = 1 + x2

y = 4− x

Рис. 3.3. Розрив першого роду

Отже, у точцi x = 1 iснують скiнченнi лiва та права границi функцiї
i вони не рiвнi мiж собою. Таким чином, точка x = 1— це точка розриву

першого роду (рис. 3.3).

44



Приклад 37. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

f(x) =











x при x < 0;

1− x при 0 < x 6 1;

(x− 1)2 при 1 < x.

Розв’язання. Дана функцiя визначена на всiй числовiй осi, тобто

x ∈ (−∞,+∞),

але на рiзнiх промiжках вона визначена рiзними аналiтичними виразами,
причому функцiї x, 1 − x i (x− 1)2 неперервнi всюди, як елементарнi фун-
кцiї. Тому точками розриву може бути тiльки точки x = 0 i x = 1, в яких
змiнюється аналитичний вiраз. Графiк цiєї функцiї наведено на рис. 3.4. Зна-
йдемо одностороннi границi у цих точках.

Розглянемо точку x = 0. Знайдемо лiву границю:

lim
x→0−0

f(x) = lim
x → 0

x < 0

f(x) = lim
x → 0

x < 0

x = 0.

Аналогiчно знаходиться права границя:

lim
x→0+0

f(x) = lim
x → 0

x > 0

f(x) = lim
x → 0

x > 0

(1− x) = 1− 0 = 1.

Таким чином, у точцi x = 0 iснують скiнченнi лiва i права границi
функцiї i вони не рiвнi мiж собою, отже, точка x = 0 це точка розриву

першого роду функцiї f(x), тому що в цiй точцi функцiя має скiнченний
стрибок.

Розглянемо точку x = 1:

lim
x→1−0

f(x) = lim
x → 1

x < 1

f(x) = lim
x → 1

x < 1

(1− x) = 1− 1 = 0.

lim
x→1+0

f(x) = lim
x → 1

x > 1

f(x) = lim
x → 1

x > 1

(x− 1)2 = (1− 1)2 = 0.
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y = 1− x

y = (x− 1)2

Рис. 3.4. Розрив першого роду

Звiдси випливає, що функцiя f(x) неперервна у точцi x = 1.

Означення 23. Точка x = x0 називається точкою розриву другого роду,
якщо в цiй точцi не iснує або дорiвнює нескiнченности хоча б одна з одно-
стороннiх границь.

Приклад 38. Розглянемо функцiю f(x) =
1

x
. Ця функцiя невизначена в точцi
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x = 0. Обчислимо одностороннi границi в цiй точцi:

lim
x→+0

1

x
= lim

x → 0

x > 0

1

x
=

1

+0
= +∞,

lim
x→−0

1

x
= lim

x → 0

x < 0

1

x
=

1

−0
= −∞.

Таким чином, функцiя f(x) =
1

x
має в точцi x = 0 розрив другого роду

(рис. 3.5).

y

x

y = 1

x

0

Рис. 3.5. Розрив другого роду

Приклад 39. Дослiдити на неперервнiсть функцiю f(x) = e1/x−2.

Розв’язання. Ця функцiя визначена скрiзь крiм точки x = 2. Обчислимо
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лiву та праву границi в цiй точцi.

lim
x→2−0

f(x) = lim
x → 2

x < 2

f(x) = lim
x → 2

x < 2

e1/x−2 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x → 2

x < 2

x− 2 < 0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= e1/−0 =
1

e∞
= 0.

lim
x→2+0

f(x) = lim
x → 2

x > 2

f(x) = lim
x → 2

x > 2

e1/x−2 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x → 2

x > 2

x− 2 > 0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= e1/+0 = e∞ = ∞.

Отже, функцiя має в точцi x = 2 розрив другого роду (рис. 3.6).

y

x

y = e1/x

1

0

Рис. 3.6. Розрив другого роду
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Завдання для самостiйної роботи

Дослiдити функцiї на неперервнiсть.

1. f(x) = −3

x
.

2. f(x) =
3

4− x2
.

3. f(x) = 21/x.

4. f(x) =
1

1 + 21/x
.

5. f(x) =

{x

2
, x < 2,

0, x > 2,
.

6. f(x) =

{

x+ 1, x 6 1,

3− x2, x > 1.
.

7. f(x) =















1, x < 0,

cosx, 0 6 x <
π

2
,

1− x, x 6
π

2
.

.
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4. Iндивiдуальнi завдання

1. Знайти границi функцiй.

1.1. lim
x→1

3x2 − 2x+ 1

x2 + 4x+ 1
.

1.2. lim
x→2

x2 + x+ 1

x2 − x− 2
.

1.3. lim
x→3

x2 − 4x+ 3

2x2 − 5x+ 1
.

1.4. lim
x→5

x2 − 25

x2 − 4x− 5
.

1.5. lim
x→−1

x2 + 3x+ 1

2x2 − 3x− 5
.

1.6. lim
x→−3

2x2 + 5x+ 1

x2 + 2x− 3
.

1.7. lim
x→4

x2 − x− 2

x2 − 5x− 4
.

1.8. lim
x→−2

x2 + x− 2

2x2 − x + 1
.

1.9. lim
x→−4

x2 − 16

x2 + 5x+ 2
.

1.10. lim
x→3

x2 + x− 3

x2 − 4
.

1.11. lim
x→1

2x2 + x− 3

x2 + x− 2
.

1.12. lim
x→2

2x2 − 3x− 2

x2 − 3x+ 2
.

1.13. lim
x→3

3x2 − 10x+ 3

x2 − 3x− 3
.

1.14. lim
x→5

3x2 − 14x+ 5

x2 − 6x+ 5
.

1.15. lim
x→7

2x2 − 13x− 7

x2 − 9x+ 14
.

1.16. lim
x→3

3x2 − 5x− 3

x2 − 5x+ 6
.

1.17. lim
x→5

2x2 − 11x+ 5

x2 − 7x+ 10
.

1.18. lim
x→6

2x2 − 9x− 18

x2 − 7x+ 6
.

1.19. lim
x→7

3x2 − 17x− 28

x2 − 9x+ 14
.

1.20. lim
x→3

3x2 − 8x− 3

x2 − x− 6
.

1.21. lim
x→−2

x2 − x− 6

2x2 + x− 6
.

1.22. lim
x→2

x2 − x− 4

x2 + x− 6
.
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1.23. lim
x→−1

3x2 + x− 2

3x2 + 4x+ 1
.

1.24. lim
x→−1

2x2 − 5x− 7

3x2 + x− 2
.

1.25. lim
x→−5

x2 + 2x− 15

2x2 + 7x− 15
.

1.26. lim
x→−4

2x2 + 9x+ 4

x2 − x− 20
.

1.27. lim
x→1

3x2 − 5x+ 2

x2 − 4x+ 3
.

1.28. lim
x→−2

x2 + 3x+ 2

2x2 + 5x+ 2
.

1.29. lim
x→4

x2 − x− 12

x2 − 2x− 8
.

1.30. lim
x→−3

x2 − x− 12

x2 + 5x+ 6
.

2. Знайти границi функцiй.

2.1. lim
x→−2

2x2 + 3x− 2

3x2 + 2x− 8
.

2.2. lim
x→1

3x2 − 5x+ 2

2x2 − x− 1
.

2.3. lim
x→2

−3x2 + 10x− 8

3x2 − 8x+ 4
.

2.4. lim
x→1

2x2 − x− 3

x2 − 3x− 4
.

2.5. lim
x→3

−x2 + 7x− 12

2x2 − 11x+ 15
.

2.6. lim
x→−3

−3x2 − 8x+ 3

x2 + x− 6
.

2.7. lim
x→5

2x2 − 17x+ 35

x2 − x− 20
.

2.8. lim
x→1

2x2 − x− 1

−3x2 − x+ 4
.

2.9. lim
x→−1

2x2 − 16x+ 1

3x2 + 5x− 2
.

2.10. lim
x→−1

3x2 + 2x− 1

x2 − 1
.

2.11. lim
x→1

2x2 + x− 3

3x2 + x+ 2
.

2.12. lim
x→1

4x2 + 2x− 3

x2 + x− 2
.

2.13. lim
x→2

3x2 − 10x+ 8

x2 − 3x+ 2
.

2.14. lim
x→5

3x2 − 14x− 5

2x2 + 6x+ 5
.

2.15. lim
x→−2

3x2 − 6x+ 2

x2 + 5x+ 6
.

2.16. lim
x→−2

4x2 + 9x+ 2

x2 − 3x− 10
.

2.17. lim
x→−1

5x2 + 4x+ 1

x2 − 6x− 7
.

2.18. lim
x→−3

x2 + x− 6

2x2 + 3x− 7
.
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2.19. lim
x→2

x2 − 5x+ 6

3x2 − 4x− 3
.

2.20. lim
x→5

x2 − 6x+ 5

2x2 − 7x− 18
.

2.21. lim
x→4

x2 − x− 12

x2 − 4x+ 3
.

2.22. lim
x→2

4x2 − 7x− 2

x2 − 7x+ 10
.

2.23. lim
x→−3

x2 − x− 12

x2 + 16
.

2.24. lim
x→1

3x2 + x+ 4

2x2 + x− 3
.

2.25. lim
x→1

2x2 − 3x+ 2

−3x2 + 4x− 1
.

2.26. lim
x→1

3x2 + x− 2

x2 − 2x+ 3
.

2.27. lim
x→2

2x2 + 3x− 14

3x2 − 7x+ 2
.

2.28. lim
x→2

3x2 − 10x+ 8

2x2 − 3x− 2
.

2.29. lim
x→−1

3x2 − 2x− 5

x2 + 5x+ 4
.

2.30. lim
x→3

2x2 − 3x− 9

3x2 − 5x− 10
.

3. Знайти границi функцiй.

3.1. lim
x→2

√
3x− 2− 2

x2 − 4
.

3.2. lim
x→−3

x+ 3√
3− 2x− 3

.

3.3. lim
x→0

√
x2 + 4− 2

3x2
.

3.4. lim
x→−2

√
x+ 6− 2

x2 − 4
.

3.5. lim
x→3

x2 − 9√
x+ 13− 4

.

3.6. lim
x→4

x− 4√
2x+ 1− 3

.

3.7. lim
x→0

√
4− x− 2

x
.

3.8. lim
x→4

√
x− 2

x2 − 16
.

3.9. lim
x→−2

2− x

1−
√
x+ 3

.

3.10. lim
x→4

5−
√
x2 + 9

x− 4
.

3.11. lim
x→3

√
5x+ 1− 4

x2 − 9
.

3.12. lim
x→0

√
4 + 3x−

√
4− 3x

7x
.

3.13. lim
x→2

√
5x− 1− 3

x2 − 2x
.

3.14. lim
x→1

x− 1√
2x− 1− 1

.
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3.15. lim
x→2

x3 − 8√
4x+ 1− 3

.

3.16. lim
x→5

√
x− 1− 2

x2 − 25
.

3.17. lim
x→0

√
9 + x− 3

x2 + 3x
.

3.18. lim
x→2

√
3x+ 10− 4

x2 − 4
.

3.19. lim
x→3

9− x2

√
4x− 3− 3

.

3.20. lim
x→7

x2 − 49√
2x+ 11− 5

.

3.21. lim
x→1

√
1 + 3x2 − 2

x2 − x
.

3.22. lim
x→3

√
2x− 2− 2

x− 3
.

3.23. lim
x→5

√
1 + 3x−

√
2x+ 6

x2 − 5x
.

3.24. lim
x→2

√
2x− 2

x3 − 8
.

3.25. lim
x→4

√
6x+ 1− 5

x− 4
.

3.26. lim
x→3

√
x− 1−

√
2

x− 3
.

3.27. lim
x→9

√
2x− 2− 4

x2 − 81
.

3.28. lim
x→0

x2

√
x2 + 25− 5

.

3.29 lim
x→0

√
3− x−

√
3 + x

5x
.

3.30. lim
x→4

x− 4√
5x+ 5− 5

.

4. Знайти границi функцiй.

4.1. lim
x→∞

2x3 − 3x+ 1

4 + 2x2 − 3x3
.

4.2. lim
x→∞

3x4 − x2 + 4

5x4 + 4x2 + 1
.

4.3. lim
x→∞

x2 − 2x+ 6

2x2 − 3x+ 6
.

4.4. lim
x→∞

2x2 − 3x+ 2

4 + 2x− 6x2
.

4.5. lim
x→∞

6x4 − 3x3 + 1

4 + 2x2 − 3x4
.

4.6. lim
x→∞

2x3 + 3x+ 7

10x3 + 5x2 − 3
.

4.7. lim
x→∞

2x5 − 2x+ 7

3x3 + x2 − 1
.

4.8. lim
x→∞

x3 − 4x2 + 5

7x4 − 3x2 + 3
.

4.9. lim
x→∞

x4 − 13x2 + 7

11x3 + 5x− 3
.

4.10. lim
x→∞

3x3 + 2x− 5

x4 + 5x2 − 1
.
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4.11. lim
x→∞

2x2 + x− 3

x2 − 3x− 2
.

4.12. lim
x→∞

3x2 − 4x+ 1

x3 + 5x2 − 7
.

4.13. lim
x→∞

x3 − 8x+ 2

3x3 − x−+4
.

4.14. lim
x→∞

3x3 − 4x+ 3

2x3 + x2 − 1
.

4.15. lim
x→∞

2x3 + x− 5

4− x− 3x3
.

4.16. lim
x→∞

2x3 − 5x+ 1

9x5 + 5x3 − 3x
.

4.17. lim
x→∞

4x2 + 3x− 4

2x2 − 3x+ 8
.

4.18. lim
x→∞

x3 − 3x+ 5

7x2 − 5x− 3
.

4.19. lim
x→∞

2x2 + 3x− 1

3x2 + 5x− 1
.

4.20. lim
x→∞

x5 + 4x+ 7

3x5 − 5x3 − 3
.

4.21. lim
x→∞

x3 − 4x2 + 7

2x2 − 5x− 6
.

4.22. lim
x→∞

4− 2x− x3

3x3 − 7x2 + 1
.

4.23. lim
x→∞

5x3 − 2x2 + 7

10x2 + 5x− 4
.

4.24. lim
x→∞

7x4 + 3x2 − 7

4 + 3x− 5x2
.

4.25. lim
x→∞

4− 2x− 3x2

5x2 − 3x+ 1
.

4.26. lim
x→∞

5x2 + 3x− 1

2x2 − 5x− 4
.

4.27. lim
x→∞

x3 + 3x2 + 5

4− 3x− 2x3
.

4.28. lim
x→∞

x2 − 6

3x2 − 7x+ 1
.

4.29. lim
x→∞

x2 − 2x+ 1

2x3 + 3x2 − 4
.

4.30. lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x4
.

5. Знайти границi функцiй.

5.1. lim
x→∞

2x2 − 3x+ 1

4 + 2x2 − 3x3
.

5.2. lim
x→∞

3x3 − x2 + 4

5x4 + 4x2 + 1
.

5.3. lim
x→∞

x2 − 2x+ 6

2x3 − 3x+ 6
.

5.4. lim
x→∞

2x3 − 3x+ 2

4 + 2x− 6x2
.

5.5. lim
x→∞

6x3 − 3x2 + 1

4 + 2x2 − 3x4
.

5.6. lim
x→∞

2x2 + 3x+ 7

10x3 + 5x2 − 3
.

54



5.7. lim
x→∞

2x3 − 2x+ 7

3x4 + x2 − 1
.

5.8. lim
x→∞

x4 − 4x2 + 5

7x4 − 3x2 + 3
.

5.9. lim
x→∞

x3 − 13x2 + 7

11x4 + 5x− 3
.

5.10. lim
x→∞

3x4 + 2x− 5

x4 + 5x2 − 1
.

5.11. lim
x→∞

2x3 + x− 3

x2 − 3x− 2
.

5.12. lim
x→∞

3x3 − 4x+ 1

x3 + 5x2 − 7
.

5.13. lim
x→∞

x3 − 8x+ 2

3x2 − x−+4
.

5.14. lim
x→∞

3x2 − 4x+ 3

2x3 + x2 − 1
.

5.15. lim
x→∞

2x2 + x− 5

4− x− 3x3
.

5.16. lim
x→∞

2x5 − 5x+ 1

9x5 + 5x3 − 3x
.

5.17. lim
x→∞

4x3 + 3x− 4

2x2 − 3x+ 8
.

5.18. lim
x→∞

x2 − 3x+ 5

7x2 − 5x− 3
.

5.19. lim
x→∞

2x2 + 3x− 1

3x3 + 5x− 1
.

5.20. lim
x→∞

x2 + 4x+ 7

3x5 − 5x3 − 3
.

5.21. lim
x→∞

x3 − 4x2 + 7

2x4 − 5x2 − 6
.

5.22. lim
x→∞

4− 2x− x2

3x3 − 7x2 + 1
.

5.23. lim
x→∞

5x3 − 2x2 + 7

10x4 + 5x2 − 4
.

5.24. lim
x→∞

7x4 + 3x2 − 7

4 + 3x− 5x4
.

5.25. lim
x→∞

4− 2x− 3x3

5x2 − 3x+ 1
.

5.26. lim
x→∞

5x4 + 3x− 1

2x2 − 5x− 4
.

5.27. lim
x→∞

x3 + 3x2 + 5

4− 3x− 2x4
.

5.28. lim
x→∞

x3 − 6

3x2 − 7x+ 1
.

5.29. lim
x→∞

x4 − 2x2 + 1

2x3 + 3x− 4
.

5.30. lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x3
.

6. Знайти границi функцiй.
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6.1. lim
x→∞

2x4 − 3x+ 1

4 + 2x2 − 3x3
.

6.2. lim
x→∞

3x4 − x2 + 4

5x3 + 4x2 + 1
.

6.3. lim
x→∞

x3 − 2x+ 6

2x2 − 3x+ 6
.

6.4. lim
x→∞

2x2 − 3x+ 2

4 + 2x− 6x3
.

6.5. lim
x→∞

6x4 − 3x3 + 1

4 + 2x2 − 3x3
.

6.6. lim
x→∞

2x3 + 3x+ 7

10x2 + 5x− 3
.

6.7. lim
x→∞

2x3 − 2x+ 7

3x3 + x2 − 1
.

6.8. lim
x→∞

x5 − 4x2 + 5

7x4 − 3x2 + 3
.

6.9. lim
x→∞

x3 − 13x2 + 7

11x3 + 5x− 3
.

6.10. lim
x→∞

3x3 + 2x− 5

x2 + 5x− 1
.

6.11. lim
x→∞

2x2 + x− 3

x3 − 3x− 2
.

6.12. lim
x→∞

3x3 − 4x+ 1

x2 + 5x− 7
.

6.13. lim
x→∞

x2 − 8x+ 2

3x3 − x−+4
.

6.14. lim
x→∞

3x3 − 4x2 + 3

2x2 + x− 1
.

6.15. lim
x→∞

2x3 + x− 5

4− x− 3x2
.

6.16. lim
x→∞

2x3 − 5x+ 1

9x2 + 5x− 3
.

6.17. lim
x→∞

4x2 + 3x− 4

2x3 − 3x+ 8
.

6.18. lim
x→∞

x2 − 3x+ 5

7x3 − 5x− 3
.

6.19. lim
x→∞

2x3 + 3x− 1

3x2 + 5x− 1
.

6.20. lim
x→∞

x5 + 4x+ 7

3x2 − 5x− 3
.

6.21. lim
x→∞

x3 − 4x2 + 7

2x3 − 5x2 − 6
.

6.22. lim
x→∞

4− 2x− x3

3x4 − 7x2 + 1
.

6.23. lim
x→∞

5x3 − 2x2 + 7

10x3 + 5x− 4
.

6.24. lim
x→∞

7x2 + 3x− 7

4 + 3x2 − 5x4
.

6.25. lim
x→∞

4− 2x− 3x2

5x3 − 3x+ 1
.

6.26. lim
x→∞

5x2 + 3x− 1

2x3 − 5x− 4
.

56



6.27. lim
x→∞

x4 + 3x2 + 5

4− 3x− 2x3
.

6.28. lim
x→∞

x2 − 6

3x3 − 7x+ 1
.

6.29. lim
x→∞

x3 − 2x2 + 1

2x3 + 3x− 4
.

6.30. lim
x→∞

x2 + 5x− 7

4 + 3x2 − 5x4
.

7. Знайти границi функцiй.

7.1. lim
x→0

sin2 5x

cosx− 1
.

7.2. lim
x→0

cos 3x− 1

x sinx
.

7.3. lim
x→0

arcsin 3x

5x
.

7.4. lim
x→0

x sinx

tg2 x
.

7.5. lim
x→0

arctg 2x

5x
.

7.6. lim
x→0

x arcsin 2x

sin2 x
.

7.7. lim
x→0

sin2 4x

x tg 2x
.

7.8. lim
x→0

sin 5x

arcsin 2x
.

7.9. lim
x→0

tg2 3x

1− cos 4x
.

7.10. lim
x→0

arcsin2 x

2x sinx
.

7.11. lim
x→0

tg2 4x

sin2 3x
.

7.12. lim
x→0

x sin 5x

1− cos 3x
.

7.13. lim
x→0

3x

arctg 2x
.

7.14. lim
x→0

1− cos 4x

tg2 5x
.

7.15. lim
x→0

arcsin 3x

4x
.

7.16. lim
x→0

2 sin2 3x

1− cos 3x
.

7.17. lim
x→0

x tg 2x

arctg2 5x
.

7.18. lim
x→0

arctg 7x

tg 3x
.

7.19. lim
x→0

cos 2x− 1

x tg 2x
.

7.20. lim
x→0

5x2

sin 3x tg 5x
.

7.21. lim
x→0

sin 7x

arctg 3x
.

7.22. lim
x→0

x tg 6x

1− cos 3x
.
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7.23. lim
x→0

1− cos 4x

1− cos 2x
.

7.24. lim
x→0

x sin 2x

1− cos 4x
.

7.25. lim
x→0

arcsin2 5x

3x sin 2x
.

7.26. lim
x→0

x tg 3x

1− cos 3x
.

7.27. lim
x→0

sin2 5x

tg2 6x
.

7.28. lim
x→0

arctg2 3x

3x sin 3x
.

7.29. lim
x→0

x tg 2x

1− cos 4x
.

7.30. lim
x→0

3x arcsin 2x

arctg2 2x
.

8. Знайти границi функцiй.

8.1. lim
x→∞

(

x+ 1

x− 1

)2x

.

8.2. lim
x→∞

(

x+ 2

2x− 1

)2+x

.

8.3. lim
x→∞

(

x+ 3

x− 3

)3x

.

8.4. lim
x→∞

(

x+ 4

4x− 4

)x−4

.

8.5. lim
x→∞

(

5x+ 1

5x− 1

)2x−1

.

8.6. lim
x→∞

(

x+ 6

6x− 5

)3x+2

.

8.7. lim
x→∞

(

x+ 5

7x− 1

)7x

.

8.8. lim
x→∞

(

8x− 1

8x+ 3

)x−2

.

8.9. lim
x→∞

(

x− 4

9x+ 5

)−9x+1

.

8.10. lim
x→∞

(

x− 1

10x+ 3

)7−10x

.

8.11. lim
x→∞

(

x+ 11

11x− 2

)x−3

.

8.12. lim
x→∞

(

12x− 3

12x+ 5

)4x−1

.

8.13. lim
x→∞

(

x− 7

13x− 2

)2−3x

.

8.14. lim
x→∞

(

x− 14

2x+ 7

)14x−1

.

8.15. lim
x→∞

(

x− 3

3x+ 8

)2−15x

.

8.16. lim
x→∞

(

2− 3x

7− 5x

)16x

.
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8.17. lim
x→∞

(

1 + 2x

5− 2x

)7−2x

.

8.18. lim
x→∞

(

2− 3x

1 + 3x

)18x−2

.

8.19. lim
x→∞

(

5− 19x

7 + 19x

)x−4

.

8.20. lim
x→∞

(

20x− 9

20 + 11

)7−3x

.

8.21. lim
x→∞

(

2x+ 21

3x− 7

)−5x

.

8.22. lim
x→∞

(

11− 2x

2x− 3

)22x+1

.

8.23. lim
x→∞

(

6x− 1

6x− 23

)2−3x

.

8.24. lim
x→∞

(

5− 3x

7 + x

)5x−24

.

8.25. lim
x→∞

(

2x− 3

x+ 25

)3x−7

.

8.26. lim
x→∞

(

6− 2x

6x+ 5

)7x−1

.

8.27. lim
x→∞

(

5x− 7

2x+ 5

)3−2x

.

8.28. lim
x→∞

(

8− 7x

5x+ 2

)3x−28

.

8.29. lim
x→∞

(

7x+ 9

2− 5x

)6x−5

.

8.30. lim
x→∞

(

1− x

9x− 4

)3x+1

.

Зауваження. При обчисленнi границi функцiї мати на увазi таке:
1) границя неперервної функцiї дорiвнює значенню цiєї функцiї в розглянутiй
точцi;
2) границя суми, рiзницi, добутка та частки функцiй дорiвнює вiдповiдно
суммi, рiзницi, добутку та частки границь цих функцiй.
Цi правила можна використовувати завжди, якщо не виникає невизначе-
нiсть. У випадку невизначеностi необхiдно врахувати поведiнку функцiй в
околi разглянутiй точцi.
Наприклад, у випадку невизначеностi типу

∥

∥

0
0

∥

∥ необхiдно вилучити нескiн-
ченно малу величину. Якщо агумент функцiї x прямує до певного значення a,
то така нескiнченно мала набуває вигляду x− a.
Для розкриття невизначеностi типу

∥

∥

0
0

∥

∥ у формулах, якi мiстять тригономе-
тричнi функцiї зручно користуватися еквiвалентними нескiнченно малими.
Невизначеннiсть

∥

∥

∞
∞
∥

∥ або ‖∞−∞‖ розкривається шляхом винесення за
дужки величини, яка зростає найбiльш швидко.
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Приклад виконання iндивiдуального завдання

1.30. Знайти границю функцiї lim
x→−3

x2 − x− 12

x2 + 5x+ 6
.

Розв’язання. Пiдставимо замiсть аргументу функцiї x число −3:

lim
x→−3

x2 − x− 12

x2 + 5x+ 6
=

(−3)2 − (−3)− 12

(−3)2 + 5(−3) + 6
=

9 + 3− 12

9− 15 + 6
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Одержали невизначенiсть

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

. Тому що x прямує до −3, то нескiнченно

малою є величина
x− (−3) = x+ 3.

Цей множник мiститься у чисельнику i знаменнику дослiджуємої функцiї.
Видiлимо цей множник у чисельнику i знаменнику:
Число x = −3 є коренем виразiв, якi мiстяться у чисельнику та знаменнику,
тодi за наслiдком теореми Безу цi многочлени дiляться на (x+3) без залишку:

x2 − x − 12 x+ 3
x2 + 3x x− 4

− 4x − 12
− 4x − 12

0

x2 + 5x + 6 x+ 3
x2 + 3x x+ 2

2x + 6
2x + 6

0

Тепер кожен многочлен може бути подано у такому виглядi:

x2 − x− 12 = (x+ 3) (x− 4) ,

x2 + 5x+ 6 = (x+ 3) (x+ 2) .

Пiдставляючи цi розклади i скорочуючи на множник (x+ 3), одержимо

lim
x→−3

x2 − x− 12

x2 + 5x+ 6
= lim

x→−3

(x+ 3) (x− 4)

(x+ 3) (x+ 2)
= lim

x→−3

(x− 4)

(x+ 2)
=

−3− 4

−3 + 2
=

−7

−1
= 7.
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2.30. Знайти границю функцiї lim
x→3

2x2 − 3x− 9

3x2 − 5x− 10
.

Розв’язання. Пiдставимо число 3 замiсть x:

lim
x→3

2x2 − 3x− 9

3x2 − 5x− 10
=

2 · 32 − 3 · 3− 9

3 · 32 − 5 · 3− 10
=

18− 9− 9

19− 15− 10
=

0

−6
= 0.

3.30. Знайти границю функцiї lim
x→4

x− 4√
5x+ 5− 5

.

Розв’язання. Пiдставемо число 4 замiсть x:

lim
x→4

x− 4√
5x+ 5− 5

=
4− 4√

5 · 4 + 5− 5
=

0√
20 + 5− 5

=
0

5− 5
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

Одержали невизначенiсть. Тут нескiнченно малою є величина (x − 4). Але
вона знаходиться пiд знаком радикалу. Щоб видiлити множник x − 4, ско-
ристуємося формулою рiзницi квадратiв:

a2 − b2 = (a− b)(a+ b),

Тодi маємо

(√
5x+ 5− 5

)(√
5x+ 5 + 5

)

=
(√

5x+ 5
)2

−52 = 5x+5−25 = 5x−20 = 5(x−4).

Таким чином, помноживши чисельник i знаменник на спряженне
(√

5x+ 5 + 5
)

,
одержимо

lim
x→4

(x− 4)
(√

5x+ 5 + 5
)

(√
5x+ 5− 5

) (√
5x+ 5 + 5

) = lim
x→4

(x− 4)
(√

5x+ 5 + 5
)

5(x− 4)
=

= lim
x→4

(√
5x+ 5 + 5

)

5
=

(√
5 · 4 + 5 + 5

)

5
=

(√
25 + 5

)

5
=

5 + 5

5
= 2.
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4.30. Знайти границю функцiї lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x4
.

Розв’язання.

lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x4
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x4

(

1 +
5

x2
− 7

x4

)

x4

(

4

x4
+

3

x3
− 5

) =

= lim
x→∞

1 +
5

x2
− 7

x4

4

x4
+

3

x3
− 5

=
1 +

5

∞ − 7

∞
4

∞ +
3

∞ − 5
=

1 + 0− 0

0 + 0− 5
= −1

5
.

5.30. Знайти границю функцiї lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x3
.

Розв’язання.

lim
x→∞

x4 + 5x2 − 7

4 + 3x− 5x3
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x4

(

1 +
5

x2
− 7

x4

)

x3

(

4

x3
+

3

x2
− 5

) =

= lim
x→∞

x ·
1 +

5

x2
− 7

x4

4

x3
+

3

x2
− 5

= lim
x→∞

x · lim
x→∞

1 +
5

x2
− 7

x4

4

x3
+

3

x2
− 5

=

= ∞ ·
1 +

5

∞ − 7

∞
4

∞ +
3

∞ − 5
= ∞ · 1 + 0− 0

0 + 0− 5
= ∞ ·

(

−1

5

)

= −∞.
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6.30. Знайти границю функцiї lim
x→∞

x2 + 5x− 7

4 + 3x2 − 5x4
.

Розв’язання.

lim
x→∞

x2 + 5x− 7

4 + 3x2 − 5x4
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→∞

x2

(

1 +
5

x
− 7

x2

)

x4

(

4

x4
+

3

x2
− 5

) =

= lim
x→∞

1

x2
·
1 +

5

x
− 7

x2

4

x4
+

3

x2
− 5

= lim
x→∞

1

x2
· lim
x→∞

1 +
5

x
− 7

x2

4

x4
+

3

x2
− 5

=

=
1

∞ ·
1 +

5

∞ − 7

∞
4

∞ +
3

∞ − 5
= 0 · 1 + 0− 0

0 + 0− 5
= 0 ·

(

−1

5

)

= 0.

7.30. Знайти границю функцiї lim
x→0

3x arcsin 2x

arctg2 2x
.

Розв’язання. Пiдставимо замiсть аргументу функцiї x число 0:

lim
x→0

3x arcsin 2x

arctg2 2x
=

3 · 0 · arcsin(2 · 0)
arctg2(2 · 0) =

0 · arcsin 0
arctg2 0

=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

.

тому що x → 0, тодi скористуємось еквiвалентними нескiнченно малими:

arcsinx ∼ x,

arctgx ∼ x.

Тодi

arcsin 2x ∼ 2x,

arctg 2x ∼ 2x.

Таким чином, маємо

lim
x→0

3x arcsin 2x

arctg2 2x
= lim

x→0

3x · 2x
(2x)2

= lim
x→0

3

2
=

3

2
.
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8.30. Знайти границю функцiї lim
x→∞

(

1− x

9x− 4

)3x+1

.

Розв’язання. Обчислимо границю показника й основи:

lim
x→∞

(3x+ 1) = ∞,

lim
x→∞

1− x

9x− 4
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→∞

x

(

1

x
− 1

)

x

(

9− 4

x

) = lim
x→∞

1

x
− 1

9− 4

x

=

1

∞ − 1

9− 4

∞

=
0− 1

9− 0
= −1

9
.

Звiдси випливає

lim
x→∞

lim
x→∞

(

1− x

9x− 4

)3x+1

=

(

−1

9

)∞
= 0.
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