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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ЗАДАНИЯ И ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 
ФОРМООБРАЗОВАНИЯ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ГЛОБАЛЬНОЙ 
СПЛАЙН-ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

У статті представлені особливості та основні завдання які необхідно вирішувати при теоретичному і технологічному синтезі зубчастих пере-
дач. При вирішенні цих завдань доводиться коригувати поверхню зубчастих вінців при призначенні її конструкторської, технологічної та 
експлуатаційної модифікації і багаторазово вирішувати пряму і обернену задачі формоутворення, а також визначати параметри відносної 
установки і відносного руху вихідного інструментального тіла. Показано, що існуючі інформаційні технології синтезу зубчастих передач не в 
повній мірі задовольняють виробництво при наскрізній підтримки на всіх етапах життєвого циклу передачі. Запропоновано при чисельному 
вирішенні питань теоретичного і технологічного синтезу зубчастих передач використовувати сплайн-інтерполяцію сплайновими кривими 
Безьє 3-го порядку. Наведено приклад інтерполяції чисельно заданих поверхонь зубчастих вінців. 

Ключові слова: сплайн, зубчасті передачі, інтерполяція, формоутворення. 

В статье представлены особенности и основные задачи которые необходимо решать при теоретическом и технологическом синтезе зубчатых 
передач. При решении этих задач приходится корректировать поверхность зубчатых венцов при назначении ее конструкторской, технологи-
ческой и эксплуатационной модификации и многократно решать прямую и обратную задачи формообразования, а также определять пара-
метры относительной установки и относительного движения исходного инструментального тела. Показано, что существующие информа-
ционные технологии синтеза зубчатых передач не в полной мере удовлетворяют производство при сквозной поддержки на всех этапах жиз-
ненного цикла передачи. Предложено при численном решении вопросов теоретического и технологического синтеза зубчатых передач испо-
льзовать сплайн-интерполяцию сплайновыми кривыми Безье 3-го порядка. Приведен пример интерполяции числено заданных поверхностей 
зубчатых венцов. 

Ключевые слова: сплайн, зубчатые передачи, интерполяция, формообразования.  

The article presents the features and main tasks that need to be addressed at the theoretical and technological synthesis of gears. When solving these 
problems, it is necessary to correct the surface of the gear rims when defining its design, technological and operational modification and repeatedly solve 
the direct and inverse problems of shaping, as well as determine the parameters of the relative setting and the relative motion of the original body of the 
tool. It is shown that the existing information technologies for the synthesis of gears do not fully satisfy production using end-to-end support at all stages of 
the transmission life cycle. It was proposed to use the spline interpolation with spline Beziers curves of the third order when solving numerically the problems 
of theoretical and technological synthesis of gears. An example of interpolation of numerically given surfaces of toothed rims is given. 

Keywords: spline, gearing, interpolation, shaping. 

Постановка проблемы. В настоящее время в оте-
чественной промышленности распространяются новые 
информационные технологии сквозной поддержки 
сложной наукоемкой продукции на всех этапах ее жиз-
ненного цикла, в т.ч. на этапах проектирования и про-
изводства [1, 2]. 

Эти информационные технологии позволяют су-
щественно снизить трудоемкость проектирования и 
производства сложных механизмов и повысить произ-
водительность труда на многих этапах жизненного 
цикла, как минимум, на 30% [1]. 

В то же время, эти информационные технологии 
сквозной поддержки этапов жизненного цикла продук-
ции можно использовать не только для повышения эф-
фективности, производительности и рентабельности 
процессов хозяйственной деятельности предприятия, 
но и для совершенствования известных и создания но-
вых механизмов [3].  

В данной статье мы представляем особенности со-
вершенствования математических моделей задания, а 

также теоретического и технологического формообра-
зования зубчатых передач для информационных техно-
логий поддержки этапов их проектирования и изготов-
ления, как одной из массовых и наиболее сложных выс-
ших кинематических пар. 

Многообразие различных классов, типов и видов 
зубчатых передач, расширение сфер применения и 
предназначения, необходимость повышения функцио-
нальных, эксплуатационных, энергетических, эконо-
мических, экологических (шум и вибрации) и массога-
баритных показателей требует  более совершенных 
подходов к разработке математических моделей для 
информационных технологий поддержки этапов их 
жизненного цикла в том числе этапов проектирования 
и изготовления, что является актуальной задачей оте-
чественного машиностроения.  

Формулировка цели статьи (постановка за-
дач). Целью данной статьи является совершенствова-
ние математических моделей задания, а также теорети-
ческого и технологического формообразования зубча-
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тых передач для информационных технологий под-
держки этапов их проектирования и изготовления. 

Существующие информационные технологии 
(Catia, Unigraphics, ProEngineer, PowerSOLUTION, 
SolidWorks, Sprut, Компас, T-FLEX и др.) используемые 
на этапах проектирования и производства различных 
машин и механизмов конечно можно использовать для 
совершенствования некоторых этапов жизненного 
цикла зубчатых передач, однако они рассчитаны на ши-
рокий класс деталей и не учитывают многие особенно-
сти жизненного цикла и синтеза зубчатых передач. 

Информационные теоретического и технологиче-
ского синтеза зубчатых передач значительно ограни-
чены ГОСТами, стандартными методиками расчета, 
известными классификациями, известными способами 
теоретического и технологического синтеза, спосо-
бами обработки, и т.д. 

При теоретическом и технологическом синтезе зубча-
тых передач приходится решать целый комплекс задач: 

1. Необходимо спроектировать и изготовить не 
отдельное зубчатое колесо, а сопряженную пару зубча-
тых колес, а также группу последовательно работаю-
щих зубообрабатывающих инструментов, обрабатыва-
ющих каждое зубчатое колесо передачи. Эта задача ре-
шается в рамках синтеза технической системы синтеза 
зубчатых передач [3]. 

2. В процессе проектирования зубчатой передачи 
и группы последовательно работающих зубообрабаты-
вающих необходимо многократно решать прямую и 
обратную задачи формообразования. 

3. В процессе решения прямой и обратной задач 
формообразования приходится дифференцировать 
уравнения сложной поверхности зубчатого колеса или 
исходного формообразующего тела (прототипа ин-
струмента) состоящих из объединенных ("сшитых") от-
секов различных поверхностей. Для этого необходимо 
чтобы поверхность была задана аналитически, напри-
мер, в параметрическом виде. 

4. При аналитическом решении задач прямого и об-
ратного формообразования для разных классов зубчатых 
передач получаются довольно громоздкие аналитические 
зависимости, что усложняет создание обобщенных моде-
лей формообразования. Намного проще решать задачи 
прямого и обратного формообразования численными ме-
тодом с использованием ПЭВМ. Однако при численном 
решении задач формообразования получаем точечное 
описание формообразуемой поверхности и последующее 
ее дифференцирование невозможно. 

5. При оптимальном синтезе зубчатой передачи 
для повышения эксплуатационных и др. показателей, 
приходится редактировать геометрию ее базового ва-
рианта и оценивать синтезируемую передачу по каче-
ственным показателям (коэффициент перекрытия, ко-
эффициент скольжения, коэффициент ускоренного 
скольжения, приведенный радиус кривизны, коэффи-
циент формы зуба, коэффициент характеризующий 
размещение полюса зубчатой передачи в зоне двухпар-
ного касания) [4, 5].  

6. При изготовлении, сборке и эксплуатации зуб-
чатой передачи зачастую необходимо вносить незначи-
тельную (в пределах сотых долей миллиметра) коррек-
цию в профиль и линию зуба уже спроектированной 
зубчатой передачи (модифицировать рабочую поверх-
ность зубчатой передачи), а затем повторно решать за-
дачи теоретического и технологического формообразо-
вания [6]. 

7. При изготовлении зубчатой передачи следует 
учитывать, что поверхность зубьев при обработке фор- 

мируется группой последовательно работающих зубо-
обрабатывающих инструментов и припуски, которые за-
даются на каждую из технологических операций раз-
личны не только по величине, но и по форме [6].  

8. Следует учитывать наметившеюся, тенденцию 
использования при изготовлении зубчатых колес про-
стых дисковых инструментов и серийных станков с 
ЧПУ. Однако при этом возникает проблема создания 
управляющей программы для станка. Главной сложно-
стью при создании этой управляющей программы яв-
ляется описание профиля зубчатого колеса с требуемой 
точностью [7, 8]. 

9. При проектировании и изготовлении зубчатых 
передач со сложными поверхностями зачастую необхо-
димо представление зубчатой передачи и зубообраба-
тывающих инструментов в виде их виртуальных 3–D 
моделей на каждом из этапов их теоретического и тех-
нологического формообразования. Для этого поверх-
ности зубчатых передач на каждом из этапов должны 
быть описаны аналитически. Это, например, позволит ис-
пользовать технологию рапид-прототайпинг для выра-
щивания твердотельных моделей или функциональных 
образцов зубчатых передач и зуборезных инструменты 
любой сложности [9]. 

Следовательно, для создания и решения обобща-
ющих моделей формообразования зубчатых передач 
более эффективным является численный метод, а для 
построения 3–D моделей – аналитический. Необхо-
димо предложить компромиссный вариант. Приведен-
ные выше особенности, анализ литературных источни-
ков и существующих пакетов прикладных программ 
позволил установить, что для математического описа-
ния поверхности зубчатых венцов и решения вопросов 
их теоретического и технологического формообразова-
ния компромиссным является метод который позво-
ляет на необходимых этапах жизненного цикла зубчатой 
передачи представить точечно заданные отсеки поверх-
ностей зубчатых передач и исходных производящих тел 
(прототипов зубообрабатывающих инструментов) в ана-
литическом виде [10, 11]. Наиболее рационально для 
этого использовать интерполяционные многочлены и, в 
частности, использование сплайн-интерполяцию [11]. 

Сплайн-интерполяция используется для представ-
ления точечно заданных отрезков отрезками полино-
мов невысокой степени — чаще всего третьей. При 
этом кубическая интерполяция обеспечивает непре-
рывность первой и второй производных в узловых точ-
ках. Из этого вытекают следующие свойства кубиче-
ской сплайн-интерполяции: 

– график кусочно-полиномиальной аппроксимиру-
ющей функции проходит точно через узловые точки; 

– в узловых точках нет разрывов и резких переги-
бов функции; 

– благодаря низкой степени полиномов погрешность 
между узловыми точками обычно достаточно мала; 

– связь между числом узловых точек и степенью 
полинома отсутствует. 

В настоящее время сплайны являются весьма по-
пулярным аппаратом приближения точечно заданных 
линий и поверхностей ("туман точек"). 

Несмотря на недостаток этого метода интерполя-
ции (сложность и большой объем вычислений), он 
имеет ряд следующих достоинств: 

– график построенной функции проходит через 
каждую точку массива, степень многочлена не зависит 
от числа узлов сетки и, следовательно, не изменяется 
при его увеличении;  
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– построенная функция имеет непрерывные про-
изводные первого и второго порядка и обладает хоро-
шими аппроксимирующими свойствами; 

– сплайн является методом аппроксимированного 
описания сложной криволинейной траектории. 

Задача сплайновой интерполяции состоит из двух 
подзадач: расчет коэффициентов сплайна и расчет зна-
чений функции сплайна в отдельных его точках. Ис-
пользование сплайн-интерполяции позволяет значи-
тельно упростить математические модели, при реше-
нии, вопросов задания, формообразования, коррекции 
и модификации рабочих поверхностей зубчатых пере-
дач, проектирования зуборезных инструментов для 
каждого зубчатого колеса передачи, программировать 
траекторию относительного движения при обработке 
зубчатых колес на станках с ЧПУ обычными диско-
выми инструментами. 

Использование обобщающих кинематических 
схем и математических моделей формообразования, а 
также глобальной сплайн-интерполяции позволяет со-
вершенствовать известные и разрабатывать новые гео-
метро-кинематические схемы зубчатых передач и спо-
собы обработки назначать величину и форму припуска 
на последовательных операциях технологического 
формообразования проектировать группу последова-
тельно работающих зубообрабатывающих инструмен-
тов. Использовать для обработки зубчатых передач 
универсальные станки с ЧПУ [7]. 

При синтезе зубчатой передачи в большинстве 
случаев основное внимание уделяется исследованию и 
проектированию активного участка производящего 
контура для формообразования профиля зубчатых ко-
лес без профиля переходной поверхности и поверхно-
сти впадин зубьев зубчатых колес. Кривые, описываю-
щие головку и ножку исходного производящего кон-
тура, не исследуются и просто стыкуются по касатель-
ной к кривой, описывающей рабочий участок исход-
ного производящего контура (рис. 1.) [8, 12].  

 
Рис. 1 – Полный исходный производящий профиль,  

состыкованный по касательной 

На рис. 2 показан симметричный профиль исход-
ного производящего дискового контура, полупрофиль 
которого состоит из трех кривых, заданных сплайно-
выми кривыми Безье 3-го порядка [2]. Как видно из ри-
сунка, вспомогательные кривые представляют резуль-
тат интерполяции дуг окружностей, касательных к кри-
вой, описывающей активный участок профиля.  

В работе [13] анализируются контактные линии в 
паре инструмент–деталь при формообразовании (рис. 3) 
исходным производящим контуром в котором профиль 
поверхности вершин и профиль впадин описаны 

окружностью. Поверхность зуба гиперболоидного ко-
леса (рис. 4), полученного производящей поверхно-
стью с таким исходным производящим контуром. 

 
Рис. 2 – Комбинированная кривая полного профиля,  

интерполированная сплайном Безье 

Как видно из рис. 3, контактные линии в месте 
стыковки кривых резко меняют свое направление, хотя 
поверхность зуба (рис. 4) получается гладкой. Такое 
резкое изменение направления контактных линий мо-
жет негативно отразиться на процессе механической 
обработки, качестве получаемого изделия, стойкость 
инструмента. 

 
Рис. 3 – Контактные линии 

 
Рис. 4 – Поверхность зуба гиперболоидного колеса 

Если задать профиль вершин и впадин, а также 
профиль активного профиля исходного производящего 
тела в виде точечной диаграммы, а затем интерполиро-
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вать кубическими сплайнами Безье и в точках сты-
ковки обеспечить равенство первой и второй производ-
ной мы получим "сшитый" и гладкий полный профиль 
поверхности исходного производящего тела.  

Покажем, как могут меняться качественные ха-
рактеристики пары инструмент–деталь при задании 
полного профиля исходного производящего контура 
кривыми Безье. 

В данных исследованиях кривые, описывающие 
активный участок профиля (участок профиля который 
фомообразует профиль глобоидного зубчатого колеса) 
и участки профиля исходного производящего контура 
описаны кривыми Безье 3-го порядка: 
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2
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или в параметрическом виде: 
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0
3 13131),( xxxxPx x  ; 

      3
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1
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0
3 13131),( yyyyPy y  , 

где  Px = (x0, x1, x2, x3), Py = (y0, y1, y2, y3) – радиус-век-
торы координат опорных Р0, Р3 и управляющих 
Р1, Р2 точек;  

1...0  – текущий параметр, определяющий 
точку на кривой. 
Обозначим начальную кривую через nr , а конеч-

ную – kr . Стыковка будет происходить в опорной точке 

Р3n начальной кривой при 1 n  и в опорной точке Р0k 

конечной кривой при 0k . Соответственно коорди-

наты этой опорной точки должны быть равны: 

x3n = x0k;  y3n = y0k.                            (1) 

Для того, чтобы кривые стыковались по касатель-
ной, необходимо, чтобы первые производные кривых в 
этой точке были равны. 

Первые производные функций ),( xPx   и ),( yPy   по λ: 
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Первые производные начальной кривой при 1 n  

равны: 

nnxnn xxPx 32 33),1(  ;  nnynn yyPy 32 33),1(  . 

Первые производные конечной кривой при 0k  

равны: 

kkxkk xxPx 10 33),0( 
;  kkykk yyPy 10 33),0(  . 

Таким образом, для стыковки по касательной 
должны выполняться равенства координат первых про-
изводных в точке стыковки: 

kknn xxxx 1032  ;  (2)   kknn yyyy 1032  .  (3) 

На рис. 5 показано, что если мы учитываем только 
равенство первых производных, то в точке сопряжения 
происходит скачек кривизны кривых, что приводит к рез-
кому изменению направления контактных линий и может 
отрицательно сказаться на стойкость инструмента. 

 

 
Рис. 5 – Скачек кривизны в точке стыка объединенных кри-

вых главного профиля и профиля поверхности впадин. 

Для того чтобы уменьшить это негативное послед-
ствие, необходимо уравнять значение кривизн кривых 
в точке их объединения. 

Для плоской кривой кривизна определяется по 
формуле: 
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Вторые производные кривой Безье 3-го порядка 
равны: 

   2103210 26336),( xxxxxxxPx x  ; 

   2103210 26336),( yyyyyyyPy y  . 

Вторые производные начальной кривой при 1 n  

равны: 

nnnxnn xxxPx 321 6126),1( 
; 

nnnynn yyyPy 321 6126),1( 
. 

Вторые производные конечной кривой при 0k  

равны: 

kkkxkk xxxPx 210 6126),0( 
; 

kkkykk yyyPy 210 6126),0( 
. 

После подстановки и преобразований кривизна 
начальной кривой в точке стыковки равна: 
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Кривизна конечной кривой: 
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В том случае, если будут выполняться условия ра-
венств (1), (2), (3) и кривизны в точке стыковки началь-
ной и конечной кривой будут равны: 

),,0(),,1( ykxkkynxnn PPKPPK  . 

Тем самым удастся сгладить переход от кривой, 
описывающей рабочий участок исходного профиля 
производящей поверхности к кривой, описывающей 
поверхность его вершин (рис. 6). 

 
Рис. 6 – Уравнивание кривизн на стыке двух участков  

профиля 

Выводы и программа дальнейших исследований: 
1. Установлено, что сплайн интерполяция поверх-

ностей зубчатых передач кривыми Безье 3-го порядка 
является универсальным методом интерполяции слож-
ных поверхностей зубчатых передач разных классов и 
может служить математическим аппаратом для описа-
ния поверхностей зубчатых передач и зуборезных ин-
струментов состоящих их объединенных отсеков раз-
ных поверхностей.  

2. Доказано, что при интерполяции полного про-
филя исходного производящего контура сплайнами Бе-
зье в точках объединения можно обеспечить равенство 
первой и второй производной, что улучшить качествен-
ные показатели зацепления инструмент-деталь. 

3. В дальнейшем необходимо показать как с помо-
щью управления формой сплайнов Безье аппроксими-
рующих полный профиль зубчатых передач или исход-
ных производящих тел на разных этапах теоретиче-
ского и технологического синтеза можно задавать мо-
дификацию поверхностей зубчатых передач, а также 
задавать величину и форму припуска на последова-
тельных операциях изготовления зубчатых передач. 
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