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ПРОГНОЗУВАННЯ ТЕОРЕТИЧНИХ ЕПЮР КОНТАКТНИХ НАПРУЖЕНЬ  

ПРИ ТОНКОЛИСТОВІЙ ПРОКАТЦІ 

Проаналізовано відомі в теорії прокатки моделі тертя в осередку деформації Кулона та Зібеля. Як показують дослідження, вони дають суттєві 
похибки при прогнозуванні розподілу контактних напружень при тонколистовій прокатці. Запропонована модель тертя, яка відрізняється 

лінійним переходом від максимальних значень напружень тертя до мінімальних. Ця модель дозволяє з достатньою точністю отримати 

теоретичний розподіл по осередку деформації нормальних контактних напружень та напружень тертя і визначити середнє нормальне 
контактне напруження при гарячій та холодній тонколистовій прокатці.  

Ключові слова: модель тертя, епюра, контактні напруження, осередок деформації, кут нейтрального перетину, тонколистова прокатка. 

Проанализированы известные в теории прокатки модели трения в очаге деформации Кулона и Зибеля. Как показывают исследования, они 
дают существенные погрешности при прогнозировании распределения контактных напряжений при тонколистовой прокатке. Предложена 

модель трения, которая отличается линейным переходом от максимальных значений напряжений трения к минимальным. Эта модель 

позволяет с достаточной точностью получить теоретическое распределение по очагу деформации нормальных контактных напряжений и 
напряжений трения и определить среднее нормальное контактное напряжение при горячей и холодной тонколистовой прокатке.  

Ключевые слова: модель трения, эпюра, контактные напряжения, очаг деформации, угол нейтрального сечения, тонколистовая 

прокатка. 

Rollings models of a friction known in the theory in the byte of deformation Kulon and Zibel are analyses. As show explorations, they give essential 

lapses at forecasting of distribution contact voltages at thin sheet rolling. It leads not to exact definition of an average normal contact voltage, forces, 

the moment, power of deformation. The sample piece developed in works Vasileva, is grounded on Newton's law, therefore can be applied at cold thin 
sheet rolling with lubrications. In the given work the sample piece of a friction which differs linear transition from the maximum values of pressure of 

a friction to the minimum is offered. It consists of 3 sections, on two of which is carried out Kulon’s regularity between contact voltages, and the third 

section is presented by a linear function. Thanks to it the gradient junction from the maximum values pressure of a friction to minimum is carried out, 

that allows with sufficient accuracy to gain theoretical distribution on the byte of deformation normal contact voltages and pressure of a friction and to 

define an average normal contact voltage at hot and cold thin sheet rolling in conditions when the differential equation of the Karman is carried out. 

Usability of a sample piece is proved by comparison of theoretical orthographic epures contact voltages builted with use of given dependence, and 
experimental, gained by means of known methods in the scientific literature. 

Keywords: model of friction, orthographic epure, contact voltages, byte of deformation, angle of neutral cross-section, thin sheet rolling. 

Вступ. При моделюванні контактних напружень 

рх та tх в процесі прокатки використовується 

диференційне рівняння рівноваги Т. Кармана. Для 

його вирішення необхідно знати залежність між 

нормальними контактними напруженнями та 

напруженнями тертя.  

З цією метою в [1, 2] наведено кулонівська та 

зібелівська моделі тертя, а також формули за якими 

можна побудувати розподіл контактних напружень 

по довжині зони контакту, використовуючи ці 

залежності. 

Однак, як показують різні дослідження, зокрема, 

приведені в [3], отримані епюри кількісно не 

відповідають експериментальним, а є завищеними. Це 

пояснюється утворенням піку на графіку рх, оскільки 

напруження tх різко змінюють знак в нейтральному 

перетині осередку деформації γ (рис. 1). 

 

 

Рис. 1 – Епюри розподілу контактних напружень при моделях тертя: 1 – Кулона та 2 – Зібеля 
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В роботах [3, 4] запропонована модель тертя, яка 

є наближеною до закону Ньютона, тому може 

застосовуватися при холодній тонколистовій 

прокатці зі змащенням. Як показують дослідження, 

наведені в цих роботах, застосування цієї моделі дає 

достовірні дані з розподілу контактних напружень та 

визначення енергосилових параметрів деформації. 

В дослідженнях [5, 6] розроблена нова 

залежність між контактними напруженнями, яка 

може використовуватися у випадках тонколистової 

прокатки (гарячої та холодної), коли справедливе 

рівняння Т. Кармана.  

Постановка задачі. Метою роботи є аналіз та 

обґрунтування доцільності використання 

запропонованої в роботах [5, 6] нової моделі тертя для 

прогнозування розподілу контактних напружень рх та 

tх при гарячій та холодній тонколистовій прокатці.  

Результати роботи. Вищезгадана залежність 

включає 3 ділянки (рис. 2): на двох з них виконується 

кулонівська закономірність між рх та tx, а третя 

ділянка описується наступною лінійною функцією: 
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Рис. 2 – Модель тертя з урахуванням лінійного переходу від максимальних значень напружень тертя до мінімальних  

де fy – коефіцієнт тертя в зонах ковзання осередку 

деформації;  

* кут, що відповідає перетину переходу від 

моделі 
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 , яка діє в зоні відставання, до 

кривої, яка описує зону лінійного переходу або 

прилипання (1); 
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Коефіцієнт тертя fy попередньо приймається, а 

потім при ітерації його значення уточнюється.  

В загальному випадку запропонована модель 

тертя має наступний вигляд: 
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де  **  кут, що відповідає перетину переходу від 

моделі 
k

p
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22
 , яка діє в зоні випередження, 

до кривої, яка описує зону прилипання (1).  

Вираз (2) дозволяє забезпечити лінійний 

перехід від позитивних значень напружень тертя до 

негативних.  

Перетини * та ** обираються ітераційним 

шляхом за допомогою ЕОМ при виконанні 

наступних умов:  

− величина напружень тертя в безрозмірній 

формі не повинна перевищувати 0,5, тобто:  
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− середній коефіцієнт тертя, визначений по 

епюрам контактних напружень за формулою: 
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повинен дорівнювати коефіцієнту тертя уf , який є в 

осередку деформації, тобто визначений за 

допомогою відомих емпіричних формул [1, 2, 3].  

Дослідження Я. Д. Василева показують, що при 

тонколистовій прокатці, коли 43 
cp

d

h

l
, доцільно 

використовувати для розрахунку середнього 

коефіцієнту тертя, наприклад, наступну формулу 

[3]: 
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Послідовність побудови епюр нормального 

контактного напруження (рис. 2) наступна: 

1. Підставляємо вираз 
k

p
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k
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x

22
  в 

диференційне рівняння рівноваги Т. Кармана та, 

розв’язуючи його методом послідовних наближень 

Рунге-Кутта для зон відставання та випередження (з 

урахуванням знаку), отримуємо криві розподілу 

нормального контактного напруження (зони 1 та 3). 

2. Для з’єднання цих зон лінійною функцією 

точно вирішуємо рівняння Т. Кармана. 

Підставляючи вираз (1) в рівняння рівноваги, маємо: 
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Проінтегруємо обидві частини виразу (5):  
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Отримуємо остаточно: 
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Постійну с1 знайдемо з відомої граничної 

умови в перетині * .  

При * , *
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Підставляючи с1 в (6) остаточно отримуємо: 
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Значення кута нейтрального перетину отримуємо 

з відомої граничної умови в перетині ** . 

При ** , **
хх рр   та **

хх hh  , тоді:  
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Таким чином, при вихідних умовах h1, R, fy та 

αу, задаючи попередньо перетини *  та ** , 

отримуємо епюри нормального контактного 

напруження, а потім і напруження тертя, 

використовуючи вираз (2). 

Далі визначаємо значення середнього коефіцієнту 

тертя по епюрам за формулами (3) або (4). Якщо 

отриманий коефіцієнт тертя не відповідає необхідному 

значенню, змінюємо перетини *  та ** .  

Використовуючи ЕОМ, побудова епюр 

контактних напружень за приведеним алгоритмом є 

нескладною і проводиться, як правило, за 6–10 

ітерацій. 

Слід зазначити, що урахування натягів 

(передній та задній) здійснюється підстановкою їх 

безрозмірних значень в граничні умови при 

вирішенні диференційного рівняння Т. Кармана: 
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− в перетині входження в осередок деформації 
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− в перетині виходу металу з валків 
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де 
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2

0  та 
k

q

2

1  – відповідно питомі задній та передній 

натяги в безрозмірних значеннях. 

Для визначення доцільності використання 

моделі тертя (2) для прогнозування розподілу 

контактних напружень, проведемо порівняння 

експериментальних епюр з теоретичними, 

побудованими з використанням запропонованої 

залежності (рис. 3). Умови, за якими були отримані 

експериментальні епюри контактних напружень, 

наведено в табл. 1 [7]. В цих дослідах натяги були 

відсутні. 

 

Рис. 3 – Порівняння епюр контактних напружень: а – експериментальні, б – теоретичні 

Таблиця 1 – Умови, за якими були отримані експериментальні епюри контактних напружень 

Товщина зразків, 

мм 
Ширина 

зразків b, 

мм 

Діаметр 

валків D, 

мм 

Кут 

захвату αу, 

рад 

Параметр 

форми 
cp

d

h

l
 

Середній коефіцієнт тертя 

в осередку деформації cpf  
Матеріал 

зразків 
h0 h1 

2 1 50 208 0,098 7 0,064 свинець 

З наведених графіків випливає, що якісно вони 

відрізняються, оскільки при теоретичній побудові 

приймаються наступні припущення: усереднюється 

напруження текучості по дузі контакту та на границях 

осередку деформації нормальне контактне 

напруження дорівнює примусовій межі текучості (при 

деформації без натягів). Але кількісно теоретичний 

розподіл рх та tх є задовільним і різниця при визначенні 

середнього нормального контактного напруження у 

порівнянні з експериментальною епюрою не 

перевищує 5 %.  

Аналогічні висновки можна зробити і при 

моделюванні контактних напружень з натягами [6]. 

Тому запропонована модель може 

використовуватися для прогнозування розподілу 

контактних напружень при гарячій та холодній 

тонколистовій прокатці. 

Висновки. Відомі в теорії моделі тертя Кулона і 

Зібеля дають значні похибки при моделюванні 

розподілу контактних напружень при холодній 

тонколистовій прокатці та визначенні середнього 

нормального контактного напруження. Це 

пояснюється утворенням піку на графіку контактних 

нормальних напружень, оскільки напруження тертя 

різко змінюють знак в нейтральному перетині 

осередку деформації. 

Запропонована модель тертя, яка усуває ці 

недоліки. Вона складається з 3 ділянок, на двох з яких 

виконується кулонівська закономірність між 

контактними напруженнями, а третя ділянка 

описується лінійною функцією, завдяки чому 

здійснюється плавний перехід від максимальних 

значень напружень тертя до мінімальних, що дозволяє 

більш точно (з похибкою не більше 5–10 %) визначити 

значення середнього нормального контактного 

напруження при гарячій та холодній тонколистовій 

прокатці в умовах, коли справедливе рівняння 

Т. Кармана.  
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