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Вступ

В основу посiбника покладено матерiали лекцiй, що були прочитанi на
iнженерно-фiзичному та фiзико-технiчному факультетах Нацiонального тех-
нiчного унiверситету «Харкiвський полiтехничнiй iнститут».

Головна мета посiбника — надати студентам певний мiнiмум теоретично-
го матерiалу, а також практичних навикiв з основних питаннь операцiйного
числення, допомогти студентам в їх самостiйнiй роботi.

В основi методу операцiйного числення покладено iнтегральне перетворен-
ня (перетворення Лапласа), яке звичайнi дiференцiальнi рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами дозволяє звести до алгебраїчних рiвнянь.

Посiбник складається з двох роздiлiв. У першому з них розглянуто основ-
нi теореми операцiйного числення. Цей матерiал потребує знання теорiї фун-
кцiй комплексної змiнної, але при першому знайомствi можна знехтувати
доведенням теорем. В останнiй частинi роздiлу значна увага придiляється
методу розкладання дробiв на простi дроби, що дозволяє знайти оригiнали
функцiй без використання методiв теорiї функцiй комплексної змiнної.

У другiй частинi розглядається використання операцiйного числення до
розв’язання задачi Кошi для звичайних диференцiйних рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами.

У кожному роздiлi наведено достатня кiлькiсть розв’язаних задач та при-
кладiв, пояснюючих та закрiплюючих теоретичний матерiал. Серед розв’яза-
них задач немало таких, якi можна назвати типовими; в будь-якому випад-
ку ознайомлення з ними дозволяє студенту при мiнiмальнiй допомозi з боку
викладача оволодiти основними методами розв’язання задач даного роздiлу.
Наприкiнцi кожного роздiлу наводиться добiрка iндивiдуальних завдань.

Навчальний посiбник з курсу «Операцiйне числення» призначено для сту-
дентiв iнженерно-фiзичних, фiзико-технiчних та iнших спецiальностей технiч-
них университетiв.

Посiбник може бути використано студентами також для самостiйного ви-
вчення вiдповiдного матерiалу.

3



1. Перетворення Лапласа

1.1. Поняття iнтегрального перетворення

Означення 1.1. Iнтегральним називається перетворення

F (s) =

B
∫

A

K(s, t)f(t) dt. (1.1)

Поняття перетворення, або вiдображення можливо розглядати як уза-
гальнення поняття функцiї. Наприклад, функцiя y = f(x) кожному числу x
ставить у вiповiднiсть за певним правилом число y. Iнтегральне перетворення
ставить у вiдповiднiсть функцiї f(t) змiнної t функцiю F (s) змiнної s:

f(t) → F (s).

Функцiя F (s) називається образом, або зображенням функцiї f(t).
Функцiя f(t) називається оригiналом, або прообразом функцiї F (s).
Ядро K(s, t)— це основний елемент iнтегрального перетворення, яке вiд-

рiзняє одне iнтегральне перетворення вiд iншого. Вiд ядра залежать основнi
властивостi кожного iнтегрального перетворення, зокрема, межi iнтегрування
A i B.

Ядро K(s, t) є функцiєю двох змiнних s i t, якi можуть бути як дiйсними,
так i комплексними.

Iнтеграл (1.1) залежить вiд змiнної s як вiд параметра, i при певних обме-
женнях на ядро i функцiю f(t) iнтеграл можна диференцiювати та iнтегру-
вати за параметром s.

У деяких випадках образ похiдної оригiналу буде пропорцiйний самому
образу. На використаннi цiєї обставини базується основна iдея застосування
методу iнтегрального перетворення: диференцiальне рiвняння для оригiна-
лу (функцiї f(t)) в результатi застосування iнтегрального перетворення пе-
реходить в алгебраїчне рiвняння для образу, розв’язати яке значно простi-
ше. Розв’язок вихiдного диференцiального рiвняння потiм можливо отримати
шляхом вiдновлення оригiналу знайденого зображення.
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1.2. Перетворення Лапласа

Означення 1.2. Перетворенням Лапласа називається iнтеграл

F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−st dt, (1.2)

який функцiї f(t) дiйсної змiнної t ставить у вiдповiднiсть функцiю F (s) ком-
плексної змiнної s = x+ iy.

Зауважимо, що функцiя f(t) може приймати i комплекснi значення.
Цей невласний iнтеграл (1.2) називають iнтегралом Лапласа. Вiн зале-

жить вiд комплексної змiнної s = x + iy як вiд параметра, i не для кожного
значення цього параметра iнтеграл (1.2) збiгається. Зауважимо, що не для
кожної функцiї iснує перетворення Лапласа.

Означення 1.3. Оригiналом називається будь-яка функцiя f(t), що визна-
чена для усiх значень дiйсної змiнної −∞ < t < ∞ i задовольняє умовам:

1) функцiя f(t) ≡ 0 при t < 0, причому приймається, що

f(0) = f(+0) = lim
t→0
t>0

f(t); (1.3)

2) функцiя f(t) кусково-неперервна при t > 0, причому на будь-якому
обмеженому вiдрiзку [0, T ] (T > 0) функцiя f(t) може мати не бiльше нiж
скiнченне число точок розриву, причому тiльки розриви першого роду;

3) функцiя f(t) зростає при t → +∞ не швидше показникової функцiї,
тобто iснують такi додатнi числа M i σ, що

|f(t)| 6 Meσt при t > 0. (1.4)

Точна нижня грань σ0 = inf σ називається показником зростання функ-
цiї f(t).

Умова 2 забезпечує iнтегровнiсть пiдiнтегральної функцiї, а умова 3 —
збiжнiсть iнтеграла Лапласа. Очевидно, що цi умови задовольняються для
бiльшостi функцiй, якi описують реальнi фiзичнi процеси (змiнна t iнтерпре-
тується як час). Наприклад, усi обмеженi функцiї задовольняють цим умо-
вам, тому що їх показник зростання дорiвнює нулю. Степеневi функцiї зрос-
тають повiльнiше показникової, тому теж задовольняють умовi 3 (Справдi,

якщо σ > 0, то lim
t→∞

tn

eσt
= 0. Звiдси випливає, що показникова функцiя при
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t → ∞ є нескiнченно велика величина бiльшого порядку, нiж степенева фун-
кцiя, отже, показник зростання степеневої функцiї дорiвнює нулю). Нарештi,
показниковi функцiї мають, за визначенням, скiнченний показник зростан-
ня i це основнi класи функцiй, якi описують фiзичнi процеси. Умова 1, на
перший погляд, може здатися штучною, але перетворення Лапласа застосо-
вується для розв’язання диференцiальних рiвнянь з початковими даними, в
яких мiститься iнформацiя про процес, що вивчається, до початку спостере-
ження. Початок процесу завжди можливо прийняти за нульову точку t = 0,
тому умова 1 теж цiлком природня.

Найпростiшою функцiєю-оригiналом є одинична функцiя Хевiсайда

H(t) =

{

1, t > 0,

0, t < 0.
(1.5)

Зауваження 1.1. Функцiя Хевiсайда невизначена в точцi t = 0 i це невипад-
ково. Справа в тому, що в силу формули (1.3) неважливо, яке саме значення
вона приймає на нулi.

Розглядаючи перетворення Лапласа, звичайно мають на увазi оригiнали,
тобто функцiї, що дорiвнюють нулю при t < 0. Якщо функцiя f(t) цiй умовi
не задовольняє, але задовольняє умовам 2 i 3 функцiї-оригiналу (див. означен-
ня 1.3), то вона не є оригiналом. Таку функцiю f(t) можна перетворити на
оригiнал, якщо помножити її на одиничну функцiю Хевiсайда

H(t)f(t) =

{

0, t < 0,

f(t), 0 < t.

Наприклад, функцiя f(t) = t2, яка зображена на рис. 1.1а, неперервна на
всiй числовiй осi, має скiнченний показник зростання σ0 = 0. Таким чином,
для степеневої функцiї виконуються умови 2 i 3, але t2 не є оригiналом тому,
що t2 6= 0 при t < 0. У той же час добуток степеневої функцiї на функцiю
Хевiсайда (рис. 1.1б ):

H(t)t2 =

{

0, t < 0,

t2, 0 < t,

вже задовольняє умовi 1 i є оригiналом.
Замiсть функцiй et, sin t, cos t розглядають функцiї:

f1(t) =

{

0, t < 0,

et, 0 < t;
f2(t) =

{

0, t < 0,

sin t, 0 < t;
f3(t) =

{

0, t < 0,

cos t, 0 < t,
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t

y

0

а)y = t2

t

y

0

б)y = H(t)t2

Рис. 1.1. Побудова оригiналу

якi є оригiналами. За допомогою одиничної функцiї Хевiсайда цi функцiї мож-
на записати у такому виглядi:

f1(t) = H(t)et, f2(t) = H(t) sin t, f3(t) = H(t) cos t.

Проте, звичайно функцiю Хевiсайда не записують, хоч i мають її на увазi.
Справа в тому, що при обчислюваннi зображення iнтегрування виконується
тiльки по додатнiй пiвосi (0,+∞).

Зауважимо, що так визначенi функцiї f1(t) i f3(t) мають у точцi t = 0
розрив першого роду, а функцiя f2(t) хоч i неперервна у нулi, але iї графiк
має при t = 0 кутову точку.

Наведемо деякi властивостi оригiналiв:
1) лiнiйна комбiнацiя оригiналiв є оригiнал;
2) якщо f(t)— оригiнал, то функцiї

|f(t)| , tf(t), tkf(t) (k > 0), eαtf(t), f(αt), f(t− τ),

t
∫

0

f(τ) dτ

є оригiналами;
3) добуток оригiналiв є оригiнал.

Теорема 1.1. Для будь-якого оригiналу f(t) iснує зображення

F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−st dt,

яке визначене у пiвплощинi Re s > σ0 комплексної площини i є в цiй пiвпло-
щинi аналiтичною функцiєю змiнної s. Тут σ0 — показник зростання фун-
кцiї f(t).
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Доведення. По-перше, доведемо iснування образу, для цього за допомогою
ознаки порiвняння дослiдимо на збiжнiсть невласний iнтеграл (1.2). За умо-
вами теореми функцiя f(t) є оригiналом, тому вона має обмежений показник
зростання σ0, тобто

|f(t)| 6 Meσ0t. (1.6)

Звернемо увагу на очевидну рiвнiсть

∣

∣e−st
∣

∣ =
∣

∣

∣
e−(x+iy)t

∣

∣

∣
=
∣

∣e−xte−iyt
∣

∣ =
∣

∣e−xt
∣

∣

∣

∣e−iyt
∣

∣ = e−xt. (1.7)

Тодi при Re s = Re(x+ iy) = x > σ0 дiстанемо

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

0

f(t)e−st dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

∞
∫

0

∣

∣f(t)e−st
∣

∣ dt 6

6 M

∞
∫

0

e−xteσ0tdt = −M
e−(x−σ0)t

x− σ0

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
M

x− σ0
. (1.8)

Тут враховано, що e−(x−σ0)t прямує до нуля при t → ∞, тому що за умовами
теореми x = Re s > σ0.

З оцiнки (1.8) випливає, що невласний iнтеграл (1.2) мажорується збiж-
ним iнтегралом i тому при Re s = x > σ0 вiн збiгається абсолютно. Отже, у
правiй пiвплощинi Re s > σ0 для будь-якого оригiналу iснує образ.

Покажемо аналiтичнiсть образу. Якщо Re s > σ1 > σ0, то

|f(t)e−st| = |f(t)||e−st| 6 Meσ0te−σ1t = Me(σ0−σ1)t.

Тодi маємо оцiнку iнтеграла

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

0

f(t)e−st dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 M

∞
∫

0

e−(σ1−σ0)tdt =
M

σ1 − σ0
,

причому права частина не залежить вiд s. Таким чином, за ознакою Вейєр-
штрасса iнтеграл (1.2) збiгається рiвномiрно за параметром s i його можна
диференцiювати.

Продиференцiюємо iнтеграл (1.2) за параметром s i дослiдимо на збiж-
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нiсть отриманий невласний iнтеграл:

∣

∣

∣

∣

dF

ds

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
∞
∫

0

tf(t)e−st dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 M

∞
∫

0

te−(x−σ0)t dt =

= M







− te−(x−σ0)t

x− σ0

∣

∣

∣

∣

∞

0

+

∞
∫

0

e−(x−σ0)t

x− σ0
dt







=
M

(x− σ0)2
. (1.9)

Таким чином, iнтеграл

dF

ds
= −

∞
∫

0

tf(t)e−st dt (1.10)

також збiгається абсолютно при Re s > σ0.
В областi Re s > σ1 > σ0 iнтеграл (1.10) збiгається рiвномiрно, тому що

вiн також мажорується збiжним iнтегралом, якiй не залежить вiд s:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∫

0

tf(t)e−st dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 M

∞
∫

0

te−(σ1−σ0)t dt =
M

(σ1 − σ0)2
.

Отже, для функцiї F (s) у будь-якiй точцi пiвплощини Re s > σ0 визна-
чена похiдна, тобто в цiй пiвплощинi F (s) є аналiтичною функцiєю та iї
похiднi можна одержати диференцiюючи пiдiнтегральну функцiю в (1.2) за
параметром s.

Наприклад, знайдемо зображення функцiї f(t) = eαt, де α— будь-яке
комплексне число. Будемо вважати, що показникова функцiя дорiвнює нулю
при t < 0. Тодi очевидно, що показникова функцiя є оригiналом з показником
зростання Reα.

Обчислимо iнтеграл Лапласа

∞
∫

0

eαte−st dt =

∞
∫

0

e−(s−α)t dt = − e−(s−α)t

(s− α)

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
1

s− α
. (1.11)

Цей iнтеграл збiгається при Re s > Reα. Дiйсно, тодi e−(s−α)t → 0 при t → ∞.

Звернемо увагу на те, що зображення показникової функцiї F (s) =
1

s− α
є аналiтичною функцiєю у всiй комплекcнiй площинi змiнної s, крiм точки
s = α, де вона має полюс першого порядку.
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Зауваження 1.2. Iнтеграл Лапласа визначає образ F (s) тiльки у правiй пiв-
площинi Re s > σ0 i в цiй пiвплощинi F (s) є функцiя аналiтична. Можна
функцiю F (s) аналiтично продовжити влiво, за пряму Re s = σ0. Тодi, якщо
у аналiтичному продовженнi будуть особливi точки, то всi вони будуть розта-
шованi в лiвiй пiвплощинi Re s 6 σ0 (рис. 1.2).

x

y

0 σ0

Пiвплощина

Res > σ0

Рис. 1.2. Область визначення образу

Зауваження 1.3. З оцiнкi (1.8) випливає, якщо s прямує до ∞ i Re s = x при
цьому необмежено зростає, то

lim
s→∞

(Re s→+∞)

F (s) = 0. (1.12)

1.3. Теорема обернення

Теорема 1.2. Якщо функцiя f(t) дiйсної змiнної t є оригiналом, що має
показник зростання σ0, i функцiя F (s) є її зображенням, тодi

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

estF (s) ds, c > σ0. (1.13)

Тут iнтеграл береться вздовж будь-якої прямої x = c > σ0 i розумiється
в сенсi головного значення, тобто як границя iнтеграла при b → ∞ вздовж
вiдрiзку (c− ib; c+ ib).

Iнтеграл (1.13) називається iнтегралом Рiмана—Меллiна, або формулою
обернення.

10



x

y

0 σ0 c

c + i∞

c − i∞

Рис. 1.3. Шлях iнтегрування

Доведення. Нехай функцiя f(t) є оригiналом i має показник зростання σ0.
Розглянемо допомiжну функцiю

ϕ(t) = e−xtf(t), x > σ0.

Функцiя ϕ(t) за умовами теореми є кусково-гладкою, тобто може мати на
будь-якому обмеженому вiдрiзку осi t тiльки скiнченну кiлькiсть точок роз-
риву першого роду i прагне до нуля при t → ∞. Тому її можна зобразити
iнтегралом Фур’є

ϕ(t) =
1

2π

∞
∫

−∞

dy

∞
∫

−∞

ϕ(τ)eiy(t−τ) dτ. (1.14)

Тодi

e−xtf(t) =
1

2π

∞
∫

−∞

dy

∞
∫

−∞

e−xτf(τ)eiy(t−τ) dτ =
1

2π

∞
∫

−∞

eiytdy

∞
∫

0

f(τ)e−(x+iy)τ dτ.

(1.15)
Тут враховано, що f(τ) ≡ 0 при τ < 0.

Позначимо s = x + iy i врахуємо, що внутрiшнiй iнтеграл є зображен-
ням F (s) функцiї f(t). Тодi

f(t) =
1

2π

∞
∫

−∞

e(x+iy)tF (s) dy =
1

2πi

x+i∞
∫

x−i∞

estF (s) ds,

що i потрiбно було довести.
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Умови, за яких функцiя F (s) комплексної змiнної s = x+ iy є зображен-
ням деякої функцiї дiйсної змiнної t, визначаються наступною теоремою, яку
ми наведемо без доведення.

Теорема 1.3. Нехай функцiя F (s) комплексної змiнної s = x+iy задовольняє
умовам:

1) F (s)— функцiя аналiтична в областi Re s > σ0;
2) в областi Re s > σ0 функцiя F (s) рiвномiрно щодо arg s прямує до

нуля при |s| → ∞;
3) для всiх Re s = c > σ0 збiгається iнтеграл

c+i∞
∫

c−i∞

|F (s)| dy, c > σ0.

Тодi F (s) при Re s > σ0 є зображенням функцiї

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

estF (s) ds.

Зв’язок оригiналу та зображення символiчно позначається таким чином:

f(t) : F (s), F (s) : f(t).

Зауваження 1.4. Оригiнал f(t), за означенням, дорiвнює нулю при t < 0, а ви-
раз для оригiналу, що надається формулою обернення (1.13), може давати
значення, вiдмiннi вiд нуля при t < 0. Тому вважається, що iнтеграл Меллiна
дає вираз

f(t)H(t),

де H(t)— одинична функцiя Хевiсайда, хоча звичайно її i не пишуть.

Зауваження 1.5. Пiд значенням f(t) при t = 0 розумiється праве граничне
значення, тобто

f(0) = f(+0) = lim
t→+0

f(t).

Зауваження 1.6. Обмеження на зображення, тобто на функцiю F (s) комп-
лексної змiнної s = x + iy, повнiстю вiдповiдають вимогам леми Жордана.
Тому, якщо замкнути вiдповiдним чином шлях iнтегрування, для обчислення
iнтеграла Меллiна можна скористатися теоремою про лишки [8].
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Зауваження 1.7. Iнтеграл Меллiна дає оригiнал f(t) лише в точках її непе-
рервностi. Якщо деяка точка t0 є точкою розриву першого роду функцiї f(t),
то формула обернення дає середнє значення на берегах розриву:

f(t) =
1

2
{f(t0 + 0) + f(t0 − 0)} .

1.4. Властивостi перетворення Лапласа

Лiнiйнiсть перетворення Лапласа

Теорема 1.4. Якщо f(t) : F (s) i g(t) : G(s), то для будь-яких чисел A i B
(дiйсних або комплексних)

Af(t) + Bg(t) : AF (s) +BG(s),

тобто лiнiйнiй комбiнацiї оригiналiв вiдповiдає така ж сама лiнiйна комбi-
нацiя образiв.

Доведення. Ця властивiсть випливає з лiнiйних властивостей iнтеграла

Af(t) +Bg(t) :

∞
∫

0

(Af(t) + Bg(t)) e−st dt =

= A

∞
∫

0

f(t)e−st dt+B

∞
∫

0

g(t)e−st dt = AF (s) + BG(s).

Отже, перетворення Лапласа лiнiйне, тобто однорiдне й адитивне.

Властивiсть подiбностi

Теорема 1.5. Якщо f(t) : F (s), то для будь-якого сталого α > 0

f(αt) :
1

α
F
( s

α

)

. (1.16)

Доведення. За умовами теореми, iснує образ F (s) функцiї f(t):

f(t) : F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−st dt.
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Тодi, виконуючи пiдстановку αt = τ , одержимо

f(αt) :

∞
∫

0

f(αt)e−st dt =
1

α

∞
∫

0

f(αt)e−
s
α
αt d(αt) =

=
1

α

∞
∫

0

f(τ)e−
s
α
τ d(τ) =

1

α
F
( s

α

)

.

Теорема запiзнювання

Теорема 1.6. Якщо f(t) : F (s), Re s > σ0 i a— будь-яке додатнє число, то

f(t− a) : e−saF (s). (1.17)

Доведення. Розглянемо зображення функцiї f(t− a):

f(t− a) :

∞
∫

0

f(t− a)e−st dt.

За умовами теореми f(t)— оригiнал. За ознакою оригiналу f(t) ≡ 0 при t < 0.
Отже, f(t − a) ≡ 0 при t < a i iнтеграл вiд 0 до a буде дорiвнювати нулю.
Тодi, виконуючи замiну змiнної iнтегрування τ = t− a, дiстанемо:

f(t− a) :

∞
∫

0

f(t− a)e−st dt =

∞
∫

a

f(t− a)e−st dt =

=

∞
∫

0

f(τ)e−s(τ+a) dτ = e−sa

∞
∫

0

f(τ)e−sτ dτ = e−saF (s).

Таким чином, змiщення оригiналу вправо на a зводиться до множення
зображення на eat i навпаки — множення зображення на eat змiщує графiк
оригiналу вправо на a. Ця геометрична властивiсть змiщення у фiзицi пов’я-
зується з запiзнюванням процесу на час a.

Теорему запiзнювання зручно використовувати для знаходження зобра-
ження функцiй, якi на рiзних промiжках задаються рiзними аналiтичними
виразами (формулами).
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Теорема змiщення (множення на експоненту)

Теорема 1.7. Якщо f(t) : F (s), Re s > σ0, то для будь-якого комплексного
числа a

eatf(t) : F (s− a), Re s > σ0 + Re a. (1.18)

Доведення. За умовами теореми, функцiя f(t) є оригiналом. Тодi функцiя
ϕ(t) = eatf(t) також є оригiналом. Очевидно, що показник зростання ϕ(t)
дорiвнює σ0 +Re a, тому в областi Re s > σ0 + Re a вона має зображення

eatf(t) :

∞
∫

0

eatf(t)e−st dt =

∞
∫

0

f(t)e−(s−a)t dt = F (s− a).

Отже, змiщення зображення на a зводиться до множення оригiналу на eat

i навпаки, множення оригiналу на eat зводиться до змiщення зображення
на a.

Теорема змiщення дозволяє одержати зображення функцiй, помножених
на експоненту, якщо вiдомо зображення цих функцiй.

Диференцiювання оригiналу

Теорема 1.8. Якщо функцiя f ′(t) є оригiналом i f(t) : F (s), Re s > σ0, то

f ′(t) : sF (s)− f(0), Re s > σ0, (1.19)

тобто диференцiювання оригiналу зводиться до множення образу на пара-
метр s i вiднiмання f(0).

Доведення. Розглянемо зображення похiдної

f ′(t) :

∞
∫

0

f ′(t)e−st dt.

Звiдси, iнтегруючи частинами, отримаємо:

f ′(t) :

∞
∫

0

f ′(t)e−st dt = f(t)e−st
∣

∣

∞
0
+ s

∞
∫

0

f(t)e−st dt.
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Функцiя f(t) має скiнченний показник зростання σ0:

|f(t)| 6 Meσ0t.

Тому при Re s > σ0 маємо

|f(t)e−st| 6 Me(σ0−Re s)t → 0 при t → ∞.

Якщо оригiнал f(t) у точцi t = 0 є функцiєю неперервною, то f(0) = 0, тому
що f(t) = 0 при t < 0. Якщо у точцi t = 0 оригiнал має розрив першого роду,
то, за визначенням, f(t) має праву границю

f(0) = lim
t→0
t>0

f(t)

(лiва границя у точцi t = 0 завжди дорiвнює нулю). Таким чином,

f(t)e−st
∣

∣

∞
0

= −f(0)

i остаточно одержимо

f ′(t) : s

∞
∫

0

f(t)e−st dt− f(0) = sF (s)− f(0).

Коли у точцi t = 0 оригiнал f(t) є неперервною функцiєю, то f(0) = 0.
Тодi формула (1.19) спрощується

f ′(t) : sF (s)

i диференцiювання оригiналу зводиться до множення образу на параметр s.
Якщо друга похiдна є оригiналом, то її образ одержимо, повторно засто-

совуючи формулу (1.19),

f ′′(t) = (f ′(t))
′
: s [sF (s)− f(0)]− f ′(0) = s2F (s)− sf(0)− f ′(0).

Якщо функцiя f (n)(t) є оригiналом i f(t) : F (s), Re s > σ0, то образ
похiдної n-го порядку має вигляд

f (n)(t) : snF (s)− sn−1f(0)− . . . − f (n−1)(0), Re s > σ0. (1.20)

Формула (1.20) доводиться за iндукцiєю.

Зауваження 1.8. Нагадаємо, що пiд f (k)(0) розумiється права границя

f (k)(0) = lim
t→0
t>0

f (k)(t).
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Диференцiювання зображення

Теорема 1.9. Якщо F (s) : f(t), Re s > σ0, то диференцiювання зображення
зводиться до множення оригiналу на (−t):

F ′(s) : −tf(t). (1.21)

Доведення. Нехай

f(t) : F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−st dt.

Функцiя F (s) у правiй пiвплощинi Re s > σ0 є аналiтичною функцiєю, тому
у неї iснує похiдна, яку можна одержати, диференцiюючи за параметром s
пiдiнтегральну функцiю у невласному iнтегралi (1.2):

F ′(s) =
d

ds

∞
∫

0

f(t)e−st dt =

∞
∫

0

(−t)f(t)e−st dt : −tf(t).

Ранiше було показано (див. с. 9), що цей невласний iнтеграл збiгається рiвно-
мiрно, до того ж вiн є образом функцiї tf(t). Таким чином, диференцiювання
зображення звелося до множення оригiналу на (−t).

Звернемо увагу на те, що множення функцiї f(t) на будь-яку степеневу
функцiю tn не змiнює її показник зростання. Тому похiднi вищих порядкiв
можна отримати, застосовуючи формулу (1.21) декiлька разiв:

F ′′(s) =

∞
∫

0

f(t)t2e−st dt : (−1)2t2f(t) = t2f(t), (1.22)

. . .

F (n)(s) = (−1)n
∞
∫

0

f(t)tne−st dt : (−1)ntnf(t). (1.23)

Iнтегрування оригiналу

Теорема 1.10. Якщо F (s) : f(t), Re s > σ0, то iнтегрування оригiналу
зводиться до дiлення зображення на параметр s

t
∫

0

f(τ) dτ :
F (s)

s
. (1.24)
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Доведення. Нехай f(t) є оригiналом з показником зростання σ0 i f(t) : F (s),
Re s > σ0. Розглянемо функцiю

ϕ(t) =

t
∫

0

f(τ) dτ.

Очевидно, що ϕ(t) є оригiналом, причому вона має той самий показник зрос-
тання, що i функцiя f(t). Дiйсно,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

f(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

t
∫

0

|f(τ)| dτ <

t
∫

0

Meσ0τdτ =

=
M

σ0
eσ0τ

∣

∣

∣

∣

t

0

=
M

σ0

(

eσ0t − 1
)

< M1e
σ0t.

Позначимо зображення функцiї ϕ(t) символом Φ(s), тобто ϕ(t) : Φ(s).
Звернемо увагу на те, що ϕ′(t) = f(t), причому ϕ(0) = 0. Тодi

f(t) = ϕ′(t) : sΦ(s).

Звiдси випливає, що F (s) = sΦ(s), або Φ(s) =
F (s)

s
. Таким чином,

t
∫

0

f(τ) dτ :
F (s)

s
.

Iнтегрування зображення

Теорема 1.11. Якщо F (s) : f(t), Re s > σ0 та iнтеграл
∞
∫

s

F (s) ds збiгаєть-

ся, то iнтегрування зображення зводиться до дiлення оригiналу на t

f(t)

t
:

∞
∫

s

F (s) ds. (1.25)
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Зауваження 1.9. Невласний интеграл (1.25) розумiється в наступному сенсi:

∞
∫

s

F (s) ds = lim
p→∞

(Re s→∞)

p
∫

s

F (s) ds,

тобто p прямує до ∞ таким чином, що дiйсна частина p прямує до +∞ (див.
с. 10).

Доведення. Нехай

f(t) : F (s) =

∞
∫

0

f(t)e−st dt.

У пiвплощинi Re s > σ0 невласний iнтеграл
∞
∫

0

f(t)e−st dt збiгається абсолютно

та рiвномiрно вiдносно s, тому його можна iнтегрувати за параметром s.
Розглянемо iнтеграл

∞
∫

s1

F (s) ds =

∞
∫

s1

ds

∞
∫

0

f(t)e−st dt.

Тут s1 — будь-яке комплексне число, дiйсна частина якого бiльше показника
зростання функцiї f(t), тобто Re s1 > σ0. Тому що внутрiшнiй iнтеграл збi-
гається рiвномiрно по s, можна змiнити порядок iнтегрування у подвiйному
iнтегралi та проiнтегрувати за змiнною s:

∞
∫

s1

F (s) ds =

∞
∫

0

dtf(t)

∞
∫

s1

e−st ds =

∞
∫

0

f(t)

t
e−s1tdt.

Звiдси випливає, що функцiя f(t)/t є оригiналом, причому f(t)/t має той
самий показник зростання, що i функцiя f(t) (множення на степеневу функ-
цiю не змiнює показник зростання). Таким чином,

f(t)

t
:

∞
∫

s1

F (s) ds, Re s1 > σ0.
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Теорема множення

Означення 1.4. Згорткою функцiй f(t) i g(t) називається iнтеграл

(f(t) ∗ g(t)) = (f ∗ g) (t) =
t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ. (1.26)

Згортка функцiй f(t) i g(t) є функцiя змiнної t. Очевидно, що

t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ =

t
∫

0

f(t− τ)g(τ) dτ.

Справдi, виконуючи замiну змiнної iнтегрування ζ = t− τ , одержимо

t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ =

∥

∥

∥

∥

ζ = t− τ

dζ = −dτ

∥

∥

∥

∥

=

t
∫

0

f(t− ζ)g(ζ) dζ.

Теорема 1.12 (Борель). Якщо функцiї f(t) i g(t) є оригiналами i

f(t) : F (s), Re s > σ1,

g(t) : G(s), Re s > σ2,

то зображення згортки функцiй f(t) i g(t) дорiвнює добутку їх зображень

(f(t) ∗ g(t)) : F (s)G(s), Re s > max {σ1, σ2} . (1.27)

Доведення. За умовами теореми функцiї f(t) i g(t) є оригiналами, тобто ма-
ють обмеженi показники зростання:

|f(t)| 6 M1e
σ1t, |g(t)| 6 M2e

σ2t.

Згортка цих функцiй також має обмежений показник зростання:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 M1M2

t
∫

0

eσ1τeσ2(t−τ) dτ =

=
M1M2

σ1 − σ2

(

eσ1t − eσ2t
)

6
2M1M2

|σ1 − σ2|
eσ0t, σ0 = max {σ1, σ2} .
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Неважко переконатися, що згортка задовольняє й iншим умовам iснування
оригiналу, тому згортка оригiналiв є оригiналом.

Обчислимо зображення згортки

(f(t) ∗ g(t)) :
∞
∫

0

dte−st

t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ. (1.28)

Цей двократний iнтеграл можна розглядати як подвiйний, що визначений у
нескiнченному секторi площини D(0 6 t < ∞, 0 6 τ 6 t) (рис. 1.4).

x

y

0

τ
=

t

Область D

Рис. 1.4. Область iнтегрування

При Re s > σ0 подвiйний iнтеграл (1.28) в областi D збiгається абсолютно,
тому можна змiнити порядок iнтегрування

(f(t) ∗ g(t)) :
∞
∫

0

dτf(τ)

∞
∫

τ

e−stg(t− τ) dt.

Зробимо замiну змiнної iнтегрування ζ = t− τ , тодi одержимо

(f(t) ∗ g(t)) :
∞
∫

0

dτf(τ)

∞
∫

0

e−s(τ+ζ)g(ζ) dζ =

=

∞
∫

0

e−sτf(τ)dτ

∞
∫

0

e−sζg(ζ)dζ = F (s) ·G(s).

Таким чином, образ згортки двох функцiй дорiвнює добутку їх образiв.
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Множення оригiналiв

Теорема 1.13. Якщо f(t) : F (s), Re s > σ1, g(t) : G(s), Re s > σ2, то
добуток цих оригiналiв також є оригiналом, причому

f(t)g(t) :
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

F (p)G(s− p) dp. (1.29)

Тут c > σ1 i Re s > σ2 + c.

Доведення. Очевидно, що добуток функцiй f(t)g(t) задовольняє умовам iсну-
вання оригiналу та його зображення обчислюється за формулою

f(t)g(t) :

∞
∫

0

f(t)g(t)e−stdt.

Скористаємося для функцiї f(t) формулою обернення (1.13)

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

F (p)eptdp.

Тут c > σ1. Враховуючи цю рiвнiсть, одержимо подвiйний iнтеграл, в якому
змiнимо порядок iнтегрування

f(t)g(t) :
1

2πi

∞
∫

0





c+i∞
∫

c−i∞

F (p)eptdp



 g(t)e−stdt =

=
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

dpF (p)

∞
∫

0

g(t)e−(s−p)tdt.

Нехай Re s > σ2 + c, тодi буде виконуватися нерiвнiсть Re(s − p) > σ2,
тому що Re p = c, i внутрiшнiй iнтеграл буде дорiвнювати G(s− p). Отже,

f(t)g(t) :
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

F (p)G(s− p)dp.

Зауважимо, що число c можна взяти скiльки завгодно близьким до σ1.
Таким чином, зображення функцiї f(t)g(t) визначено у пiвплощинi Re s > σ0,
де σ0 = σ1 + σ2.

Теорема доведена.
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1.5. Зображення елементарних функцiй

Одинична функцiя Хевiсайда

Функцiя Хевiсайда (рис. 1.5) зображує стрибок одиничної висоти на нулi

H(t) =

{

1, t > 0,

0, t < 0.
(1.30)

t

y

0

1
H(t)

Рис. 1.5. Функцiя Хевiсайда

Очевидно, що функцiя Хевiсайда є оригiналом: функцiя H(t) дорiвнює
нулю при t < 0; вона стала при t > 0, тобто має скiнченний показник зростан-
ня σ0 = 0; H(t) неперервна скрiзь, крiм точки t = 0, де має розрив першого
роду.

Знайдемо її образ

H(t) : F (s) =

∞
∫

0

e−stdt =
e−st

−s

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
1

s
. (1.31)

Тут враховано, що iнтеграл (1.31) збiгається при всiх Re s > 0. Справдi, якщо
s = x+ iy i Re s = x > 0, то

∣

∣e−st
∣

∣ =
∣

∣

∣
e−(x+iy)t

∣

∣

∣
=
∣

∣e−xt
∣

∣

∣

∣e−iyt
∣

∣ = e−xt → 0 при t → ∞.

Зауваження 1.10. Iнтеграл (1.31) визначає образ F (s) = 1/s тiльки у правiй
пiвплощинi Re s > 0, але F (s) = 1/s є аналiтичною функцiєю у всiй комплек-
снiй площинi змiнної s, крiм точки s = 0, де вона має простий полюс. Таким
чином, функцiю F (s) = 1/s можна розглядати як аналiтичне продовження
образу функцiї Хевiсайда у всю комплексну площину.
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Вiдновимо оригiнал за заданим образом F (s) = 1/s, Re s > 0. Вiн визна-
чається за формулою Меллiна (1.13)

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

1

s
est ds, (1.32)

де iнтегрування виконується вздовж прямої Re s = c > 0. Тому що показник
зростання одиничної функцiї σ0 = 0, стала c— будь-яке додатнє число.

Нехай t > 0. Розглянемо контур, що складається з вiдрiзку [c− ib, c+ ib]
прямої Re s = c > 0 i дуги CR кола |s| = R, що розмiщується злiва (Im s < c)
вiд прямої Re s = c (рис. 1.6).

x

y

0 c

c + ib

c − ib

CR
C ′

R

Рис. 1.6. Контур iнтегрування

Всерединi контуру iнтегрування є тiльки одна особлива точка s = 0,
яка є полюсом першого порядку. Тодi, вiдповiдно до теореми про лишки [8],
дiстанемо

∮

C

1

s
est ds =

∫

CR

1

s
est ds+

c+ib
∫

c−ib

1

s
est ds = 2πiRes

[

est

s
, 0

]

= 2πie0 = 2πi.

Оскiльки 1/s → 0 рiвномiрно вiдносно arg s при R → ∞, то при t > 0 за
лемою Жордана [8] iнтегралом по CR можна знехтувати, тобто

lim
R→∞

∫

CR

1

s
est ds = 0.
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Тодi, переходячи до границi при R → ∞, одержимо

f(t) =
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

1

s
est ds =

1

2πi
lim
b→∞

c+ib
∫

c−ib

1

s
est ds = 1.

Аналогiчно, щоб виконувалися умови леми Жордана при t < 0, контур
iнтегрування замкнемо справа (Im s > c) по кривiй C ′

R (на рис. 1.6 крива C ′
R

зображена пунктиром). У правiй пiвплощинi Im s > c пiдiнтегральна функцiя
особливих точок не має, тому f(t) ≡ 0 при t < 0.

Таким чином, оригiналом функцiї 1/s є функцiя Хевiсайда

1

s
: H(t). (1.33)

Функцiя-оригiнал, за означенням, дорiвнює нулю при t < 0. Тому що
одинична функцiя H(t) = 1 при t > 0, то для спрощення запису замiсть фун-
кцiї Хевiсайда будемо писати одиницю. Тодi формула (1.33) набуває вигляду

1 :
1

s
(1.34)

Нехай тепер одиничний стрибок вiдбувається в точцi t = a (рис. 1.7):

H(t− a) =

{

1, t > a,

0, t < a.
(1.35)

t

y

0

1

a

H(t − a)

Рис. 1.7. Змiщений стрибок

Тодi за теоремою запiзнювання (1.17) зображення змiщеного стрибка має
вигляд:

H(t− a) :
e−as

s
. (1.36)
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Iмпульс одиничної амплiтуди (рис. 1.8)

f(t) =











0, t < a,

1, a < t < b,

0, t > b,

(1.37)

можна розглядати як рiзницю двох стрибкiв одиничної висоти

f(t) = H(t− a)−H(t− b) :
e−as

s
− e−bs

s
=

e−as − e−bs

s
. (1.38)

t

y

0

1

a b

Рис. 1.8. Iмпульс

Показникова функцiя

Розглянемо показникову функцiю

f(t) = eαt, (1.39)

де α— будь-яке комплексне число. Будемо вважати, що показникова функцiя
дорiвнює нулю при t < 0. Тодi очевидно, що показникова функцiя є оригiна-
лом з показником зростання Reα.

Враховуючи, що 1 :
1

s
, Re s > 0, за теоремою змiщення (1.18) одержимо

eαt :
1

s− α
∀Re s > Reα. (1.40)

Якщо покласти α = 0, то знову маємо формулу (1.34).
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Зауваження 1.11. Теорема 1.1 гарантує iснування зображення показникової
функцiї тiльки у пiвплощинi Re s > Reα, але зображення

F (s) =
1

s− α

є аналiтичною функцiєю у всiй комплекcнiй площинi змiнної s, крiм точки
s = α, де вона має полюс першого порядку.

Тригонометричнi функцiї

Розглянемо функцiї cos(ωt) i sin(ωt). За формулою Ейлера маємо:

cos(ωt) =
eiωt + e−iωt

2
, sin(ωt) =

eiωt − e−iωt

2i
.

Враховуючи лiнiйну властивiсть перетворення Лапласа i формулу (1.40), одер-
жимо

cos(ωt) =
1

2

(

eiωt + e−iωt
)

:
1

2

(

1

s− iω
+

1

s+ iω

)

=
s

s2 + ω2
. (1.41)

У формулi (1.41) два доданка: перший iснує при Re s > Imω > 0, другий —
при Re s > − Imω > 0. Таким чином, образ функцiї cos(ωt) буде iснувати при
Re s > | Imω| (в цьому випадку буде збiгатися вiдповiдний iнтеграл Лапласа).

Для дiйсних ω уявна частина дорiвнює нулю (Imω = 0). Отже, показник
зростання cos(ωt) в цьому випадку буде дорiвнювати нулю.

Аналогiчно при Re s > | Imω| маємо

sin(ωt) =
1

2i

(

eiωt − e−iωt
)

:
1

2i

(

1

s− iω
− 1

s+ iω

)

=
ω

s2 + ω2
. (1.42)

Зауважимо, що зображення функцiй cos(ωt) i sin(ωt) є функцiями, аналiтич-
ними у всiй комплекснiй площинi, крiм точок iω i −iω, якi є простими полю-
сами.
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Гiперболiчнi функцiї

Зображення гiперболiчних функцiй одержимо, скориставшись лiнiйнiстю
перетворення Лапласа i формулою (1.40):

chωt =
1

2

(

eωt + e−ωt
)

:
1

2

(

1

s− ω
+

1

s+ ω

)

=
s

s2 − ω2
, (1.43)

shωt =
1

2

(

eωt − e−ωt
)

:
1

2

(

1

s− ω
− 1

s+ ω

)

=
ω

s2 − ω2
. (1.44)

Степенева функцiя

Нехай f(t) = tn, де n— цiле число, n 6= 0. Образ степеневої функцiї
визначається виразом

tn :

∞
∫

0

tne−stdt.

Можна обчислити цей iнтеграл, однак зручнiше скористатися властивостями
перетворення Лапласа. Нагадаємо очевиднi рiвностi:

t
∫

0

dτ = t,

t
∫

0

τ dτ =
t2

2
, . . .

t
∫

0

τn dτ =
tn+1

n+ 1
.

Тодi, враховуючи властивiсть iнтегрування оригiналу (1.24)

f(t) : F (s) ⇒
t
∫

0

f(τ) dτ :
F (s)

s
, Re s > σ0,
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одержимо ланцюг рекурентних спiввiдношень:

1 :
1

s
, Re s > 0, (1.45)

t =

t
∫

0

dτ :
1/s

s
=

1

s2
, Re s > 0, (1.46)

t2 = 2

t
∫

0

τ dτ : 2
1/s

s2
=

2

s3
, Re s > 0, (1.47)

· · ·

tn :
n!

sn+1
, Re s > 0. (1.48)

Загальна степенева функцiя

Загальна степенева функцiя — це степенева функцiя з довiльним показ-
ником α > 0

f(t) = tα. (1.49)

Функцiя tα при α > 0 є оригiналом з показником зростання σ0 = 0 i
тому має зображення, яке у пiвплощинi Re s > 0 є аналiтичною функцiєю i
визначається формулою

tα : F (s) =

∞
∫

0

tαe−stdt. (1.50)

Обчислимо iнтеграл (1.50). Спочатку розглянемо випадок, коли змiнна s
дiйсна, тобто s = x > 0. Тодi, зробивши замiну змiнної iнтегрування τ = xt,
одержимо

tα :

∞
∫

0

tαe−xtdt =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

τ = xt

dt =
1

x
dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
1

xα+1

∞
∫

0

e−ττα dτ =
Γ(α+ 1)

xα+1
. (1.51)

Тут використана гамма-функцiя Ейлера

Γ(α) =

∞
∫

0

e−ττα−1 dτ. (1.52)
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Оскiльки функцiя F (s), яка визначена формулою (1.50), є функцiєю ана-
лiтичною в областi Re s > 0 i на додатнiй частинi дiйсної осi має значен-
ня (1.51), то функцiя F (s) є аналiтичним продовженням значення (1.51) в
область Re s > 0

F (s) =

∞
∫

0

tαe−stdt =
Γ(α+ 1)

sα+1
. (1.53)

Таким чином,

tα :
Γ(α+ 1)

sα+1
. (1.54)

Зауваження 1.12. Якщо α < 0, то функцiя tα має нескiнченний розрив у точцi
t = 0 i не є оригiналом. Але можна показати, що для −1 < α < 0 iнтеграл
Лапласа при Re s > 0 також збiгається.

Розглянемо деякi властивостi гамма-функцiї. Проiнтегруємо частинами:

Γ(α + 1) =

∞
∫

0

e−ττα dτ =

∥

∥

∥

∥

u = τα du = ατα−1dτ

dv = e−τdτ v = −e−τ

∥

∥

∥

∥

=

= −τα−1e−τ
∣

∣

∞
0
+ α

∞
∫

0

e−ττα−1 dτ = αΓ(α).

Таким чином, ми отримали рекурентне спiввiдношення

Γ(α+ 1) = αΓ(α). (1.55)

Звiдси, якщо α = n цiле, тодi

Γ(n+ 1) = n! (1.56)

i формула (1.54) узгоджується з виразом для образу степеневої функцiї цiлого
степеня.

Далi

Γ

(

1

2

)

=

∞
∫

0

e−ττ
−
1

2 dτ =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x = τ 2

dτ =
2dx√
x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= 2

∞
∫

0

e−x2

dx =
√
π.
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1.6. Вiдновлення оригiналу

Для вiдновлення оригiналу можна скористатися iнтегралом Рiмана—Мел-
лiна (теоремою обернення). Але можна уникнути обчислення цього iнтеграла,
якщо звернути увагу на те, що бiльшiсть образiв є дробово-рацiональнi пра-
вильнi функцiї. Тому розглянемо деякi властивостi цих функцiй.

Многочлен. Розклад на простi множники

Означення 1.5. Цiлою рацiональною функцiєю Pn(s) (алгебраїчним много-
членом) називається функцiя змiнної s вигляду

Pn(s) = ans
n + an−1s

n−1 + . . . + a1s+ a0. (1.57)

Числа a0, a1, . . . , an−1, an називаються коефiцiєнтами многочлена.

Означення 1.6. Число z називається коренем многочлена Pn(s), якщо

Pn(z) = 0. (1.58)

Теорема 1.14. Якщо число z є коренем многочлена Pn(s), то

Pn(s) = (s− z)Qn−1(s), (1.59)

де Qn−1(s)— многочлен степеня (n− 1).

Теорема 1.15 (Основна теорема алгебри). Многочлен степеня n має рiвно
n коренiв (комплексних).

Коренi многочлена можуть бути рiзними. Iнодi деякi коренi збiгаються,
тому розглядають простi коренi i кратнi.

Означення 1.7. Число z називається простим коренем многочлена Pn(s),
якщо

Pn(s) = (s− z)Qn−1(s), Qn−1(z) 6= 0. (1.60)

Означення 1.8. Число z називається кратним коренем многочлена Pn(s)
кратностi k, якщо

Pn(s) = (s− z)k Qn−k(s), Qn−k(z) 6= 0. (1.61)
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Таким чином, якшо усi коренi рiзнi, то це простi коренi, їх кратнiсть дорiв-
нює одиницi; а якщо деякi коренi збiгаються, то цi коренi кратнi, їх кратнiсть
бiльше одиницi. Наприклад, многочлен

P2(s) = s2 − 2s+ 1 = (s− 1)2

має два кореня s1 = s2 = 1, якi збiгаються. Тобто корiнь s = 1— це кратний
корiнь, його кратнiсть дорiвнює двом.

Теорема 1.16. Якщо число z є коренем многочлена Pn(s) кратностi k, то

Pn(z) = P ′
n(z) = P ′′

n (z) = . . . = P (k−1)
n (z) = 0, P (k)

n (z) 6= 0. (1.62)

Таким чином, за основною теоремою алгебри маємо, що кожен много-
член степеня n має рiвно n комплексних коренiв. Якщо комплексне число z є
коренем многочлена кратностi k, то многочлен мiстить множник

(x− z)k .

Можна довести, що кожен многочлен розкладається на простi множники
вигляду

Pn(s) = an (s− z1)
k1 (s− z2)

k2 . . . (s− zr)
kr , (1.63)

де z1, z2, . . . , zr — комплекснi коренi многочлена кратностi k1, k2, . . . , kr вiд-
повiдно, причому сума всiх показникiв дорiвнює степенi многочлена n.

k1 + k2 + . . . + kr = n.

Многочлен з дiйсними коефiцiєнтами може мати як комплекснi, так i
дiйснi коренi. Але дiйсних коренiв може не мати зовсiм — основна теорема
цього не гарантує. Наприклад, квадратний тричлен у випадку вiд’ємного дис-
кримiнанта дiйсних коренiв не має.

Якщо многочлен з дiйсними коефiцiєнтами має комплекснi коренi, то цi
коренi попарно комплексно-спряженi. Наприклад, нехай комплексне число

z = α + iβ

є корiнь многочлена Pn(s) кратностi k. Тодi спряжене число

z̄ = α− iβ

буде також коренем многочлена Pn(s) тiєї ж самої кратностi k.
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Дiйсно, за означенням кореня маємо тотожнiсть:

Pn(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . + a1z + a0 ≡ 0.

Нагадаємо, що коефiцiєнти an, an−1, . . . , a1, a0 — дiйснi числа.
Тодi

Pn(z) = Pn(α+ iβ) = anα
n + an−1α

n−1 + . . . + a1α + a0+

+ i
(

anβ
n + an−1β

n−1 + . . . + a1β + a0
)

≡ 0.

Звiдси випливає, що дiйсна i уявна частини цiєї тотожностi окремо дорiвню-
ють нулю:

anα
n + an−1α

n−1 + . . . + a1α + a0 ≡ 0,

anβ
n + an−1β

n−1 + . . . + a1β + a0 ≡ 0.

Враховуючи цi тотожностi, маємо

Pn(z̄) = Pn(α− iβ) = anα
n + an−1α

n−1 + . . . + a1α + a0−
− i
(

anβ
n + an−1β

n−1 + . . . + a1β + a0
)

≡ 0,

тобто спряжене число z̄ також є коренем многочлена Pn(s).
Тому що комплексне число z є коренем многочлена Pn(s) кратностi k,

многочлен мiстить множник (s− z)k. Але тодi Pn(s) буде також мiстити множ-
ник (s− z̄)k. Таким чином, кратнiсть кореня z̄ також буде k. Що i потрiбно
було довести.

Наведемо очевиднi рiвностi:

z + z̄ = α+ iβ + α− iβ = 2α, zz̄ = (α + iβ) (α− iβ) = α2 + β2,

з яких випливає

(s− z) (s− z̄) = s2 − 2αs+
(

α2 + β2
)

= s2 + ps+ q,

де позначено p = −2α, q = α2 + β2 (дiйснi числа).
Отже, добуток двох комплексно-спряжених множникiв s − z i s − z̄, якi

вiдповiдають парi комплексно-спряжених коренiв z i z̄, дорiвнює дiйсному
множнику s2 + ps+ q.

Враховуємо цi рiвностi. Нехай многочлен Pn(s) з дiйсними коефiцiєнтами
має дiйснi коренi z1, z2, . . . , zr кратностi k1, k2, . . . , kr вiдповiдно, а також
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комплексно-спряженi пари комплексних коренiв ζ1, ζ1, ζ2, ζ2, . . . , ζl, ζl крат-
ностi κ1, κ2, . . . , κl. Тому що комплексно-спряженi пари коренiв у розкладаннi
(1.63) утворюють квадратний тричлен з дiйсними коефiцiєнтами, розкладання
(1.63) приймає такий вигляд:

Pn(s) = an (s− z1)
k1 (s− z2)

k2 . . .
(

s2 + p1s+ q1
)

κ1 . . .
(

s2 + pls+ ql
)

κl ,
(1.64)

де z1, z2, . . . , pl, ql — дiйснi числа.

Приклад 1.1. Розглянемо многочлен

P3(s) = s3 − 1.

За вiдомою формулою скороченого множення маємо

s3 − 1 = (s− 1)
(

s2 + s+ 1
)

, (1.65)

причому дискримiнант квадратного тричлена s2 + s+ 1 вiд’ємний.
Це розкладання типу (1.64). Звiдси випливає, що многочлен s3 − 1 має

один дiйсний корiнь
s1 = 1

i два комплексних кореня:

s2,3 = −1

2
±

√

(

1

2

)2

− 1 = −1

2
±
√

−3

4
= −1

2
± i

√
3

2
.

Коренi s2 i s3 комплексно-спряженi: s2 = s3. Звернемо увагу на те, що

(s− s2) (s− s3) =

(

s+
1

2
− i

√
3

2

)(

s+
1

2
+ i

√
3

2

)

= s2 + s+ 1.

Крiм розкладання (1.65) можна побудувати друге розкладання многочле-
на s3 − 1 (див. (1.63)):

s3 − 1 = (s− 1)

(

s+
1

2
− i

√
3

2

)(

s+
1

2
+ i

√
3

2

)

,

яке мiстить комплекснi числа. Зауважимо, що в розкладi (1.65) комплекснi
числа вiдсутнi.
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Дробово-рацiональна функцiя

Означення 1.9. Вiдношення двох алгебраїчних многочленiв називається дро-
бово-рацiональною функцiєю

Pn(s)

Qm(s)
=

ans
n + an−1s

n−1 + . . . + a1s+ a0
bmsm + bm−1sm−1 + . . . + b1s+ b0

. (1.66)

Якщо степiнь чисельника n менший за степiнь знаменника m, тобто n < m,
то алгебраїчний дрiб називається правильним; коли n > m, дрiб називається
неправильним.

Розглянемо знаменник правильного рацiонального дробу (1.66)

Qm(s) = bms
m + bm−1s

m−1 + . . . + b1s+ b0.

Його можна розкласти на множники, що вiдповiдають дiйсним кореням i па-
рам комплексно-спряженних коренiв (1.64):

Qm(s) = bm (s− z1)
k1 (s− z2)

k2 . . .
(

s2 + p1s+ q1
)

κ1 . . .
(

s2 + pls+ ql
)

κl .
(1.67)

Можна довести, що кожен правильний алгебраїчний дрiб можна зобра-
зити у виглядi суми простих алгебраїчних дробiв:

Pn(s)

Qm(s)
=

A1
1

s− z1
+

A1
2

(s− z1)
2 + . . . +

A1
k1

(s− z1)
k1
+

+
A2

1

s− z2
+

A2
2

(s− z2)
2 + . . . +

A2
k2

(s− z2)
k2
+

+ . . . +

+
M1

1x+N1
1

s2 + p1s+ q1
+

M1
2x+N1

2

(s2 + p1s+ q1)
2 + . . . +

M1
κ1
s+N1

κ1

(s2 + p1s+ q1)
κ1
+

+ . . . +

+
M l

1x+N l
1

s2 + pls+ ql
+

M l
2x+N l

2

(s2 + pls+ ql)
2 + . . . +

M l
κl
s+N l

κl

(s2 + pls+ ql)
κl
.

(1.68)

Тут A1
1, A

1
2, . . . A1

k1
, . . .M l

κl
, N l

κl
— невизначенi коефiцiєнти.

Звернемо увагу на те, що номер кореня, як дiйсного, так i комплексного,
позначено верхнiм iндексом.

Звичайно для находження невизначених коефiцiєнтiв користуються та-
кою процедурою: у правiй частинi простi дроби зводять до спiльного знамен-
ника. Спiльним знаменником усiх простих дробiв буде знаменник вихiдного
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дробу Qm. Далi вiдкидаючи злiва i справа знаменники, дiстають рiвнiсть двох
многочленiв (m− 1) степеня вiдносно змiнної s. Тому що, два многочлена то-
тожно рiвнi, коли коефiцiєнти при однакових степенях s рiвнi мiж собою, то
порiвнюючи в утворенiй тотожностi коефiцiєнти при однакових степенях s,
отримують алгебраїчну систему, з якої визначають невiдомi коефiцiєнти.

Розглянемо деякi випадки.
1. Коренi знаменника — простi дiйснi числа z1, z2, . . . zn.
В цьому випадку знаменник вихiдного дробу можна уявити таким чином

Qm(s) = bm (s− z1) (s− z2) . . . (s− zn) , (1.69)

i розкладання алгебраїчного дробу (1.66) має такий вигляд:

Pn(s)

Qm(s)
=

A1
1

s− z1
+

A2
1

s− z2
+ . . .+

An
1

s− zn
. (1.70)

Приклад 1.2. Розкласти на простi дроби алгебраїчний дрiб

P1(s)

Q2(s)
=

s+ 2

s2 + 2s− 8
. (1.71)

Розв’язання. Тому що степiнь чисельника (n = 1) менший за степiнь знамен-
ника (m = 2), то дрiб (1.71) правильний. Коренi знаменника дробу простi
дiйснi числа:

s1 = −4, s2 = 2.

Розкладемо знаменник дробу на простi множники (див. (1.69)):

s2 + 2s− 8 = (s+ 4) (s− 2) . (1.72)

Тодi за формулою (1.70) уявимо розкладання вихiдного дробу (1.71) на
простi дроби у такому виглядi:

s+ 2

s2 + 2s− 8
=

s+ 2

(s+ 4) (s− 2)
=

A

s+ 4
+

B

s− 2
. (1.73)

Приведемо дроби правої частини до спiльного знаменника (спiльним зна-
менником правої частини буде знаменник вихiдного дробу (1.72)) та порiвня-
ємо чисельники дробiв обох частин:

s+ 2 = A (s− 2) +B (s+ 4) . (1.74)

Розкриємо дужки та запишемо многочлен у правiй частинi за спадаючи-
ми степенями s:

s+ 2 = (A+ B) s− 2A+ 4B.
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Порiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях s у правiй i левiй частинах,
одержимо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

s
s0

∣

∣

∣

∣

A + B = 1,
−2A + 4B = 2,

розв’язавши яку, знайдемо цi коефiцiєнти:

A =
1

3
, B =

2

3
. (1.75)

Тодi вихiдну функцiю (1.71) можна записати через простi дроби так:

s+ 2

s2 + 2s− 8
=

1

3
s+ 4

+

2

3
s− 2

. (1.76)

Розглянутий приклад має небагато обчислювань, тому що було тiльки
два невизначених коефiцiєнти. Але для обчислювання невизначених коефiцi-
єнтiв потрiбно було простi дроби зводити до спiльного знаменника, будувати
систему лiнiйних рiвняннь i розв’язувати її. Коли невизначених коефiцiєнтiв
бiльше, то i роботи значно бiльше. Звернемо увагу на те, що можна обчислити
коефiцiєнти простiше.

Рiвнiсть (1.74) можна розглядати як тотожнiсть, тобто як рiвнiсть, що ви-
конується при будь-якому довiльниму s. Якщо надати s певнi значення (стiль-
ки, скiльки невизначених коефiцiєнтiв), то можна одержати лiнiйну систему
для знаходження цих коефiцiєнтiв. Зручно надавати s значення, якi є коре-
нями знаменника вихiдного дробу. Наприклад, нехай

s = s1 = −4.

Пiдставимо це значення в (1.74). Тодi маємо:

(s+ 2)|s=−4 = (A(s− 2) + B(s+ 4))|s=−4 ,

−4 + 2 = A(−4− 2),

−2 = −6A,

A =
1

3
.
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Аналогiчно, пiдставляючи замiсть s значення s2 = 2 в (1.74), одержимо:

(s+ 2)|s=2 = (A(s− 2) + B(s+ 4))|s=2 ,

2 + 2 = B(2 + 4),

4 = 6B,

B =
2

3
.

Знайденi тут коефiцiєнти A i B збiгаються з (1.75).
Є i iнший метод знаходження невизначених коефiцiєнтiв. Можна розгля-

дати як тотожнiсть рiвнiсть (1.73):

s+ 2

(s+ 4) (s− 2)
=

A

s+ 4
+

B

s− 2
. (1.77)

Якщо помножити (1.77) на (s + 4) i пiдставити замiсть s значення s1 = −4,
одержимо

s+ 2

s− 2

∣

∣

∣

∣

s=−4

=

(

A+
B (s+ 4)

s− 2

)∣

∣

∣

∣

s=−4

,

−4 + 2

−4− 2
= A,

−2

−6
= A,

A =
1

3
.

Аналогiчно, помножимо (1.77) на (s−2) i пiдставимо замiсть s значення s2 = 2,
тодi знайдемо

s+ 2

(s+ 4)

∣

∣

∣

∣

s=2

=

(

A (s− 2)

s+ 4
+ B

)∣

∣

∣

∣

s=2

,

2 + 2

2 + 4
= B,

4

6
= B,

B =
2

3
.

Маємо тiж самi результати, але обчислювання тут простiше.

Приклад 1.3. Розкласти алгебраїчний дрiб на простi дроби

P2(s)

Q3(s)
=

s2 + s− 3

(s− 1) (s+ 3) (s− 5)
. (1.78)
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Розв’язання. Цей дрiб є правильний. Знаменник вже розкладено на простi
множники:

(s− 1) (s+ 3) (s− 5) .

Тому заданий дрiб набирає вигляду:

s2 + x− 3

(s− 1) (s+ 3) (s− 5)
=

A

s− 1
+

B

s+ 3
+

C

s− 5
. (1.79)

Далi, послiдовно помножуючи рiвнiсть (1.79) на множники (s− 1), (s+ 3)
i (s− 5) та пiдставляючи замiсть s вiдповiднi значення s = 1, s = −3 i s = 5,
одержимо:

A =
s2 + s− 3

(s+ 3) (s− 5)

∣

∣

∣

∣

s=1

=
1 + 1− 3

(1 + 3)(1− 5)
=

−1

4(−4)
=

1

16
,

B =
s2 + s− 3

(s− 1) (s− 5)

∣

∣

∣

∣

s=−3

=
9− 3− 3

(−3− 1)(−3− 5)
=

3

(−4)(−8)
=

3

32
,

C =
s2 + s− 3

(s− 1) (s+ 3)

∣

∣

∣

∣

s=5

=
25 + 5− 3

(5− 1)(5 + 3)
=

27

4 · 8 =
27

32
.

Таким чином, маємо

P2(s)

Q3(s)
=

s2 + s− 3

(s− 1) (s+ 3) (s− 5)
=

1

16
s− 1

+

3

32
s+ 3

+

27

32
s− 5

.

2. Коренi знаменника — дiйснi числа, але деякi коренi кратнi.
Нехай число z — корiнь знаменника Qm(s) кратностi k. В цьому випадку

знаменник мiстить множник (s− z)k. В курсi алгебри доведено, що в розкла-

даннi алгебраїчного дробу
Pn(s)

Qn(s)
цьому множнику вiдповiдає така сума з k

простих дробiв:
A1

s− z
+

A2

(s− z)2
+ . . .+

Ak

(s− z)k
. (1.80)

Приклад 1.4. Розкласти на простi дроби алгебраїчний дрiб:

P1(s)

Q3(s)
=

2s− 3

(s− 1) (s− 2)2
. (1.81)
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Розв’язання. Цей дрiб є правильним. Знаменник вже розкладено на простi
множники. Звернемо увагу на те, що корiнь знаменника s = 1 простий, а ко-
рiнь s = 2 — двократний. Тому дрiб (1.81) через простi дроби можна записати
так:

2s− 3

(s− 1) (s− 2)2
=

A

s− 1
+

B

s− 2
+

C

(s− 2)2
. (1.82)

Таким чином, в розкладаннi (1.82) множнику (s− 2)2 вiдповiдають два до-
данка

B

s− 2
+

C

(s− 2)2
.

Можна, як i в попереднiх прикладах, для визначення коефiцiєнтiв при-
вести праву частину (1.82) до спiльного знаменника, прирiвняти коефiцiєнти
при однакових степенях s i розв’язати вiдповiдну лiнiйну систему. Зробимо
iнакше. Послiдовно помножимо (1.82) на множники (s− 1), (s− 2)2 i пiдста-
вимо замiсть s вiдповiднi значення s = 1, s = 2, тодi одержимо:

A =
2s− 3

(s− 2)2

∣

∣

∣

∣

s=1

=
2− 3

(1− 2)2
=

−1

1
= −1,

C =
2s− 3

s− 1

∣

∣

∣

∣

s=2

=
2 · 2− 3

2− 1
=

1

1
= 1.

Останнiй коефiцiєнт B знайдемо таким чином. Пiдставимо в (1.82) знай-
денi коефiцiєнти A = −1 i C = 1:

2s− 3

(s− 1) (s− 2)2
=

−1

s− 1
+

B

s− 2
+

1

(s− 2)2
. (1.83)

Помножимо цю рiвнiсть на (s− 2) i надамо s значення s = 2. Тодi маємо

B =

(

2s− 3

(s− 1) (s− 2)
+

s− 2

s− 1
− 1

s− 2

)∣

∣

∣

∣

s=2

=

=
2s− 3 + (s− 2)2 − s+ 1

(s− 1) (s− 2)

∣

∣

∣

∣

∣

s=2

=
s− 2 + (s− 2)2

(s− 1) (s− 2)

∣

∣

∣

∣

∣

s=2

=

=
s− 1

s− 1

∣

∣

∣

∣

s=2

= 1.

Таким чином, шукане розкладання приймає вигляд:

2s− 3

(s− 1) (s− 2)2
=

−1

s− 1
+

1

s− 2
+

1

(s− 2)2
. (1.84)
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3. Коренi знаменника — комплекснi числа.
Нехай комплексне число ζ є коренем знаменника Qm(s) алгебраїчного

дробу
Pn(s)

Qn(s)
кратностi κ. Тому що коефiцiєнти цього дробу дiйснi числа, то

знаменник також має комплексно-спряжений корiнь ζ . Тодi знаменник мiстить
множник

(

s2 + ps+ q
)

κ

з дiйсними коефiцiєнтами p i q. Цьому множнику в розкладу дробу
Pn(s)

Qn(s)
вiдповiдає така сума κ простих дробiв (1.68):

M1s+N1

s2 + ps+ q
+

M2s+N2

(s2 + ps+ q)2
+ . . .+

Mκs+Nκ

(s2 + ps+ q)κ
.

Приклад 1.5. Розглянемо дрiб:
P0(s)

Q3(s)
=

1

s3 − 1
.

У прикладi 1.1 одержано розкладання знаменника цiого дробу на простi
множники (1.65):

s3 − 1 = (s− 1)(s2 + s+ 1).

Тому за формулою (1.68) вихiдний дрiб уявимо у виглядi:

1

s3 − 1
=

A

s− 1
+

Ms+N

s2 + s+ 1
.

Звiдси, приводячи праву частину до спiльного знаменника, одержимо тотож-
нiсть

1 = A(s2 + s+ 1) + (Ms+N)(s− 1). (1.85)

В (1.85) надамо s значення s = 1. Тодi одержимо

1 = A(1 + 1 + 1), ⇒ A =
1

3
.

Пiдставимо в (1.85) знайдене значення A =
1

3
та приведемо подiбнi:

−1

3
s2 − 1

3
s+

2

3
= Ms2 + (−M +N) s−N.
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Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях s, одержимо систе-
му лiнiйних рiвнянь:

s2

s
s0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M = −1/3,
−M + N = −1/3,

− N = 2/3.

Розв’язавши цю систему, знайдемо коефiцiєнти M i N :

M = −1

3
, N = −2

3
. (1.86)

Таким чином, маємо:

1

s3 − 1
=

1

3

1

s− 1
− 1

3

s− 2

s2 + s+ 1
.

Вiдновлення оригiналу за вiдомим зображенням

Якщо дане зображення є правильна дробово-рацiональна функцiя вигля-
ду

F (s) =
Pn(s)

Qm(s)
,

то для знаходження оригiналу за певним зображенням цей дрiб розкладають
на простi дроби i знаходять оригiнали цих простих дробiв. Пiд простими дро-
бами розумiють чотири типи дробiв:

1.
A

s− a
, 2.

A

(s− a)k
, 3.

Ms +N

s2 + ps+ q
, 4.

Ms+N

(s2 + ps+ q)m
,

де A, M , N , a, p, q — дiйснi числа, причому вважається, що дискримiнант
знаменникiв дробiв 3 i 4 вiд’ємний:

p2 − 4q < 0,

тобто тричлен s2 + ps+ q не має дiйсних коренiв.
1. Перший дрiб є зображенням показникової функцiї. Таким чином, за

формулою (1.40) маємо
A

s− a
: Aeat. (1.87)

2. Оскiльки образ степеневої функцiї зображується простим дробом (1.48)

tn :
n!

sn+1
,
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то за теоремою змiщення (1.18) звiдси випливає

A

(s− a)k
:

A

(k − 1)!
tk−1eat. (1.88)

3. Розглянемо третiй дрiб

Ms +N

s2 + ps+ q
. (1.89)

Нагадаємо зручнi формули:

s

s2 + ω2
: cos (ωt) ,

ω

s2 + ω2
: sin (ωt) . (1.90)

Знаменник третього дробу — квадратний тричлен. Видiлимо в знаменни-
ку повний квадрат:

s2 + ps+ q =
(

s+
p

2

)2

+ q −
(p

2

)2

.

Звернемо увагу на те, що дискримiнант знаменника вiд’ємний, тому

q −
(p

2

)2

> 0.

Позначимо

ω2 = q −
(p

2

)2

.

Тодi маємо

s2 + ps+ q =
(

s+
p

2

)2

+ ω2.

Подiлимо дрiб (1.89) на двi частини:

Ms +N

s2 + ps+ q
=

Ms +N
(

s+
p

2

)2

+ ω2

=
M
(

s+
p

2

)

+N −M
p

2
(

s+
p

2

)2

+ ω2

=

=
M
(

s+
p

2

)

(

s+
p

2

)2

+ ω2

+
N −M

p

2
(

s+
p

2

)2

+ ω2

.
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Звiдси за формулами (1.90) та теоремою змiщення одержимо:

M
(

s+
p

2

)

(

s+
p

2

)2

+ ω2

: Me−
p
2 t cos (ωt) ,

N −M
p

2
(

s+
p

2

)2

+ ω2

=
N −M

p

2
ω

ω
(

s+
p

2

)2

+ ω2

:

N −M
p

2
ω

e−
p
2 t sin (ωt) .

Таким чином, маємо остаточний результат:

Ms +N

s2 + ps+ q
: Me−

p
2
t cos (ωt) +

N −M
p

2
ω

e−
p
2
t sin (ωt) . (1.91)

Зауваження 1.13. Iнодi зручно не видiляти в знаменнику повний квадрат,
а розкласти знаменник на простi множники з комплексними коренями. Тодi
корисними будуть формули Ейлера:

sinα =
eiα − e−iα

2i
, cosα =

eiα + e−iα

2
. (1.92)

Приклад 1.6. Знайти оригiнал функцiї

F (s) =
1

s2 + 4s+ 13
.

Видiлимо в знаменнику повний квадрат

s2 + 4s+ 13 = (s+ 2)2 − 4 + 13 = (s+ 2)2 + 9.

За формулою для зображення функцiї sin t та теоремою змiщення одержимо:

F (s) =
1

s2 + 4s+ 13
=

1

(s+ 2)2 + 9
=

1

3

3

(s+ 2)2 + 9
:

1

3
e−2t sin 3t.

Iнший спосiб. Знайдемо коренi знаменника:

s1,2 = −2±
√
4− 13 = −2± i

√
9 = −2± 3i.

Тодi маємо

1

s2 + 4s+ 5
=

1

(s− (−2 + 3i)) (s− (−2− 3i))
=

A

s− (−2 + 3i)
+

B

s− (−2− 3i)
.

44



Звiдси випливає

A =
1

s− (−2− 3i)

∣

∣

∣

∣

s=−2+3i

=
1

6i
, B =

1

s− (−2 + 3i)

∣

∣

∣

∣

s=−2−3i

=
1

−6i
.

Скористаємось формулою зображення для показникової функцiї та теоремою
змiщення. Тодi одержимо оригiнал вихiдного дробу:

1

s2 + 4s+ 5
=

1

6i

(

1

s− (−2 + 3i)
− 1

s− (−2− 3i)

)

:

:
1

6i

(

e(−2+3i)t − e(−2−3i)t
)

=
1

3
e−2t e

3it − e−3it

2i
=

1

3
e−2t sin 3t.

Тут була використана формула Ейлера (1.92).

4. В цьому випадку немає простої формули для оригiналу. Iнодi зручно
цей дрiб уявити у виглядi суми дробiв 1 i 2, з комплексними значеннями ко-
ренiв.

Приклад 1.7. Знайти оригiнал функцiї

F (s) =
1

(s2 + 1)2
. (1.93)

Зображення (1.93) вже простий дрiб типу 4. Цю задачу розв’яжемо рiз-
ними способами.

1. Розкладемо дрiб (1.93) на простi дроби, враховуючи комплекснi коренi:

1

(s2 + 1)2
=

1

(s+ i)2 (s− i)2
=

A1

s+ i
+

A2

(s+ i)2
+

A3

s− i
+

A4

(s− i)2
. (1.94)

Помножимо цю рiвнiсть на (s+ i)2 та надамо s значення s = −i. Тодi знайдемо
коефiцiєнт A2:

A2 =
1

(s− i)2

∣

∣

∣

∣

s=−i

=
1

(−2i)2
= −1

4
.

Аналогiчно одержимо

A4 =
1

(s+ i)2

∣

∣

∣

∣

s=i

=
1

(2i)2
= −1

4
.

Пiдставимо знайденi коефiцiєнти A2 i A4 в формулу (1.94):

1

(s+ i)2 (s− i)2
+

1

4

(

1

(s+ i)2
+

1

(s− i)2

)

=
A1

s+ i
+

A3

s− i
,
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або
1

2

(s+ i) (s− i)

(s+ i)2 (s− i)2
=

1

2

1

(s+ i) (s− i)
=

A1

s+ i
+

A3

s− i
. (1.95)

Звiдси випливає

A1 =
1

2

1

s− i

∣

∣

∣

∣

s=−i

= − 1

4i
, A3 =

1

2

1

s+ i

∣

∣

∣

∣

s=i

=
1

4i
.

Тодi маємо

1

(s2 + 1)2
= −1

4

(

− i

s+ i
+

1

(s+ i)2
+

i

s− i
+

1

(s− i)2

)

:

: −1

4

(

−ie−it + te−it + ieit + teit
)

=
1

2
(sin t− t cos t) .

2. Розглянемо вихiдний дрiб (1.93) як добуток

1

(s2 + 1)2
=

1

s2 + 1

1

s2 + 1
.

Тому що
1

s2 + 1
: sin t,

за теоремою Бореля (1.27) одержимо, що шуканий оригiнал є згортка (1.26)
оригiналiв множникiв (тобто синусiв):

1

s2 + 1

1

s2 + 1
:

t
∫

0

sin(t− τ) sin τ dτ. (1.96)

Нагадаємо, що

sin(t− τ) sin τ =
1

2
(cos (t− 2τ)− cos t) .

Тодi

t
∫

0

sin(t− τ) sin τ dτ =
1

2





t
∫

0

cos (t− 2τ) dτ − cos t

t
∫

0

dτ



 =
1

2
(sin t− t cos t) .

Таким чином, маємо

1

(s2 + 1)2
:

1

2
(sin t− t cos t) .
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3. Розглянемо вихiдний дрiб (1.93)

1

(s2 + 1)2

i звернемо увагу на таку табличну формулу:

1

s2 + 1
: sin t.

Продиференцiюємо лiву частину цiєї формули:

d

ds

1

s2 + 1
= − 2s

(s2 + 1)2
. (1.97)

Звiдси за правилом диференцiювання зображення маємо:

d

ds

1

s2 + 1
: −t sin t.

Крiм того, з (1.97) випливає, що

1

(s2 + 1)2
= − 1

2s

d

ds

1

s2 + 1
= −1

2

d

ds

1

s2 + 1
s

.

Звернемо увагу, що дiлення певної функцiї на s вiдповiдає iнтегруванню її
оригiналу. Тодi за теоремою iнтегрування оригiналу маємо:

1

(s2 + 1)2
= −1

2

d

ds

1

s2 + 1
s

:
1

2

t
∫

0

τ sin τ dτ =
1

2
(sin t− t cos t) . (1.98)

Завдання до роздiлу 1

Завдання 1.

Вiдновити оригiнал за образом.

1.1.1. F (s) =
s2 + 1

s2 (s− 1)2
. 1.1.2. F (s) =

s+ 2

(s+ 1)(s− 2)(s2 + 4)
.
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1.1.3. F (s) =
s2 + 2s− 1

s3(s+ 3)
.

1.1.4. F (s) =
s

(s− 1)3(s+ 2)
.

1.1.5. F (s) =
3s2

(s− 1)2(s2 + s+ 1)
.

1.1.6. F (s) =
1

(s− 1)(s2 + 2)2
.

1.1.7. F (s) =
s2 + s− 1

(s− 1) (s2 − s+ 1)
.

1.1.8. F (s) =
1

s2(s+ 5)(s− 2)
.

1.1.9. F (s) =
1

(s2 + 1)(s− 1)2
.

1.1.10. F (s) =
1

(s2 − 1)(s− 1)2
.

1.1.11. F (s) =
1

s(s+ 1)(s2 + 4)
.

1.1.12. F (s) =
4s− 3

s2(s2 + 1)
.

1.1.13. F (s) =
s3

(s2 − 32)(s2 − 22)
.

1.1.14. F (s) =
s2

(s2 − 4)2
.

1.1.15. F (s) =
1

(s4 − 1)2
.

1.1.16. F (s) =
1

(s2 + 1)2(s2 − 4)
.

1.1.17. F (s) =
s

s4 − 5s2 + 4
.

1.1.18. F (s) =
s2 + 1

s2(s2 − 1)
.

1.1.19. F (s) =
2s− 1

s2(s2 + 1)
.

1.1.20. F (s) =
s+ 1

(s+ 2)(s2 + s− 2)
.

1.1.21. F (s) =
s+ 4

s(s2 + 4s+ 5)
.

1.1.22. F (s) =
s

(s2 + 1)(s2 − 2)
.

1.1.23. F (s) =
3s− 2

(s− 1)(s2 − 6s+ 10)
.

1.1.24. F (s) =
2s+ 1

s3(s2 − 4)
.

1.1.25. F (s) =
3s2

(s3 − 1)(s+ 3)2
.
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2. Операцiйне числення

Операцiйне числення застосовується для розв’язання задачi Кошi для
звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, а та-
кож для систем таких рiвнянь. У основi операцiйного числення лежить за-
стосування методу iнтегрального перетворення Лапласа. В результатi вико-
ристання перетворення Лапласа вихiдна задача зводиться до алгебраїчного
рiвняння для образу розв’язку вихiдного диференцiального рiвняння; далi
розв’язується це алгебраїчне рiвняння та за знайденим образом вiдновлює-
ться оригiнал. Розглянемо цей метод на прикладах.

2.1. Диференцiальне рiвняння першого

порядку

Розглянемо задачу Кошi для диференцiального рiвняння першого поряд-
ку зi сталими дiйсними коефiцiєнтами a0, a1:

a1y
′(t) + a0y(t) = f(t), (2.1)

y(0) = y0. (2.2)

Припустимо, що розв’язок цiєї задачi y(t) i права частина рiвняння (2.1)
f(t) є оригiналами, тобто для них iснують образи:

Y (s) =

∞
∫

0

e−sty(t) dt, F (s) =

∞
∫

0

e−stf(t) dt. (2.3)

Зауважимо, що в реальних задачах це припущення задовольняється.
Застосуємо iнтегральне перетворення Лапласа до диференцiального рiв-

няння (2.1). Тодi одержимо алгебраїчне рiвняння вiдносно образу Y (s) розв’яз-
ка задачi (2.1), (2.2):

a1(sY (s)− y0) + a0Y (s) = F (s). (2.4)
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Тут ми скористалися властивостю лiнiйностi перетворення Лапласа, виразом
для образу похiдної (див. с. 16) i врахували початкову умову (2.2).

Звернемо увагу на те, що рiвняння (2.4) — це алгебраїчне рiвняння. Розв’я-
завши це рiвняння, дiстанемо

Y (s) =
F (s)

a1s+ a0
+

a1y0
a1s+ a0

. (2.5)

Образ розв’язку (2.5) складається з двох частин: перша з них мiстить
образ F (s) правої частини диференцiального рiвняння f(t), а друга частина —
початковi данi y0. Отже, оригiнал першої частини є розв’язком неоднорiдного
рiвняння з однорiдними початковими умовами, а оригiнал другої частини яв-
ляє розв’язок однорiдного рiвняння, яке задовольняє початковим умовам. Цi
факти є наслiдком лiнiйностi вихiдної задачi Кошi.

Розв’язок вихiдної задачi за знайденим образом Y (s) можна вiдновити за
допомогою iнтеграла Рiмана—Меллiна

y(t) =
1

2πi

c+∞
∫

c−i∞

estY (s) ds.

Тут положення контуру iнтегрування (стала c) визначається показником зрос-
тання функцiї y(t)— контур помiщається праворуч вiд усiх особливих точок
функцiї Y (s).

Зауважимо, що обчислювати цей iнтеграл немає потреби: для отриман-
ня розв’язку можна скористатися властивостями перетворення Лапласа, таб-
лицею оригiналiв та їх зображень. Другий доданок 1/(a1s + a0) є в таблицi
вiдповiдностi — це показникова функцiя:

1

s− α
: eαt ⇒ 1

a1s+ a0
=

1

a1

1

s+
a0
a1

:
1

a1
e
−a0
a1

t
.

Перший доданок — це добуток двох образiв F (s) i 1/(a1s + a0). Отже, за
теоремою множення оригiнал першого доданка дорiвнює згорткi оригiналiв
цих функцiй. Враховуючи, що F (s) : f(t), дiстанемо розв’язок вихiдної задачi
Кошi:

y(t) =
1

a1

t
∫

0

f(τ)e
−a0
a1

(t−τ)
dτ + y0e

−a0
a1

t
. (2.6)

Зауваження 2.1. Ми одержали не загальний розв’язок, а частинний, який
задовольняє початковим умовам.

50



Зауваження 2.2. Внесок вiд неоднорiдної частини рiвняння є iнтегралом, який
можна розглядати як суму вiдгукiв на дiї, що вiдбулися в рiзнi часи вiд по-
чатку процесу до моменту спостереження, усереднених з деякою "ваговою"
функцiєю. Цю "вагову" функцiю називають функцiєю впливу. В даному ви-

падку функцiя впливу дорiвнює e
−a0
a1

t
.

Зауваження 2.3. Розв’язок y(t) було одержано без попереднього знаходження
зображення F (s) (див. формулу (2.6)). Тому немає необхiдностi обчислювати
образ F (s) неоднорiдної частини f(t) диференцiального рiвняння: досить ли-
ше знати, що вiн iснує. Але iнодi можна уникнути обчислення iнтеграла (згор-
тки), якщо звернути увагу на факт, що зображення бiльшостi функцiй — це
дробово-рацiональнi функцїї. Тому добуток дробово-рацiональних функцiй
F (s)/(a1s+a0) можна уявити як скiнченну суму простих дробiв, що є в таблицi
вiдповiдностi.

Приклад 2.1. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

y′ + 2y = sin t, (2.7)

який задовольняє початкову умову

y(0) = 0. (2.8)

Розв’язання. Нехай
y(t) : Y (s), f(t) : F (s).

Тодi одержимо алгебраїчне рiвняння для образу розв’язку

sY (s) + 2Y (s) = F (s). (2.9)

Тут враховано, що початкова умова (2.8) однорiдна.
Звiдси випливає

Y (s) =
F (s)

s+ 2
.

Тодi, тому що
1

s+ 2
: e−2t,

за формулою множення маємо розв’язок вихiдної задачi:

y(t) = (e−2t ∗ sin t) =
t
∫

0

sin τ e−2(t−τ) dτ =
1

5
e−2t − 1

5
cos t+

2

5
sin t. (2.10)

Тут було виконано iнтегрування частинами.
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Зауваження 2.4. В цьому прикладi можливо уникнути обчислювання iнте-
грала згортки. Тому що зображення правої частини є функцiя рацiональна

f(t) = sin t :
1

s2 + 1
,

маємо правильний дрiб

Y (s) =
F (s)

s+ 2
=

1

(s+ 2) (s2 + 1)
,

який розкладемо на суму простих дробiв. Цi дроби приведемо до спiльного
знаменника

1

(s+ 2) (s2 + 1)
=

A

s+ 2
+

Bs+ C

s2 + 1
=

A
(

s2 + 1
)

+ (Bs+ C) (s+ 2)

(s+ 2) (s2 + 1)
.

Тут A, B i C — невизначенi коефiцiєнти.
Порiвняємо чисельники правої i лiвої частин

1 = A
(

s2 + 1
)

+ (Bs+ C) (s+ 2)

i порiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях s. Тодi одержимо систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

s2

s
s0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A + B = 0,
2B + C = 0,

A + 2C = 1,

розв’язавши яку, знайдемо цi коефiцiєнти:

A =
1

5
, B = −1

5
, C =

2

5
.

Таким чином, маємо вiдповiдь, що збiгається з (2.10):

Y (s) =
1

5

1

s+ 2
− 1

5

s

s2 + 1
+

2

5

1

s2 + 1
:

: y(t) =
1

5
e−2t − 1

5
cos t+

2

5
sin t.
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2.2. Диференцiальне рiвняння другого

порядку

Розглянемо задачу Кошi для диференцiального лiнiйного рiвняння дру-
гого порядку:

y′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t) = f(t), (2.11)

y(0) = y0, y′(0) = y1. (2.12)

Коефiцiєнти a0, a1 — дiйснi числа, що заданi.
Застосуємо iнтегральне перетворення Лапласа до диференцiального рiв-

няння
∞
∫

0

(y′′(t) + a1y
′(t) + a0y(t)) e

−stdt =

∞
∫

0

f(t)e−stdt.

Внаслiдок лiнiйностi перетворення Лапласа маємо

∞
∫

0

y′′(t)e−stdt+ a1

∞
∫

0

y′(t)e−stdt+ a0

∞
∫

0

y(t)e−stdt =

∞
∫

0

f(t)e−stdt.

Скористаємося виразами для образiв функцiй та їх похiдних

y(t) : Y (s) =

∞
∫

0

e−sty(t) dt, f(t) : F (s) =

∞
∫

0

e−stf(t) dt, (2.13)

y′(t) : sY (s)− y(0), y′′(t) : s2Y (s)− sy(0)− y′(0), (2.14)

i врахуємо початковi данi (2.12). Тодi одержимо алгебраїчне рiвняння

s2Y (s)− sy0 − y1 + a1(sY (s)− y0) + a2Y (s) = F (s). (2.15)

Зауваження 2.5. Насправдi немає необхiдностi записувати iнтеграл Лапласа
i виконувати всi цi викладки. Достатньо в диференцiальному рiвняннi (2.11)
замiнити функцiї f(t) i y(t) символами їх образiв F (s) i Y (s) вiдповiдно, а
також скористатися виразами для образiв похiдних, пiдставити початковi
данi (2.12).
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Розв’язавши алгебраїчне рiвняння (2.15), одержимо

Y (s) =
F (s)

s2 + a1s+ a0
+

y1
s2 + a1s+ a0

+
(s+ a1)y0

s2 + a1s+ a0
. (2.16)

Структура образу вiдповiдає структурi розв’язку лiнiйного диференцiаль-
ного рiвняння i складається з двох частин:

1) розв’язок однорiдного диференцiального рiвняння, що задовольняє по-
чатковим умовам (останнi два доданка);

2) розв’язок неоднорiдного диференцiального рiвняння з нульовими почат-
ковими даними (перший доданок).

Звернемо увагу на те, що в знаменнику знаходиться характеристичне
рiвняння диференцiального рiвняння. Таким чином, особливi точки образу
розв’язку — це полюси, якi вiдповiдають кореням характеристичного рiвнян-
ня. Оскiльки дане диференцiальне рiвняння другого порядку, то i характерис-
тичне рiвняння другого порядку i воно має два коренi. Можливi рiзнi випадки.

1. Характеристичне рiвняння має два рiзнi дiйснi коренi s1 i s2. Тодi

s2 + a1s+ a0 = (s− s1)(s− s2).

Розкладаючи дрiб на простi дроби, одержимо

1

s2 + a1s+ a0
=

1

(s− s1)(s− s2)
=

A

s− s1
+

B

s− s2
=

=
A(s− s2) +B(s− s1)

(s− s1)(s− s2)
.

Звiдси, прирiвнюючи чисельники i порiвнюючи коефiцiєнти при однакових
степенях s, знайдемо

A = −B =
1

s1 − s2
.

Тодi

1

s2 + a1s+ a0
=

1

(s1 − s2)

(

1

s− s1
− 1

s− s2

)

. (2.17)

Аналогiчно

s+ a1
s2 + a1s+ a0

=
s+ a1

(s− s1)(s− s2)
=

A

s− s1
+

B

s− s2
=

=
1

(s1 − s2)

(

s1 + a1
s− s1

− s2 + a1
s− s2

)

.

(2.18)
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Тут

A =
s1 + a1
s1 − s2

, B = −s2 + a1
s1 − s2

.

Враховуючи, що
1

s− α
: eαt,

одержимо розв’язок однорiдного лiнiйного диференцiального рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами, що задовольняє початковим умовам (2.12):

y1
s2 + a1s+ a0

+
(s+ a1)y0

s2 + a1s+ a0
=

=
1

(s1 − s2)

(

1

s− s1
− 1

s− s2

)

y1 +
1

(s1 − s2)

(

s1 + a1
s− s1

− s2 + a1
s− s2

)

y0 =

=
y1 + y0(s1 + a1)

(s1 − s2)

1

s− s1
− y1 + y0(s2 + a1)

(s1 − s2)

1

s− s2
:

: C1e
s1t + C2e

s2t,

де

C1 =
y1 + y0(s1 + a1)

(s1 − s2)
, C2 = −y1 + y0(s2 + a1)

(s1 − s2)
.

Розв’язком неоднорiдного рiвняння з нульовими початковими даними є
згортка:

F (s)

(s− s1)(s− s2)
=

1

(s1 − s2)

(

F (s)

s− s1
− F (s)

s− s2

)

:

:
1

(s1 − s2)

t
∫

0

f(τ)
(

es1(t−τ) − es2(t−τ)
)

dτ.

Таким чином, розв’язок вихiдної задачi має вигляд:

y(t) =
1

(s1 − s2)

t
∫

0

f(τ)
(

es1(t−τ) − es2(t−τ)
)

dτ + C1e
s1t + C2e

s2t, (2.19)

де

C1 =
y1 + y0(s1 + a1)

(s1 − s2)
, C2 = −y1 + y0(s2 + a1)

(s1 − s2)
. (2.20)

2. Характеристичне рiвняння має кратнi дiйснi коренi s1 = s2 = s0. Тодi

s2 + a1s+ a0 = (s− s0)
2.
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Оскiльки
d

ds

1

s− s0
= − 1

(s− s0)2
i

1

s− s0
: es0t,

тодi за правилом диференцiювання образу одержимо:

1

(s− s0)2
= − d

ds

1

s− s0
: tes0t.

Отже,
y1

s2 + a1s+ a0
=

y1
(s− s0)2

: y1te
s0t.

Далi:

s+ a1
(s− s0)2

y0 =

(

s

(s− s0)2
+

a1
(s− s0)2

)

y0 =

=

(

s− s0 + s0
(s− s0)2

+
a1

(s− s0)2

)

y0 =

=
y0

s− s0
+ (s0 + a1)

y0
(s− s0)2

:

: y0e
s0t + (s0 + a1) te

s0ty0.

Таким чином, розв’язок однорiдного рiвняння, яке задовольняє початко-
вим умовам, має вигляд:

y0e
s0t + [y1 + (s0 + a1) y0] te

s0t.

I нарештi, щоб побудувати розв’язок неоднорiдного рiвняння з нульовими
початковими даними, треба додати внесок вiд неоднорiдностi, тобто обчислити
згортку:

F (s)

(s− s0)2
:

t
∫

0

f(τ)(t− τ)es0(t−τ)dτ.

Отже, якщо коренi характеристичного рiвняння кратнi, то розв’язок ди-
ференцiального рiвняння другого порядку має вигляд:

y(t) =

t
∫

0

f(τ)(t− τ)es0(t−τ)dτ + y0e
s0t + [y1 + (s0 + a1) y0] te

s0t. (2.21)

3. Характеристичне рiвняння має два рiзнi комплекснi коренi s1 i s2.
Оскiльки коефiцiєнти диференцiального рiвняння — дiйснi числа, тодi:
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1) коренi характеристичного рiвняння s1 i s2 є комплексно-спряженi, тобто
s1 = s2;

2) розв’язок у виглядi (2.19) має комплексну форму;

3) розв’язок диференцiального рiвняння є дiйсною функцiєю.

Таким чином, потрiбно перетворити розв’язок (2.19) до дiйсної форми. Це
можна зробити за допомогою формули Ейлера. Але можна одержати дiйсну
форму розв’язку безпосередньо, якщо перетворити вираз (2.16). Нагадаємо
очевидну тотожнiсть:

s2 + a1s+ a0 =
(

s+
a1
2

)2

+ a0 −
(a1
2

)2

. (2.22)

Тому що дискримiнант характеристичного рiвняння вiд’ємний (комплекснi ко-
ренi), маємо

a0 −
(a1
2

)2

> 0.

Позначимо

δ =
a1
2
, ω2 = a0 −

(a1
2

)2

. (2.23)

Тодi

s2 + a1s+ a0 = s2 + 2δs+ δ2 + ω2 = (s+ δ)2 + ω2. (2.24)

За формулами вiдповiдности:

1

s2 + ω2
:

1

ω
sinωt,

s

s2 + ω2
:

1

ω
cosωt,

i за теоремою змiщення одержимо:

1

s2 + a1s+ a0
=

1

(s+ δ)2 + ω2
:

1

ω
e−δt sinωt, (2.25)

s+ a1
s2 + a1s+ a0

=
s+ 2δ

(s+ δ)2 + ω2
=

s+ δ

(s+ δ)2 + ω2
+

δ

ω

ω

(s+ δ)2 + ω2
:

: e−δt cosωt+
δ

ω
e−δt sinωt (2.26)
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Додавши внесок вiд неоднорiдностi диференцiального рiвняння (першого
доданка формули (2.16)), остаточно отримаємо розв’язок вихiдної задачi Кошi
(2.11), (2.12)

y(t) =
1

ω

t
∫

0

f(τ)e−δ(t−τ) sinω(t− τ) dτ + y0e
−δt cosωt+

y1 + y0δ

ω
e−δt sinωt.

(2.27)

Приклад 2.2. Розв’язати задачу Кошi

y′′ − 5y′ + 6y = et, (2.28)

y(0) = 0, y′(0) = 0. (2.29)

Розв’язання. За таблицею вiдповiдности знайдемо образ правої частини ди-
ференцiального рiвняння:

et :
1

s− 1
.

Припустимо, що розв’язок рiвняння y(t) є оригiнал, тобто

y(t) : Y (s),

тодi за формулами диференцiювання оригiналу, враховуючи початковi умови,
маємо

y(t)′ : sY (s)− y(0) = sY (s), (2.30)

y(t)′′ : s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s). (2.31)

Складаємо зображаюче рiвняння

s2Y (s)− 5sY (s) + 6Y (s) =
1

s− 1
, або Y (s)

(

s2 − 5s+ 6
)

=
1

s− 1
. (2.32)

Звiдси одержимо образ Y (s):

Y (s) =
1

(s− 1) (s2 − 5s+ 6)
. (2.33)

Звернемо увагу на те, що характеристичне рiвняння s2 − 5s + 6 = 0 має два
рiзнi дiйснi кореня s = 2 i s = 3. Тодi

s2 − 5s+ 6 = (s− 2) (s− 3) .
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Таким чином,

Y (s) =
1

(s− 1) (s− 2) (s− 3)
. (2.34)

Цей дрiб через простi дроби можна записати так:

1

(s− 1) (s− 2) (s− 3)
=

A

s− 1
+

B

s− 2
+

C

s− 3
. (2.35)

Звичайно для находження невизначених коефiцiєнтiв A, B i C користую-
ться такою процедурою: простi дроби зводять до спiльного знаменника. Далi
вiдкидаючи злiва i справа знаменники, дiстають рiвнiсть двох многочленiв i,
прирiвнюючи в утворенiй тотожностi коефiцiєнти при однакових степенях s,
отримають алгебраїчну систему, з якої визначають невiдомi коефiцiєнти.

Є iнший спосiб. Помноживши обидвi частини (2.35) на (s− 1), дiстаємо
таку рiвнiсть:

s− 1

(s− 1) (s− 2) (s− 3)
=

1

(s− 2) (s− 3)
= A+

B (s− 1)

s− 2
+

C (s− 1)

s− 3

Нехай s = 1, тодi одержимо

A =
1

2
.

Аналогiчно можна знайти i останнi коефiцiєнти

B = −1, C =
1

2
.

Таким чином, маємо:

Y (s) =
1/2

s− 1
− 1

s− 2
+

1/2

s− 3
. (2.36)

Цьому образу вiдповiдає такий оригiнал — розв’язок вихiдної задачi:

y(t) =
1

2
et − e2t +

1

2
e3t. (2.37)

Приклад 2.3. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвняння

y′′ + 4y′ + 4y = te−2t, (2.38)

який задовольняє початковим умовам:

y(0) = 1, y′(0) = 2. (2.39)
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Розв’язання. Нехай y(t) : Y (s). Тодi, враховуючи початковi умови, маємо

y(t)′ : sY (s)− y(0) = sY (s)− 1, (2.40)

y(t)′′ : s2Y (s)− sy(0)− y′(0) = s2Y (s)− s− 2. (2.41)

За таблицею зображень знайдемо образ правої частини диференцiального рiв-
няння

t e−2t
:

1

(s+ 2)2
. (2.42)

Таким чином, зображаюче рiвняння має вигляд

s2Y (s)− s− 2 + 4 (sY (s)− 1) + 4Y (s) =
1

(s+ 2)2
. (2.43)

Звiдси випливає

(

s2 + 4s+ 4
)

Y (s)− (s− 2) =
1

(s+ 2)2
. (2.44)

Враховуючи тотожнiсть
(

s2 + 4s+ 4
)

= (s+ 2)2 ,

одержимо зображення у виглядi

Y (s) =
1

(s+ 2)4
+

s− 2

(s+ 2)2
=

1

(s+ 2)4
+

s+ 2− 2− 2

(s+ 2)2
=

=
1

(s+ 2)4
+

s+ 2

(s+ 2)2
+

−4

(s+ 2)2
=

1

(s+ 2)4
− 4

(s+ 2)2
+

1

s+ 2
. (2.45)

Звернемо увагу на те, що тут вже врахована права частина рiвняння te−2t.
Знайденому образу вiдповiдає оригiнал, тобто розв’язок вихiдної задачi:

y(t) =
t3

3!
e−2t − 4te−2t + e−2t. (2.46)

Приклад 2.4. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвняння

y′′ − 2y′ + 2y = sin t, (2.47)

який задовольняє початковим умовам:

y(0) = 0, y′(0) = 1. (2.48)
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Розв’язання. Зображаюче рiвняння має такий вигляд:

s2Y (s)− 1 + 2sY (s) + 2Y (s) =
1

s2 + 1
. (2.49)

Тут ми вже врахували початковi умови.
Розв’язавши це рiвняння, одержимо

Y (s) =
1

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)
+

1

s2 − 2s+ 2
.

Розглянемо другий доданок. Звернемо увагу на те, що дискримiнант рiвняння

s2 − 2s+ 2 = 0

вiд’ємний. Тому видiлимо повний квадрат:

s2 − 2s+ 2 = s2 − 2s+ 1 + 1 = (s− 1)2 + 1.

Тодi маємо
1

s2 − 2s+ 2
=

1

(s− 1)2 + 1
: et sin t. (2.50)

Оригiнал, вiдповiдний першому доданку, можна обчислити за допомогою
згортки:

1

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)
:

t
∫

0

sin τ e(t−τ) sin(t− τ) dτ

Однак, можна уникнути обчислення цього iнтеграла згортки, тому що перший
доданок є дробово-рацiональною функцiєю, причому цей дрiб правильний.
Розкладемо цей дрiб на простi дроби.

Знайдемо коренi знаменника:

s1 = i, s2 = −i, s3 = 1 + i, s4 = 1− i.

Знаменник дробу можна розкласти на простi множники:
(

s2 + 1
) (

s2 − 2s+ 2
)

= (s− s1) (s− s2) (s− s3) (s− s4) .

Тодi перший доданок набирає вигляду

1

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)
=

A

s− s1
+

B

s− s2
+

C

s− s3
+

D

s− s4
. (2.51)
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Помножимо обидвi частини цiєї рiвностi на (s− s1) = (s− i) i надамо s
значення s1 = i. Тодi одержимо

A =
s− i

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=s1

=
1

(s+ i) (s2 − 2s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=s1

=

=
1

(s1 + i) (s21 − 2s1 + 2)
=

1

(i+ i) (i2 − 2i+ 2)
=

1

2i (1− 2i)
. (2.52)

Якщо помножити (2.51) на (s− s2) i пiдставити значення s = s2 = −i,
одержимо коефiцiєнт B.

B =
s+ i

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=s2

=
1

(s− i) (s2 − 2s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=s2

=

=
1

(s2 − i) (s22 − 2s2 + 2)
=

1

(−i− i) ((−i)2 − 2(−i) + 2)
=

1

−2i (1 + 2i)
.

(2.53)

Аналогiчно обчислюються i iншi коефiцiєнти:

C =
1

2i (1 + 2i)
, D =

1

−2i (1− 2i)
. (2.54)

Отже, маємо:

1

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)
=

1

2i (1− 2i)

s− i
+

1

−2i (1 + 2i)

s+ i
+

1

2i (1 + 2i)

s− 1− i
+

1

−2i (1− 2i)

s− 1 + i
.

(2.55)
Цьому зображенню вiдповiдає оригiнал

1

(s2 + 1) (s2 − 2s+ 2)
:

:
1

2i

(

1

1− 2i
eit − 1

1 + 2i
e−it +

1

1 + 2i
e(1+i)t − 1

1− 2i
e(1−i)t

)

=

=
1

2i

(1 + 2i) eit − (1− 2i) e−it + (1− 2i) e(1+i)t − (1 + 2i) e(1−i)t

(1− 2i) (1 + 2i)
=

=
1

2i

eit − e−it + 2i
(

eit + e−it
)

+ et
(

eit − e−it − 2i
(

eit − e−it
))

5
=

=
1

5

(

sin t+ 2 cos t+ et (sin t− 2 cos t)
)

.
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Таким чином, розв’язок вихiдної задачi набирає вигляду

y(t) =
2

5

(

1− et
)

cos t+
1

5

(

1 + 6et
)

sin t. (2.56)

2.3. Диференцiального рiвняння n-го порядку

Задача Кошi для диференцiального лiнiйного рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами має вигляд:

any
(n)(t) + an−1y

(n−1)(t) + . . . + a0y(t) = f(t), (2.57)

y(0) = y0, . . . , y
(n−1)(0) = yn−1. (2.58)

Будемо розглядати так зване «зведене» рiвняння:

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + . . . + a0y(t) = f(t),

тобто диференцiальне рiвняння, коефiцiєнт якого при вищiй похiднiй дорiвнює
одиницi, тобто an = 1. Що значно спрощує обчислення.

Припустимо, що розв’язок цiєї задачi y(t) i права частина рiвняння f(t)
є оригiналами, тобто для них iснують образи:

y(t) : Y s, f(t) : F (s). (2.59)

Застосуємо до рiвняння (2.57) перетворення Лапласа. За властивiстю лi-
нiйностi та правилом диференцiювання

y(n)(t) : snY (s)− sn−1y(0)− . . . − y(n−1)(0),

враховуючи початковi умови (2.58), вiд диференцiального рiвняння (2.57) пере-
йдемо до алгебраїчного рiвняння

snY (s)− sn−1y0 − sn−2y1 − . . . − syn−2 − yn−1+

+ an−1

(

sn−1Y (s)− sn−2y0 − sn−3y1 − . . . − yn−2

)

+

+ . . . +

+ a1 (sY (s)− y(0))+

+ a0Y (s) = F (s).

(2.60)

Звiдси маємо

Y (s) =
F (s) + L(s)

P (s)
, (2.61)
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де
P (s) = sn + an−1s

n−1 + . . . + a1s+ a0 (2.62)

характеристичний многочлен диференцiального рiвняння (2.57), L(s)— мно-
гочлен степеня не бiльше (n− 1), коефiцiєнти якого залежать вiд початкових
значень y0, y1, . . . , yn−2, yn−1. Таким чином, якщо за образом (2.61) вiдновити
оригiнал, одержимо розв’язок вихiдної задачi.

Оскiльки вихiдна задача (2.57), (2.58) лiнiйна, то можна окремо розгля-
дати розв’язання неоднорiдного рiвняння з нульовими початковими умовами i
розв’язання однорiдного рiвняння з початковими умовами (2.58). Такий пiдхiд
бiльш наочний.

Розглянемо першу задачу. Нехай функцiя f(t) вiдрiзняється вiд нуля, а
усi початковi значення дорiвнюють нулю:

f(t) 6= 0, y0 = y1 = . . . = yn−2 = yn−1 = 0. (2.63)

Тодi L(s) = 0 i з (2.61) випливає

Y (s) =
F (s)

P (s)
. (2.64)

Якщо знайти оригiнал g(t) : G(s) функцiї

G(s) =
1

P (s)
, (2.65)

то розв’язок вихiдної задачi — це згортка оригiналiв (g(t) ∗ f(t)).
Оригiнал g(t) знайдемо, розкладаючи дрiб 1/P (s) на простi дроби. Як i

у випадку диференцiального рiвняння другого порядку коренi характеристи-
чного рiвняння або усi рiзнi, або деякi коренi кратнi. Цi випадки слiд вiдрi-
зняти.

1. Характеристичне рiвняння має рiзнi коренi s1, s2, . . . , sn. Тодi

P (s) = sn + an−1s
n−1 + . . . + a1s+ a0 = (s− s1) (s− s2) . . . (s− sn) , (2.66)

i функцiю G(s) можна уявити у виглядi

G(s) =
1

P (s)
=

A1

s− s1
+

A2

s− s2
+ . . . +

An

s− sn
. (2.67)

Тут A1, A2, . . . , An — невизначенi коефiцiєнти, якi потрiбно знайти.
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Помножимо рiвнiсть (2.67) на (s− s1) i перейдемо до границi при s → s1.
Тодi кожен доданок у правiй частинi (2.67), крiм першого, мiстить множник,
що прямує до нуля. Таким чином, маємо

lim
s→s1

s− s1
P (s)

= A1. (2.68)

Якщо обчислити цю границю за правилом Лопiталя, то одержимо

lim
s→s1

s− s1
P (s)

= lim
s→s1

(s− s1)
′

P ′(s)
=

1

P ′(s1)
.

Звiдси випливає, що

A1 =
1

P ′(s1)
. (2.69)

Аналогiчно знайдемо iншi коефiцiєнти:

Ak =
1

P ′(sk)
, k = 1, 2, . . . , n. (2.70)

Таким чином, маємо

G(s) =
1

P (s)
=

n
∑

k=1

1

P ′(sk)

1

s− sk
. (2.71)

Зображенню G(s) вiдповiдає оригiнал

g(t) =
n
∑

k=1

1

P ′(sk)
eskt (2.72)

i розв’язок диференцiального рiвняння (2.57), що задовольняє однорiдним по-
чатковим умовам (2.63), має вигляд згортки

y(t) = (f(t) ∗ g(t)) . (2.73)

2. Деякi коренi характеристичного рiвняння кратнi.
Нехай характеристичний многочлен P (s) диференцiального рiвняння має

коренi s1, s2, . . . , sm вiдповiдно кратностi k1, k2, . . . , km. Тодi многочлен P (s)
розкладається на такi простi множники

P (s) = sn+an−1s
n−1+ . . .+a1s+a0 = (s− s1)

k1 (s− s2)
k2 . . . (s− sm)

km (2.74)
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i функцiю G(s) можна записати у виглядi

G(s) =
1

P (s)
=

A1
1

s− s1
+

A1
2

(s− s1)
2 + . . . +

A1
k1

(s− s1)
k1
+

+
A2

1

s− s2
+

A2
2

(s− s2)
2 + . . . +

A2
k2

(s− s2)
k2
+

+ . . . +

+
Am

1

s− sm
+

Am
2

(s− sm)
2 + . . . +

Am
km

(s− sm)
km

.

(2.75)

Отже кожному множнику (s− s1)
k1 вiдповiдатиме така сума з k1 простих

дробiв:
A1

1

s− s1
+

A1
2

(s− s1)
2 + . . . +

A1
k1

(s− s1)
k1
.

Тут числа A1
1, A

1
2, . . . та iншi — невизначенi коефiцiєнти. Звернемо увагу на те,

що верхнi iндекси позначають номер кореня.
Зображенню (2.75) вiдповiдає оригiнал

g(t) = es1t
(

A1
1 + A1

2

t

1!
+ . . . + A1

k1

tk1

(k1 − 1)!

)

+

+ es2t
(

A2
1 + A2

2

t

1!
+ . . . + A2

k2

tk2

(k2 − 1)!

)

+

+ . . . +

+ esmt

(

Am
1 + Am

2

t

1!
+ . . . +Am

km

tkm

(km − 1)!

)

.

(2.76)

У розкладаннi (2.75) є невiдомi коефiцiєнти A1
1, A

1
2, . . . .

Для визначення коефiцiєнта A1
k1

помножимо рiвнiсть (2.75) на (s− s1)
k1

i перейдемо до границi при s → s1. Тодi одержимо

lim
s→s1

(s− s1)
k1

P (s)
= A1

k1
. (2.77)

Якщо пiдставити знайдений коефiцiєнт A1
k1

у рiвнiсть (2.75), перенести
цей доданок в лiву частину рiвностi, то можна визначити коефiцiєнт A1

k1−1 i
т.i.

66



Розглянемо другу задачу: однорiдне диференцiальне рiвняння з довiль-
ними початковими умовами:

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + . . . + a0y(t) = 0, (2.78)

y(0) = y0, . . . , y
(n−1)(0) = yn−1. (2.79)

Тому що f(t) = 0, маємо F (s) = 0. Тодi, переходячи до зображень, одержимо

snY (s)− sn−1y0 − sn−2y1 − . . . − syn−2 − yn−1+

+ an−1

(

sn−1Y (s)− sn−2y0 − sn−3y1 − . . . − yn−2

)

+

+ . . . +

+ a1 (sY (s)− y(0))+

+ a0Y (s) = 0.

(2.80)

Розв’язок цього алгебраїчного рiвняння залежить вiд початкових умов:

Y (s) = y0
sn−1 + an−1s

n−2 + . . . + a2s+ a1
P (s)

+

+ y1
sn−2 + an−1s

n−3 + . . . + a2
P (s)

+

+ . . . +

+ yn−2
s+ an−1

P (s)
+

+ yn−1
1

P (s)
.

(2.81)

Тут
P (s) = sn + an−1s

n−1 + . . . + a1s+ a0 (2.82)

— характеристичний многочлен диференцiального рiвняння (2.78).
Розв’язок (2.81) складається з дробово-рацiональних функцiй. Тому що

степiнь чисельника кожної функцiї менший за степiнь знаменника, то кожну
таку функцiю можна зобразити у виглядi суми простих алгебраїчних дробiв.
Оригiнал для алгебраїчного дробу можна знайти за допомогою таблицi вiд-
повiдностi.

Можна скористатися наступним засобом. Розглянемо допомiжну задачу.
Нехай початковi умови мають вигляд:

y(0) = y′(0) = . . . = y(n−2)(0) = 0, y(n−1)(0) = 1. (2.83)
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Тодi маємо такий розв’язок алгебраїчного рiвняння (2.80):

Y (s) =
1

P (s)
= G(s).

Його оригiнал — розв’язок диференцiального рiвняння (2.78):

y(t) = g(t) : G(s).

Таким чином, функцiя g(t) задовольняє однорiдному диференцiальному
рiвнянню

g(n)(t) + an−1g
(n−1)(t) + . . . + a0g(t) = 0 (2.84)

i наступним початковим умовам

g(0) = g′(0) = . . . = g(n−2)(0) = 0, g(n−1)(0) = 1. (2.85)

Тодi, за правилом диференцiювання оригiналу, одержимо:

g(t) : G(s) =
1

P (s)
,

g′(t) : sG(s) =
s

P (s)
,

. . . ,

g(n−1)(t) : sn−1G(s) =
sn−1

P (s)
,

g(n)(t) : snG(s)− 1 =
sn

P (s)
− 1.

Звiдси, враховуючи (2.81), випливає розв’язок вихiдної задачi (2.78),(2.79)

y(t) = y0

(

g(n−1)(t) + an−1g
(n−2)(t) + . . . + a2g

′(t) + a1g(t)
)

+

+ y1

(

g(n−2)(t) + an−1g
(n−3)(t) + . . . + a2g(t)

)

+

+ . . . +

+ yn−2

(

g
′

(t) + an−1g(t)
)

+

+ yn−1 g(t).

(2.86)
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2.4. Системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь

Операцiйне числення можна використовувати для розв’язання систем лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами таким самим чи-
ном, як i для звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь, тiльки замiсть
одного алгебраїчного рiвняння одержимо систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Приклад 2.5. Розв’язати систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь
{

x′ = 4x− 5y + 4t− 1,

y′ = x− 2y + t

при початкових умовах x(0) = 0, y(0) = 0.
Припустимо, що розв’язок цiєї системи є оригiнал:

x(t) : X(s), y(t) : Y (s).

Тодi за теоремою диференцiювання оригiналу маємо:

x′
: sX − x(0) = sX, y′ : sY − y(0) = sY.

Зауважимо, що тут вже враховано початковi умови. Таким чином, одержимо
систему зображаючих рiвнянь:











sX − 4X + 5Y =
4

s2
− 1

s
,

sY −X + 2Y =
1

s2
,

або










(s− 4)X + 5Y =
4

s2
− 1

s
,

−X + (s+ 2)Y =
1

s2
.

Розв’яжемо цю алгебраїчну систему вiдносно невiдомих зображень X(s) i Y (s)

X(s) = − 1

s2
, Y (s) = 0

i вiдновимо оригiнали. Тодi одержимо розв’язок вихiдної задачi:

x(t) = −t, y(t) = 0.
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Приклад 2.6. Розв’язати систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь
{

x′ = 2x+ 8y + 1,

y′ = 3x+ 4y

при початкових умовах x(0) = 2, y(0) = 1.
Вважаючи, що розв’язок цiєї системи є оригiнал, за правилом диферен-

цiювання оригiналу маємо:

x′
: sX − x(0) = sX − 2, y′ : sY − y(0) = sY − 1. (2.87)

Перейдемо до зображень, тобто пiдставимо в систему замiсть невiдомих
функцiй x i y їх зображення X, Y та скористаємось формулами (2.87):







sX − 2 = 2X + 8Y +
1

s
,

sY − 1 = 3X + 4Y,

або






(s− 2)X − 8Y = 2− 1

s
,

− 3X + (s− 4)Y = 1.

Розв’язуючи цю алгебраїчну систему, одержимо:

X(s) =
2s2 + s− 4

s (s+ 2) (s− 8)
, Y (s) =

s2 − 8s− 3

s (s+ 2) (s− 8)
.

Зауважимо, що одержанi зображення є правильнi алгебраїчнi дроби та їх
можна розкласти на простi дроби.

X(s) =
2s2 + s− 4

s (s+ 2) (s− 8)
=

A

s
+

B

s+ 2
+

C

s− 8
,

де

A =
2s2 + s− 4

(s+ 2) (s− 8)

∣

∣

∣

∣

s=0

=
−4

2(−8)
=

1

4
,

B =
2s2 + s− 4

s (s− 8)

∣

∣

∣

∣

s=−2

=
2(−2)2 + (−2)− 4

(−2)(−2− 8)
=

8− 6

20
=

1

10
,

C =
2s2 + s− 4

s (s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=8

=
2 · (8)2 + 8− 4

8(8 + 2)
=

128 + 4

80
=

33

20
.
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Аналогiчно

Y (s) =
s2 − 8s− 3

s (s+ 2) (s− 8)
=

D

s
+

E

s+ 2
+

F

s− 8
,

D =
s2 − 8s− 3

(s+ 2) (s− 8)

∣

∣

∣

∣

s=0

=
−3

2(−8)
=

3

16
,

E =
s2 − 8s− 3

s (s− 8)

∣

∣

∣

∣

s=−2

=
(−2)2 − 8(−2)− 3

(−2)(−2− 8)
=

4 + 16− 3

20
=

17

20
,

F =
s2 − 8s− 3

s (s+ 2)

∣

∣

∣

∣

s=8

=
82 − 8 · 8− 3

8(8 + 2
=

64− 64− 3

80
= − 3

80
.

Звiдси випливає вiдповiдь задачi:

x(t) =
1

4
+

1

10
e−2t +

33

20
e8t, y(t) =

3

16
+

17

20
e−2t − 3

80
e8t. (2.88)
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Завдання до роздiлу 2

Завдання 1.

Розв’язати задачу Кошi.

2.1.1. x′ + x = e−t, x(0) = 1.

2.1.2. x
′

+ 2x = sin t, x(0) = 0.

2.1.3. x′′ + x
′

= 1, x(0) = 0, x
′

(0) = 1.

2.1.4. x′′ + 3x
′

= et, x(0) = 0, x
′

(0) = 1.

2.1.5. x′′ − 2x
′

= e2t, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.6. x′′ + 2x
′ − 3x = e−t, x(0) = 0, x

′

(0) = 1.

2.1.7. x′′ + 2x
′

= t sin t, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.8. x′′ + 2x
′

+ x = sin t, x(0) = 0, x
′

(0) = −1.

2.1.9. x′′ − 2x
′

+ 1 = et, x(0) = 0, x
′

(0) = 1.

2.1.10. x′′ − 2x
′

+ 2x = 1, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.11. x′′ + x
′

= cos t, x(0) = 2, x
′

(0) = 0.

2.1.12. x′′ + 2x
′

+ x = t2, x(0) = 1, x
′

(0) = 0.

2.1.13. x′′ + x
′

= cost, x(0) = −1, x
′

(0) = 1.

2.1.14. x′′ + 2x
′

+ 5x = 3, x(0) = 1, x
′

(0) = 0.

2.1.15. x′′ + 2x
′

+ 2x = 1, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.16. x′′ + 4x = t, x(0) = 1, x
′

(0) = 0.

2.1.17. x′′ − 2x
′

+ 5x = 1− t, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.18. x′′ + x
′

= cos t, x(0) = 2, x
′

(0) = 0.
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2.1.19. x′′ − x
′

= tet, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.20. x′′ + 2x
′

+ x = t, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.21.x′′ − x
′

+ x = e−t, x(0) = 0, x
′

(0) = 1.

2.1.22. x′′ − x
′

= sin t, x(0) = −1, x
′

(0) = 0.

2.1.23. x′′ + x
′

= 2 sin t, x(0) = 1, x
′

(0) = −1.

2.1.24. x′′ − 2x
′

+ x = t− sin t, x(0) = x
′

(0) = 0.

2.1.25. x′′ − 3x
′

+ 2x = et, x(0) = x
′

(0) = 0.

Завдання 2.

Розв’язати задачу Кошi.

2.2.1. x′′′ − x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

2.2.2. x′′′ + x′ = t, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = 0.

2.2.3. x′′′ + 2x′′ + 5x′ = 0, x(0) = −1, x
′

(0) = 2, x′′(0) = 0.

2.2.4. x′′′ + x′′ = sin t, x(0) = 0 = x
′

(0) = 1, x′′(0) = 0.

2.2.5. x′′′ + x′′ = t, x(0) = −3, x
′

(0) = 1, x′′(0) = 0.

2.2.6. x(4) − x′′ = cos t, x(0) = 0, x
′

(0) = −1, x′′(0) = x′′′(0) = 0.

2.2.7. x′′′ + x = 0, x(0) = 0, x
′

(0) = −1, x′′(0) = 2.

2.2.8. x′′′ + x′′ = cos t, x(0) = −2, x
′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.9. x′′′ + x
′

= et, x(0) = x′′(0) = 0, x
′

(0) = 2.

2.2.10. x(4) − x′′ = 1, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.

2.2.11. x′′′ + x
′

= cos t, x(0) = 0, x
′

(0) = −2, x′′(0) = 0.

2.2.12. x′′′ + x = et, x(0) = 0, x
′

(0) = 2, x′′(0) = 0.
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2.2.13. x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x
′

(0) = 2, x′′(0) = −2.

2.2.14. x(4) + 2x′′ + x = t sin t, x(0) = 1, x
′

(0) = 2, x′′(0) = −2.

2.2.15. x′′′ + x
′

= e2t, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.16. x(4) + x′′′ = cos t, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = 1.

2.2.17. x′′′ + x′′ − 4x = 0, x(0) = x
′

(0) = 0, x′′(0) = 2.

2.2.18. x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.19. x′′′ − x′′ = et, x(0) = 1, x
′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.20. x(4) − x = sh t, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = 1.

2.2.21. x′′′ + x =
1

2
t2e−t, x(0) = x

′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.22. x(4)− 5x′′+10x′− 6x = 0, x(0) = 1, x
′

(0) = 0, x′′(0) = 6, x′′′(0) = −14.

2.2.23. x′′′ + 6x′′ + 11x
′

+ 6x = 1 + t+ t2, x(0) = x
′

(0) = x′′(0) = 0.

2.2.24. x′′′ − 2x′′ + x′ = 4, x(0) = 1, x
′

(0) = 2, x′′(0) = −2.

2.2.25. x′′′ + x′′ = t, x(0) = −3, x
′

(0) = 1, x′′(0) = 0.

Завдання 3.

Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь.

2.3.1.

{

x′ = x+ 2y,

y′ = 2x+ y + 1;
x(0) = 0, y(0) = 5.

2.3.2.

{

x′ = x+ 4y + 1,

y′ = 2x+ 3y + 2;
x(0) = 1, y(0) = 2.

2.3.3.

{

x′ = 5x+ 4y + 1,

y′ = −2x+ 11y;
x(0) = 1, y(0) = 2.
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2.3.4.

{

x′ = 5x− 4y,

y′ = 2x+ 11y + 2;
x(0) = 1, y(0) = 1.

2.3.5.

{

x′ = 3x+ y + 5,

y′ = x+ 3y − 1;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.6.

{

x′ = x− 2y + 2,

y′ = 3x+ 6y + 2;
x(0) = 1, y(0) = 1.

2.3.7.

{

x′ = 5x+ y + 1,

y′ = −3x+ 9y;
x(0) = 0, y(0) = 2.

2.3.8.

{

x′ = x+ 6y + 1,

y′ = −2x+ 9y;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.9.

{

x′ = x− 3y + 1,

y′ = x+ 5y;
x(0) = 1, y(0) = 0.

2.3.10.

{

x′ = 2x− 3y,

y′ = −2x+ y + 1;
x(0) = 0, y(0) = 5.

2.3.11.

{

x′ = x+ 3y + 3,

y′ = x− y + 1;
x(0) = 2, y(0) = 0.

2.3.12.

{

x′ = x+ 4y + 1,

y′ = 2x+ 3y;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.13.

{

x′ = 7x− 5y,

y′ = −4x+ 4y + 3;
x(0) = −1, y(0) = 0.

2.3.14.

{

x′ = 5x+ 4y + 1,

y′ = 2x+ 3y;
x(0) = 2, y(0) = 1.

2.3.15.

{

x′ = x+ 5y + 2,

y′ = 7x+ 3y;
x(0) = 0, y(0) = 1.
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2.3.16.

{

x′ = 2x+ 8y,

y′ = x+ 4y + 1;
x(0) = 1, y(0) = 0.

2.3.17.

{

x′ = −2x+ y + 2,

y′ = 3x;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.18.

{

x′ = 2x+ 6y,

y′ = 2x− 2y + 1;
x(0) = 1, y(0) = 0.

2.3.19.

{

x′ = 3x+ y,

y′ = 8x+ y + 1;
x(0) = 2, y(0) = 0.

2.3.20.

{

x′ = x− 3y + 2,

y′ = −2x+ 6y + 1;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.21.

{

x′ = 3x+ 4y,

y′ = −x− 2y + 1;
x(0) = 2, y(0) = 0.

2.3.22.

{

x′ = −2x− 2y,

y′ = −3x− y + 1;
x(0) = 1, y(0) = 0.

2.3.23.

{

x′ = −x+ 3y + 2,

y′ = x+ y + 1;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.24.

{

x′ = 4x+ 6y + 2,

y′ = 4x+ 2y;
x(0) = 0, y(0) = 1.

2.3.25.

{

x′ = −2x+ 6y + 1,

y′ = 2x+ 2y;
x(0) = 0, y(0) = 1.
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Додаток

Таблиця 1. Властивостi перетворення Лапласа

№ Оригiнал f(t) Зображення F (s)

1 Af(t) +Bg(t) AF (s) + BG(s)

2 f(αt)
1

α
F
( s

α

)

3 f(t− a) e−saF (s)

4 eatf(t) F (s− a)

5 f ′(t) sF (s)− f(0)

6 f (n)(t) snF (s)− sn−1f(0)− . . . − f (n−1)(0)

7 −tf(t) F ′(s)

8 (−1)ntnf(t) F (n)(s)

9
t
∫

0

f(τ) dτ
F (s)

s

10
f(t)

t

∞
∫

s

F (s) ds

11
t
∫

0

f(τ)g(t− τ) dτ F (s)G(s)

12 f(t)g(t)
1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞
F (p)G(s− p) dp
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Таблиця 2. Вiдповiднiсть оригiналiв i зображеннь

№ Оригiнал f(t) Зображення F (s)

1 1
1

s

2 eαt
1

s− α

3 cosωt
s

s2 + ω2

4 sinωt
ω

s2 + ω2

5 chωt
s

s2 − ω2

6 shωt
ω

s2 − ω2

7 eαt cosωt
s− α

(s− α)2 + ω2

8 eαt sinωt
ω

(s− α)2 + ω2

9 eαt chωt
s− α

(s− α)2 − ω2

10 eαt shωt
ω

(s− α)2 − ω2

11 t
1

s2

12 tn (n− цiле)
n!

sn+1

13 tα (α > −1)
Γ(a+ 1)

sα+1
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Продовження табл. 2

№ Оригiнал f(t) Зображення F (s)

14 teαt
1

(s− α)2

15 tneαt
n!

(s− α)n+1

16 t cosωt
s2 − ω2

(s2 + ω2)2

17 t sinωt
2sω

(s2 + ω2)2

18 t chωt
s2 − ω2

(s2 − ω2)2

19 t shωt
2sω

(s2 − ω2)2

79



Список лiтератури

1. Свешников Г. С. Теория функций комплексного переменного/
Г. С. Свешников, А. Н. Тихонов. — М.: Наука, 1967. — 304 с.

2. Лаврентьев М. А. Методы теории функций комплексного переменного/
М. А. Лаврентьев, Б. В. Шабат. — М.: Наука, 1973. — 736 с.

3. Араманович И. Г. Функции комплексного переменного. Операцион-
ное исчисление. Теория устойчивости/ И. Г. Араманович, Г. Л. Лунц,
Л. Э. Эльсцгольц. — М.: Наука, 1968. — 273 с.

4. Краснов М. Л. Функции комплексного переменного. Операцион-
ное исчисление. Теория устойчивости/ М. Л. Краснов, А. И. Киселев,
Г. И. Макаренко. — М.: Наука, 1971. — 256 с.

5. Дёч Г. Руководство к практическому применению преобразования Лап-
ласа и Z-преобразования/ Г. Дёч. — М: Наука, 1971. — 288 с.

6. Мартыненко В. С. Операционное исчисление/ В. С. Мартыненко. — Киев:
Изд-во Киев. ун-та, 1965. — 188 с.

7. Чудесенко В. Ф. Сборник заданий по специальным курсам высшей мате-
матики. (Типовые расчеты): учеб. пособие/ В. Ф. Чудесенко . — М. : Высш.
шк., 1983. - 110 с.

8. Веретельник В. В. Теорiя функцiй комплексної змiнної: навч. посiб. /
В. В. Веретельник, Г. М. Тимченко. — Х: НТУ «ХПI», 2012. — 208 с.

80



Змiст

Вступ 3

1 Перетворення Лапласа 4

1.1. Поняття iнтегрального перетворення . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2. Перетворення Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Теорема обернення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4. Властивостi перетворення Лапласа . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.5. Зображення елементарних функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.6. Вiдновлення оригiналу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Завдання до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2 Операцiйне числення 49

2.1. Диференцiальне рiвняння першого
порядку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2. Диференцiальне рiвняння другого
порядку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.3. Диференцiального рiвняння n-го порядку . . . . . . . . . . . . . 63
2.4. Системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Завдання до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Додаток . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Список лiтератури 80

81



Навчальне видання

ВЕРЕТЕЛЬНИК Вiктор Володимирович
ТИМЧЕНКО Галина Миколаївна

ВЕРЕТЕЛЬНИК Iрина Олександрiвна
ВЕРЕТЕЛЬНИК Олег Вiкторович

ОПЕРАЦIЙНЕ ЧИСЛЕННЯ

Навчальний посiбник
для студентiв технiчних унiверситетiв

Вiдповiдальний за випуск проф. Л. В. Курпа
Роботу до видання рекомендовав Г. В. Руднєва

Редактор О. I. Шпiльова

План 2020 р., поз. 92

Пiдп. до друку 19.03.2021. Формат 60 x 84 1/16. Папiр офсетний.
Друк – ризографiя. Гарнiтура Times New Roman Ум. друк. арк. 5.
Наклад 10 прим. Зам № 2115240. . Цiна договiрна.

Видавничий центр НТУ “ХПI”
Свiдоцтво про державну реєстрацiю ДК № 5478 вiд 21.08.2017 р.

61002, Харкiв, вул. Кирпичова, 21.

Видавец ТОВ «ПЛАНЕТА-ПРIНТ»
вул. Багалiя, 16, м. Харькiв, 61002,

свiдотство суб’екта видавничої справи ДК №4568 вiд 17.06.13.

виготавлювач ФЛ-П Черняк Л.О.
61002, м. Харькiв, вул. Багалiя, 16

Свiдотство №24800000000079553, вiд 16.05.2007 р.


