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11. Углы зацепления 
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Значение коэффициента перекрытия в пределах допустимых. 
Для передачи с передаточным числом 100−=i  возможны следующие 

значения угла зацепления ooooooo 10,9,8,7,6,5,4=sα  (см. рис). Причем 
минимальные значения угла ограничены технологическими возможностями 
изготовления зубьев. 

Максимальные значения угла sα  ограничиваются из условия обеспече-
ния минимального коэффициента перекрытия 2,1...1≥αε  [3]. При увеличе-
нии угла sα уменьшается коэффициент перекрытия (см. рис.). 
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Рис. Зависимость коэффициента перекрытия от угла зацепления 
при 1012 =Z  и 100−=i  
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Выводы. 1. Получены рекомендации по созданию передач К-Н-V с раз-
ницей зубьев колес с внутренним и внешним зацеплением, равной единице. 

2. Наиболее рациональная область существования таких передач опреде-
ляется значениями угла зацепления в пределах oo 8...6=sα . 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ 
ПО КРИТЕРИЮ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ С УЧЕТОМ 
КОНТАКТНОЙ ПРОЧНОСТИ 
 

Приведені дані щодо впливу розповсюдження передаточного відношення по ступеням поставно-
го планетарного механізму на приведений момент інерції та приводяться рекомендації з оптимі-
зації цього розповсюдження з урахуванням умови контактної рівноміцності. 

 
The influence distribution transfer attitudes members of planetary transmission on value reduce moment 
of inertia is consider. Recommendations of optimization distribution transfer attitudes are given.  

 
Постановка проблемы. Проектирование механизмов, в том числе  пла-

нетарных, является многовариантной задачей. В частности, для планетарных 
механизмов это объясняется различным распределением общего передаточ-
ного отношения по его ступеням. Данное обстоятельство позволяет выпол-
нить ряд дополнительных требований по оптимизации проектируемых меха-
низмов. Для приводов, используемых в системах автоматизированного 
управления, работающих в старт-стопном режиме, таким требованием явля-
ется повышение быстродействия механизмов. Повышение быстродействия, 
обеспечиваемое уменьшением приведенного момента инерции [1], приводит 
к снижению пусковых моментов электродвигателей и уменьшению инерци-
онных нагрузок на зубья при переменных скоростях движения звеньев меха-
низмов. Кроме того, уменьшается время разбега и выбега, т.е. обеспечивается 
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большая преемственность приводов, и, как следствие, меньшее время реаги-
рования изделий в целом на изменения условий работы, что повышает на-
дежность его эксплуатации. 

Анализ литературы. Минимизации приведенных моментов инерции 
механизмов посвящено достаточно много работ, в частности [1-6]. Однако, 
несмотря на многочисленность работ, результаты исследований ограничены 
по вариантам задач оптимизации. В частности, в работе [6] приведены дан-
ные о влиянии распределения общего передаточного отношения по ступеням 
составного планетарного механизма на величину приведенного момента 
инерции для кинематических передач без учета обеспечения прочности зуб-
чатых колес. 

Цель статьи. Исследование влияния перераспределения общего переда-
точного отношения многоступенчатого планетарного механизма на его быст-
родействие и выработка рекомендаций на оптимальное распределение с уче-
том обеспечения контактной равнопрочности зубчатых колес. 

Основной материал. Оптимизация параметров проектируемых меха-
низмов выполняется в два этапа.  

На первом этапе производится выбор кинематической схемы механизма 
наиболее полно удовлетворяющей техническому заданию (схемный синтез).  

На втором этапе определяются параметры выбранной схемы механизма 
с учетом заданных критериев оптимизации (внутрисхемный синтез).  

Среди планетарных механизмов, используемых для приводов, наиболь-
шее применение получила схема JA  для относительно небольших переда-
точных отношений и многоступенчатая схема, составленная из последова-
тельного соединения данных механизмов JAJA ×× ...  (см. рис.). 

Эту схему будем в дальнейшем рассматривать при внутрисхемном син-
тезе механизма, заключающимся, в частности, в выборе числа ступеней и рас-
пределении общего передаточного отношения по этим ступеням. 

Величина приведенного момента инерции составного планетарного ме-
ханизма может быть вычислена из следующего выражения 
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где 1323 , −− ii JJ  – моменты инерции соответственно ведущего зубчатого коле-
са и сателлита i-ой ступени механизма; HiJ  – момент инерции водила i-ой 
ступени механизма; 13 −im  – масса сателлита i-ой ступени механизма; S  – 
число сателлитов i-ой ступени механизма; n – число ступеней механизма. 

Соотношения скоростей 2313 −− ii ωω  и 2313 −− iiv ω  определяют исходя из 
формулы Виллиса 
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Рис. Схема исследуемого механизма 
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где 13 −id  – диаметр делительной окружности сателлита i-ой ступени меха-
низма; iu  – передаточное отношение i-ой ступени механизма. 

При определении моментов инерции и масс зубчатых колес последние 
заменяют дисками, диаметры которых d  равны диаметрам делительных ок-
ружностей, а ширины b  – ширинам зубчатых венцов соответствующих зуб-
чатых колес 

4

32
bdJ πρ

= ; (4) 

2

4
bdm πρ

= , (5) 

где ρ  – плотность материала. 
Конструкция водила отличается от зубчатых колес, и его момент инер-

ции непосредственно не связан с числом зубьев и передаточными отноше-
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ниями. В связи с этим предложена замена водила условным диском, диаметр 
которого равен удвоенному межосевому расстоянию соответствующей сту-
пени, а ширина равна ширине зубчатого венца ведущего зубчатого колеса. 
Несоответствие этих двух элементов учитывают коэффициентом приведения 
условного диска к водилу Hn  [5] 

AiHiHi JnJ ⋅= , (6) 
 

где 4
132323 )(

32 −−− +⋅⋅= iii
i

Ai ddbJ πρ
; b  – ширина зубчатого венца; d  – диа-

метр делительной окружности. 
Множитель 113 ωω −i  в соотношении (1) представим в виде 
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С учетом соотношений (2)-(7) выражение (1) приведем к следующему 

виду: 
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(8) 

 
При выводе формулы (8) предполагают, что материалы всех зубчатых колес 
одинаковые. 

Введем обозначение, аналогичное принятому в работе [6]: 
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Тогда выражение (8) можно преобразовать следующим образом: 
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(10) 

 
Множитель iA  преобразуем следующим образом: 
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С учетом условия контактной прочности [1] отношение 2
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здесь отношение моментов на ведущих колесах представляют в виде 
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Из технологических соображений принимают модули зубчатых колес 

одинаковыми величинами. Тогда отношения 2
11

2
2323 dbdb ii −−  можно найти из 

условий соосности механизма 
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что в конечном итоге приводит к следующим зависимостям: 
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Таким образом, получают следующее выражение: 
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Исходя, из условия обеспечения контактной прочности, выполним сле-

дующее преобразование: 
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где 

223/2
1

1

][cos

7,0
32 Hwbd

прHHv
J tg

EKKT
C

σααψ
πρ β

⋅⋅⋅

⋅Ω⋅⋅⋅⋅
⋅= . 

 
Для сравнительного анализа величин приведенных моментов инерции 

при различных вариантах распределения общего передаточного отношения 
по ступеням механизма введем относительный параметр 
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Для случая одинаковых передаточных отношений всех ступеней меха-

низма соотношение (19) примет вид 
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(20) 

 
Расчеты по формуле (20) выполнены в диапазоне передаточных отноше-

ний 63 ≤≤ iu . В этом диапазоне значения J  мало отличаются от минималь-
ной его величины [2]. Результаты расчетов приведены в таблице 1. 

 
Таблица 1. 

Влияние числа ступеней на относительный приведенный 
момент инерции ( 5 ,3 == Hii nS ) 

 

Число ступеней механизма Параметры меха-
низма 1 2 3 4 5 6 

iu  3 3 3 3 3 3 

J  4,375 5,8333 6,3194 6,4815 6,5355 6,5535 

iu  4 4 4 4 4 4 

J  4,1973 5,2466 5,5089 5,5745 5,5909 5,595 

iu  5 5 5 5 5 5 

J  5,2093 6,2512 6,4595 6,5012 6,5095 6,5112 

iu  6 6 6 6 6 6 

J  6,6933 7,8089 7,9948 8,0258 8,031 8,0318 
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Учитывая, что после 2-ой ступени передаточные отношения ступеней 
практически не влияют на величину J , можно предложить следующее пере-
распределение общего передаточного отношения: на первой ступени меха-
низма обеспечить минимально возможное передаточное отношение, на вто-
рой ступени – максимально возможное, а на последующих ступенях руково-
дствуясь другими критериями оптимизации. 

Для проверки правильности такого утверждения были просчитаны раз-
личные варианты перераспределения общего передаточного отношения 

1944=u . Результаты проверки приведены в таблице 2. 
 

Таблица 2. 
Влияние распределения передаточного отношения на 

приведенный момент инерции ( 5 ,3 ,1944 === Hii nSu ) 
 

Ступени механизма Ва-
ри-
ант 

Пара-
метры 1 2 3 4 5 ∑u  

iu  3 3 6 6 6 
1 

J  4,375 5,8333 6,5889 6,7148 6,7358 
1944 

iu  3 4 5,451 5,451 5,451 
2 

J  4,375 5,8236 6,3203 6,4114 6,4282 
1942,6 

iu  3 5 5,06 5,06 5,06 
3 

J  4,375 6,1593 6,5213 6,5928 6,607 
1943,3 

iu  3 6 4,762 4,762 4,762 
4 

J  4,375 6,6417 6,9231 6,9822 6,9946 
1943,7 

iu  3 7 4,524 4,524 4,524 
5 

J  4,375 7,2333 7,4621 7,5127 7,5239 
1944,4 

iu  3 8 4,327 4,327 4,327 
6 

J  4,375 7,9225 8,1146 8,159 8,1693 
1944,3 

 
Как видно из представленных в таблице 2 данных, сделанные ранее 

предположения подтвердились. 
Начиная с 3-ей ступени механизма, при одном и том же общем переда-

точном отношении приведенный момент инерции практически не изменяется. 
Однако есть различие между ранее сделанными выводами и вновь получен-
ными данными в части перераспределения общего передаточного отношения 
по ступеням механизма.  

После предварительного анализа был сделан вывод, что на 2-ой ступени 
передаточное отношение нужно выбирать максимально возможным. Но как 
следует из данных таблицы 2, начиная с передаточного отношения 2-ой сту-
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пени 42 =u , дальнейшее его повышение мало влияет на приведенный момент 
инерции, что позволяет при его выборе учесть дополнительно другие крите-
рии оптимизации. 

Таким образом, выполненное исследование влияния распределения об-
щего передаточного отношения по ступеням механизма на его быстродейст-
вие позволяет найти оптимальное решение.  

Выводы. Для многоступенчатого планетарного механизма JAJA ×× ...  
выведена формула приведенного момента инерции для общего случая. 

Общая формула вычисления приведенного момента инерции исследова-
на для кинематических передач систем управления с модулями, которые бы-
ли приняты одинаковыми для всех ступеней механизма. 

Выполнено исследование влияния числа ступеней механизма на величи-
ну приведенного момента инерции. Исследование показало, что, начиная с 3-
ей ступени, момент инерции практически не изменяется при любых значени-
ях передаточных отношений ступеней механизма. Этот вывод подтвердил ра-
нее сделанный в работе [6]. 

Исходя из полученных результатов предложено следующее перераспре-
деление общего передаточного отношения по ступеням механизма: 

- на 1-ой ступени следует обеспечить минимально возможное переда-
точное отношение; 

- на 2-ой ступени передаточное отношение следует выбирать в диапазо-
не 4…5; 

- на последующих ступенях передаточные соотношения можно выби-
рать из технологических соображений одинаковыми. 

Создано программное обеспечение оптимального перераспределения 
общего передаточного отношения многоступенчатого планетарного механиз-
ма. 
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ОБ АНАЛОГАХ БИПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ И  
ПАРНО-ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ С ОДНИМ 
САТЕЛЛИТНЫМ ПЛАНЕТАРНЫМ МЕХАНИЗМОМ 

 
Пропонується використання аналогів за загальним передаточним відношенням біпланетарних та 
парно-планетарних механізмів, завдяки їх перевагам, в механічних авіаційних пристроях. 

 
Using of biplanet and pair-planetary gears analogs (with similar transmission ratio) in view of their ad-
vantages is presented. 

 
Постановка проблемы. Всё больше распространение в технике полу-

чают разработка и изготовление различных типов сложных планетарных ме-
ханизмов, в связи с этим большое значение приобретает рациональность их 
строения и область использования. 

Анализ литературы. В работах [1, 2, 3] установлены условия эквива-
лентности некоторых замкнутых планетарных зубчатых механизмов и плане-
тарных зубчатых механизмов с парными сателлитами. 

Вместе с тем ещё не определены возможные аналоги бипланетарных и 
парно-планетарных зубчатых механизмов, их достоинства и область исполь-
зования. 

Цель статьи. Рассмотрение образования аналогов бипланетарных меха-
низмов и парно-планетарных механизмов (с одним сателлитным планетарным 
механизмом), их достоинств, формирование рекомендаций по практическому 
применению. 

1. Аналоги бипланетарных зубчатых механизмов. Пусть имеем би-
планетарный зубчатый механизм [4] типа А-AI-I (рис. 1, а). Преобразуем его 
в замкнутый планетарный механизм AI-(AI)-Н (рис. 1, б), для этого ликвиди-
руем сателлитный планетарный механизм (рис. 1, а) и используем его колёса 
Z5,Z6,Z7,Z8 для формирования замыкающей части механизма AI-(AI)-Н. 

Выражения общих передаточных отношений i1H механизмов AI-(AI)-Н и 
AI-(AI)-Н имеют вид [4] 
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