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УДК 539.3 

Ф. К. ИСАЕВ, В. Г. РАДЖАБОВ 

УСТОЙЧИВОСТЬ НЕОДНОРОДНЫХ  НАНО-МИКРО ЭЛЕМЕНТОВ НА ОСНОВЕ НЕЛОКАЛЬ-
НОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

В представленной статье исследуется  устойчивость неоднородных нано-микро элементов на основе не локальной теории упругости. Здесь 
как элемент конструкции принять прямолинейный стержень и для него принята теория стержней Эйлера-Бернулли. Предполагается, что 
модуль упругости материала стержня является непрерывной функцией координаты толщины. При получении уравнений  устойчивости на 
основе теории стержня Эйлера-Бернулли был использован уравнения состояния  нелокальной теории упругости предложенные Эрингеном. 
Для  различных случаев граничных условий получены уравнения устойчивости рассмотренных стержней. После решения полученных 
уравнений найдены аналитические формулы для определения  критической нагрузки и проведены  различные анализы. 

Ключевые слова: нано-микро элемент, неоднородный, теория стержней Эйлера-Бернулли, устойчивость, критическая нагрузка, не-
локальная теория упругости 

 
Введение. Различные вопросы устойчивости и 

прочности одно и многослойных стержневых элемен-
тов конструкций из однородных материалов в науч-
ной литературе исследованы достаточно. В этих рабо-
тах в основном использованы классические соотно-
шения теории упругости [1–3]. 

В последние годы в технике интенсивно исполь-
зуются новые композитно- искусственные материалы. 
Поэтому эти процессы ставить перед конструкторами-
исследователями повышенные требования  к оценке 
прочности ,устойчивости и колебании, так как при 
различных условиях работы и режимах нагружения 
возникает ряд вопросов, которое требует решения но-
вых задач напряженно-деформированного состояния  
и определения критических параметров. Во многих 
случаях слоистые элементы конструкции изготавли-
ваются из различных неоднородно упругих материа-
лов. Причиной появления неоднородности могут быть 
технология  изготовления  конструкций, термическая 
обработка материалов, неоднородность составов и т.д. 
Учет этих факторов при  решении задач  устойчиво-
сти и колебании конструкций является очень суще-
ственным. Поэтому при решении многих задач устой-
чивости и колебании элементов конструкций из неод-

нородных композиционных материалов требуется ис-
пользовать более уточненные гипотезы или теории. 
Одной из таких теорий является теория нелокальной 
теории упругости предложенной А. К. Эрингеном [5, 6]. 

В работе [4] были рассмотрены некоторые зада-
чи изгиба и прочности неоднородных нано-микро 
элементов. В данной работе исследуется задача 
устойчивости неоднородных стержней на  основе  не-
локальной теории Эрингена [5]  

Постановка задачи. Известно, что уравнения 
движения Коши однородно упругих тел на основе не-
локальной теории упругости сочтоит из следующих 
уравнений [5]: 

2

, 2  0i
kl l i

u
f

t
t ρ

 ∂
+ − = ∂ 

,                                       (1) 

здесь физические соотношения имеют следующий вид: 
( ) ( ) ( ) kl klmn mn

v

x x x dv xτ ε ε′= − ′∫   ,                        (2) 

где   klτ   -компоненты тензора напряжений, ρ  – 
плотность  массы тела, f   - плотность    массового 
сила, u -компоненты вектора перемещения, v − обьем  
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тела  , t  -время, klε   -компоненты тензора деформации 
и определяются  по следующими формулами: 

1 
2

k l
kl

l k

u u
x x

ε
 ∂ ∂

= + ∂ ∂ 
.                                           (3) 

Как видно      klmnε  являются  функциями  вектора 
x-x’ ,и  напряжения в точках  x- зависять  от 
деформаций  и перемещений в точках  x’. 

Связь между компонентами напряжений и де-
формаций в точках  x’ – орпеделяются на основе 
обобщенного закона Гука /  5 /:  

( ) ( ) ( )2mn ke kex x xτ λe δ me+′=′ ′ ,                         (4) 

( ) ( ) ( )1
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Уравнения   состояния  нелокальной теории 
упругости предложенной К.А.Эрингеном  имеють 
следующий вид  / 5-6  /: 

2 2
01 ( ) kl kll a σ τ − ∇ =  ,                                        (5) 

2 2
01 ( ) 2kl kl kl kll a τl ε δ µε − ∇ = +   

Здесь  0 l –  характерная внутренная  длина , а–
постоянная материала. 

Из (5) для стержня можно получить: 
2

2
0 2  1 ( ) xx xxl a E

x
σ ε

 ∂
− = ∂ 

  ,                               (6) 
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Предположим ,что  материал стержня является 
неоднородным т.е.,   ( )E E z=   (  модуль  упругости 
материала стержня является  непрерывной функцией 
координаты толщины). 

Если рассмотреть  теории стержней  Эйлера-
Бернулли,то можно записать:   

2

2 xx
u wE z
x x

σ
 ∂ ∂

= − ∂ ∂ 
,                                         (7) 

Здесь  u  -перемещения по  направлении оси,   w -
прогиб оси стержня. 

В рассматриваемом случае компоненты усилий и 
момента вычисляются по формулам: 

xx
A

P dAσ= ∫ ,        xx
A

N dAτ= ∫ ,  xx
A

M zdAσ= ∫ ,     (8) 

где S-площадь поперечпого сечения стержня. 
С учетом  (7) из (8) для момента  получается:  

2

2

d wM KI
dx

=  ,   KI=                                             (9) 

Здес      ь KI -обобщенная  жесткость 
рассматриваемого  стержня .Если неоднородность 

имеет вид: 
2

0 21 zE E
h

γ
 

= + 
 

   тогда получим: 

0
3 1
20

KI E I γ = + 
 

,                                         (10) 

где 0E I  – изгибная  жесткость   однородного 
стержня. 

После  некоторых преобразований из  (6) –можно  
получить:  

( )
2 2

2
0 2 21 we aМ KI

x x
 ∂ ∂
− = − ∂ ∂ 

,                           (11) 

Уравнения  движения  рассматриваемого 
стержня имеет вид: 

2

0 2 P Uf m
x t

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                 (12) 

2 2 2

0 22 2 2 2   M w w wq P m m
x xx t x t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − = − ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
       (13) 

Где обозначено:Р-осевая сжимающая сила,q-
равномерно распределенная сила, 

0    
s

m ds sρ ρ= =∫ ; 
2

2
2   

12s

hm z ds sρ= =∫             (14) 

Здесь для усилия и момента можно получить  
следующие  выражения: 

2

0 2  U UP Ks m f
x x t

m
 ∂ ∂ ∂

= + − ∂ ∂ ∂ 
                         (15) 

 
2 2 4

0 22 2 2 2   w w w wM KI P q m m
x xx t x t

m
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − − −  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂  

 (16) 

 
Подставляя  выражения для момента  (16) в 

уравнение (13) получим следующую уравнению дви-
жения  рассматриваемого  неоднородного стержня: 

2 2

2 2

2 2 4

0 22 2 2 2

2 4

0 22 2 2

 

  

  

wKI
x x

w w wP q m m
x xx t x t

w w wq P m m
x x t x t

m

 ∂ ∂
− + ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − + − +  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂  

∂ ∂ ∂ ∂ + − = − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

, (17) 

Присоединяя этому уравнению граничные условия 
получим общую постановку рассмотренной задачи. 

Решение задачи устойчивости сжатого стержня.   
В общем случае решение уравнения (17) связано 

с больщими математическими трудностями. Поэтому 
рассмотрим случай ,когда на стержен действует толь-
ко сжимающая нагрузка(т.е.q=0).В этом случае урав-
нение (17) упрощается и получится в виде:      

2 2

2 2

2

2

 

 0

d d w d dwKI P
dx dxdx dx

d d dwP
dx dxdx

µ

   + +   
  

  + =    

                           (18) 

Дважды интегрируя  это уравнение получим 
2 2

1 22 2   d w d wEI P Nw k x k
dx dx

µ− + = +                      (19) 

где   1 2, k k .-постоянные интегрирования. 
 
Если рассмотреть однородное уравнение, полу-

чим:  
2

2
2  0

         
d w w

dx
λ+ =                                           (20) 

Здесь обозначено:           
2

2
2          
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P или P KI

KI P
λλ

µ µλ
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− +
               (21) 
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Общее решение уравнения (19) получается в виде:  

( )1 2 1 22

1 sin  cos   w c x c x k x kλ λ
λ

= + + +                (22) 

где постоянные интегрирования определяются из гра-
ничных условий задачи.   

Рассмотрим случай ,когда концы стержня жестко 
закреплены.При этом граничные условия имеють вид:      

w=0;    и       0dw
dx

=      при    x=0; a  ,             (23) 

С учетом (22) из (23) получается следующее 
трансцендентное уравнение:  

aλ  sin 2 2 0;   a cos aλ λ+ − =                           (24) 
Как видно   решением уравнение (24)    являет-

сяметодом Ньютона  можно показать ,что λ   
=2П.Тогда для критической нагрузки получим фор-
мулу:          

2

2

4

1 4

n
aP KI

n
a

π

πµ

 
 
 = ×
 +  
 

                                      (25) 

Отсюда   минимального значения критической 
нагрузки получим формулу:  

2

2 2

4  
1 4kr

KIP
a

π
µπ

 
=  + 

                                           (26) 

Следует отметить,что при   0µ =  ,из (26) полу-
чается решение   аналогичной задачи на основе клас-
сической теории упругости. 

С учетом (10) из  (26) находим: 

  krP = 31  
20 krRPγ + 

 
 .                                           (27) 

где      krRP =
2

2 2

4  
1 4

ЕI
a

π
µπ

 
− + 

критическая нагрузка 

Редди  для рассмотренного однородного стержня Эй-
лера-Бернулли  /  5 /. 

Причисленных расчетах для характерных пара-
метров приняты следующие значения: 
р =2300 kg/m3; E0=1000GPA; ν=0.19; G=420GPA; 

d=1.0 10× -9m; I=4.91 10× -38 m4; A=7.85 10× -19m2; 
l0=1.5 10× -9m 

Результаты  численных расчетов представлена 
табл. 1. 

 
Таблица 1– Зависимость параметра нагрузки от параметра длины 

a/li 10 20 30 40 50 

l0=0.5 

ɣ=0 0.9102 0.9758 0.9853 0.9938 0.9561 
ɣ=0.5 0.9785 1.049 1.0635 1.0683 1.0708 
ɣ=1 1.046 1.1222 1.1377 1.1429 1.1455 
ɣ=5 1.5929 1.7077 1.7312 1.7352 1.7432 

l0=1 

ɣ=0 0.7172 0.9102 0.5583 0.5758 0.9844 
ɣ=0.5 0.771 0.9785 1.030 1.0489 1.058 
ɣ=1 0.8248 1.0467 1.1020 1.1222 1.1321 
ɣ=5 1.2551 1.5928 1.6770 1.7077 1.7227 

 
Выводы. В статье дана  общая постановка зада-

чи устойчивости  нано-микро элементов типа неодно-
родных стержней Эйлера-Бернулли с использованием  
уравнений состояния нелокальной теории упругости 
К. А. Эрингена. Получено решения задачи устойчиво-
сти рассмотренных стержней при осевом сжатии. При 
жестком закреплении краев стержня найдена формула 
для определения критической нагрузки. Анализ чис-
ленных расчетов показывает, что свойства неодно-
родности материала элемента может оказать суще-
ственное влияние на значения критических парамет-
ров элемента. 
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В .П. МАСЛОВ, П. М. ЛИТВИН, Т. А. ТУРУ, А. А. КОРЧОВИЙ,Н. В. КАЧУР, А. В. ГУРІН 

ОСОБЛИВОСТІ РОЗПОДІЛУ ТЕМПЕРАТУРИ ПЛІВКОВОГО НАГРІВАЧА НА ОСНОВІ ПРОЗО-
РОЇ ЕЛЕКТРОПРОВІДНОЇ ПЛІВКИ ІТО 

Встановлено, що напилене магнетронним способом на скляний зразок віконного флоат - скла прозоре електропровідне ІТО покриття може 
мати топологічну структурну неоднорідність товщин, шорсткості, розміру зерен та механічних напружень, яка при нагріванні проявляється 
в нерівномірності температурного поля на ньому. Рекомендується у виробництві віконного скла з ІТО-покриттям проводити поляризацій-
ний контроль механічних напружень в зразках готової продукції. 
Ключові слова: тонкоплівковий прозорий нагрівач, нанопокриття окис «індію – олова», флоат-скло, , атомно-силова мікроскопія, термог-
рафія, механічні напруження, поляризаційний оптичний контроль. 

 
Вступ. Тонкоплівкові прозорі електропровідні 

покриття на скляній поверхні на основі оксиду олова 
та індію (ITO) використовуються в мікроелектроніці 
та «сонячній» енергетиці.  

В конструкціях сонячних батарей такі покриття 
можуть використовуватись як ізолюючі для уникнен-
ня шунтування структур приладу [0] або при інших 
співвідношеннях компонентів в якості електричних 
контактів в екранах дисплеїв, а також для нагрівання 
цих дисплеїв з метою забезпечення їх роботи при мі-
нусових температурах [0, 0]. Ці покриття використо-
вуються також в якості нагрівальних елементів для 
видалення крапель вологи на об’єктивах оптичних 
приладів.  

Одним з актуальних напрямків використання 
ІТО є енергозбереження в комунальному господарст-
ві, а саме в якості тепловідбиваючого покриття ІТО 
для стекол, завдяки якому відбувається зменшення 
теплопередачі випромінюванням із побутових примі-
щень на вулицю. Тепловідбиваючі плівки мають зда-
тність пропускати короткохвильову сонячну радіацію 
в діапазоні від 0,4 до 2,5 мкм і майже повністю (до 80-
90 %) відбивають довгохвильову теплову інфрачерво-
ну радіацію в діапазоні від 2,5 до 25 мкм, яка і є осно-
вним компонентом теплових втрат. Для порівняння: 
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