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АНАЛІЗ МЕТОДІВ ВИЗНАЧЕННЯ  

ЕНЕРГЕТИЧНО ОПТИМАЛЬНИХ ПАРАМЕТРІВ  
УПРАВЛІННЯ ТРАНСПОРТНИХ ЗАСОБІВ  

В науковій статті проведено аналіз існуючих методів визначення енергооптимальних режимів ру-
ху електричного рухомого складу. Зазначено, що відомі підходи до рішення завдань визначення оптима-
льної по енерговитратах траєкторії руху транспортних засобів можна розділити на дві групи: чисе-
льні та аналітичні. Найбільш перспективним методом для пошуку енергетично оптимальних режимів 
руху електрорухомого складу є чисельний метод, який ґрунтується на найважливішому завдані при 
оптимізації траєкторій руху: пошуку допустимих режимів управління, що задовольняють усім умовам 
і обмеженням завдання.  
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Вступ 
Постановка проблеми. Завдання визначення 

оптимальних параметрів вектору управління для 
кожного режиму руху транспортних засобів з 
електричною передачею потужності – електрору-
хомого складу (ЕРС) – таких як потужні тягачі та 
трактори, а також у залізничному транспорті 
України, яке в [1] називається енергетично опти-
мальним, сформулюємо таким чином: знайти таке 
оптимальне за вказаним критерієм управління 
рухом ЕРС із заданою составністю на ділянці із 
заданими профілем шляху і швидкісними обме-
женнями, при якому виконуються задані час руху 
між початковим і кінцевим пунктами та швидкість 
в цих пунктах, а також швидкісні обмеження під 
час руху.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
В останній час пошуку оптимальних процесів 

руху присвячено багато статей особливо у заліз-
ничному транспорті. Так у роботах [2 – 5] вибрані 
критерії для оцінки ефективності ЕРС та наведені 
приклади пошуку раціональних підходів до ви-
значення режимів роботи тягового приводу та 
руху потягу. У монографії [6] автори приділили 
багато уваги пошуку оптимальних систем керу-
вання дизель-поїздами з електричною передачею 
потужності. Однак розглянуті у цих роботах ме-
тоди більш підходять для синтезу систем керу-
вання тяговим приводом ніж для пошуку енергоо-
птимальних режимів руху ЕРС.  

Метою даної статі є проведення аналізу іс-
нуючих методів визначення енерооптимальних 
режимів руху електричного рухомого складу. 

Результати досліджень 
Одна з перших формальних постановок за-

вдання про енергетично оптимальне управління 
ЕРС, певно, дана в роботі [7]. Відомі підходи до 
рішення завдань визначення оптимальної по енер-
говитратах траєкторії руху потягів можна розді-
лити на дві групи: чисельні та аналітичні [1]. 

З чисельних методів рішення задачі оптима-
льного управління широке поширення отримав 
метод динамічного програмування, заснований на 
принципі оптимальності Р. Беллмана [8], зокрема 
його дискретний варіант. Цей метод дозволяє 
розробляти досить прості програми оптимізації 
динамічних об’єктів малої розмірності [9-13]. 
Перевагою його є простота врахування обмежень 
на змінні стани. Більш того, чим більше в завданні 
обмежень, тим краще працює метод, оскільки 
варіанти, що не задовольняють обмеженням, не 
прораховуються [1]. 

Головною перешкодою для практичного ви-
користання дискретного варіанту методу динамі-
чного програмування є проблема представлення 
функції багатьох змінних на безлічі дискретних 
значень її аргументу, що при реалізації на ПК 
вимагає великого об’єму пам’яті. Крім того, необ-
хідно не лише робити обчислення, що стосуються 
оптимального управління, але і визначати функ-
цію Беллмана як рішення складного нелінійного 
диференціального рівняння в частинних похідних, 
що при реалізації на ПК вимагає великих витрат 
розрахункового часу [1]. 

Для подолання цих труднощів розроблений 
ряд спеціальних перебірних методів, що дозволя-
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ють використати усі вигоди динамічного програ-
мування, пов’язані з урахуванням обмежень на 
змінні стани та управління, і при цьому дещо ско-
ротити необхідні ресурси пам’яті й машинного 
часу.  

Серед таких методів слід зазначити запропо-
нований метод дуг [14], алгоритм «київський ві-
ник», алгоритм локальних варіацій, методи «хви-
лі, що біжить», і «блукаючої трубки» [1]. 

Найцікавіший алгоритм «київський віник», 
заснований на формулюванні правил послідовно-
го стискання безлічі конкурентоздатних варіантів. 
Алгоритм є багатокроковим процесом; на кожно-
му його кроці відмітається деяка множина варіан-
тів, про яку в процесі роботи алгоритму стає ві-
домо, що вона не містить оптимального. Зокрема, 
цей алгоритм був використаний в [15-17] для 
практичних розрахунків ЕРС [1]. 

Алгоритм «київський віник» дає можливість 
відшукати глобальний екстремум. Проте для реа-
лізації цього алгоритму потрібні великі витрати як 
розрахункового часу, так і оперативної пам’яті. 

Метод «блукаючої трубки», представлений в 
[18-19], є алгоритмом, в якому ціною відмови від 
рішення задачі відшукування глобального міні-
муму вдалося значно скоротити число операцій. 
Проте відмова від пошуку глобального мінімуму 
стосовно рішення задачі оптимізації управління 
поїздом не дає значного виграшу машинного часу 
і оперативної пам’яті ПК [1,19]. 

Метод локальних варіацій розроблений в [20] 
і застосований в [15] для розрахунку оптимальних 
режимів роботи тягового приводу (ТП) ЕРС. Це 
багатокроковий метод оптимізації, в якому вико-
ристана ідея послідовних наближень траєкторії до 
оптимальної. Метод локальних варіацій можна 
розглядати одночасно як метод покоординатного 
«спуску» з фіксованим кроком на фіксованій сіт-
ці, заданій в області, визначеній обмеженнями. 
Цей метод простіший для програмування, ніж 
метод «блукаючої трубки». Проте він дуже чутли-
вий до локальних екстремумів [1,18], які нерідко 
виявляються наслідком похибок процесу обчис-
лень. 

Метод «хвилі, що біжить», можна трактувати 
як узагальнення методу локальних варіацій, коли 
по заданому початковому наближенню здійсню-
ється послідовне його поліпшення на основі кін-
цево-мірної апроксимації безперервної задачі. 
Недолік методу «хвилі, що біжить», той же, що і 
методу локальних варіацій, — чутливість до лока-
льних екстремумів [1]. 

Нині отримав розвиток й інший підхід, в яко-
му завдання оптимального управління в системі 
зводиться до кінцево-мірної задачі математичного 
програмування великої розмірності з безперерв-

ними і цілочисельними змінними [21]. Наочні 
труднощі обчислень, пов’язані з рішенням такої 
задачі, судячи з наявних результатів [21], можуть 
бути подолані завдяки використанню надзвичайно 
потужних сучасних обчислювальних засобів [1]. 

Аналітичні методи засновані на класичному 
варіаційному численні і на принципі максимуму 
Л.С. Понтрягіна [22-27]. 

Класичне варіаційне числення для розгляну-
тих завдань використане в роботах [1, 28-32], де 
вирішувалася задача Лагранжа із закріпленим 
правим кінцем. При цьому для спрощення моделі 
приймався ряд допущень про лінійність, не врахо-
вувався ступінчастий характер управління тягою. 
У [33] використані достатні умови оптимальності. 
Проте повне рішення задачі отримано не було. 
Безперечною перевагою цього підходу є можли-
вість його ефективної алгоритмічної реалізації, а 
основним недоліком — необхідність залучення 
деяких додаткових апріорних припущень, що 
спрощують модель. 

Інший метод, використаний для вирішення 
поставленого завдання, заснований на принципі 
максимуму JI.С. Понтрягіна [34, 35].  

Так, О.О. Мілютіним и А.Я. Дубовицьким 
[36] запропоновано формулювання принципу 
максимуму, яке стосовно рішення задачі оптима-
льного ведення ЕРС по ділянці дозволяє врахову-
вати обмеження не лише на керуючі впливи, але й 
на фазові координати. Аналіз оптимальних траєк-
торій руху з використанням принципу максимуму 
дає можливість отримати необхідні умови опти-
мальності у вигляді аналітичних співвідношень, 
які можуть бути застосовані при відшуканні оп-
тимальних траєкторій.  

Завдання оптимального управління ТП ЕРС 
вирішувалося також зі значним припущенням – 
постійності ухилу на усій ділянці [1, 37].  

Припускаючи, що максимальні сили тяги і 
гальмування постійні, вдалося отримати досить 
прості співвідношення оптимальної траєкторії 
руху [7].  

Був запропонований також чисельний метод 
[16], що спирається на спеціальний метод знахо-
дження максимуму. Він, як виявилося [38], не має 
високої швидкодії.  

У роботі [39], ввівши додаткові припущення, 
завдання зводиться до умовної оптимізації відно-
сно набору параметрів – моментів перемикання з 
одного режиму руху на інший.  

В роботі [40] дається опис оптимальних пос-
лідовностей режимів (тяга, вибіг, гальмування, 
рух з постійною швидкістю, з так званою швидкі-
стю стабілізації або з максимальною допустимою 
для цієї ділянки шляху), умов їх існування і пере-
ходу з одного режиму на інший.  
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Застосування принципу максимуму привело 
до появи численних робіт, де оптимальне управ-
ління визначається з системи рівнянь і нерівнос-
тей, використовуваних у формулюванні принципу 
максимуму [41-43].  

Завдання оптимального управління в цих ро-
ботах (при деяких додаткових припущеннях, що 
дозволяють відновити послідовність режимів на 
оптимальному рішенні) зводиться до обчислення 
кінцевого набору параметрів – моментів переми-
кання режимів. 

Найбільш послідовно і повно апарат принци-
пу максимуму стосовно рішення задачі оптималь-
ного управління ЕРС при русі на ділянці шляху 
був розвинений в [3, 45-48]. Були досліджені 
структура оптимальної траєкторії, допустимі пе-
ремикання оптимальних режимів, а також отри-
мані наближені вирази для необхідних умов оп-
тимальності, засновані на ряді спрощуючих при-
пущень. 

У основу підходу, представленого в цій ро-
боті, покладений розроблений в [49] алгоритм 
рішення завдань оптимального управління, що 
дозволяє враховувати обмеження різних видів, у 
тому числі на фазові змінні, що необхідно при 
розрахунках режимів роботи тягового приводу 
ЕРС. 

У цьому алгоритмі використовуються спеціа-
льно розроблені чисельні методи оптимізації ди-
наміки нелінійних керованих систем з обмежен-
нями на фазові змінні різних типів. Метод, запро-
понований в [49], заснований на принципі деком-
позиції за часом, що забезпечує практичне визна-
чення варіацій як результату рішення умовної 
оптимізаційної задачі, які визначені на кожному 
кроці розрахунку за часом з розглянутого часово-
го інтервалу. 

Аналогічна процедура, що спирається на 
принцип максимуму Л.С. Понтрягіна, була запро-
понована для завдань оптимального управління, 
але без обмежень на фазові змінні й відома як 
метод прогону [50].  

Для обчислення використовується метод по-
слідовних наближень, в якому на кожному кроці 
будується допустиме рішення задачі з меншою 
витратою енергії, ніж на наближенні попередньо-
го кроку.  

Критерієм останову є витрата енергії, близь-
ка до оптимальної з прийнятною точністю.  

При цьому послідовність режимів управління 
при шуканому рішенні, в даному випадку, зазда-
легідь невідома і підлягає уточненню на кожному 
кроці обчислення, що забезпечує універсальність 
методу.  

З розглянутих вище методів найбільш перс-
пективним, на нашу думку, є підхід, розглянутий 

в роботі [1], де пропонується чисельний метод 
визначення енергооптимальних траєкторій руху 
ЕРС, який можна також застосувати для визна-
чення оптимальних режимів роботи тягового при-
воду.  

У [1] відзначається, що найважливішим за-
вданням при оптимізації траєкторій руху потягів є 
пошук допустимих режимів управління, що задо-
вольняють усім умовам і обмеженням завдання. 
Далі для цього послідовно використовується ал-
горитм, заснований на регулюванні часу ходу, а 
потім оптимізаційний алгоритм послідовного 
поліпшення (по витраті енергії) початкового на-
ближення.  

У останньому випадку на кожному кроці іте-
раційного процесу визначається режим руху, що 
задовольняє усім умовам і обмеженням завдання, 
при якому витрата енергії менша, ніж на поперед-
ньому кроці.  

Як показано в [1], практична реалізованість 
алгоритму ґрунтується на можливостях методу, 
розробленого в [49] при рішенні завдань оптима-
льного управління з обмеженнями різних видів: 
змішаними, термінальними, фазовими.  

У обґрунтуванні запропонованих методів рі-
шення оптимальних завдань основним є узагаль-
нення оцінок приросту функціонала на довільній 
допустимій траєкторії з використанням підходів, 
наведених в [24]. Ці узагальнення відносяться до 
завдань оптимального управління з обмеженнями 
різних видів і природним чином поширюються на 
аналогічні завдання з дискретизацією часу.  

Принципово важливим слід вважати введен-
ня спеціального класу варіацій управління, що 
складаються з двох частин, — незалежної і ком-
пенсуючої. При цьому всупереч відомих методів 
показано, що приріст функціонала оцінюється 
через інтеграл від приросту функції Гамільтона — 
Понтрягіна, який залежить лише від незалежної 
частини варіації.  

Вибір незалежної складової забезпечується 
спеціальною конструкцією компенсуючої частини 
і зводиться до задачі без обмежень на фазові 
змінні з фіксованою (на початковій траєкторії) 
безліччю допустимих управлінь. Звідси, врахову-
ючи вид оцінки приросту функціонала, слідує 
декомпозиційна (за часом) конструкція допусти-
мої покращуючої варіації: незалежна складова в 
кожен момент часу може бути знайдена з рішення 
умовної оптимізаційної задачі. Як тільки незале-
жна складова знайдена, однозначно визначається і 
компенсуюча складова.  

Висновки 
1. Відомі підходи до рішення завдань визна-

чення оптимальної по енерговитратах траєкторії 
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руху потягів можна розділити на дві групи: чи-
сельні та аналітичні/ 

2 Найбільш перспективним методом для по-
шуку енергетично оптимальних режимів руху 
ЕРС є підхід, де пропонується чисельний метод. 
Він ґрунтується на найважливішому завдані при 
оптимізації траєкторій руху потягів: пошуку до-
пустимих режимів управління, що задовольняють 
усім умовам і обмеженням завдання.  

Далі для цього послідовно використовуються 
алгоритм, заснований на регулюванні часу ходу, а 
потім оптимізаційний алгоритм послідовного 
поліпшення початкового наближення. 
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АНАЛИЗ МЕТОДОВ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
УПРАВЛЕНИЯ ТРАНСПОРТНЫМИ СРЕДСТВАМИ 

А.Н. Петренко, Б.Г. Любарский 
В научной статье проведен анализ существующих методов определения энергооптимальных режимов движе-

ния электрического подвижного состава. Отмечено, что известные подходы к решению задач определения опти-
мальной по энергозатратам траектории движения транспортных средств можно разделить на две группы: чис-
ленные и аналитические. Наиболее перспективным методом для поиска энергетически оптимальных режимов дви-
жения электроподвижного состава является численный метод, основанный на важнейшей задаче при оптимизации 
траекторий движения: поиске допустимых режимов управления, удовлетворяющих всем условиям и ограничениям. 

Ключевые слова: энергетически оптимальная траектория движения, электроподвижной состав, принцип 
Понтрягина, численные методы, аналитические методы. 

 
ANALYSIS METHODS FOR DETERMINING  

THE OPTIMAL ENERGY MANAGEMENT SETTINGS VEHICLES 
A.N. Petrenko, B.G. Liubarskyi 

The article discusses the scientific analysis of existing methods for determining the optimal energy modes of motion of 
the electric rolling stock. It is noted that the known approaches to solving the problem of determining the minimum-energy 
path of the vehicle can be divided into two groups, and the numerical analysis. The most promising method to find optimal 
energy modes of movement of electric rolling stock is a numerical method based on the most important tasks while optimizing 
the trajectories: the search for acceptable control modes that meet all the conditions and restrictions. 

Keywords: energetically optimal trajectory of movement, electric rolling stock, the principle of Pontryagin, numerical 
methods, analytical methods. 


