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ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОЦЕСУ ТЕПЛОПЕРЕДАЧІ ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ЧИСЕЛЬНОГО МЕТОДУ 
ЕЙЛЕРА В ІНЖЕНЕРНІЙ ПРАКТИЦІ МАШИНОБУДІВЕЛЬНИХ СПЕЦІАЛЬНОСТЕЙ 

В статті розглядається застосування чисельного методу Ейлера для отримання рішень диференційної моделі процесу нестаціонарної тепло-
передачі, дослідження стійкості та збіжності отриманих рішень на прикладі алгоритмізації і програмування у Фортрані в середовищі 
MSDev із застосуванням методу Ейлера. Процес теплопередачі часто зустрічається в інженерній практиці машинобудівельних спеціальнос-
тей, тому його дослідження при різних умовах із застосуванням методу Ейлера є дуже актуальним.  
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редача, машинобудівельні спеціальності, функція. 

 
Вступ. Завжди було і остається у сучасний час 

актуальним питанням дослідження для інженерів-
механіків хімічного машинобудування вирішення ін-
женерної задачі процесу теплопередачі для тепломе-
ханічного обладнання хімічних виробництв і будіве-
льних підприємств, яку нами пропонується розв’язати 
на базі звичайних диференційних рівнянь за методом 
Ейлера. Це пов’язано з тим, що процес теплопередачі 
відбувається крізь в теплообмінному обладнанні хімі-
чних виробництв і будівельних підприємств, в наслі-
док чого і підлягає дослідженню в інженерній прак-
тиці машинобудівельних спеціальностей.  

Мета роботи. Метою даної роботи являється за-
стосування чисельного методу Ейлера для отримання 
рішень диференційних моделей процесу нестаціонар-
ної теплопередачі за допомогою розробленої програ-
ми у Фортрані в середовищі MSDev для дослідження 
стійкості та збіжності отриманих рішень графічно для 
подальшого їх аналізу в інженерній практиці маши-
нобудівельних спеціальностей. 

Методика експериментів дослідження процесу 
нестаціонарної теплопередачі із застосуванням чи-
сельного методу Eйлера. Історично першим і най-
більш простим способом чисельного розв'язання зви-
чайних диференціальних рівнянь першого порядку 
наведеного нижче є метод Ейлера. Він може бути ви-
користаний для приближеного рішення звичайних 
диференційних рівнянь [1 - 5]. 

Тепер розглянемо наше дослідження детальніше. 
Нехай дано диференційне рівняння першого порядку 
з початковими даними y(xo)=yo, на відрізку 
х=хo…хn., у вигляді: 

y`=f(x,y) 
Уведемо позначення: хі=хо+і·h  та  уі=у(хі),  де 

і=0,1,2…n,  h – крок сітки на відрізку хо…хn. 
Згідно методу Ейлера послідовні значення уі  

шуканої функції у визначаються виразом: 
уі+1=уі+h·f(x,y) 

Нашою задачею являється скласти математичну 
модель для визначення температури об’єкту T в зале-
жності від часу t та отримати її вирішення, якщо ві-
домі: K – коефіцієнт теплопередачі; To – початкова 
температура об’єкту; Tcp(t) – закон зміни температури 
оточуючого середовища, tох – час спостереження. Такі 
задачі широко застосовуються у дослідженнях інже-
нерів-механіків з напряму підготовки «Машинобуду-
вання», як у навчальному процесі, так і у професійній 
діяльності. 

Складемо математичну модель на прикладі ви-
значення температури Т=Т(t) об’єкту досліджень у 
будь-який момент часу t>0 за умови відомої темпера-
тури оточуючого середовища Тсеред=Тсеред(t), яка 
представлена диференційним рівнянням: 

dТ/dt=K·(Т-Тсеред), 
де Т - температура об’єкту, оC; Tсеред - температура 
оточуючого середовища, оC; K – коефіцієнт теплопе-

редачі, 2 о

Вт

м С ; dТ/dt – відношення диференціалів зміни 
температури об’єкту у часі; К=К(t) – досліджуваний 
коефіцієнт нестаціонарної теплопередачі (може бути 
константою), що залежить від умов оточення, форми 
та властивостей самого об’єкту [6, 7]. 
Застосування методу Ейлера дозволяє чисельно про-
інтегрувати вихідне диференційне рівняння за раху-
нок переведення його до дискретного аналогу – сис-
теми алгебраїчних рівнянь, причому, дуже зручної 
для рішення методом підставлення. Тоді позначення:  
Тy; tx; dТ/dtdy/dx=y`; dТ/dtdy/dx;  
(Т,t)=K·(Т-Тср)f(x,y); початкові умови : T(t0)= T0. 

Згідно методу Ейлера для визначення Тi: 
Тi+1=Тi+h·K·(Ti-Tcеpедi). 

Проілюструємо виповнення розрахунків за мето-
дом Ейлера на прикладі, коли згідно завдання: 
t=0…10; t0=0; T0=0; К = 12; Тср=2+t. 

©   І. О. Казак. 2015 
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Перший крок : i= 0; T1=0+h·12·(2+0). 
Другий крок: і=1; t1=t0+h; T2=Т1+h·12·(2+ t1), і т.п. 
Як видно з прикладу, для отримання рішення 

необхідно виконати забагато обчислювальних дій. 
Такі дії можна виконати за допомогою ЕОМ у Форт-
рані в середовищі MSDev [8, 9]. Далі наведемо ро-
зроблені нами програми для розрахунку досліджува-
ного процесу нестаціонарної теплопередачі із засто-
суванням чисельного методу Ейлера. Перша програма 
PROGRAM EULER розраховує у циклі температуру 
середовища ТСР і температуру об’єкта дослідження у 
процесі теплопередачі Т у залежності від часу t при 
заданих вихідних параметрах: кроку дослідження H, 
коефіцієнті теплопередачі K і початковій температурі 
T0. 

 
PROGRAM  EULER 
REAL K 
DATA H, K, T0 /0.01,12.,0./ 
WRITE (*,*)’  Нестаціонарна теплопередача ‘ 
WRITE (*,*)’    Метод Ейлера. ‘ 
WRITE (*,*) 
WRITE (*,*)’ t  Значення Tcеред(t) Значення T(t)‘ 
TCP=2. 
WRITE(*,*)TT, TCP, T0 
T=T0 
DO 1 I=1, 1000 
TT=TT+H 
TCP=2.+TT 
T=T+H*(T-TCP) 
1 WRITE(*,*)TT, TCP, T 
STOP 
END. 
 
Нижче наведені програма PROGRAM EulerT і 

інші програми робочого проекту, де у програмі SUB-
ROUTINE Euler застосовується метод Ейлера. 

PROGRAM EulerT 
! Масиви для результатів роботи функцій пошуку 

мин. и макс. 
DIMENSION mLocMaxT1(1), mLocMaxT2(1), 

mLocMaxT3(1),&  
mLocMinT1(1), mLocMinT2(1), mLocMinT3(1), 

mLocMaxTcp(1), mLocMinTcp(1) 
Allocatable :: T1(:), T2(:), T3(:), Tcp(:) ! Динамічні ма-

сиви 
OPEN(1,file='EulerTin.txt') ! Файл вихідних даних 

READ (1,*) ! Перша строка не містить даних 
READ (1,*) TauMax, mMax, T0, aK1, aK2, aK3  ! 

Вихідні дані 
CLOSE(1) !Файл не потрібен - закриваємо 
ALLOCATE(T1(mMax), T2(mMax), T3(mMax), 

Tcp(mMax)) ! Виділимо 
Dtau=TauMax/(mMax-1) ! Крок 
CALL SolveTcp(mMax, Dtau, Tcp) ! Розраховуємо 

Тср() 
CALL Euler(mMax, Dtau, T0,aK1, T1) ! Розрахо-

вуємо Т1() 
CALL Euler(mMax, Dtau, T0,aK2, T2) ! Розрахо-

вуємо Т2() 
CALL Euler(mMax, Dtau, T0,aK3, T3) ! Розрахо-

вуємо Т3() 
T1max=MAXVAL(T1) ! Макс. Т1 

T2max=MAXVAL(T2) ! Макс. Т2 
T3max=MAXVAL(T3) ! Макс. Т3 
T1min=MINVAL(T1) ! Мин. Т1 
T2min=MINVAL(T2) ! Мин. Т2 
T3min=MINVAL(T3) ! Мин. Т3 
TcpMax=MAXVAL(Tcp) !Макс. Тср 
TcpMin=MINVAL(Tcp) !Мин. Тср 
mLocMaxT1=MAXLOC(T1)  ! Індекс Макс. Т1 
mLocMaxT2=MAXLOC(T2)  ! Індекс Макс. Т2 
mLocMaxT3=MAXLOC(T3)  ! Індекс Макс. Т3 
mLocMinT1=MINLOC(T1) ! Індекс Мин. Т1 
mLocMinT2=MINLOC(T2) ! Індекс Мин. Т2 
mLocMinT3=MINLOC(T3) ! Індекс Мин. Т3 
mLocMaxTcp=MAXLOC(Tcp) ! Індекс Макс. Тср 
mLocMinTcp=MINLOC(Tcp)  ! Індекс Мин. Тср 
WRITE(*,*)' ******Input data:'   
WRITE(*,*)' TauMax=',TauMax,' mMax=',mMax,' 

T0=',T0   
WRITE(*,*)' aK1=',aK1,' aK2=',aK2,' aK3=',aK3   
WRITE(*,*)' ******Output data:'   
OPEN(2, file='EulreTout.txt')  
WRITE(2,*)' ******Input data:'   
 WRITE(2,*)' aK1=',aK1,' aK2=',aK2,' aK3=',aK3   
  WRITE(2,*)' TauMax=',TauMax,' mMax=',mMax,' 

T0=',T0  
   WRITE(2,*)' ******Output data:'  
WRITE(2,*)' T1max=', T1max, ' 

mLocMaxT1=',mLocMaxT1  
WRITE(2,*)' T2max=', T2max, ' mLoc-

MaxT2=',mLocMaxT2  
WRITE(2,*)' T3max=', T3max, ' mLoc-

MaxT3=',mLocMaxT3  
WRITE(2,*)' T1min=', T1min, ' mLoc-

MinT1=',mLocMinT1  
WRITE(2,*)' T2min=', T2min, ' mLoc-

MinT2=',mLocMinT2  
WRITE(2,*)' T3min=', T3min, ' mLoc-

MinT3=',mLocMinT3  
WRITE(2,*)' TcpMax=', TcpMax, ' mLoc-

MaxTcp=',mLocMaxTcp  
WRITE(2,*)' TcpMin=', TcpMin, ' mLoc-

MinTcp=',mLocMinTcp 
 WRITE(2,*) '   

________________________________________' 
Tau=0. 
WRITE(*,*) '     m     Tau Tcp  T1  T2  T3'! шапка 
WRITE(2,*) '  m    Tau  Tcp  T1  T2 T3'! шапка 
DO m=1, mMax 
WRITE(*,10) m, Tau, Tcp(m), T1(m), T2(m), 

T3(m) ! На екран 
WRITE(2,10) m, Tau, Tcp(m), T1(m), T2(m), 

T3(m) ! До файлу 
Tau=Tau+Dtau 
ENDDO 
10 FORMAT(2x, i5, F12.7, 4F12.2) 
CLOSE(2)  
DEALLOCATE(T1, T2, T3, Tcp)  
END PROGRAM EulerT 
SUBROUTINE SolveTcp(iMax, Dtau, Tcp) ! Ро-

зраховуємо Тср() 
DIMENSION Tcp(iMax) !Масив Тср 
Tau=0. 
DO i=1, iMax 
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Tcp(i)=FTcp(Tau) ! Заповнюємо масив Тср за 
функцією FTcp(Tau) 

Tau=Tau+Dtau 
ENDDO 
END SUBROUTINE SolveTcp 
FUNCTION FTcp(Tau) !Функція температури 

середовища  
FTcp=32.2-.12*Tau*Tau 
END FUNCTION FTcp 
SUBROUTINE Euler(iMax, Dx, U0, aK, U) ! Ме-

тод Ейлера 
DIMENSION U(iMax) 
U(1)=U0  !Початкові умови 
x=0. 
DO i=2, iMax 
x=x+Dx ! Коордіната 
U(i)=U(i-1)+Dx*F(aK,U(i-1),x) ! Формула 

Ейлера 
ENDDO 
END SUBROUTINE Euler 
FUNCTION F(aK,T,Tau) ! Права частина діф. 

рівняння 
F=-aK*(T-FTcp(Tau)) 
END FUNCTION F 
 
Обговорення результатів дослідження стійко-

сті та збіжності отриманих рішень для нестаціона-
рної теплопередачі методом Ейлера. У проведеному 
дослідженні результатами являються наступні дії. 
Створений файл вихідних даних EulerTin.txt, які змі-
нюються за завданням: 

TauMax  mMax    T0  aK1  aK2  aK3  
 
12.             6       16.     2     .6      .8 
В результаті компіляції розроблених нами вище 

програм у робочому проекті у Фортрані F90 в середо-
вищі MSDev отримуємо файл результатів розрахунку 
EulerTout.txt: 

  ******Input data: 
 aK1=   2.000000E-01 aK2=   6.000000E-01 aK3=   

=8.000000E-01 
 TauMax=      12.000000 mMax=          6 T0=      

=16.000000 
  ******Output data: 
  T1max=      26.319890 mLocMaxT1=          3 
  T2max=      38.332680 mLocMaxT2=          2 
  T3max=      45.776900 mLocMaxT3=          2 
  T1min=      16.000000 mLocMinT1=          1 
  T2min=      13.158650 mLocMinT2=          6 
  T3min=       6.889544 mLocMinT3=           5 
  TcpMax=      32.200000 mLocMaxTcp=          1 
  TcpMin=      14.920000 mLocMinTcp=          6 
m     Tau               Tcp          T1          T2          T3 
1    .0000000       32.20       16.00       16.00     16.00 
2   2.4000000       31.51       23.44       38.33    45.78 
3   4.8000000       29.44       26.32       25.52    14.40 
4   7.2000000       25.98       26.16       26.18    36.63 
5   9.6000000       21.14       23.75       18.92      6.89 
6  12.0000000       14.92       19.51       13.16   22.31 
На рис. 1 наочно демонструється, що для трьох 

об’єктів з різним коефіцієнтом теплопередачі за умо-
вами дослідження при заданій температурі оточуючо-
го середовища за допомогою математичної моделі для 

визначення температури об’єкту T в залежності від 
часу t, отримано для першого об’єкта з температурою 
Т1 – стійке рішення, а для другого і третього об’єктів 
відповідно з температурами Т2 і Т3 – нестійкі рішен-
ня, тому що вони, як видно за графіками ведуть себе 
не фізично. 

 

Рис. 1 – Результати розрахунку за програмами зміни темпе-
ратур трьох об’єктів і середовища у часі для процесу тепло-

передачі 

Підвищити точність розрахунків у дослідженнях за 
методом Ейлера завжди можна шляхом зменшення кро-
ку сітки розрахунків при збільшенні числа вузлів [10]. 

 
Висновки. За допомогою ЕОМ отримана табли-

ця шуканих значень для 6 вузлів дослідження темпе-
ратури трьох об’єктів у часі за розробленими у робо-
чому проекті програмами розрахунку із застосуван-
ням чисельного методу Ейлера у Фортрані в середо-
вищі MSDev. За результатами дослідження на ЕОМ із 
застосуванням методу Ейлера стійке рішення отрима-
ли тільки для першого об’єкта з температурою Т1 і ві-
дповідно збіжність його значень температур з реаль-
ним фізичним процесом нестаціонарної теплопередачі. 
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