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РОЗВИТОК МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ КРИВОЛІНІЙНОГО РУХУ ДВОВІСНОГО 

АВТОМОБІЛЯ  

Стаття містить доопрацьовану математичну модель, яка дозволяє проводити дослідження криволінійного руху двовісного автомобіля. 

Отримані параметри руху автомобіля дають можливість проектувальнику підвищити точність аналітичного визначення параметрів 

криволінійного руху двовісного автомобіля, відкоригувати ще на стадії проекту конструктивні параметри автомобіля і уточнити вимоги до 
характеристик жорсткості шин з метою отримання бажаних експлуатаційних властивостей, на які впливають ці параметри, у майбутнього 

транспортного засобу.  

Ключові слова: двовісний автомобіль, криволінійний рух, траєкторія, кут відведення, момент опору криволінійному руху. 

Статья содержит доработанную математическую модель, которая позволяет проводить исследования криволинейного движения 

двухосного автомобиля. Полученные параметры движения автомобиля дают возможность проектировщику повысить точность 

аналитического определения параметров криволинейного движения двухосного автомобиля, откорректировать еще на стадии проекта 
конструктивные параметры автомобиля и уточнить требования к жесткостным характеристикам шин с целью получения желаемых 

эксплуатационных свойств, на которые влияют эти параметры, у будущего транспортного средства. 

Ключевые слова: двухосный автомобиль, криволинейное движение, траектория, угол увода, момент сопротивления криволинейному 
движению. 

The article contains a modified mathematical model that allows to carry out investigations of the curvilinear motion of a two-axle vehicle. The 

obtained parameters of the car's movement enable the designer to improve the accuracy of the analytical definition of the parameters of the biaxial 

vehicle's curvilinear motion, to correct at the project stage the design parameters of the car and to clarify the requirements for the rigidity 

characteristics of the tires in order to obtain the desired performance characteristics that these parameters affect in the future vehicle. 

Key words: a two-axle vehicle, curvilinear motion, trajectory, moment of resistance to curvilinear motion. 
 

Вступ. В останні роки пріоритетним напрямком 

діяльності автомобільних підприємств є найбільш 

повне і максимально швидке задоволення 

індивідуальних побажань замовника в області 

модернізування конструктивних особливостей 

самохідних машин, зокрема, автомобілів. Такий 

напрям в роботі проектувальників та розробників 

вимагає наявності гнучких і простих математичних 

інструментів для перевірки на оптимальне 

(раціональне) співвідношення показників 

експлуатаційних властивостей майбутніх 

транспортних засобів ще на стадії проектування. В 

роботі розглядаються способи визначення деяких 

параметрів криволінійного руху, його траєкторії, за 

допомогою яких можна в першому наближення 

оцінити і маневреність, і повороткість, і керованість 

двовісного автомобіля на стадії проектування (на 

прикладі автомобіля КрАЗ-5131ВЕ). 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Криволінійний рух автомобіля, траєкторія руху тісно 

пов'язані з такими експлуатаційними властивостями 

як керованість, маневреність, повороткість, стійкість. 

Дослідженню цих властивостей присвячені роботи 

А.С. Литвинова, Д.А. Антонова, М.А. Подригало, В.П. 

Волкова, В.М. Полякова, Д.М. Клеца, В.А. Горєлова, 

А.Г. Болдирєва і т.д. Вчені, в залежності від цілей 

своїх досліджень, пропонують різні математичні 

моделі представлення транспортних засобів, різні 

показники і критерії оцінки властивостей.  

Мета дослідження, постановка задачі. Метою 

даної роботи є визначення параметрів криволінійного 

руху двовісного автомобіля, на прикладі КрАЗ-

5131ВЕ, за допомогою яких можна в першому 

наближення оцінити маневреність, повороткість і 

керованість двовісного автомобіля ще на стадії 

проектування.  

Для досягнення поставленої мети необхідно 

вирішити наступну задачу – обрати аналітичні 

залежності для дослідження руху двовісного 

автомобіля, для визначення кутової швидкості, 

кутового прискорення поздовжньої осі автомобіля, 

для визначення сумарного моменту опору 

криволінійному руху, для визначення радіуса 

кривизни траєкторії з урахуванням руху автомобіля на 

еластичних колесах (з урахуванням кутів відведення). 

Основна частина. У статті використана 

математична модель, яка складена для тривісного 

автомобіля і запропонована в роботі [7]. Особливістю 

розглянутої моделі є те, що враховується взаємодія 

кожного колеса з опорною поверхнею, що дозволяє 

значно підвищити точність визначених параметрів, а 

значить більш точно виконати попередню оцінку 

проектованого автомобіля. 

В роботі розглянуто криволінійний рух 

двовісного автомобіля, який рухається по абсолютно 

жорсткій горизонтальній поверхні, рама і кузов 

автомобіля вважаються абсолютно жорсткими, колеса 

без дисбалансу. Дослідження проводилися на 

прикладі автомобіля КрАЗ-5131ВЕ, плоска схема 

якого представлена на рис.1. 
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Рис. 1 – Плоска схема двовісного автомобіля 

 

Для дослідження руху двовісного автомобіля 

авторами були доопрацьовані рівняння, які прийняли 

такий вид: 
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де  – лінійна швидкість автомобіля;  – 

кутова швидкість автомобіля щодо вісі, 

перпендикулярної площині дороги;  – радіус 

кочення колеса;  – коефіцієнт опору кочення 

колеса;  – момент, що повертає; Мf  – момент 

опору від сили тертя кочення; Izc – момент інерції 

автомобіля щодо вертикальної вісі, що проходить 

через центр відносного повороту; – сумарний 

момент опору криволінійному руху.  

Моменти, що утворюються у контактному 

відбитку від розвалу і сходження, не враховуються 

зважаючи на їх малу величину. Гіроскопічними 

моментами нехтуємо, у зв’язку з їх малою величиною. 

Основним складовим диференціальних рівнянь 

математичної моделі є сумарний момент опору 

криволінійному руху, який складається з швидкісного 

моменту опору і моменту опору, що утворюється при 

русі автомобіля по траєкторії радіусом . Сумарний 

момент опору криволінійному руху двовісного 

автомобіля визначається виразом: 
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де – момент опору криволінійному руху 

колеса від дії зовнішньої бокової сили або сили інерції 

(швидкісний момент); – момент опору, який 

утворюється при русі автомобіля по траєкторії 

радіусом . 

Моменти опору криволінійному руху від 

кривизни траєкторії з радіусами  визначаються: 

,                      (4) 

де  – кутові жорсткості шин відповідних 

коліс;  – кут відведення шини колеса, що рухається 

по траєкторії радіусом . 

Швидкісний момент опору криволінійному руху 

визначається: 

,                        (5) 

де  – кут відведення шини колеса, що 

рухається по радіусу 
 
(радіус траєкторії середньої 

лінії шини). 

Значення швидкісного моменту опору 

криволінійному руху необхідно контролювати, воно 

не повинно перевищувати значення моменту опору 

повороту по зчепленню Мφ, [7]. Якщо буде 

виконуватися умова , тоді для цього 

положення і при цьому навантаженні у рівняння (3) 

замість швидкісного моменту опору криволінійному 

руху  необхідно підставляти момент опору повороту 

по зчепленню: 
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де аi – розмір подовжньої осі контактного 

відбитку колеса з опорною поверхнею; bi – розмір 

поперечної осі контактного відбитку колеса з опорною 

поверхнею 

В роботі [6] В.В. Редчицем доведено, що кут 

закрутки шини (кут відносного повороту контактного 

відбитка) це є не що інше як кут відведення, який 

визначається виразами (7) або (8) залежно від радіусів 

кривизни траєкторії різного фізичного походження: 
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де Rк – радіус траєкторії середньої лінії шини від 

дії зовнішньої бічної сили; х – зміщення осі повороту 

відбитка щодо його центру;  аi – розмір подовжньої 
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вісь контактного відбитка шини. 

Радіус кривизни траєкторії середньої лінії шини 

від дії зовнішньої бічної сили прикладеної до центру 

колеса визначається залежністю, яка складена за 

допомогою рівняння неголономних зв'язків 

М.В. Келдиша: 

,          (9) 

де Rz0 – навантаження на шину в статиці; Rzi – 

навантаження на шину в динаміці; Fyi – зовнішня 

бічна сила;  – граничний кут, при якому ще існує 

лінійна залежність між моментом опору повороту 

колеса на місці від кута повороту при визначенні 

кутовий жорсткості шини, = 0,08722 … 0,12211 

рад.  

Загальна бічна сила, прикладена в центрі мас, 

розподіляється по внутрішньому і зовнішньому 

бортах пропорційно бічної жорсткості найбільш 

навантажених коліс. У свою чергу, зовнішня бічна 

сила, яка припадає на борт, розподіляється по колесах 

пропорційно їх відстані від центру мас. З вище 

сказаного, була записана залежність визначення 

зовнішньої бічної сили, що припадає на одне колесо. 

Для зовнішнього переднього колеса залежність має 

вигляд 

,    (10) 

де Vi  – швидкість автомобіля;  – кутова 

швидкість повороту внутрішнього керованого колеса. 

З криволінійним рухом автомобіля пов'язана його 

повороткість. Згідно роботи [5], повороткість - 

властивість, що характеризує здатність машини 

змінювати курсової кут відповідно до керуючого 

впливу. Характеристика повороткості автомобіля 

може бути представлена у вигляді залежності радіусу 

повороту від кута повороту керованих коліс : 

. Тому, визначення радіуса траєкторії руху є 

важливим, так як дозволить дати оцінку повороткості, 

а значить, в якійсь мірі, і керованості розглянутого 

транспортного засобу. За радіус ρ кривизни траєкторії 

приймається відстань по перпендикуляру від 

миттєвого центра повороту (ЦМП) до точки перетину 

поздовжньої осі автомобіля з задній віссю. 

Розрізняють два радіуса траєкторії, по якій рухається 

автомобіль.. Це радіус траєкторії при русі автомобіля 

на жорстких колесах  і дійсний радіус при русі 

автомобіля на еластичних шинах . У першому 

випадку не враховується відведення колеса і значення 

радіусу визначається кінематикою (кінематичний 

радіус): 

,                  (11) 

Саме радіус на жорстких колесах традиційно 

використовують проектувальники при розробці 

конструкції автомобіля. 

Дійсний (фактичний) радіус кривизни траєкторії, 

по якій автомобіль рухається на еластичних шинах, 

тобто з урахуванням кутів відведення, можна 

визначити за формулою: 

.               (12) 

Для визначення дійсного радіуса кривизни 

траєкторії використовується метод ітерацій, [9]. У 

першому наближенні ведеться розрахунок 

кінематичного радіуса, без урахування відведення і 

при постійній швидкості. У другому наближенні 

ведеться розрахунок дійсного радіуса  

(повернення в початок завдання, повторення її 

рішення, але вже з урахуванням відведення, але при 

постійній швидкості). Як тільки автомобіль почав 

рухатися по траєкторії з радіусом , зовнішні сили і 

моменти, при взаємодії колеса з опорною поверхнею, 

змінюються. Тому, отримавши , виконується третя 

наближення (визначаються по-новому все зовнішні 

сили, моменти, кути відведення, жорсткості і т.д.) з 

урахуванням зміни радіуса кривизни траєкторії  

для кожного колеса, розрахованим на попередньому 

етапі. 

Якщо в другому наближенні радіус кривизни 

траєкторії визначається при постійній швидкості, то в 

третьому наближенні враховується зміна швидкості 

(методом чисельного інтегрування) від зростаючих 

сил і моментів опору криволінійному руху при вході в 

поворот.  

Запропоновані в [8] залежності (13) і (14), 

дозволяють визначити кутову швидкість і кутове 

прискорення поздовжньої вісі автомобіля з 

урахуванням руху автомобіля на еластичних колесах: 

;                          (13) 

,             (14) 

На основі вищезазначеного сформовано загальну 

концепцію подальшого розвитку математичної моделі 

криволінійного руху двовісного автомобіля.  

Результати дослідження. В роботі розглядалося 

криволінійний рух двовісного автомобіля КрАЗ-

5131ВЕ з колісною формулою 4×4, з технічними 
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характеристиками: повна маса автомобіля mА = 16300 

кг, навантаження на передню вісь Rz01 = 9100 кг, 

навантаження на задню вісь Rz02 = 7200 кг,  відстань 

між осями L = 5 м, колія B = 2,16 м, висота центра мас 

hz = 1,36 м, коефіцієнт опору коченню f = 0,02, кутова 

жорсткість шини = 460 Н·м/град при навантаженні 

на колесо Rz = 36кН, розмір продовжній вісі 

контактного відбитку шини a = 0,34 м при 

навантаженні на колесо Rz = 36кН. Сумарний момент 

опору криволінійному руху визначався на різних 

швидкісних режимах руху. 

Графіки зміни у часі сумарного моменту опору 

криволінійному руху автомобіля КрАЗ-5131ВЕ надано 

на рис. 2. 

 

Рис. 2 – Зміна в часі моменту опору криволінійному руху 

при різних швидкостях рухах  

автомобіля КрАЗ-5131ВЕ 

Зміна в часі радіусів кривизни траєкторії, на 

жорстких і еластичних колесах, при русі автомобіля 

КрАЗ-5131ВЕ зі швидкістю 50 км / год представлені 

на рис. 3. 

 

Рис. 3 – Зміна в часі радіусів кривизни траєкторії, на 

жорстких і еластичних колесах, при русі  

автомобіля КрАЗ-5131ВЕ з V = 50 км год 

Значення радіусів відрізняються, особливо на 

початку входження в поворот, до 15%. Тому, не зовсім 

коректно закладати в конструкцію автомобіля 

кінематичний радіус траєкторії руху. 

Так як на радіус траєкторії руху впливають 

практично всі конструктивні параметри автомобіля та 

жорсткісні характеристики шин, то авторами в роботі 

[9] запропоновано оцінювати повороткість 

порівняльним узагальненим показником – 

відношенням радіуса без урахування відведення до 

дійсного радіуса кривизни траєкторії, . Якщо 

співвідношення  – автомобіль має нейтральну 

повороткість, якщо  – автомобіль має 

недостатню повороткість, якщо  – автомобіль 

має недостатню повороткість. 

На рис. 4 представлені зміни ставлення радіуса 

кривизни траєкторії руху автомобіля КрАЗ-5131ВЕ на 

жорстких колесах до радіусу кривизни траєкторії руху 

на еластичних колесах і показані зони надлишкової та 

недостатньої повороткості. 

 

Рис. 4 – Відношення радіусу кривизни траєкторії руху 

автомобіля КрАЗ-5131ВЕ на жорстких колесах до радіусу 

кривизни траєкторії руху на еластичних колесах 

Уміння, ще на стадії проекту, визначати 

положення автомобіля в будь-який момент часу входу 

в поворот і будувати траєкторію його руху з 

урахуванням взаємодії еластичного колеса з опорною 

поверхнею дозволить проводити імітацію найбільш 

типових режимів руху: обгін або об'їзд перешкоди, 

зміна смуги руху, розворот і ін., та надає можливість в 

першому наближенні оцінювати маневреність 

транспортного засобу. Способом, запропонованим в 

роботі [9] була побудована траєкторія руху 

розглянутого автомобіля, рис. 5, при вході в поворот 

зі швидкістю V = 50 км/год. Відповідно до роботи [7] 

поворот рульового колеса з кутовою швидкістю 7 ... 9 

рад/с без зміни положення рук на ньому може 

продовжуватися 0,2 ... 0,3 с. Це буде максимальна 

кутова швидкість рульового колеса – рк = max. 

Кутова швидкість повороту лівого керованого при 

обертанні рульового колеса з кутовий швидкістю 
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Рис. 5 – Траєкторія руху розглянутого автомобіля КрАЗ-

5131ВЕ при вході в поворот  

зі швидкістю V = 50 км / год 

Здатність будувати траєкторію криволінійного 

руху дозволяє визначати графічно таки геометричні 

показники маневреності: ширину смуги руху, яку 

займає автомобіль при повороті, радіуси повороту за 

габаритами, максимальний вихід окремих частин 

автомобіля за межі траєкторії руху зовнішнього 

переднього і внутрішнього заднього коліс; що надає 

можливість в першому наближенні оцінювати 

маневреність транспортного засобу ще на стадії 

проектування. 

Використовуючи залежності (13) і (14), для 

автомобіля КрАЗ-5131ВЕ були визначені кутова 

швидкість і кутове прискорення поздовжньої вісі 

автомобіля на різних режимах руху. Результати 

представлені на рис. 6. 

На рис. 6 видно, що кутова швидкість 

поздовжньої осі автомобіля до певного моменту часу 

збільшується, потім починає зменшуватися зі 

зменшенням лінійної швидкості. При цьому  кутові 

прискорення поздовжньої вісі автомобіля в певний 

момент часу мають негативні значення, що не 

повинно залишатися поза увагою проектувальником. 

 

Рисунок 6 – Зміна кутової швидкості і кутового прискорення 

поздовжньої вісі автомобіля КрАЗ-5131ВЕ при різних 

режимах руху 

Таким чином, на прикладі автомобіля КрАЗ- 

5131ВЕ обґрунтовано доцільність використання 

розробленого математичного підходу. 

Висновки. Розвинена математична модель з 

диференційованим урахуванням взаємодії коліс з 

опорною поверхнею, яка дає можливість підвищити 

точність визначення параметрів траєкторії 

криволінійного руху двовісного автомобіля і 

побудувати траєкторію входу в поворот з урахуванням 

кочення на еластичних шинах. Окрім того, дозволяє 

розробнику (проектувальнику) ще на стадії проекту 

відкоригувати конструктивні параметри автомобіля та 

уточнити вимоги до характеристик жорсткості 

характеристикам шин з метою отримання 

оптимальних (раціональних) співвідношень 

експлуатаційних властивостей у майбутнього 

транспортного засобу.  
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