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ПРО ДОЦІЛЬНІСТЬ РОЗГЛЯДУ ГІДРОМЕХАНІЧНИХ ПРОЦЕСІВ  

З УРАХУВАННЯМ СИЛ ПОВЕРХНЕВОГО НАТЯГУ НА ГРАНИЦІ КОНТАКТУ 

ТВЕРДЕ ТІЛО-РІДИНА 

 

Львівська національна академія ветеринарної медицини імені С.З. Гжицького  

 

Відомо, що в турбулентних (Т) потоках рідини, що межує з твердим тілом (по-

тік-стінка трубопроводу, частинка-потік при осадженні, рідина у фільтрувальній пере-

городці) виникає приграничний ламінарний (Л) шар [1]. Нами зазначалося [2,3], що на 

межі розділу двох фаз рідина-тверде тіло (Р–ТТ) виникає потужне поле сил поверхне-

вого натягу, що змінює потік рідини з утворенням Л приграничного шару. В капілярах 

це явище відслідковується дуже наглядно, оскільки малий діаметр капіляру створює 

замкнутий простір в межах дії сил поверхневого натягу, і при цьому маємо цілу низку 

капілярних явищ, що базуються на існуванні капілярного тиску та гідрофільності пове-

рхні змочування. Розглянемо елементарний об’єм рідини, наприклад, в трубопроводі в 

межах Л приграничного шару (рис. 1). На елементарний об’єм діють сили: 
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Рисунок 1 – Схема силового поля, що діє на елементарний об’єм рідини в Л шарі  

на межі потік – стінка трубопроводу 
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 1. Сила поверхневого натягу рідини: nF = 2(dx) cosθσ  ; 2. Сила тяжіння:  

z)yx(gρmg ddd ; 3. Сила тертя: )zyx(
x

V
μT

2

x

2

ddd
d

d
 ; 4. Сила інерції: 

)zyx(
τ

V
ρmaF z

i ddd
d

d
 ; 5. Сила тиску: Р = - 

z

p

d

d
(dxdydz),  

де p – тиск рідини, що діє на верхню грань елементарного об’єму, Па; 

Р1 = р(dxdy) – сила тиску, що діє на верхню грань елементарного об’єму, Н;  

р+
z

p

d

d
dz – тиск, що діє на нижню грань елементарного об’єму, Па; 

Р2 = (р+
z

p

d

d
dz)(dxdy) – сила тиску, що діє на верхню грань елементарного об’єму, Н;  

P = Р1- Р2 = р(dxdy) - (р+
z

p

d

d
dz)(dxdy) = -

z

p

d

d
(dxdydz) – сила тиску, що діє на елементар-

ний об’єм, Н; 

Т – сила тертя, віднесена до одиниці поверхні, Н/м
2
; 

Т(dxdy) – сила тертя, що діє на грань елементарного об’єму, Н; 

(Т+ y
y

T
d

d

d
)(dxdy) – сила тертя, що діє на протилежну грань елементарного об’єму, і 

співпадає з напрямком його руху, Н; 

R = - T(dydz)+(T+
y

T

d

d
dx)(dydz)=

x

T

d

d
(dxdydz) – результуюча сил тертя, які діють на еле-

ментарний об’єм зі сторони рідини, Н; 

Т = 
y

V

d

d
- за законом Ньютона, Н; Звідси, )zyx(

x

V
μT

2

x

2

ddd
d

d
 ;  

Fі = 
τ

V

d

d z (dxdydz) – сила інерції, Н;  

Vx – швидкість в пристінних шарах рідини, м/с; σ  коефіцієнт поверхневого  натягу 

рідини, Н/м; l –  лінійний параметр елементарного об’єму, м; ρ  густина рідини, кг/м
3
; 

g –  прискорення вільного падіння, м/с
2
; μ – динамічна в’язкість рідини, Па c; 

τ  – час, с; cos – поверхнева гідрофільність твердого тіла (стінки трубопроводу).  

 

За принципом Д’Аламбера, алгебраїчна сума всіх сил, що діє на елементарний  

об’єм, рівна силі інерції. Скорочуючи на (dxdydz), записуємо співвідношення 1: 

 

   2(dx) cosθσ  /(dxdydz)+ 
z

P
ρg

d

d
2

x

2

x

V
μ

d

d
=

τ

V

d

d z  (1) 

 

Викреслюємо у цьому диференціальному рівнянні символи диференціювання та на-

прямку, а лінійні параметри елементарного об’єму dy,dz замінемо на l. 


dl

dV

l

V
;

τ

V

d

d


τ

V
 – виходячи з теорії подібності, враховуючи що швидкість руху ріди-

ни а також лінійний параметр l в межах Л шару є дуже малими величинами.  Поділив-

ши праву та ліву частини рівняння 1 на доданок 
τ

ρV
, отримуємо:  
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1. 
2ρV

τcosθσπ2

l


= 

μρV

μcosθσ2π
2 



l
= 

N

1

XμV

cosθσ2π 
 – поверхневий критерій в Л шарі; 

2. 
lρV

pτ
= 

2

XρV

p
= Eu – критерій Ейлера в Л шарі, 

де 
XV

V


ν

δVX N; (
ν

δVX  – видозмінений критерій Рейнольдса, який позначають  

N ≈ 10,47–11,5) [4, с. 94]; VX – швидкість пристінних шарів рідини, що відповідає на-

пруженню сили тертя на межі рідина-стінка, м/с; (в літературі відома назва “швидкість 

тертя” динамічна швидкість. 

3. 
ρV

ρgτ
=

l

l





V

g
=

2

XV

g l
= Fr – критерій Фруда в Л шарі. 

4. 
ρV

μVτ
2l

= 
XρV

μ

l
=

Re

1
 – обернений критерій Рейнольдса в Л шарі. 

 

Встановлюємо числовий порядок величин критеріїв, які входять у рівність (1). 

При цьому в критерії підставляємо характеристики для води за нормальних умов: 

 р ≈100000 Па – спад напору по довжині трубопроводу, що дорівнює одній ат-

мосфері; ρ ≈1000 кг/м
3
 – густина води при нормальних умовах; V≈1 м/с – средня швид-

кість руху рідин в трубопроводах на підприємствах харчової, фармацевтичної, переро-

бної промисловості; VX ≈ V/10 ≈ 0,1 м/с [4, с. 94] - швидкість пристінних шарів рідини, 

що відповідає напруженню сили тертя на межі  рідина – стінка, м/с; σ ≈ 0,0725 Н/м –

коефіцієнт поверхневого натягу води при нормальних умовах; cosθ ≈ 0,5 гідрофільність 

поверхні твердого тіла (стінки трубопроводу); μ ≈ 110
-3

 Пас – динамічна в’язкість води 

при нормальних умовах; δ ≈ 0,3 мм. ≈ 0,310
-3

 м. – товщина Л приграничного шару при 

Т рухові води в трубопроводах.  

1. 
N

1

XμV

cosθσ2π 
≈

0,11010

0,50,072514,32
3-


≈ 227,6; 2. Eu ≈

2

XρV

p
≈

20,1)(1000

100000


 ≈ 10000; 

 

3. Fr ≈ 
2

XV

g l
≈

2(0,1)

δ10 
 ≈ 

2

-3

(0,1)

100,310 
≈ 0,3; 4.

Re

1
≈

XρVδ

μ


≈

0,11000100,3

10
-3

-3


≈ 0,0333. 

Виходячи з наведених розрахунків, в системі елементарний об’єм в Л шарі ріди-

ни, що рухається з Т режимом в загальному ядрі потоку, критеріями Фруда та оберне-

ним критерієм Рейнольдса можна нехтувати, оскільки це величини, що 3–5 порядків є 

меншими від критерію Ейлера та поверхневого критерію в Л шарі. В Л приповерхневій 

плівці, шар, який безпосередньо контактує з твердим тілом, практично не рухається, а 

“прилип” до стінки, сили внутрішнього тертя, а значить і динамічна в’язкість,  взагалі 

не проявляються [6, с. 18]. З рівності 1 отримуємо критеріальне рівняння 2: 

 

 Eu –  
XμV

cosθσ2π 
= 1. (2) 



МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ПРОМЫШЛЕННОГО ОБОРУДОВАНИЯ 
_________________________________________________________________________________ 

Интегрированные технологии и энергосбережение 2’2006 59 

Нехтуємо також одиницею в критеріальному рівнянні (2). Розглянемо сили тис-

ку і сили поверхневого натягу в Л шарі, що діють на елементарне кільце рідини (рис. 1).  

Площа елементарного кільця: dS = 2π r dr; Сила тиску, що діє на елементарне кільце:  

dР = р 2π r dr; Сила поверхневого натягу, що діє в Л шарі на елементарне кільце:  

dFП = 2πσ cosθ dr; 

Інтегруємо рівняння, виносячи сталі величини за знак інтегрування: 

 

Р = Δр 2π 
δ

0

rrd = πΔр
2
;              FП = 2π σ cosθ 

r

0

rd = 2π σ cosθr, 

 

де  r = D/2 – радіус елементарного кільця, м (рис. 1). 

Фізичний зміст інтегрування в даній системі полягає в тому, що Л шар сумуєть-

ся по всьому “живому перерізу“ трубопровода. Тоді маємо граничний випадок, тобто 

межу переходу потоку від Л до П режиму, де товщина Л шару δ дорівнює радіусу пото-

ку r = D/2 (рис. 1). Після інтегрування, скорочення, прирівнюємо сили, отримуємо фор-

мулу (3) [2]: 

                                              

Δрδ
2
 = σcosθ D; 

 

 δ = 
Δp

Dcosθσ 
. (3) 

 

Формула (3) є справедлива в потоці рідини на межі переходу Л режиму у П, тоб-

то для критичного значення числа Рейнольдса (Reкр.= 2320). Для значень критерію Рей-

нольдса, які більші від критичного, формула (3) записується наступним чином [5]:  

 

 δ = 
Δp

σDcosθ
:Re/Reкр., (4) 

 

де cosθ – гідрофільність поверхні ТТ; КТ = Re/ Reкр.– коефіцієнт турбулізації Л шару;  

Re – робоче значення критерію Рейнольдса; Reкр.– критичне значення числа Рейнольд-

са; Δр – спад напору по довжині трубопроводу чи апарату, Па; D – діаметр трубопрово-

ду, м; 

Зауважимо, що для граничних умов, коли трубопровід стає капіляром, тобто 

діаметр D – дуже мала величина, формула (4) переходить у рівність Лапласа при  

δ = r = D/2, 
4

D 2

= 
Δp

cosθDσ 
; Δр = 4σ cosθ/D. Очевидно, що в капілярах є Л режим руху 

рідини. Тому множник Re/Reкр=1. Якщо в рівність (4) підставити значення спаду напо-

ру по довжині трубопроводу чи апарату з рівняння Дарсі-Вейсбаха, то отримуємо 

співвідношення (5) [5]: 
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 δ =

2

ρV

D

L
ξ

cosθσD
2


: Re/Reкр, (5) 

де V – середня швидкість руху рідини в трубопроводі чи апараті, м/с; ξ – коефіцієнт 

Дарсі; ρ – густина рідини, кг/м
3
; L – довжина трубопроводу, м; 

Слід зауважити, що в рівнянні Дарсі-Вейсбаха можуть фігурувати спади напорів 

на місцевих опорах, тощо. Отже, у формулі (4) Δр – повний спад напору по довжині 

трубопроводу чи апарату. Враховуючи значення критерія Рейнольда (Re =
μ

Vdρ
), спів-

відношення (5) трансформується у рівність (6): 

 

 δ =
22

4

μξLRe

ρDcosθ2σ 
:Re/Reкр, (6) 

 

або у рівність (7): 

 

 δ =
Reμ

D2

ξL

ρcosθ2σ 
:Re/Reкр. (7) 

 

Якщо у співвідношення (7) підставити критичне значення числа Рейнольдса 

Reкр≈ 2320, то вона набуває вигляду (8) [5]: 

 

 δ =
μRe

2320D
2

2

 
ξL

ρcosθ2σ 
. (8)  

 

Слід зауважити, що отримані нами співвідношення для визначення товщини Л 

приграничного шару в пристінній області на межі потік – стінка суттєво відрізняються 

від отриманих раніше [4, с. 95, 6, с. 151], оскільки мають фізичні величини, що відпові-

дають за умови контакту фаз ТТ – Р, тобто коефіцієнти поверхневого натягу на межі 

середовищ та гідрофільність поверхні ТТ. Такий підхід дав нам можливість розрахову-

вати теплові опори в теплообмінниках, враховуючи товщину приграничних Л шарів [5] 

і запропонувати методи підвищення загального коефіцієнта теплопередачі теплообмін-

ників при застосуванні відповідних поверхнево-активних речовин (ПАР) [5,8]. 

Аналогічний підхід нами запропонований для гідромеханічного процесу осад-

ження [3] (рис. 2). Силове поле, що діє на елементарний об’єм рідини в Л шарі при оса-

дженні твердої частинки, є аналогічним до силового поля, що представлене в поперед-

ньому випадку, тобто в Л шарі на межі потік – стінка трубопроводу з тією різницею, що 

різниця тисків зумовлена дією сил тяжіння та Архімеда  при осадженні, віднесених до 

площі поверхні півсфери, на яку діє їх результуюча. Поділивши праву та ліву частини 

рівняння 1 на доданок 
τ

ρV
, отримуємо:  
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1. 
 lρV

pτ



2

XρV

p
2

X

СЧ

ρV3

)gρd(ρ




 – Eu – критерій Ейлера в Л шарі. 

2. 



2ρV

τcosθσ2π

l
 





μρV

μcosθσ2π
2 l

 
XμV

cosθσ2π

N

1 
  – поверхневий критерій. 

3. 
ρV

ρgτ
=

l

l





V

g
= 


2

XV

g l
 Fr – критерій Фруда в Л шарі 

4. 
ρV

μVτ
2l


XρVδ

μ

Re

1
 –  обернений критерій Рейнольдса в Л шарі, 
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                                                       y   z                 

                                                                           

                                                                            

                     Р                                                               

                                                                         

 

 

 

Рисунок 2 – Схема формування Л шару навколо рухомої частинки,  

що осаджується з Т або П режимом 

                                              

де VX – швидкість пристінних шарів рідини, що відповідає напруженню сили тертя на 

межі  рідина – поверхня частинки, м/с;  р – різниця тисків попереду і позаду частинки, 

Па; d – діаметр частинки, м. 

Вираховуємо числові значення критеріїв. При цьому в критерії підставляємо ха-

рактеристики для кристалів марганцевокислого калію, КМnO4 і для води при нормаль-

них умовах: ρЧ ≈ 2100 кг/м
3
 – густина частинок марганцевокислого калію, КМnO4;  

ρС ≈ 1000 кг/м
3
 – густина води при нормальних умовах; σ ≈ 0,0725 Н/м – коефіцієнт по-

верхневого натягу води при нормальних умовах; cosθ≈0,5 – гідрофільність твердого ті-

ла (частинки КМnО4, що визначалася експериментально методом цифрової фотографії; 

μ ≈ 110
-3

 Пас – динамічна в’язкість води при нормальних умовах; δ ≈ 0,3 мм ≈  

0,310
-3

 м – товщина Л приграничного шару при Т рухові частинок в рідких середови-

щах. 

Швидкість осадження твердої частинки КМnO4 визначаємо за загальноприйня-

тими правилами при осадженні: 

1. Критерій Архімеда для кристалів КМnО4 у воді:  

Ar = gd
3
(ρЧ. – ρС)ρС/μ

2
=9,8 (0,910

-3)
)
3
(2100 - 1000)1000/ (110

-3
)
2 

≈ 7858→Перехідний (П)  

p+ dx
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


 

А 

mg 

p+ dy
y

p




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2. Критерій Рейнольдса Re з критеріального рівняння при осадженні для П режиму: 

Re = 0,152 (Ψ Ar)
0,715

 = 0,152 (0,777858)
0,715

 = 76,88. 

3. Швидкість осадження з критерію Рейнольдса: V=
Сdρ

μRe 
=

1000100,9

10176,8
3-

-3




= 0,085 м/с. 

4. Швидкість пристінних шарів рідини, що відповідає напруженню сили тертя на межі  

рідина – поверхня частинки КМnО4: VX ≈V/N ≈ V/10 ≈ 0,085/10 ≈ 0,0085 м/с.  

Розраховуємо числові значення критеріїв з пунктах 1, 2, 3, 4. 

Критерій Ейлера в Л шарі: 

1.Eu 





2

X

СЧ.

ρV3

)gρd(ρ
76,44

0085,010003

1000)9,8 (2100100,9
2

-3




 ;2. 



XμV

cosθσ2π

N

1
.2678

0,00851010

0,50,072514,32
3-




  

3. Сили тяжіння тобто критерій Фруда нами врахований в п. 1. 

4. 
Re

1

XρVδ

μ
= 

0,00851000100,3

10
3-

-3



= 0,392; 

Виходячи з наведених розрахунків, в системі елементарний об’єм в Л шарі ріди-

ни, що виникає навколо подрібненої чи диспергованої частинки, яка рухається з П  або 

Т режимом, оберненим критерієм Рейнольдса можна знехтувати, оскільки це величина, 

що на 3–4 порядки є меншою від критеріїв Ейлера в Л шарі та поверхневого критерію.  

Аналогічно, як і в попередньому разі, зі співвідношення (1) отримуємо критеріа-

льне рівняння (2). Нехтуємо також одиницею в критеріальному рівнянні (2). Згідно з 

наведених розрахунків, силами тертя, інерції  в даній системі також нехтуємо, оскільки 

розглядаємо елементарний об’єм рідини в Л плівці, де швидкість руху в приповерхне-

вій області навколо частинки є дуже малою і сили внутрішнього тертя практично не 

проявляються. Розглянемо сили тиску і сили поверхневого натягу в Л шарі, що діють на 

елементарне кільце рідини (рис. 2). Площа елементарного кільця:   

dS =2π r dr; Сила тиску, що діє на елементарне кільце: dР = р 2π r dr; Сила поверхневого 

натягу що діє в Л шарі: dFП = 2π σ cosθ dr. 

Інтегруємо рівняння, виносячи сталі величини за знак інтегрування: 

dР =Δр 2π 


0

rrd  = Δр π 
2
;                 dFП = 2π σcosθ 

r

d
0

r , 

де  r – радіус-вектор до елементарного кільця, м. 

Слід зауважити, що фізичний зміст інтегрування в даній системі полягає в тому, 

що товщина Л шару сумується від поверхні частинки до нескінченості, тобто коли то-

вщина Л шару δ зростає до нескінченості. Тоді маємо граничний випадок – межу пере-

ходу потоку навколо частинки від Л до П  режиму.  

Після інтегрування отримуємо співвідношення: Δр π 
2
 =  π σ cosθ d. 

Замість різниці тисків попереду та позаду твердої частинки підставляємо зна-

чення  різниці сили тяжіння та виштовхувальної, віднесеної до площі поверхні півсфе-

ри. Скорочуючи на величину d і π, отримуємо значення товщини Л шару [3]: 

 

 δ = .
)ρg(ρ

cosθσ9,42

СЧ 


 (9) 

 

Отримана рівність 9 справедлива для критичного значення числа Рейнольдса, 

тобто на межі переходу від Л до П режиму. Отримане значення товщини Л шару являє 

собою своєрідний баланс між силами поверхневого натягу і силами тиску, що спричи-
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нені різницею сил тяжіння та виштовхування. Подальше збільшення швидкості оса-

дження призводить до зменшення товщини Л шару обернено пропорційно до коефіціє-

нта турбулізації Л шару (Кт=Rep/Reкр), де Rep – робоче значення критерію Рейнольдса 

при осадженні; Reкр– критичне значення критерію Рейнольдса при осадженні (Reкр = 2). 

Тоді реальне значення товщини Л шару буде розраховуватися з рівнoсті (10) [3].  
 

 δ = 
)ρg(ρ

cosθσ9,42

СЧ 


:Rep/Reкр. (10)  

 
Очевидно, що товщина Л шару не є однакова, мінімальна – у фронтальній ча-

стині, тобто в місці набігання потоку на частинку, максимальна – позаду (рис. 2). Од-

нак, ми розглядали усереднину картину, яка має місце у всіх фізичних підходах. Такий 

розгляд дав нам можливість методом комп’ютерного розрахунку та методом розмірно-

стей вивести критерії оптимізації гравітаційного (а) та відцентрового (б) процесу екст-

ракції (11) [9,10], за якими можна розраховувати оптимальні середні діаметри подріб-

нення ендокринної ферментної сировини перед процесом екстракції.  
 

 6

СЧ

4

2

C

3

)ρg(ρμ

ρ) cosθ(σ
3,07В




 ;    6

СЧ

24

2

C

3

Ц
)ρr(ρωμ

ρ) cosθ(σ
3,07В




 , (11) 

 
В, Вц. – критерії оптимізації гравітаційного та відцентрового екстрагування, відповідно; 

ρч, ρс – густина частинки і середовища відповідно, кг/м
3
; σ – коефіцієнт поверхневого 

натягу екстрагента, Н/м; cos θ – гідрофільність поверхні частинки; g, ω
2
r – прискорення 

вільного падіння та доцентрове, відповідно, м/с
2
; μ – динамічна в’язкість 

екстрагента, Пас.                               

За допомогою критеріїв ми визначали оптимальні параметри псевдозрідженого 

шару (ПЗШ) в системі ТТ-Р при виробництві цілого ряду органопрепаратів а також ро-

зробили нові схеми екстракторів з ПЗШ [11–20].  

Слід зауважити, що наведена концепція застосовувалася нами також для розгля-

ду гідромеханічних процесів псевдозрідження та перемішування, оскільки силове поле, 

що діє на елементарний об’єм рідини в приграничному шарі на межі контакту ТТ-Р 

аналогічне в умовах псевдозрідження до осадження в полі гравітаційних сил, а в умо-

вах перемішування – до осадження в полі відцентрових сил.  

Оптимізація основних параметрів псевдозрідження та перемішування дає мож-

ливість суттєво інтенсифікувати дифузійні процеси, зокрема екстракцію органопрепа-

ратів з ендокринної сировини і економити при цьому значні енергоресурси. 
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