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СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ, СОДЕРЖАЩЕЙ 
ФЕРМУ МИЗЕСА 

Для дослідження нелінійної динаміки механічної системи з фермою Мізеса застосовується метод 
нелінійних нормальних форм коливань. Аналіз стійкості періодичних рухів приводить до рів­
няння Матьє. Одержана зона нестійкості нелінійної нормальної форми коливань. 

The method of nonlinear normal modes is used to study nonlinear dynamics of mechanical system with 
snap-through truss. Mathieu's equation is derived to study the motions stability. The domain of insta­
bility of nonlinear normal mode is obtained. 

1. Введение в постановка задачи. Много усилий сделано для исследова­
ния нелинейных колебаний систем с прощелкиванием [1], что объясняется 
важностью этих задач в инженерном деле. Первым статику такой системы 
рассматривал Мизес [2]. Дж. Стокер [3] изучал явление прощелкивания на ос­
нове динамических моделей. В [4] рассматривается ферма Мизеса, находя¬
щаяся под действием статической нагрузки, и формулируется критерий воз¬
никновения прощелкивания на основе анализа динамической системы на 
плоскости. Е.Б.Кузнецов, Н.А.Кулаков, В.И.Шалашилин [5] энергетическим 
методом определяют максимальную величину внезапно приложенной к ферме 
Мизеса и постоянной во времени нагрузки, которая не вызывает прощелкива-
ния. А.С.Вольмир, В.А.Фельдштейн [6] исследуют динамику фермы Мизеса, 
которая находится под действием внезапно приложенной нагрузки. Получены 
значения нагрузок, при которых система начинает прощелкивать. В статье [7] 
экспериментально исследуются периодические и хаотические прощелкивания 
колонны Стокса. Описание процесса прощелкивания с использованием мно-
гомодовьгх моделей содержится в [8]. 

В настоящей статье рассматривается конструкция, содержащая осцилля¬
тор, колебания которого гасятся, и ферму Мизеса, которая является поглоти¬
телем колебаний. Здесь анализируются случай, когда ферма Мизеса соверша¬
ет малые колебания около положения статического равновесия. Для анализа 
таких движений применяется метод нормальных форм колебаний. Исследует¬
ся устойчивость этих колебаний по Ляпунову. 

2. Основные уравнения. Уравнения движения системы (рис.1) имеют 
следующий вид: 
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где (U,W) - обобщенные координаты; Ь - длина упругого элемента; ф 
угол наклона фермы Мизеса; к - жесткость упругого элемента фермы; к1 

жесткость основной системы. 

Рис.1. Механическая система. 

Введем безразмерные переменные: u - U 
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т 7(1 - к ) „ 
1 = — и новую координату: и 1 = и + . Если в системе наблюдается ре¬

М 1 + 7 
жим виброгашения, который является предметом нашего анализа, то выполняется 
следующее неравенство ^ « Х У . Предположим, что масса и жесткость гасителя 
значительно меньше соответствующих параметров основной системы: 

! = £р; 7 = £7; £ -<-< 1. 
Разлагая правые части системы (1) в ряды Тейлора и ограничиваясь ли¬

нейными и квадратичными слагаемыми, получим следующую систему диф¬
ференциальных уравнений: 
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Так как рассматриваются малые колебания около положения статическо­
го равновесия, то введем следующую замену переменных: w - sin ф = ew\; 
u\ = su2. Тогда система (2,3) примет следующий вид: 
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fiw1u2 + aw2 s геи\ u2 + (1 + eyc2)u2 -eycsw 1 + s2y :0; 

(5) 

где в = s - 3sc2; a = 3s2c - -2; s = sin <<; c = cos ф. 

3. Анализ периодических движений. Для анализа нормальных форм ко­
лебаний [8] запишем уравнения движения в следующем виде: 

« 2 + П U2 = 0;е/Гй>1 + П W1 = 0; (6) 

~ - 2 и2
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П = (1 + eyc + eys w1 -eycsw1 и2 + 
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е y< — w«2 +aw1 u2 + sc w1 1 

L J 

где П - потенциальная энергия системы. Из уравнений движения ис­
ключаем время. Для этого воспользуемся интегралом энергии: 

2 2 

- j - + е\^~2^ + П = h. В результате получаем уравнения 

2(h - П ) „ гт; 
— — u 2  

u2 +£fl £fl 

w1 1 u '= -nu 2 , (7) 

которые описывают зависимость переменных конфигурационного 
пространства « 2 = «гО^) . Здесь штрих означает дифференцирование по м>\, 
И - общая энергия системы. К уравнению (7) добавим два граничных ус­
ловия, которые обеспечивают аналитическое продолжение траекторий в 
конфигурационном пространстве на максимальную эквипотенциальную 
поверхность: 

П ; 
U 2 - T l u 2 £fl 2 

=0. 

3.1. Локализованные периодические движения и2 = ей2(у>\). Колебания 
системы (5) представим в виде: « 2 = £й2(>е\). Тогда первое асимптотическое 
приближение по £ уравнений (7) примет следующий вид: 

(И -у?2 ч>\)«2-у82 ч>«'2- (уа?м>\ - « 2) у = 0; И =£И. (8) 

Решение уравнения (8) представим в виде степенного ряда: 
« 2 = Ь0 + + Ь2 м>\ +.... (9) 
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Из интеграла энергии определим амплитуду колебаний W* (max): 

И7*™*-1 = у 2 • Тогда первое приближение для граничных условий будет 

следующим: 

fs2w Цй'2 + (fcsw j - UU2) ^2 = 0. (10) 
wJ=+Wj.max) 

Ряд (9) вводится в уравнение (8) и производится уравнивание коэффици­
ентов по степеням м>\. Ограничиваясь членами порядка м^0, м 1 , w1

2, получаем в 
результате три линейных алгебраических уравнения относительно пяти неиз­
вестных й 0,...,йф К этим уравнениям добавляются два линейных алгебраиче­
ских уравнения, которые выводятся из граничных условий Решение полу¬
ченной системы уравнений можно записать в виде: 

Ь1 = 1 2 ^ Ь0 = Ь2 = Ь = К = 0, (11) 
1 - 2 р s 

где 
2 = f / 

p /w 

3.2. Нелокализованные движения и 2 = gw1 + ew3(w1). Вторую нело-
кализованную нормальную форму представим в виде: 

U2 = gwj + £U3(wj). (12) 
Тогда уравнения (7) с учетом (12) принимают вид: 

е2 и" 
g 2 " 2 j 

- Р2 \ и - )М + е { ( В м 2 - csмз) + и 'м (2s2 - csg)}+ П'„3 = 0; 

В = -2 2 + 2ag + 3sc *• (13) 

Два приближения решения по степеням е получаются, если приравнять ко­
эффициенты при одинаковых степенях е Из нулевого приближения получаем: 

g = — ^ 2 - р-2> (14) 
sc 

Из первого приближения получаем следующее дифференциальное урав¬
нение: 

2м'' —- - - р 2 {g(Вм^2 - csи3) + и 'м 1 (2s2 - csg)}+ и 3 + 
^ 2 ) ( 1 5 ) 

+ ус2 gw1 - ycsw1 = 0̂  

Решение уравнения (15) представим в следующем виде: 
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И 3 = C Q + C J W J + с 2 w 2 + . . . (16) 

Амплитуда колебаний W/™*-1 определяется из интеграла энергии: 

H(W 1

( m a x )) = h . Тогда W 1

( m a x ) = у 2 . Граничные условия записываются так: 

{" p 2 | g ( B w 2 - CSllJ +U3W1 (2S2 - CSg)]+ « з + f C 2 - f c s w 1 J (max) = (X ( 1 7 ) 

Подставляя ряд (16) в (15) и (17), получаем систему линейных алгебраи­
ческих уравнений относительно коэффициентов ряда (16). Решения этой сис­
темы имеют следующий вид: 

hB J 1 c \ = p2 gB 
— 2 — 2 - — , c 1 =M| ; c 2 = , 2 2 ~ > C 3 = C 4 = 0 . ( 1 8 ) 

(s p - 2) { g s J 2(s p - 2) 

4. Устойчивость периодических движений. При анализе устойчивости 
периодических движений используем малую кривизну нормальных форм ко­
лебаний в конфигурационном пространстве. В этой статье мы ограничимся 
прямолинейной аппроксимацией нормальной формы. Введем новые перемен­
ные ($,ц) таким образом. Ось | располагается вдоль прямолинейной аппрок­
симации нормальной формы, а ось ц направим в ортогональном направлении. 
Тогда ортогональная вариация ц(/) определяет орбитальную устойчивость 
нормальной формы. Задача сводится к анализу одного дифференциального 
уравнения с переменными коэффициентами. 

Рассмотрим устойчивость нелокальной формы колебаний, которая была 
рассмотрена в разделе 3.2. Введем замену переменных 

(и / и / \ 

($,ц) = у ; - у + м> . В конфигурационном пространстве (иьм^) эти пе-
V / 

ременные совпадают с нормальными координатами линеаризованной систе¬
мы (6). Теперь систему (6) представим в следующем виде: 

$ +^+е/1 ($,ц) = 0; (19) 

ц + 2s2 р 2ц+е/2($ц) = 0, (20) 
где /1 ( | ,ц) = ус г %-—Ц; 

2 р Я -1 ё 

/ 2 ( | , ц ) = -ус 2

2

р^--

--Е+Уу^ ц + р 2( Л^2 + ВЦ + 3яс 2ц 2); 

Л = 3яс2 + 2 Рё1 + 2с§; В = 6ЯС2 + 2%. 

Представим решение уравнения (19) в виде: 
^ т а х О « ( / ) + О(е), (21) 
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где £ п а х - амплитуда колебаний. Соотношение (21) подставляем в (20). 
Малое возмущение Ац(/) периодического решения ц(/) определит устойчи­
вость решения. Уравнение в вариациях с учетом слагаемых порядка О(г) име¬
ет вид: 

Ац + ( 2Я 2 р2 +еУСЯ + £ р2 Сав(г) 1АЦ = 0. (22) 

Асимптотический анализ решений уравнения Матье (22) представлен в 
монографии [9]. Из этого анализа следует, что граница области неустойчиво¬
сти (22) описывается уравнением: 

2422 - 8 р 2 Я 3 = (23) 

Рис.2. Граница области неустойчивости. 

Эта граница качественно показана на рис.2, где по оси x откладыва­
ется s = sin р. Периодические колебания являются неустойчивыми в за­
штрихованной области и устойчивыми вне этой области. Клювом этой об­
ласти является точка O(Sinp*,0) . Значение р* определяется следующим 

образом: 

Р = arcsin (24) 
^ 2л/2р ) 

Рассмотрим устойчивость локализованного периодического движения, 
которое рассматривалось в разделе 3.1. Воспользуемся следующей оценкой 
для обобщенных координат: м = О(1); и1 = О(е). Представим второе уравне­
ние системы (5) в виде: 

Щх + 2у2 м + О(е) = 0. (25) 
Решение уравнения (25) запишем так: 

М = ^ * ( т а х ) Соя( ряЛг) + О(е). 

Тогда второе уравнение системы (5) имеет вид: 

1 
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ü + 1 + eye2 - 2 2 1 u + e2y{jiwlu + ttw2

x )= 0. (26) 

V 1 / 
Введем малые ортогональные отклонения от периодического движения 

An(t). Тогда дифференциальное уравнение относительно An, 
Afj + [2 p2 s2 + eye2 + e2rßW^ x)Cos( ps4lt)\An = 0. (27) 

вновь представляет собой хорошо изученное уравнение Матье [9]. Ис­
пользуя результаты, изложенные в [9], можно сделать следующий вывод. В 
слагаемых порядка 0(e2) резонансов не наблюдается. Резонансы имеют место 
лишь в членах порядка O(e4). Этими слагаемыми можно пренебречь. Поэтому 
с точностью до членов высшего порядка малости локализованная форма ко¬
лебаний всегда устойчива. 

5. Выводы. В статье исследуется конструкция, содержащая ферму Мизе-
са. Полученные результаты можно использовать для анализа возможности 
гашения свободных колебаний с помощью фермы Мизеса. Основная система, 
колебания которой предполагается погасить, является линейной, а гаситель 
является существенно нелинейным элементом, который поглощает большую 
часть энергии колебаний основной системы. В статье исследованы две нор¬
мальные формы колебаний системы около положения статического равнове¬
сия. Одна из форм является нелокальной, когда основная масса и абсорбер со¬
вершают значительные колебания. Как следует из анализа устойчивости, та­
кая форма колебаний становится неустойчивой по Ляпунову. Вторая форма 
колебаний является локальной, то есть основная масса совершает малые ко¬
лебания, а абсорбер большие. Эти движения отвечают как раз режиму вибро¬
гашения в системе. Такая форма колебаний оказалась устойчивой. 
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