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Вступ
На рiвнi наших буденних уявлень граф — це будь-якi об’єкти (заз-

вичай їх малюють у виглядi точок або кружкiв), поєднанi лiнiями чи
стрiлками. Зокрема, у виглядi графiв можна представити електричнi схе-
ми, маршрути перевезень, схеми взаємозв’язкiв пiдроздiлiв пiдприємства,
грошовi та ресурснi потоки, системи керування рiзними об’єктами тощо.
З давнiх часiв люди помiтили, що графи мають спiльнi властивостi не-
залежно вiд того, який реальний об’єкт вони представляють. На основi
вивчення цих властивостей i виникла наука пiд назвою "Теорiя графiв".
У процесi її розвитку з’ясувалося, що вона тiсно пов’язана з iншими роз-
дiлами математики: теорiєю множин i комбiнаторним аналiзом. Тому в
технiчних ЗВО зазвичай теорiю графiв поряд з теорiєю множин, комбiна-
торикою, топологiєю та деякими iншими роздiлами математики вивчають
у курсi пiд назвою "Дискретна математика".

З iншого боку, багато задач теорiї графiв формулюються як задачi
лiнiйного програмування: звичайного, цiлочисельного чи бiнарного. Це
дозволяє розглядати окремi роздiли теорiї графiв у предметах "Мето-
ди оптимiзацiї" та "Дослiдження операцiй". Цi лекцiї були написанi як
раз для курсу "Математичнi методи дослiдження операцiй" для студен-
тiв НТУ "ХПI" , що навчаються за напрямом пiдготовки "Iнформатика" ,
спецiалiзацiями "Iнформацiйнi технологiї проектування" та "Комп’ютер-
на графiка". Але зараз цей курс також викладається студентам напряму
пiдготовки "Прикладна математика" як частина предмету "Дискретнi
структури i структури даних". Роздiл "Теорiя графiв" читається пiсля
роздiлу "Лiнiйне програмування". Там, де це доцiльно, задачi теорiї гра-
фiв зводяться до задач лiнiйного програмування. В iнших випадках роз-
глядаються класичнi алгоритми.

Для докладнiшого ознайомлення з теорiєю графiв можна скориста-
тися пiдручниками [5,6, 12–14].

Деякi алгоритми розглядаються на сайтi [4]. Попереднi вiдомостi про
лiнiйне програмування можна знайти в книгах [2, 3].

Важливою особливiстю сучасного розвитку iнформацiйних техноло-
гiй є поява потужних математичних пакетiв, що дозволяють максимально
спростити процес пiдготовки задачi, її розв’язання та аналiзу отриманих
результатiв. Застосовуючи такi програмнi продукти, як Maple, Mathcad,
Mathematica чи MATLAB, багато математичних задач можна розв’язати
досить швидко та просто. Зокрема, в цiй книзi для розв’язання задач
теорiї графiв використовується MATLAB. Для ознайомлення з цим па-
кетом можна скористатися чисельними пiдручниками, наприклад, [8], та
офiцiйною iнформацiєю на сайтi [9].

Ранiше в MATLAB не було готових пакетiв для розв’язання задач
на графах, тому користувачi намагалися усунути цей недолiк, створюю-
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чи свої функцiї та розмiщуючи їх в iнтернетi. Зокрема, один з авторiв
цiєї книги розробив Graph Theory Toolbox для MATLAB та розмiстив йо-
го на сайтi [10]. Але час плине, MATLAB розвивається та покращується,
i в останнiх релiзах MATLAB з’явився вбудований iнструментарiй для
розв’язання задач на графах. Проте деякi потрiбнi функцiї в ньому вiд-
сутнi. Тому в цiй книзi розглядаються як вбудованi в MATLAB функцiї
для роботи з графами, так i додатковi функцiї з Graph Theory Toolbox.

Для роботи з цiєю книгою потрiбен MATLAB, встановлений на ком-
п’ютерi користувача. Бажано встановлювати одну з останнiх версiй. Зокре-
ма, всi функцiї Graph Theory Toolbox створювалися автором в релiзi
MATLAB-2021b. Деякi функцiї цього пакету вимагають для своєї робо-
ти також встановлення iнструментарiю для розв’язання задач оптимiзацiї
Optimization Toolbox.

Для полегшення перехресних посилань усi формули, означення, те-
ореми, рисунки тощо мають подвiйну нумерацiю, що включає номер роз-
дiлу. Кiнець прикладу, означення, формулювання чи доведення теореми
позначений ось таким квадратиком: □.

У псевдокодах алгоритмiв нумерацiя iндексiв у масивах починається
з одиницi. Самi iндекси записуються в круглих дужках: A(i,j). Символ
присвоювання — знак рiвностi. Тiла циклiв та умовних операторiв вiд-
окремлюються службовими словами begin та end.

Фрагменти коду MATLAB та текстовi результати розрахункiв, що
виводяться у командне вiкно MATLAB, у цiй книзi мають такий вигляд:

Це - зразок областi введення команд MATLAB.

Це - зразок областi друку результатiв роботи
у MATLAB Command Window.

Вони набранi ось таким або ось таким шрифтом i на свiтло-сiрому
фонi. Графiчнi результати, якщо вони є, розмiщуються в книзi автома-
тично на зручних мiсцях компоновувачем LATEX (не обов’язково вiдразу
пiсля текстових) та нумеруються, як i всi рисунки, наскрiзною нумера-
цiєю в кожному роздiлi.

Для отримання довiдки про будь-яку команду, функцiю чи конструк-
цiю мови програмування MATLAB треба ввести в командному вiкнi ко-
манду help з потрiбним запитом. Ось, наприклад, як виглядає довiдка
про функцiю intlinprog, що використовується в деяких функцiях Graph
Theory Toolbox.
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>> help intlinprog
intlinprog Mixed integer linear programming.

X = intlinprog(f,intcon,A,b) attempts to solve problems
of the form

min f’*x subject to: A*x <= b
x Aeq*x = beq

lb <= x <= ub
x(i) integer, where i is
in the index vector intcon
(integer constraints)

X = intlinprog(f,intcon,A,b) solves the problem with
integer variables in the intcon vector and linear
inequality constraints A*x <= b.
intcon is a vector of positive integers indicating
components of the solution X that must be integers.
For example, if you want to constrain X(2) and
X(10) to be integers, set intcon to [2,10].

X = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq) solves the problem
above while additionally satisfying the equality
constraints Aeq*x = beq. (Set A=[] and b=[] if
no inequalities exist.)

X = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,LB,UB) defines
a set of lower and upper bounds on the design variables,
X, so that the solution is in the range LB <= X <= UB.
Use empty matrices for LB and UB if no bounds exist.
Set LB(i) = -Inf if X(i) is unbounded below;
set UB(i) = Inf if X(i) is unbounded above.

X = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,LB,UB,X0) sets
the initial point to X0.

X = intlinprog(f,intcon,A,b,Aeq,beq,LB,UB,X0,OPTIONS)
minimizes with the default optimization parameters
replaced by values in OPTIONS, an argument created
with the OPTIMOPTIONS function.
See OPTIMOPTIONS for details.
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X = intlinprog(PROBLEM) finds the minimum for PROBLEM.
PROBLEM is a structure with the vector ’f’ in PROBLEM.f,
the integer constraints in PROBLEM.intcon,
the linear inequality constraints in PROBLEM.Aineq and
PROBLEM.bineq, the linear equality constraints
in PROBLEM.Aeq and PROBLEM.beq,
the lower bounds in PROBLEM.lb,
the upper bounds in PROBLEM.ub,
the initial point in PROBLEM.x0,
the options structure in PROBLEM.options,
and solver name ’intlinprog’ in PROBLEM.solver.

[X,FVAL] = intlinprog(f,intcon,A,b,...) returns
the value of the objective function at X: FVAL = f’*X.

[X,FVAL,EXITFLAG] = intlinprog(f,intcon,A,b,...) returns
an EXITFLAG that describes the exit condition.
Possible values of EXITFLAG and the corresponding exit
conditions are:

3 Optimal solution found with poor constraint
feasibility.

2 Solver stopped prematurely. Integer feasible point
found.

1 Optimal solution found.
0 Solver stopped prematurely.

No integer feasible point found.
-1 Solver stopped by an output function

or plot function.
-2 No feasible point found.
-3 Root LP problem is unbounded.
-9 Solver lost feasibility probably due to

ill-conditioned matrix.

[X,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT] = intlinprog(f,A,b,...)
returns a structure OUTPUT containing information
about the optimization process. OUTPUT includes
the number of integer feasible points found and
the final gap between internally calculated bounds
on the solution. See the documentation for
a complete description.
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See also linprog.

Documentation for intlinprog

Довiдку з будь-якої функцiї MATLAB можна також отримати в iн-
тернетi, ввiвши в рядку пошукової системи браузера слова MATLAB та
iм’я функцiї. Перше посилання веде на сайт [9], на сторiнку з докладною
iнформацiєю про потрiбну функцiю.

У книзi використовуються такi позначення. Ребра чи дуги пишуться
або з одним iндексом: 𝑒𝑘, 𝑒2, або з двома — номерами поєднуваних вершин:
𝑒𝑖𝑗 , 𝑒2, 5.

Множини записуються, як правило, великими лiтерами: 𝑉 , а їхнi
елементи — малими: 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 . Нумерацiя елементiв множини (у тому числi
вершин, ребер, дуг) починається з одиницi.

Матрицi позначаються великими жирними лiтерами: 𝐸, а вектори —
малими жирними лiтерами: 𝑝. Iндексацiя елементiв матриць та векторiв
починається з одиницi.

Щоб працювати з цiєю книгою, завантажте з сайту [10] Graph Theory
Toolbox та збережiть його на своєму комп’ютерi в якiйсь тецi, доступнiй
MATLAB. Потiм запустiть MATLAB, вiдкрийте редактор-налагоджувач
та занесiть туди команди з кожної областi введення. Збережiть та запус-
кайте на розрахунок.
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1. Введення в теорiю графiв
1.1. Основнi означення

Рис. 1.1. Звичайний (а) та орiєнтований (б) графи

Зображаються графи так, як показано на рис. 1.1. На рис. 1.1, а пока-
заний звичайний (неорiєнтований) граф, а на рис. 1.1, б — орiєнтований
(орграф). Але це тiльки iлюстрацiя. Розглянемо деякi означення теорiї
графiв з точки зору теорiї множин. Це найзагальнiший пiдхiд до вивчен-
ня графiв та їхнiх властивостей.

Означення 1.1. Граф — це сукупнiсть двох множин:

𝐺 = (𝑉,𝐸) , (1.1)

де 𝑉 — множина (вона називається основною), а 𝐸 — множина двохеле-
ментних пiдмножин множини 𝑉 . □

Означення 1.2. Елементи основної множини 𝑉 називаються вер-
шинами (vertex, vertices). □

У MATLAB для вершин використовується позначення вузли (node,
nodes).

Будемо позначати вершини графа 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛.
Означення 1.3. Кiлькiсть вершин графа 𝐺 (потужнiсть множи-

ни 𝑉 ) називається розмiром графа (англ. порядок графа: the order of a
graph). □

Розмiр графа зазвичай позначається буквою 𝑛 : |𝑉 | = 𝑛. Тут функцiя
|. . .|— кiлькiсть елементiв множини.

Означення 1.4. Елементи множини 𝐸 називаються ребрами (ed-
ge). □
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Як правило, ребра позначають своїми номерами: 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑚 або
номерами поєднуваних вершин: 𝑒𝑖𝑗 , 𝑒2,5.

Означення 1.5. Кiлькiсть ребер графа 𝐺 (потужнiсть множини
𝐸) називається потужнiстю графа (англ. розмiр графа: the size of a
graph). □

Потужнiсть графа зазвичай позначають 𝑚: |𝐸| = 𝑚. За основни-
ми аксiомами теорiї множин однаковi елементи множини 𝐸 вважаються
одним елементом, тому у вiдповiдностi до означення 1.1 кратних ребер у
графi не може бути. За тими ж аксiомами у кожного ребра повиннi бу-
ти двi рiзнi вершини, оскiльки двi однаковi вершини — це все одно, що
одна вершина, а елементи множини 𝐸 обов’язково повиннi бути двохеле-
ментними пiдмножинами елементiв множини 𝑉 . Тому петель у графi за
означенням 1.1 теж немає. Приклад: з точки зору теорiї множин граф,
зображений на рис. 1.1, а — це сукупнiсть множин 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} та
𝐸 = {{𝑣1, 𝑣2} , {𝑣1, 𝑣3} , {𝑣1, 𝑣4} , {𝑣2, 𝑣4} , {𝑣3, 𝑣4}}. Для нього 𝑛 = 4,𝑚 =
5. Порядок нумерацiї вершин (елементiв множини 𝑉 ) не має значення,
оскiльки за аксiомами теорiї множин елементи будь-якої множини вва-
жаються неупорядкованими. Так само не має значення й порядок нуме-
рацiї ребер (елементiв множини 𝐸) i вершин у ребрi (елементiв множин
𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5). Тому будь-який граф за означенням 1.1 — неорiєнтова-
ний. Для графа з рис. 1.1, а множини 𝑉,𝐸 та їхнi елементи показанi на
рис. 1.2.

Рис. 1.2. Множини 𝑉 (а) та 𝐸 (б) графа 𝐺
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Рис. 1.3. Мультиграф 𝐺 (а), його множина 𝑉 (б)
та мультимножина 𝐸 (в)

Але реальне життя значно ширше за означення 1.1. Iнколи доводить-
ся розглядати графи з кратними ребрами та петлями.

Означення 1.6. Мультиграфом (multigraph) 𝐺 називається сукуп-
нiсть (1.1) множини 𝑉 (основна множина) та мультимножини 𝐸 двохеле-
ментних пiдмножин множини 𝑉 . □

У цьому означеннi 𝐸 вже є мультимножиною, тобто в нiй можуть
бути повторюванi елементи, якi вважаються рiзними. Це вiдповiдає кiль-
ком ребрам, що поєднують одну й ту саму пару вершин (кратним ребрам).
Але елементи 𝐸, як i ранiше, залишаються двохелементними множинами,
тому кожне ребро повинно поєднувати двi рiзнi вершини — петель немає.
На рис. 1.3 показаний мультиграф (а), його множина 𝑉 (б ) та мульти-
множина 𝐸 (в).

Означення 1.7. Псевдографом (pseudograph) 𝐺 називається сукуп-
нiсть (1.1) множини 𝑉 (основна множина) та мультимножини 𝐸 двохеле-
ментних мультипiдмножин множини 𝑉 . □

У вiдповiдностi до цього означення допускаються не тiльки однаковi
елементи множини 𝐸 (кратнi ребра), але й однаковi елементи у кожнiй
пiдмножинi 𝑒𝑘, тобто ребро може з’єднувати вершину саму з собою. Такi
ребра називаються петлями (a loop). Зрозумiло, що петлi у псевдографi
також можуть бути кратними. На рис. 1.4 показаний псевдограф (а), його
множина 𝑉 (б ) та мультимножина 𝐸 (в).

Розглянемо ще одне узагальнення графа.
Означення 1.8. Гiперграфом (hypergraph) 𝐺 називається сукуп-
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Рис. 1.4. Псевдограф 𝐺 (а), його множина 𝑉 (б)
та мультимножина 𝐸 (в)

нiсть (1.1) множини 𝑉 (основна множина) та мультимножини 𝐸 непустих
пiдмножин множини 𝑉 (не обов’язково двохелементних). □

Згiдно цього означення ребра гiперграфа (вони так i називаються
— гiперребра, hyperedge) можуть з’єднувати не тiльки одну чи двi, а й
будь-яку кiлькiсть вершин. Означення 1.8 припускає кратнi гiперребра,
у т. ч. й петлi. На рис. 1.5 наведений приклад гiперграфа. Тут для опису
петель достатньо одноелементних пiдмножин множини 𝑉 . У гiперграфа
на цьому рисунку є гiперребра, що поєднують три вершини. Вони позна-
ченi лiнiями, що з’єднуються маленькими точками. Але можуть бути й
гiперребра, що поєднують чотири, п’ять або взагалi будь-яку кiлькiсть
вершин з наявних у 𝑉 .

Означення 1.9. Ребро (гiперребро) 𝑒𝑘 називається iнцидентним
(incident) до вершини 𝑣𝑖, якщо 𝑣𝑖 є одним з кiнцiв 𝑒𝑘. □

Означення 1.10. Ребро (гiперребро) 𝑒𝑘 називається сумiжним (ad-
jacent) до гiперребра 𝑒𝑙, якщо iснує вершина 𝑣𝑖, iнцидентна до них обох. □

Наприклад, на рис. 1.5 ребро 𝑒12 є сумiжним до всiх iнших ребер.
Означення 1.11. Двi вершини 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 називаються сумiжними

(adjacent), якщо iснує ребро (гiперребро), iнцидентне до них обох. □
Означення 1.12. Граф (та всi його узагальнення) 𝐺 називається

графом (або мультиграфом, тощо) зi зваженими вершинами (graph with
weighted vertices), якщо задане вiдображення множини 𝑉 на множину
дiйсних чисел:
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Рис. 1.5. Гiперграф 𝐺 (а), його множина 𝑉 (б)
та мультимножина 𝐸 (в)

𝜙 : 𝑉 → R. (1.2)

Дiйснi числа 𝑏𝑖 = 𝜙 (𝑣𝑖), що характеризують кожну вершину, називаються
в цьому випадку вагами вершин (weight of vertex). □

Означення 1.13. Граф (та всi його узагальнення) 𝐺 називається
графом зi зваженими ребрами (graph with weighted edges), якщо задане
вiдображення множини 𝐸 на множину дiйсних чисел:

𝜓 : 𝐸 → R. (1.3)

Рис. 1.6. Клiка 𝐾5

Дiйснi числа 𝑐𝑘 = 𝜓 (𝑒𝑘), що характери-
зують кожне ребро, називаються в цьому
випадку вагами ребер (weight of edge). □

Зокрема, якщо ваги вершин або ре-
бер — натуральнi числа (або числа будь-
якої злiченної множини), ми можемо взя-
ти набiр фарб, перенумерувати їх у вiд-
повiдностi до цих чисел, та сказати, що
ми провели розфарбовку вершин або ребер
графа (vertex or edges coloring).

Розглянемо деякi рiзновиди графiв,
що часто зустрiчаються в застосуваннях.
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Означення 1.14. Граф (у сенсi означення 1.1) 𝑂𝑛 з 𝑛 вершинами
називається пустим графом (empty graph) або нуль-графом (null graph),
якщо в ньому немає ребер: 𝑚 = 0.□

Означення 1.15. Граф (у сенсi означення 1.1) 𝐾𝑛 з 𝑛 вершинами
називається повним графом (complete graph) або клiкою (clique), якщо
кожну пару його вершин поєднує ребро. □

Легко довести, що потужнiсть клiки 𝐾𝑛:

𝑚 =
𝑛 (𝑛− 1)

2
. (1.4)

Дiйсно: кожна з 𝑛 вершин з’єднується з будь-якою iншою з (𝑛− 1),
тому загальна кiлькiсть кiнцiв ребер дорiвнює 𝑛 (𝑛− 1). Але у кожного
ребра є два кiнцi, звiдсiля й отримуємо формулу (1.4). На рис. 1.6 показана
клiка 𝐾5.

Означення 1.16. Граф 𝐺 називається дводолевим (bipartite graph),
якщо множина його вершин розбивається на 2 пiдмножини 𝑉 i 𝑊 , що не
перетинаються, такi, що будь-яке ребро 𝑒𝑘 з’єднує вершину з 𝑉 з верши-
ною з 𝑊 . □

Дводолевi графи зазвичай позначають як сукупнiсть трьох множин:

𝐷 = (𝑉,𝑊,𝐸) . (1.5)

Рис. 1.7. Дводолевi графи: зiрка (а) та багатокутник
з парною кiлькiстю вершин (б)

Прикладами дводолевих графiв є зiрка з будь-якою кiлькiстю проме-
нiв та багатокутник iз парною кiлькiстю вершин (рис. 1.7). Розбиття мно-
жини вершин на двi частини показане тут червоною штриховою лiнiєю.
Але зазвичай вершини дводолевих графiв зображають на двох вертика-
лях або горизонталях, як на рис. 1.8, б.
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Рис. 1.8. Гiперграф (а), вiдповiдний до нього дводолевий граф (б)
та двоїстий гiперграф (в)
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Дводолевi графи часто використовуються в застосуваннях. Наприк-
лад, задачi призначення, розподiлу, плани перевезень описуються дводо-
левими графами (працiвники та роботи, джерела ресурсiв та споживачi,
склади та магазини). Але й у теоретичних дослiдженнях нам доводиться
стикатися з ними. Зокрема, будь-якому гiперграфу можна спiвставити у
взаємно однозначну вiдповiднiсть (бiєкцiю) дводолевий граф. Для цього
достатньо вершини цього гiперграфа вiднести до першої долi 𝑉 , а кожно-
му гiперребру поставити у вiдповiднiсть вершину з другої долi 𝑊 . Тепер
з’єднуємо кожну вершину 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 з тими вершинами у𝑊 , якi вiдповiдають
гiперребрам початкового гiперграфа, iнцидентним до 𝑣𝑖.

Означення 1.17. Дводолевий граф 𝐷 = (𝑉 ′,𝑊 ′, 𝐸′) називається
вiдповiдним (incidence) до гiперграфа 𝐺 = (𝑉,𝐸), якщо |𝑉 ′| = |𝑉 |, |𝑊 ′| =
|𝐸|, а ребро 𝑒′𝑘 =

{︀
𝑣′𝑖, 𝑣

′
𝑗

}︀
∈ 𝐸′ тодi й тiльки тодi, коли у гiперграфi 𝐺

вершина 𝑣𝑖 iнцидентна до ребра 𝑒𝑗 . □
Приклад 1.1. Побудуємо дводолевий граф, що буде вiдповiдним

до гiперграфа з рис. 1.5. На рис. 1.8, а показаний заданий гiперграф, а на
1.8, б — вiдповiдний до нього дводолевий граф. У заданого гiперграфа
𝑛 = 4, 𝑚 = 14, тому в першiй долi вiдповiдного дводолевого графа буде 4
вершини, а у другiй — 14. □

У заданому гiперграфi 𝑣1 iнцидентна до 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒13 та 𝑒14, тому у
вiдповiдному дводолевому графi з’єднуємо 𝑣1 з 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4, 𝑤13 та 𝑤14.
Так само вчиняємо i з iншими вершинами. Ми бачимо, що за гiперграфом
𝐺 вiдповiдний до нього дводолевий граф будується однозначно. I навпаки,
за будь-яким дводолевим графом однозначно вiдновлюється початковий
гiперграф, до якого цей дводолевий є вiдповiдним. Вiдновлення можна
провести, наприклад, так. У вiдповiдному дводолевому графi |𝑉 | = 4,
тому рисуємо 4 вершини початкового гiперграфа. Переглядаємо кожну
вершину другої долi 𝑊 : це буде ребро вiдновлюваного гiперграфа. Вер-
шина 𝑤1 сумiжна з 𝑣1 i 𝑣2, i т. ч. ребро 𝑒1 гiперграфа буде з’єднувати 𝑣1
i 𝑣2, i т. д. Якщо 𝑤9 сумiжна лише з однiєю вершиною 𝑣2, то у вiднов-
люваному початковому гiперграфi буде петля 𝑒9 у вершинi 𝑣2. Вершина
𝑤12 сумiжна вiдразу з трьома вершинами долi 𝑉 : 𝑣2, 𝑣3 i 𝑣4 — отже, у
початковому гiперграфi з’явиться гiперребро 𝑒12 = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}.

Що буде, якщо ми помiняємо мiсцями долi 𝑉 та 𝑊 у вiдповiдному
дводолевому графi, а потiм спробуємо вiдновити початковий гiперграф?
Ми отримаємо гiперграф, двоїстий до початкового.

Означення 1.18. Гiперграф 𝐺′ = {𝑉 ′, 𝐸′} називається двоїстим
(dual) по вiдношенню до гiперграфа 𝐺 = {𝑉,𝐸}, якщо |𝑉 ′| = |𝐸|, |𝐸′| =
|𝑉 |, i гiперребро 𝑒′𝑗 є iнцидентним до вершини 𝑣′𝑖 тодi й тiльки тодi, коли
гiперребро 𝑒𝑖 є iнцидентним до вершини 𝑣𝑗 . □

Приклад 1.2. Продовження прикладу 1.1. Побудуємо гiперграф,
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двоїстий до гiперграфа з рис. 1.5. Ми вже побудували дводолевий граф,
вiдповiдний до нього (рис. 1.8, б ). Помiняємо мiсцями долi 𝑉 та 𝑊 (це
можна зробити в умi). Вiдновимо тепер гiперграф з 14 вершинами та 4 гi-
перребрами. Гiперребро 𝑒1 буде з’єднувати вершини 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣13 та 𝑣14.
Так само будуємо й iншi гiперребра. Результат показаний на рис. 1.8, в. Во-
чевидь, гiперграф, двоїстий до двоїстого, спiвпадає з початковим. Тобто
ми можемо казати про пару взаємно двоїстих гiперграфiв. □

Означення 1.19. Орiєнтований граф, або орграф (digraph) 𝐺 – це
сукупнiсть двох множин 𝑉 i 𝐸:

𝐺 = (𝑉,𝐸) , (1.6)

де 𝑉 – основна множина (вершини), а 𝐸 – множина упорядкованих двох-
елементних пiдмножин множини 𝑉 . Цi пiдмножини називаються дугами
(arc) або стрiлками (arrow). □

Приклад орграфа – на рис. 1.1, б. Як i для графiв, для орграфiв мож-
на ввести до розгляду кратнi дуги та петлi (можливо, теж кратнi). Ор-
граф та його узагальнення можуть також мати зваженi або розфарбованi
вершини та (або) дуги. А ось про орiєнтованi гiперграфи я взагалi не чув.

1.2. Як задати граф
Граф та його узагальнення — це сукупнiсть двох множин 𝑉 та 𝐸. Їх

i треба задати для розв’язання рiзних задач на графах.
Почнемо з вершин. Вершини є елементами множини 𝑉 . Будемо нуме-

рувати вершини натуральними числами вiд 1 до 𝑛. Тодi для опису вершин
достатньо задати одне натуральне число 𝑛 (а, може, i його не треба за-
давати, як ми побачимо далi). Цього цiлком достатньо для розв’язання
задач теорiї графiв. Але для рисування треба знати ще й координати вер-
шин. З координатами можна вчинити так: задати масив дiйсних чисел
розмiром 𝑛 × 2 або 𝑛 × 3. У першому стовпцi цього масиву задаємо абс-
циси вершин, а у другому — ординати. Якщо зручнiше рисувати граф
у просторi (як якусь аксонометричну проекцiю), то у третьому стовпцi
задаємо аплiкати. Якщо координати не задавати, можна рисувати граф
з лiнiйним розташуванням вершин, як на рис. 1.8, в. Або зображати вер-
шини графа на колi у вершинах правильного 𝑛-кутника.

Множину 𝐸 найзручнiше задавати у виглядi списку ребер або дуг
— масиву натуральних чисел розмiром 𝑚 × 2, у кожному рядку якого
записанi номери вершин, що з’єднуються вiдповiдним ребром або дугою.
Наприклад, для графа з рис. 1.1, а та орграфа з рис. 1.1, б список ребер
(дуг) має вигляд:

1 2
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1 3
1 4
2 4
3 4

Для неорiєнтованого графа елементи кожного рядка можна пере-
ставляти, а для орграфа — нi: будемо вважати, що кожна стрiлка спря-
мована вiд вершини з номером, що знаходиться у першому стовпцi, до
вершини, номер якої вказаний у другому стовпцi. При такому заданнi
графiв немає проблем з кратними ребрами (дугами) та петлями. Якщо
є кратне ребро, то вiдповiдний рядок повторюється потрiбну кiлькiсть
разiв. Для петлi у рядку буде два однакових числа.

Саме так у MATLAB i задаються графи та орграфи. Це — найпрос-
тiший варiант: треба задати номери вершин-початкiв та номери вершин-
кiнцiв кожного ребра або дуги. Наприклад, можна задати два вектори-
рядки або вектори-стовпцi однакової довжини з натуральних чисел. Кiль-
кiсть вершин при цьому визначається максимальним номером вершини.
Якщо є висячi вершини з номерами, бiльшими за максимальне число в
ребрах (дугах), то треба ще явно задати кiлькiсть вершин. Якщо ребра
(дуги) зваженi, ще додатково задаємо вектор з вагами ребер (дуг). Так
само задаємо й ваги вершин.

Ось кiлька прикладiв створення та рисування графiв та орграфiв.
Приклад 1.3. Створимо простий граф, що мiстить 11 вершин та

22 ребра. Виведемо в командне вiкно MATLAB iнформацiю про нього.
Нарисуємо граф найпростiшими засобами (рис. 1.9).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

disp("Граф:")
G = graph(s,t) % незважений граф
disp("Ребра:")
G.Edges % ребра графа
fprintf("Кiлькiсть ребер m = %d\n",numedges(G))
disp("Вершини:")
G.Nodes % вершини графа
fprintf("Кiлькiсть вершин n = %d\n",numnodes(G))
figure % нове вiкно фiгури
plot(G) % нарисували граф
title("Найпростiше рисування графа")
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axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("SimplePaintGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Граф:
G =

graph with properties:

Edges: [22×1 table]
Nodes: [11×0 table]

Ребра:
ans =

22×1 table
EndNodes
________
1 2
1 3
1 5
1 6
2 3
2 4
3 4
3 6
3 7
4 7
5 6
5 8
6 7
6 8
6 11
7 10
7 11
8 9
8 11
9 10
9 11

10 11
Кiлькiсть ребер m = 22
Вершини:
ans =

11×0 empty table
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Кiлькiсть вершин n = 11

Рис. 1.9. Найпростiше рисування графа засобами MATLAB

У MATLAB використовується моделе-орiєнтований пiдхiд (МОП) —
своєрiдна реалiзацiя iдей об’єктно-орiєнтованого програмування (ООП).
Поняття "модель" в MATLAB iдентичне до понять "клас" в C++, C#,
Java або "об’єкт" у Pascal. У моделi є поля та методи. Доступ до полiв
здiйснюється так само, як i в iнших мовах програмування:

MyRes = MyModel.MyField;

Але методи викликаються дещо iнакше. В iнших мовах програму-
вання ми використовуємо такий синтаксис:

[MyRes =] MyModel.MyMethod[(MyArgs)];

А в моделях MATLAB методи викликаються так:

[MyRes =] MyMethod(MyModel[, MyArgs]);

В моделях MATLAB пiдтримуються iнкапсуляцiя, наслiдування та
полiморфiзм. Але цi властивостi майже нiколи не використовуються, ос-
кiльки в MATLAB є велика кiлькiсть вбудованих готових моделей для
рiзноманiтних задач, зокрема i для графiв та орграфiв.
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У цьому прикладi ми бачимо, що команда graph є конструктором
екземпляра моделi графа з iдентифiкатором G. Ця модель мiстить поля
G.Edges та G.Nodes з iнформацiєю про ребра та вершини. Вiдповiднi поля
є таблицями (ще один приклад моделi) зi своїми полями та методами. А
команди numedges, numnodes та plot — це методи моделi graph.

Звернiть увагу: у неорiєнтованому графi номери вершин кожного
ребра упорядковуються в порядку зростання, а потiм i самi ребра теж
упорядковуються в порядку зростання номерiв першої та другої вершин.

Метод plot за умовчанням рисує граф, виходячи з його структури,
так, щоб вiн, на думку авторiв, виглядав привабливiше. □

Приклад 1.4. Додамо до графа з попереднього прикладу 1.3 ваги
ребер, задамо координати вершин та нарисуємо в цих координатах. Поз-
начимо на ребрах їхнi ваги (рис. 1.10).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 ...
2 2 5 4 5]; % ваги ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t,w); % граф зi зваженими ребрами
disp("Зваженi ребра:")
G.Edges % зваженi ребра графа
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,...

"EdgeLabel",G.Edges.Weight) % нарисували граф
title("Граф зi зваженими ребрами")
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("GraphWithWeightedEdges","-dpng") % зберегли рисунок

Зваженi ребра:
ans =

22×2 table
EndNodes Weight
________ ______
1 2 5
1 3 2
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1 5 3
1 6 2
2 3 5
2 4 5
3 4 2
3 6 5
3 7 2
4 7 3
5 6 1
5 8 5
6 7 1
6 8 2
6 11 3
7 10 3
7 11 2
8 9 5
8 11 2
9 10 5
9 11 4

10 11 2

Рис. 1.10. Граф зi зваженими ребрами

Бачимо, що в таблицi G.Edges, крiм поля G.Edges.EndNodes, з’яви-
лося ще одне поле G.Edges.Weight з вагами ребер.

Додатковi параметри рисування задаються в методi plot у виглядi
пар параметр-значення. □

Приклад 1.5. Створити та нарисувати орграф зi зваженими вер-
шинами (рис. 1.11).
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s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки дуг

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi дуг

d = [2 3 3 4 1 2 3 3 5 1 5]; % ваги вершин
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
disp("Орграф:")
G = digraph(s,t) % орграф
disp("Дуги:")
G.Edges % дуги орграфа
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",d) % нарисували орграф
title("Орграф зi зваженими вершинами")
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("DigraphWithWeightedNodes","-dpng") % зберегли рисунок

Орграф:
G =

digraph with properties:

Edges: [22×1 table]
Nodes: [11×0 table]

Дуги:
ans =

22×1 table
EndNodes
________
1 3
1 5
1 6
2 1
2 3
2 4
3 4
3 6
3 7
4 7
5 6
5 8
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6 7
6 8
6 11
7 10
7 11
8 9
8 11

10 9
11 9
11 10

Рис. 1.11. Орграф зi зваженими вершинами

Тут digraph — конструктор моделi орграфа. Зрозумiло, що в дугах
орграфа номери вершин переставляти не можна. Але самi дуги можна
упорядкувати. □

Ми розглянули, як задаються графи та орграфи. Мультиграфи та
псевдографи задаються так само. Але гiперграфи задавати так не вдасть-
ся. Для них треба використовувати масив розмiром не 𝑚× 2, а 𝑚× 𝑒max,
де 𝑒max — максимальна кiлькiсть вершин, якi може з’єднувати гiперребро.
Тодi коротшi рядки доповнюються нулями. Наприклад, вхiдна iнформа-
цiя про гiперграф з рис. 1.8, в буде такою:

1 2 3 4 13 14 0 0
1 5 6 7 9 12 13 14
2 3 8 10 11 12 14 0
4 5 6 7 8 12 13 0

У такiй iнформацiї про гiперграф немає двозначностей, оскiльки ми
нумеруємо вершини числами вiд 1 до 𝑛, а вершини с номером 0 немає.
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У багатьох мовах програмування, зокрема, i в MATLAB, є можли-
вiсть задавати масиви (списки, структури тощо) з елементами рiзних ти-
пiв. Зокрема, з рядками рiзної довжини. Тому, якщо є така можливiсть,
можете задавати вхiдну iнформацiю про гiперграф з рис. 1.8, в так:

1 2 3 4 13 14
1 5 6 7 9 12 13 14
2 3 8 10 11 12 14
4 5 6 7 8 12 13

Зауважимо, що наведений вище набiр даних однозначно характе-
ризує також i гiперграф з рис. 1.8, а, який є двоїстим до гiперграфа з
рис. 1.8, в. Для кожної вершини (рядка) тут вказанi номери iнцидентних
до неї ребер. I навпаки: матриця списку гiперребер для гiперграфа з
рис. 1.8, а є такою:

1 2 0
1 3 0
1 3 0
1 4 0
2 4 0
2 4 0
2 4 0
3 4 0
2 0 0
3 0 0
3 0 0
2 3 4
1 2 4
1 2 3

або такою (без нулiв, з рядками змiнної довжини):

1 2
1 3
1 3
1 4
2 4
2 4
2 4
3 4
2
3
3

26



2 3 4
1 2 4
1 2 3

I цей набiр даних також однозначно характеризує гiперграф, пока-
заний на рис. 1.8, в, що є двоїстим до гiперграфа з рис. 1.8, а. Тут теж для
кожної вершини (рядка) вказанi номери iнцидентних до неї ребер. Тому
iнформацiю про гiперграф (точнiше, про пару взаємно двоїстих гiпергра-
фiв) можна задавати й у виглядi масиву з 𝑛 рядкiв, у кожному з яких
перелiченi номери ребер, iнцидентних до вiдповiдної вершини, i коротшi
рядки за необхiдностi доповнювати нулями.

Вбудованого механiзму для роботи з гiперграфами в MATLAB наразi
немає, але на сайтi [10] є пакети, створенi користувачами. Можете ними
скористатися.

1.3. Матричнi представлення графiв
Для розв’язання задач зручно представити граф у матричному виг-

лядi. Розглянемо деякi матрицi, що характеризують граф.
Означення 1.20. Матрицею iнцидентностi (incidence matrix) гi-

перграфа 𝐺 називається булiвська (з елементами true та false) або бiнар-
на (з елементами 1 та 0) матриця 𝐴 розмiром 𝑛×𝑚, кожен елемент якої
𝑎𝑖𝑘 = true (або 𝑎𝑖𝑘 = 1) тодi й тiльки тодi, коли вершина 𝑣𝑖 iнцидентна до
ребра 𝑒𝑘. □

Для простого графа у кожному стовпцi матрицi iнцидентностi буде
рiвно двi одиницi, а решта нулi, i всi стовпцi будуть рiзними. Так, для
графа з рис. 1.1, а матриця iнцидентностi має вигляд:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

⎞⎟⎟⎠ . (1.7)

У матрицi iнцидентностi мультиграфа з’являться однаковi стовпцi.
Для псевдографiв у стовпцях, що вiдповiдають петлям, буде лише одна
одиниця (або двiйка, якщо це обумовлено конкретною задачею). У кожно-
му стовпцi матрицi iнцидентностi гiперграфа може бути скiльки завгодно
одиниць. Ось якою є, наприклад, матриця iнцидентностi гiперграфа з
рис. 1.5, а:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ . (1.8)
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Її розмiри 4 × 14. Оскiльки 𝑣1 iнцидентна до 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒13 та 𝑒14,
то в першому рядку одиничними будуть елементи з номерами 1, 2, 3, 4,
13 та 14. Так само заповнюємо й iншi рядки.

Якщо побудувати матрицю iнцидентностi для двоїстого гiперграфа,
показаного на рис. 1.8, в, то неважко помiтити, що вона буде транспо-
нованою до матрицi iнцидентностi початкового гiперграфа (1.8). Можна
довести вiдповiдну теорему — вона майже очевидна з означення 1.18.

Як бачимо, за заданим списком ребер ця матриця будується одно-
значно. Псевдокод побудови матрицi iнцидентностi графа (мультиграфа,
псевдографа) за заданим масивом E розмiром 𝑚×2 зi списком ребер виг-
лядає так.

for k=1 step 1 to m do {переглядаємо рядки масиву ребер E}
begin {for k}

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}

A(i,k)=0 {обнуляємо стовпчик матрицi iнцидентностi}
end {for i}
A(E(k,1),k)=1 {записуємо двi одиницi на потрiбнi мiсця}
A(E(k,2),k)=1 {для гiперграфа замiсть двох одиниць буде цикл}

end {for k}

Зворотна задача теж розв’язується однозначно з точнiстю до поряд-
ку вершин у кожному гiперребрi. Алгоритм виглядає так.

1. Додаємо всi рядки матрицi iнцидентностi 𝐴. В отриманому рядку
кожне число — це кiлькiсть вершин, iнцидентних до вiдповiдного
гiперребра. Найбiльше з цих чисел — це 𝑒max.

2. Описуємо масив E для списку ребер розмiром 𝑚× 𝑒max. Обнуляємо
його.

3. Переглядаємо кожен стовпчик матрицi iнцидентностi 𝐴, i заповню-
ємо вiдповiдний рядок масиву E номерами одиничних елементiв.

Псевдокод третього кроку цього алгоритму виглядає так.

for k=1 step 1 to m do {стовпцi матрицi iнцидентностi}
begin {for k}

j=1 {номер стовпця масиву E: 1, 2, ..., emax}
for i=1 step 1 to n do {ел-ти стовпця матрицi iнцидентностi}
begin {for i}

if (A(i,k)>0.5) {ненульовий елемент стовпця}
then
begin {if-then}

E(k,j)=i
j=j+1
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end {if-then}
end {for i}

end {for k}

У MATLAB матриця iнцидентностi графа та орграфа (див. далi озна-
чення 1.24) будується за допомогою методу incidence. Вiн повертає роз-
рiджену матрицю орграфа, а її модуль буде матрицею iнцидентностi гра-
фа чи мультиграфа. Для псевдографiв цей метод не працює.

Приклад 1.6. Створити мультиграф (рис. 1.12) та нарисувати його
матрицю iнцидентностi (рис. 1.13).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10 2 2 4]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9 3 4 2]; % кiнцi ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений мультиграф
disp("Ребра мультиграфа:")
G.Edges % ребра мультиграфа
A = abs(incidence(G)); % матриця iнцидентностi мультиграфа
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y) % нарисували мультиграф
title("Мультиграф")
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MultiGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл
figure % нове вiкно фiгури
imagesc(A) % поверхня
colormap(flipud(hot(256))) % чорно-бiла палiтра
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
xlim([0.5 numedges(G)+0.5]) % границi вздовж Ox
ylim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Oy
title("Матриця iнцидентностi мультиграфа")
print("IncMatrMultiGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Ребра мультиграфа:
ans =

25×1 table
EndNodes
________
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1 2
1 3
1 5
1 6
2 3
2 3
2 4
2 4
2 4
3 4
3 6
3 7
4 7
5 6
5 8
6 7
6 8
6 11
7 10
7 11
8 9
8 11
9 10
9 11

10 11

Рис. 1.12. Мультиграф

У матрицi iнцидентностi на рис. 1.13 чорним кольором позначенi оди-
ницi, а бiлим — нулi. □
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Рис. 1.13. Матриця iнцидентностi мультиграфа

У кожному стовпцi матрицi iнцидентностi простого графа або муль-
тиграфа рiвно двi одиницi. А у кожному рядку — стiльки одиниць, скiльки
ребер є iнцидентними до цiєї вершини.

Означення 1.21. Ступенем вершини (degree of a vertex) 𝑑𝑖 нази-
вається кiлькiсть ребер, iнцидентних до неї. □

Ступiнь вершини 𝑣𝑖 є сумою елементiв 𝑖-го рядка матрицi iнцидент-
ностi 𝐴. Оскiльки елементи рядка — це нулi та одиницi, можна обчис-
лювати 𝑑𝑖 як суму квадратiв елементiв 𝑖-го рядка цiєї матрицi, або як
скалярний добуток 𝑖-го рядка самого на себе:

𝑑𝑖 = (𝑎𝑖,𝑎𝑖) , (1.9)

де 𝑎𝑖 — 𝑖-й рядок матрицi iнцидентностi 𝐴, що розглядається як вектор-
стовпчик.

Розглянемо тепер скалярний добуток двох рiзних рядкiв матрицi iн-
цидентностi 𝐴. Для простого графа у кожному стовпцi цiєї матрицi рiвно
двi одиницi, i однакових стовпцiв немає. Тому, якщо записати один пiд
одним два рiзнi рядки матрицi 𝐴, то одиниця пiд одиницею може зустрi-
тися не бiльше одного разу, а може й зовсiм не зустрiтися. Отже, скаляр-
ний добуток 𝑖-го рядка на 𝑗-й може дорiвнювати або 1, або 0. Вiн буде
дорiвнювати 1, якщо в 𝑖-му та 𝑗-му рядках є одиниця пiд одиницею, тобто
є ребро, що поєднує 𝑣𝑖 з 𝑣𝑗 . Щоб обчислити скалярнi добутки всiх рядкiв
на всi, простiше за все помножити матрицю iнцидентностi 𝐴 на транспо-
новану до неї. Наприклад, для матрицi (1.7) простого графа з рис. 1.1, а
результат множення буде таким:
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𝐴𝐴𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
3 1 1 1
1 2 0 1
1 0 2 1
1 1 1 3

⎞⎟⎟⎠ .

(1.10)
На головнiй дiагоналi — ступенi вершин, а позадiагональнi елементи

дорiвнюють 1, якщо вiдповiднi вершини сумiжнi, i 0, якщо нi.
Означення 1.22. Матрицею сумiжностi вершин (adjacency mat-

rix) простого графа 𝐺 називається булiвська (з елементами true та false)
або бiнарна (з елементами 0 та 1) матриця 𝐵 розмiром 𝑛 × 𝑛, кожен
елемент якої 𝑏𝑖𝑗 = true (або 𝑏𝑖𝑗 = 1) тодi й тiльки тодi, коли 𝑣𝑖 є сумiжною
з 𝑣𝑗 . На головнiй дiагоналi ставляться нулi. □

Якщо 𝑣𝑖 сумiжна з 𝑣𝑗 , то й 𝑣𝑗 є сумiжною з 𝑣𝑖. Тому матриця су-
мiжностi вершин буде симетричною. Ось як вона виглядає для графа з
рис. 1.1, а:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ . (1.11)

Порiвнюючи формули (1.10) та (1.11), бачимо, як пов’язанi мiж со-
бою матрицi iнцидентностi та сумiжностi вершин:

𝐵 = 𝐴𝐴𝑇 −𝐷, (1.12)

де 𝐷 — дiагональна матриця зi ступенями вершин на головнiй дiагоналi.
Як i матриця iнцидентностi, матриця сумiжностi вершин однозначно

будується за масивом зi списком ребер. Якщо є в наявностi матриця iнци-
дентностi, можна скористатися формулою (1.12). Якщо ж її немає i вона
не потрiбна, можна вiдразу будувати матрицю сумiжностi вершин B за
допомогою наступного алгоритму.

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}

for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

B(i,j)=0 {обнуляємо матрицю сумiжностi вершин}
end {for j}

end {for i}
for k=1 step 1 to m do

32



begin {for k}
B(E(k,1),E(k,2))=1
B(E(k,2),E(k,1))=1

end {for k}

Тут E — масив зi списком ребер розмiром 𝑚× 2.
У MATLAB для побудови матрицi сумiжностi вершин графа, муль-

тиграфа чи псевдографа є метод adjacency. В ньому кратнi ребра та петлi
iгноруються.

Приклад 1.7. Створити псевдограф (рис. 1.14) та нарисувати його
матрицю сумiжностi вершин (рис. 1.15).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10 2 2 4 6 6 8]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9 3 4 2 6 6 8]; % кiнцi ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений псевдограф
B = adjacency(G); % матриця сумiжностi вершин псевдографа
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y) % нарисували псевдограф
title("Псевдограф")
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("PseudoGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл
figure % нове вiкно фiгури
imagesc(B) % поверхня
colormap(flipud(hot(256))) % чорно-бiла палiтра
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
xlim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Ox
ylim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Oy
title("Матриця сумiжностi вершин псевдографа")
print("AdjVerMatrPseudoGraph","-dpng") % зберегли рисунок

Зворотна задача теж розв’язується однозначно з точнiстю до нуме-
рацiї ребер та вершин у ребрi. Алгоритм дуже простий: переглядаємо всi
елементи матрицi 𝐵 над головною дiагоналлю. Якщо побачимо ненульо-
вий елемент, то його iндекси (номер рядка та стовпця) — це буде черговий
рядок масиву зi списком ребер. Ось реалiзацiя цього алгоритму на псев-
докодi.

k=1 {номер рядка масива E}
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Рис. 1.14. Псевдограф

Рис. 1.15. Матриця сумiжностi вершин псевдографа □
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for i=1 step 1 to n-1 do
begin {for i}

for j=i+1 step 1 to n do
begin {for j}

if (B(i,j)>0.5) {ненульовий ел-нт матрицi сумiжностi вершин}
then
begin {if-then}

E(1,k)=i
E(2,k)=j
k=k+1

end {if-then}
end {for j}

end {for i}

Якщо це потрiбно для якоїсь конкретної задачi, для мультиграфiв
замiсть одиниць можна ставити кiлькiсть ребер (тодi матриця вже не буде
анi булiвською, анi бiнарною). Для псевдографiв на головнiй дiагоналi
будуть не нулi, а кiлькiсть петель. Для зважених графiв замiсть одиниць
можна задавати ваги вiдповiдних ребер.

Якщо у дводолевому графi спочатку перенумерувати вершини однiєї
долi (𝑟 вершин), а потiм другої (𝑠 вершин), то матриця сумiжностi вершин
буде мати структуру:

𝐵 =

(︂
0 𝐵𝑟𝑠

𝐵𝑇
𝑟𝑠 0

)︂
, (1.13)

де 0 — нульова матриця вiдповiдних розмiрiв, 𝐵𝑟𝑠 — прямокутна матриця
сумiжностi вершин з рiзних долей розмiром 𝑟 × 𝑠.

Розглянемо тепер скалярнi добутки не рядкiв, а стовпцiв матрицi iн-
цидентностi 𝐴. Для простого графа у кожному стовпцi 𝐴 рiвно двi оди-
ницi, тому скалярний добуток кожного стовпця самого на себе дорiвнює
двом. Однакових стовпцiв (кратних ребер) у простому графi немає, то-
му, якщо порiвняти два рiзнi стовпцi 𝐴 з двома одиницями в кожному,
то спiвпадiнь одиниць може бути не бiльше одного, а може й взагалi не
бути. Таке спiвпадiння двох одиниць буде тодi, коли є вершина, iнцидент-
на обом ребрам, тобто ребра сумiжнi. Щоб знайти скалярнi добутки всiх
пар стовпцiв, треба помножити 𝐴𝑇 на 𝐴. Наприклад, для матрицi (1.7)
простого графа з рис. 1.1, а результат множення буде таким:
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𝐴𝑇𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 1 1 1 0
1 2 1 0 1
1 1 2 1 1
1 0 1 2 1
0 1 1 1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(1.14)
На головнiй дiагоналi знаходяться двiйки, а позадiагональнi елемен-

ти дорiвнюють 1, якщо вiдповiдна пара ребер сумiжна, i 0, якщо нi.
Означення 1.23. Матрицею сумiжностi ребер (edge-adjacency

matrix) простого графа 𝐺 називається булiвська (з елементами true та
false) або бiнарна (з елементами 1 та 0) матриця 𝐶 розмiром 𝑚 × 𝑚,
кожен елемент якої 𝑐𝑘𝑙 = true (або 𝑐𝑘𝑙 = 1) тодi й тiльки тодi, коли ребро
𝑒𝑘 є сумiжним з 𝑒𝑙. На головнiй дiагоналi ставляться нулi. □

Ця матриця також є симетричною. Для графа з рис. 1.1, а вона має
вигляд:

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (1.15)

Порiвнюючи формули (1.14) та (1.15), бачимо зв’язок мiж матрицями
iнцидентностi та сумiжностi ребер:

𝐶 = 𝐴𝑇𝐴− 2𝐸. (1.16)

Якщо є в наявностi матриця iнцидентностi 𝐴, то побудувати матри-
цю сумiжностi ребер 𝐶 можна (однозначно) за формулою (1.16). Якщо ж
її немає i вона не потрiбна, можна вiдразу однозначно будувати матрицю
сумiжностi ребер 𝐶 за допомогою такого алгоритму.

for k=1 step 1 to m do
begin {for k}

for l=1 step 1 to m do
begin {for l}

C(k,l)=0 {обнуляємо матрицю сумiжностi ребер}
end {for l}

end {for k}
for k=1 step 1 to m-1 do
begin {for k}
for l=k+1 step 1 to m do
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begin {for l}
if ( (E(k,1)=E(l,1)) or (E(k,2)=E(l,2)) or

(E(k,1)=E(l,2)) or (E(k,2)=E(l,1)) )
then
begin {if-then}

C(k,l)=1
C(l,k)=1

end {if-then}
end {for l}

end {for k}

Як i ранiше, тут E — масив зi списком ребер розмiром 𝑚× 2.
Але за матрицею сумiжностi ребер 𝐶 вiдновити масив зi списком

ребер неможливо: у матрицi 𝐶 немає iнформацiї про те, з якого саме
кiнця ребро 𝑒𝑘 є сумiжним до ребра 𝑒𝑙.

У MATLAB немає вбудованого методу для побудови матрицi сумiж-
ностi ребер, але реалiзацiя формули (1.16) для простих графiв не викли-
кає труднощiв.

Приклад 1.8. Для простого графу з прикладу 1.3 створити та на-
рисувати його матрицю сумiжностi ребер (рис. 1.16).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
A = abs(incidence(G)); % матриця iнцидентностi графа
C = A’*A-2*speye(numedges(G)); % матриця сумiжностi ребер
figure % нове вiкно фiгури
imagesc(C) % поверхня
colormap(flipud(hot(256))) % чорно-бiла палiтра
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
xlim([0.5 numedges(G)+0.5]) % границi вздовж Ox
ylim([0.5 numedges(G)+0.5]) % границi вздовж Oy
title("Матриця сумiжностi ребер графа")
print("AdjEdgeMatrGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Тут чорнi клiтинки — одинцi, а бiлi — нулi. □
Розглянемо тепер матрицi, що характеризують орграфи.
Означення 1.24. Матрицею iнцидентностi (incidence matrix) ор-

графа 𝐺 називається матриця 𝐴 розмiром 𝑛 × 𝑚, кожен елемент якої
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Рис. 1.16. Матриця сумiжностi ребер графа

𝑎𝑖𝑘 = 1 тодi й тiльки тодi, коли з вершини 𝑣𝑖 виходить дуга 𝑒𝑘, 𝑎𝑖𝑘 = −1
тодi й тiльки тодi, коли у вершину 𝑣𝑖 входить дуга 𝑒𝑘, а в iнших випадках
𝑎𝑖𝑘 = 0. □

Ось як виглядає матриця iнцидентностi для орграфа з рис. 1.1, б :

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 0 0
−1 0 0 1 0
0 −1 0 0 1
0 0 −1 −1 −1

⎞⎟⎟⎠ . (1.17)

Для орграфа з кратними дугами у цiй матрицi будуть повторюванi
стовпцi. Якщо є петлi, можна, наприклад, ставити одну одиницю у вiдпо-
вiдному стовпцi.

Як i для звичайних (неорiєнтованих) графiв, ця матриця однознач-
но будується за масивом E зi списком дуг розмiром 𝑚 × 2. Вiдповiдний
алгоритм виглядає так.

for k=1 step 1 to m do {переглядаємо рядки масиву дуг E}
begin {for k}

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}
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A(i,k)=0 {обнуляємо стовпчик матрицi iнцидентностi}
end {for i}
A(E(k,1),k)=1 {хвiст дуги}
A(E(k,2),k)=-1 {вiстря дуги}

end {for k}

Зворотна задача теж розв’язується однозначно з точнiстю до нуме-
рацiї дуг. Ось реалiзацiя цього алгоритму.

for k=1 step 1 to m do {стовпцi матрицi iнцидентностi}
begin {for k}

for i=1 step 1 to n do {ел-ти стовпця матрицi iнцидентностi}
begin {for i}

if (A(i,k)>0.5) {хвiст (кiнець) дуги}
then
begin {if-then}

E(k,1)=i
end {if-then}
else if (A(i,k)<-0.5) {вiстря (початок) дуги}
then
begin {if-then}

E(k,2)=i
end {if-then}

end {for i}
end {for k}

У MATLAB метод incidence повертає матрицю iнцидентностi ор-
графа. Для графа чи мультиграфа треба просто взяти її модуль (див.
означення 1.20 та приклад 1.6).

Приклад 1.9. Для орграфу з прикладу 1.5 (рис. 1.11) створити та
нарисувати його матрицю iнцидентностi (рис. 1.17).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки дуг

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi дуг

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = digraph(s,t); % орграф
A = incidence(G); % матриця iнцидентностi орграфа
imagesc(A) % поверхня
colormap(gray(256)) % сiра палiтра
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axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
xlim([0.5 numedges(G)+0.5]) % границi вздовж Ox
ylim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Oy
title("Матриця iнцидентностi орграфа")
print("IncMatrDiGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 1.17. Матриця iнцидентностi орграфа

Чорнi клiтинки тут — числа −1, бiлi — 1, а сiрi — 0. □
Означення 1.25. Матрицею сумiжностi вершин (adjacency mat-

rix) ографа 𝐺 називається матриця 𝐵 розмiром 𝑛×𝑛, кожен елемент якої
𝑏𝑖𝑗 = 1 тодi й тiльки тодi, коли з 𝑣𝑖 виходить дуга у 𝑣𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 = −1 тодi й
тiльки тодi, коли у 𝑣𝑖 входить дуга з 𝑣𝑗 , i 𝑏𝑖𝑗 = 0 в усiх iнших випадках. □

Неважко помiтити, що матриця сумiжностi вершин орграфа буде ко-
сосиметричною. Для орграфа рис. 1.1, б вона має вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 1 1
−1 0 0 1
−1 0 0 1
−1 −1 −1 0

⎞⎟⎟⎠ . (1.18)

Як i для графа, ця матриця будується однозначно за масивом зi спис-
ком дуг:

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}

for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

B(i,j)=0 {обнуляємо матрицю сумiжностi вершин}
end {for j}
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end {for i}
for k=1 step 1 to m do
begin {for k}

B(E(k,1),E(k,2))=1
B(E(k,2),E(k,1))=-1

end {for k}

Зворотна задача теж розв’язується однозначно з точнiстю до нуме-
рацiї дуг:

k=1 {номер рядка масива E}
for i=1 step 1 to n-1 do
begin {for i}

for j=i+1 step 1 to n do
begin {for j}

if (B(i,j)>0.5) {хвiст (кiнець) дуги}
then
begin {if-then}

E(1,k)=i
E(2,k)=j
k=k+1

end {if-then}
else if (B(i,j)<-0.5) {вiстря (початок) дуги}
then
begin {if-then}

E(1,k)=j
E(2,k)=i
k=k+1

end {if-then}
end {for j}

end {for i}

У MATLAB метод adjacency повертає для орграфа матрицю досяж-
ностi (див. далi означення 6.8): 𝑏𝑖𝑗 = 1, коли з 𝑣𝑖 виходить дуга у 𝑣𝑗 , i
𝑏𝑖𝑗 = 0 в усiх iнших випадках. Щоб отримати матрицю сумiжностi за
означенням 1.25, треба ще вiдняти вiд отриманої матрицi транспоновану
до неї.

Приклад 1.10. Для орграфу з прикладу 1.5 (рис. 1.11) створити та
нарисувати його матрицю сумiжностi вершин (рис. 1.18).

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки дуг
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t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi дуг

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = digraph(s,t); % орграф
B1 = adjacency(G); % 1/2 матрицi сумiжностi вершин орграфа
B = B1-B1’; % матриця сумiжностi вершин орграфа
imagesc(B) % поверхня
colormap(gray(256)) % сiра палiтра
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
xlim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Ox
ylim([0.5 numnodes(G)+0.5]) % границi вздовж Oy
title("Матриця сумiжностi вершин орграфа")
print("AdjVerMatrDiGraph","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 1.18. Матриця сумiжностi вершин орграфа

Як i в попередньому прикладi 1.10, чорнi клiтинки — це −1, бiлi —
1, а сiрi — 0. □

Далi, в наступних главах, будуть застосовуватися ще деякi матрицi.
А зараз розглянемо, як змiнюються матрицi iнцидентностi, сумiжностi
вершин та сумiжностi ребер при перенумерацiї вершин та (або) ребер чи
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дуг.
Почнемо з матрицi iнцидентностi 𝐴. При перенумерацiї ребер (дуг)

треба переставити її стовпцi, а при перенумерацiї вершин — рядки. З лi-
нiйної алгебри вiдомо, що для перестановки стовпцiв треба матрицю 𝐴
помножити на матрицю перестановок 𝑇𝐸 розмiром 𝑚 × 𝑚. У кожному
рядку матрицi 𝑇𝐸 повинна бути одна одиниця (на тому мiсцi, куди треба
переставити цей стовпчик), а решта — нулi. Так само, якщо треба пере-
ставити рядки матрицi 𝐴, створюємо матрицю перестановок 𝑇 𝑉 розмiром
𝑛× 𝑛 за тими самими правилами, транспонуємо її та множимо 𝑇 𝑇

𝑉 на 𝐴.
Нова матриця iнцидентностi 𝐴1 буде обчислюватися так:

𝐴1 = 𝑇 𝑇
𝑉 𝐴𝑇𝐸 . (1.19)

Матриця сумiжностi вершин 𝐵 змiнюється лише при перенумерацiї
вершин: переставляються i рядки, i стовпцi. Перенумерацiя ребер її не
змiнює. Формула для обчислення нової матрицi сумiжностi вершин 𝐵1

буде такою:

𝐵1 = 𝑇 𝑇
𝑉 𝐵𝑇 𝑉 . (1.20)

I, нарештi, матриця сумiжностi ребер 𝐶 змiнюється лише при перену-
мерацiї ребер: переставляються i рядки, i стовпцi. Перенумерацiя вершин
її не змiнює. Формула для змiни така ж сама:

𝐶1 = 𝑇 𝑇
𝐸𝐶𝑇𝐸 . (1.21)

1.4. Запитання для перевiрки
1. Що таке (простий) граф?
2. Що таке вершини графа? ребра?
3. Що таке розмiр графа? його потужнiсть?
4. Якi вершини та ребра називаються зваженими? розфарбованими?
5. Що таке мультиграф?
6. Що таке псевдограф?
7. Що таке гiперграф?
8. Що таке орграф?
9. Як задати граф, мультиграф, псевдограф, орграф у MATLAB?

10. Як нарисувати граф, мультиграф, псевдограф, орграф у MATLAB?
11. Що таке клiка?
12. Який граф називається дводолевим?
13. Який гiперграф називається двоїстим до заданого?
14. Як будується матриця iнцидентностi графа?
15. Як вiдновлюється список ребер графа за його матрицею iнцидент-

ностi?
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16. Як побудувати матрицю iнцидентностi графа, мiльтиграфа, оргра-
фа в MATLAB?

17. Як будується матриця сумiжностi вершин графа?
18. Як вiдновлюється список ребер графа за його матрицею сумiжностi

вершин?
19. Як побудувати матрицю сумiжностi вершин графа, мiльтиграфа,

орграфа в MATLAB?
20. Як пов’язанi мiж собою матрицi iнцидентностi та сумiжностi вер-

шин?
21. Як будується матриця сумiжностi ребер графа?
22. Як пов’язанi мiж собою матрицi iнцидентностi та сумiжностi ребер?
23. Як побудувати матрицю сумiжностi ребер графа, мiльтиграфа в

MATLAB?
24. Як будується матриця iнцидентностi орграфа?
25. Як вiдновлюється список дуг орграфа за його матрицею iнцидент-

ностi?
26. Як будується матриця сумiжностi вершин орграфа?
27. Як вiдновлюється список дуг орграфа за його матрицею сумiжностi

вершин?
28. Як змiнюється матриця iнцидентностi графа чи орграфа при пере-

нумерацiї його вершин? ребер (дуг)?
29. Як змiнюється матриця сумiжностi вершин графа чи орграфа при

перенумерацiї його вершин? ребер (дуг)?
30. Як змiнюється матриця сумiжностi ребер графа при перенумерацiї

його вершин? ребер?
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2. Пакування, покриття, домiнуючi множини,
клiки
У цьому роздiлi будуть розглянутi сiм задач: вершиннi та ребернi

пакування, покриття та домiнуючi множини (це 2× 3 = 6 задач) i задача
про максимальний повний пiдграф (максимальну клiку). Усi цi задачi
формулюються як задачi бiнарного лiнiйного програмування (БЛП).

2.1. Реберне пакування
Означення 2.1. Реберним пакуванням (edge packing) у графi 𝐺 =

(𝑉,𝐸) називається пiдмножина попарно несумiжних ребер 𝐸1 ⊂ 𝐸. Iнша
назва реберного пакування: паросполучення (matching). Паросполучення
називається максимальним за включенням, якщо воно не є пiдмножиною
паросполучення з бiльшою кiлькiстю ребер. Паросполучення називається
максимальним, якщо воно мiстить у собi максимально можливу кiлькiсть
ребер. □

Рис. 2.1. Граф (а), його паросполучення (б), максимальне за включенням
паросполучення (в) та максимальне паросполучення (г)

На рис. 2.1, а представлений граф з 𝑛 = 8 вершинами та 𝑚 = 13 реб-
рами. Одне з його паросполучень — це множина ребер {𝑒1, 𝑒4}, що не є
сумiжними. Воно видiлене на рис. 2.1, б. Це паросполучення не є макси-
мальним за включенням: до нього можна долучити ребро 𝑒13, як показано
на рис. 2.1, в. До множини ребер {𝑒1, 𝑒4, 𝑒13} вже нiчого додати не можна:
будь-яке iнше ребро є сумiжним з якимось iз цих ребер. Тому паросполу-
чення {𝑒1, 𝑒4, 𝑒13} є максимальним за включенням. Але воно не є макси-
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мальним: замiсть одного ребра 𝑒13 до множини {𝑒1, 𝑒4} можна долучити
два ребра: 𝑒3 та 𝑒6 (рис. 2.1, г). Паросполучення {𝑒1, 𝑒4, 𝑒3, 𝑒6} вже буде
максимальним: для 8 вершин бiльше нiж 4 несумiжних ребра вибрати
неможливо.

Означення 2.2. Паросполучення називається довершеним (perfect
matching), якщо його ребра є iнцидентними до всiх вершин графа. □

Довершене паросполучення графа є водночас i його реберним пок-
риттям (див. далi пiдроздiл 2.3). Його можна побудувати (якщо взагалi
можна) лише для графа з парною кiлькiстю вершин, i кiлькiсть ребер у
ньому дорiвнює 𝑛

2 . Тому можна сказати й так: якщо у графi з парною
кiлькiстю вершин знайдене паросполучення з 𝑛

2 ребрами, то це пароспо-
лучення буде довершеним.

Однiєю з задач теорiї графiв є знаходження в ньому максимально-
го паросполучення. Якщо ребра графа зваженi, то узагальненням буде
задача про максимальне зважене паросполучення. В нiй треба знайти па-
росполучення з максимальною загальною вагою ребер.

Прикладом такої задачi є розбиття колективу людей на пари: екiпа-
жi, бригади тощо. Якщо кожне ребро означає можливiсть спiльної робо-
ти, то маємо незважену задачу: створити максимально можливу кiлькiсть
працездатних бригад. Якщо ж ребра зваженi, то зазвичай вага ребра озна-
чає продуктивнiсть цiєї бригади. В цьому випадку формування колективу
з максимальною загальною продуктивнiстю є задачею про максимальне
зважене паросполучення.

Для розв’язання задачi про максимальне (зважене) паросполучення
є багато методiв. Але, якщо ми маємо ефективну процедуру розв’язання
задачi БЛП, то найпростiший спосiб розв’язання задачi про максимальне
(зважене) паросполучення — це зведення її до задачi БЛП. Розглянемо,
як це зробити.

Введемо до розгляду вектор-стовпчик 𝑒 довжиною 𝑚. Назвемо цей
вектор асоцiйованим з ребрами графа 𝐸, оскiльки кожна координата 𝑒𝑘
вектора 𝑒 буде характеризувати вiдповiдне ребро. Якщо ребро 𝑒𝑘 входить
у шукане паросполучення, то асоцiйована з ним змiнна 𝑒𝑘 буде приймати
значення 1, а якщо нi — то 0. Тодi загальну кiлькiсть ребер, що входять
у паросполучення, можна записати у виглядi:

𝑧 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘 = (1, 𝑒) , (2.1)

де 1 — вектор-стовпчик з одиниць вiдповiдної розмiрностi. В задачi про
максимальне паросполучення цю величину треба максимiзувати за умови,
що всi змiннi 𝑒𝑘 можуть приймати значення тiльки 0 або 1:
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{︂
𝑒𝑘 = 0 ∨ 1;

𝑘 = 1,𝑚;
(2.2)

Рис. 2.2. Приклад
графа

i серед ребер немає сумiжних. Остання вимога
означає, що для кожної вершини iснує не бiль-
ше одного ребра, iнцидентного до неї. Перейдемо
вiд ребер 𝑒𝑘 до асоцiйованих з ними змiнних 𝑒𝑘.
Маємо: для кожної вершини 𝑣𝑖 сума змiнних 𝑒𝑘,
асоцiйованих з ребрами, iнцидентними до 𝑣𝑖, не
повинна перевищувати одиницi.

Так, для графа з рис. 2.2 ця система
нерiвностей-обмежень виглядає наступним чи-
ном. До вершини 𝑣1 є iнцидентними ребра 𝑒1 та
𝑒2; тому сума змiнних 𝑒1 та 𝑒2 не повинна переви-
щувати одиницi. До вершини 𝑣2 є iнцидентними ребра 𝑒1, 𝑒3 та 𝑒4; тому
сума змiнних 𝑒1, 𝑒3 та 𝑒4 також не повинна перевищувати одиницi тощо:

𝑣1 : 𝑒1 + 𝑒2 ≤ 1;
𝑣2 : 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒4 ≤ 1;
𝑣3 : 𝑒4 + 𝑒5 ≤ 1;
𝑣4 : 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒5 ≤ 1.

(2.3)

Якщо скористатися матрицею iнцидентностi, яка для графа з рис. 2.2
має вигляд:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎠ , (2.4)

то умова вiдсутностi сумiжних ребер записується так:

𝐴𝑒 ≤ 1. (2.5)

Тут векторна нерiвнiсть означає одночасне виконання нерiвностей за
всiма координатами. Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩

𝑧 = (1, 𝑒)→ max;
𝐴𝑒 ≤ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.6)

В задачi про максимальне зважене паросполучення треба максимiзу-
вати не загальну кiлькiсть ребер, а їхню загальну вагу. Позначимо вектор-
стовпчик з вагами ребер як 𝑐. Тодi замiсть (2.6) будемо мати задачу БЛП,
що вiдрiзняється вiд (2.6) тiльки цiльовою функцiєю:
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⎧⎨⎩
𝑧 = (𝑐, 𝑒)→ max;
𝐴𝑒 ≤ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.7)

Алгоритм (2.6-2.7) реалiзований в методi maxmatch, що мiститься в
Graph Theory Toolbox. Для графа G вiн повертає список ребер, вклю-
чених до максимального паросполучення (вектор-рядок). Якщо граф зi
зваженими ребрами, то розв’язується задача (2.7), а якщо нi — то (2.6).

Приклад 2.1. Для графа з прикладу 1.4 (рис. 1.10) знайти макси-
мальнi незважене та зважене паросполучення.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 5]; % ваги
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
mm = maxmatch(G); % розв’язуємо незважену задачу
MaxSize = length(mm); % кiлькiсть ребер
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % тонкi лiнiї ребер
EdgeWidth(mm) = 5; % товстi лiнiї ребер паросполучення
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"LineWidth",EdgeWidth) % рисуємо
title("Кiлькiсть ребер у максимальному паросполученнi " + ...

MaxSize)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MaxMatch","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t,w); % зважений граф
mm = maxmatch(G); % розв’язуємо зважену задачу
MaxWeight = sum(G.Edges.Weight(mm)); % максимальна вага
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % тонкi лiнiї ребер
EdgeWidth(mm) = 5; % товстi лiнiї ребер паросполучення
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"EdgeLabel",G.Edges.Weight, ...

"LineWidth",EdgeWidth) % нарисували
title("Вага максимального зваженого паросполучення " + ...

MaxWeight)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
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axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMaxMatch","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 2.3. Максимальне паросполучення

Рис. 2.4. Максимальне зважене паросполучення

На рис. 2.3 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.4 —
зваженої. Мiтки ребер у зваженiй задачi — ваги ребер. □

Iнший приклад: максимальне зважене паросполучення на дводоле-
вому графi є задачею про призначення.

Приклад 2.2. У табл. 2.1 показана матриця продуктивностей для
задачi про призначення п’яти працiвникiв на шiсть робiт, не бiльше одно-
го працiвника на кожну роботу та не бiльше однiєї роботи на кожного
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Табл. 2.1. Матриця продуктивностей

𝑖\𝑗 1 2 3 4 5 6

1 4 6 5 2 8 13

2 14 11 6 5 11 14

3 14 2 8 2 4 14

4 3 2 9 5 6 12

5 13 11 7 10 4 10

працiвника. Треба так розподiлити працiвникiв на роботи, щоб отримати
максимальний прибуток.

У цiй задачi нам треба знайти максимальне зважене паросполучення
на повному дводолевому графi 𝐾5,6. Ваги всiх 5 × 6 = 30 ребер заданi в
табл. 2.1.

% вхiднi данi - матриця продуктивностей
C = [ 4 6 5 2 8 13; ...

14 11 6 5 11 14; ...
14 2 8 2 4 14; ...
3 2 9 5 6 12; ...

13 11 7 10 4 10];
% кiнець вхiдних даних

% друк вхiдних даних
disp("Задача про призначення")
[m,n] = size(C); % кiлькiсть працiвникiв i робiт
fprintf("Кiлькiсть працiвникiв = %d\n",m)
fprintf("Кiлькiсть робiт = %d\n",n)
disp("Матриця продуктивностей:")
fprintf("i\\j ") % початок 1-го рядка
fprintf("%3.0f ",1:n) % 1-й рядок
fprintf("\n") % кiнець 1-го рядка
for i=1:m % наступнi рядки

fprintf("%2.0f",i) % початок рядка
fprintf("%5.0f",C(i,:)) % рядок
fprintf("\n") % кiнець рядка

end
disp("================================")
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% формуємо вхiднi данi для графа
s = reshape(repmat(1:m,n,1),m*n,1); % працiвники
t = repmat((1:n)’,m,1)+m; % роботи
w = reshape(C’,m*n,1); % ваги ребер

G = graph(s,t,w); % граф зi зваженими ребрами
N = numnodes(G); % кiлькiсть вершин; N=m+n
M = numedges(G); % кiлькiсть ребер; M=m*n
mm = maxmatch(G); % max зважене паросполучення
MaxWeight = sum(G.Edges.Weight(mm)); % max продуктивнiсть

% друкуємо результати розв’язання задачi
disp("Розподiл працiвникiв:")
disp("Працiвник Робота Продуктивнiсть")
fprintf(" %3.0f ---> %3.0f %5.0f\n",...

(G.Edges{mm,:}-repmat([0 m 0],length(mm),1))’)
disp("===================================")
fprintf("MAX продуктивнiсть = %5.0f\n",MaxWeight)

% данi для рисування
x = [-ones(m,1); ones(n,1)]*2; % координати вершин
y = [(2:-4/(m-1):-2), 2:-4/(n-1):-2]’;
% працiвники лiворуч, роботи праворуч
EdgeWidth = ones(numedges(G),1)/2; % тонкi лiнiї ребер
EdgeWidth(mm) = 4; % товстi лiнiї ребер паросполучення
NodeLabel = cell(1,N); % для мiток вершин
for k=1:m % номер працiвника

NodeLabel{k} = [’\itv\rm_{’ num2str(k) ’}’];
end
for k=1:n % номер роботи

NodeLabel{m+k} = [’\itw\rm_{’ num2str(k) ’}’];
end
EdgeLabel = cell(1,M); % для мiток ребер
for k=1:M % усi мiтки пустi

EdgeLabel{k} = ’’;
end
for k=1:length(mm) % мiтки ребер паросполучення - ваги

EdgeLabel{mm(k)} = [num2str(G.Edges.Weight(mm(k))) ...
’ ’ ...
’ ’];
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% додали в кiнцi пробiлi, щоб змiстити мiтку ребра лiворуч
end

% рисуємо
figure("Position",[100 100 600 600]) % нове вiкно фiгури
plot(G,... % рисуємо граф

"XData",x,"YData",y,... % координати вершин
"LineWidth",EdgeWidth,... % товщини лiнiй ребер
"NodeLabel",NodeLabel,... % мiтки вершин
"EdgeLabel",EdgeLabel,... % мiтки ребер
"MarkerSize",6) % розмiр мiток вершин

title("MAX продуктивнiсть = " + MaxWeight) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб вдовж осей координат
axis("off") % прибрали оси
print("MaxAssign","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Задача про призначення
Кiлькiсть працiвникiв = 5
Кiлькiсть робiт = 6
Матриця продуктивностей:
i\j 1 2 3 4 5 6
1 4 6 5 2 8 13
2 14 11 6 5 11 14
3 14 2 8 2 4 14
4 3 2 9 5 6 12
5 13 11 7 10 4 10

================================
Розподiл працiвникiв:
Працiвник Робота Продуктивнiсть

1 ---> 6 13
2 ---> 5 11
3 ---> 1 14
4 ---> 3 9
5 ---> 2 11

===================================
MAX продуктивнiсть = 58

На рис. 2.5 показаний дводолевий граф — розв’язок задачi про приз-
начення. Лiва доля — працiвники, права — роботи, товстi лiнiї — приз-
начення. □
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Рис. 2.5. Розв’язок задачi про призначення

2.2. Вершинне пакування
Означення 2.3. Вершинним пакуванням (vertex packing) у графi

𝐺 = (𝑉,𝐸) називається пiдмножина попарно несумiжних вершин 𝑉1 ⊂ 𝑉 .
Iншi назви вершинного пакування: незалежна множина вершин (inde-
pendent set), внутрiшньо стiйка множина вершин (stable set). Незалеж-
на множина вершин називається максимальною за включенням, якщо
вона не є пiдмножиною незалежної множини вершин з бiльшою кiлькiстю
вершин. Незалежна множина вершин називається максимальною, якщо
вона мiстить у собi максимально можливу кiлькiсть вершин. □

На рис. 2.6, а представлений граф з 𝑛 = 8 вершинами та 𝑚 = 13
ребрами, той самий, що й на рис. 2.1, а. Одна його вершина 𝑣1 утворює
незалежну множину вершин (рис. 2.6, б ). Ця незалежна множина не є
максимальною за включенням: до неї можна долучити вершину 𝑣7, як
показано на рис. 2.6, в. До множини вершин {𝑣1, 𝑣7} вже нiчого додати
не можна: будь-яка iнша вершина є сумiжною або з 𝑣1, або з 𝑣7. То-
му незалежна множина вершин {𝑣1, 𝑣7} є максимальною за включенням.
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Рис. 2.6. Граф (а), його незалежна множина вершин (б),
максимальна за включенням незалежна множина вершин (в)

та максимальна незалежна множина вершин (г)

Але вона не є максимальною: замiсть однiєї вершини 𝑣7 до множини {𝑣1}
можна долучити двi вершини: 𝑣6 та 𝑣4 (рис. 2.6, г). Незалежна множи-
на вершин {𝑣1, 𝑣4, 𝑣6} вже буде максимальною: знайти чотири попарно
несумiжнi вершини в цьому графi нам не вдасться.

Однiєю з задач теорiї графiв є знаходження в ньому максимальної
незалежної множини вершин. Якщо вершини графа зваженi, то узагаль-
ненням буде задача про максимальну зважену незалежну множину вер-
шин. У нiй треба знайти множину вершин з максимальною загальною
вагою.

Приклад: є колектив експертiв (вершини графа); вага вершини — це
рiвень компетентностi експерта. Ребра графа — зв’язки мiж експертами.
Треба обрати з цього колективу пiдгрупу незалежних одне вiд одного
експертiв iз максимальним загальним рiвнем компетентностi.

Зведемо задачу про максимальну незалежну множину вершин до за-
дачi БЛП. Для цього введемо до розгляду вектор-стовпчик 𝑣 довжиною
𝑛. Цей вектор буде асоцiйованим з вершинами: якщо якась вершина 𝑣𝑖
мiститься у незалежнiй множинi, то вiдповiдна змiнна 𝑣𝑖 буде приймати
значення 1, а якщо нi — то 0. Тобто координати вектора 𝑣 є цiлочисель-
ними та можуть приймати лише одне з двох значень — 0 або 1:{︂

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1;

𝑖 = 1, 𝑛.
(2.8)

Треба максимiзувати загальну кiлькiсть вершин:

54



𝑧 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖 = (1,𝑣) (2.9)

за умови, що серед них немає сумiжних. Ця вимога означає, що для кож-
ного ребра iснує не бiльше однiєї вершини з незалежної множини, iнци-
дентної до нього. Якщо перейти вiд вершин 𝑣𝑖 до асоцiйованих з ними
змiнних 𝑣𝑖, то маємо: для кожного ребра 𝑒𝑘 сума змiнних 𝑣𝑖, асоцiйова-
них з вершинами, iнцидентними до 𝑒𝑘, не повинна перевищувати одини-
цi. Так, для графа з рис. 2.2 ця система нерiвностей-обмежень виглядає
наступним чином. Ребро 𝑒1 є iнцидентним до вершин 𝑣1 i 𝑣2; тому сума
змiнних 𝑣1 i 𝑣2 не може перевищувати одиницi. Ребро 𝑒2 є iнцидентним до
вершин 𝑣1 i 𝑣4; тому сума змiнних 𝑣1 i 𝑣4 також не повинна перевищувати
одиницi тощо:

𝑒1 : 𝑣1 + 𝑣2 ≤ 1;
𝑒2 : 𝑣1 + 𝑣4 ≤ 1;
𝑒3 : 𝑣2 + 𝑣4 ≤ 1;
𝑒4 : 𝑣2 + 𝑣3 ≤ 1;
𝑒5 : 𝑣3 + 𝑣4 ≤ 1.

(2.10)

Якщо скористатися матрицею iнцидентностi (2.4), то умова вiдсут-
ностi сумiжних вершин записується так:

𝐴𝑇𝑣 ≤ 1. (2.11)

Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩
𝑧 = (1,𝑣)→ max;

𝐴𝑇𝑣 ≤ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

(2.12)

В задачi про максимальну зважену незалежну множину вершин тре-
ба максимiзувати не загальну кiлькiсть вершин, а їхню загальну вагу.
Позначимо вектор-стовпчик з вагами вершин 𝑏. Тодi замiсть (2.12) будемо
мати задачу БЛП, що вiдрiзняється вiд (2.12) тiльки цiльовою функцiєю:⎧⎨⎩

𝑧 = (𝑏,𝑣)→ max;

𝐴𝑇𝑣 ≤ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

(2.13)

У Graph Theory Toolbox є метод maxindset, що реалiзує алгоритм
(2.12-2.13). Для графа G вiн повертає список вершин, включених до мак-
симальної незалежної множини (вектор-рядок). Якщо вершини графа
зваженi, то розв’язується задача (2.13), а якщо нi — то (2.12).
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Приклад 2.3. Для графа зi зваженими вершинами з прикладу 1.5
(рис. 1.11 — там орграф, тому треба замiнити дуги ребрами) знайти мак-
симальнi незважену та зважену незалежнi множини вершин.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

d = [2 3 3 4 1 2 3 3 5 1 5]; % ваги вершин
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
ms = maxindset(G); % розв’язуємо незважену задачу
MaxSize = length(ms); % розмiр незалежної множини вершин
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин з незалежної множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Кiлькiсть вершин у максимальнiй незалежнiй " + ...

"множинi = " + MaxSize) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MaxIndSet","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t); % незважений граф
G.Nodes.Weight = d’; % додали ваги вершин
ms = maxindset(G); % розв’язуємо зважену задачу
MaxWeight = sum(G.Nodes.Weight(ms)); % вага
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин з незалежної множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",G.Nodes.Weight, ...

"MarkerSize",NodeSize) % нарисували
title("Загальна вага вершин у максимальнiй незалежнiй " + ...

"множинi = " + MaxWeight) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMaxIndSet","-dpng") % зберегли рисунок у файл

На рис. 2.7 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.8 —
зваженої. У незваженiй задачi мiтки вершин — це їхнi номери, а у зваже-
нiй — ваги. □
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Рис. 2.7. Максимальна незалежна множина вершин

Рис. 2.8. Максимальна зважена незалежна множина вершин

2.3. Реберне покриття
Означення 2.4. Реберним покриттям графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) (line-cove-

ring, edge covering) називається пiдмножина ребер 𝐸1 ⊂ 𝐸, що є iнцидент-
ними до всiх вершин графа. Реберне покриття називається мiнiмальним
за включенням, якщо будь-яка його пiдмножина з меншою кiлькiстю ре-
бер не є реберним покриттям. Реберне покриття називається мiнiмаль-
ним, якщо воно мiстить у собi мiнiмально можливу кiлькiсть ребер. □

На рис. 2.9, а показаний граф з 𝑛 = 8 вершинами та 𝑚 = 13 ребра-
ми (той самий приклад, що й ранiше). Одне з його реберних покриттiв
— це {𝑒5, 𝑒7, 𝑒8, 𝑒10, 𝑒11, 𝑒12, 𝑒13} з рис. 2.9, б. Його ребра є iнцидентними
до всiх вершин. Це покриття не є мiнiмальним за включенням: з нього
можна вилучити, наприклад, ребра 𝑒5 та 𝑒8 (рис. 2.9, в). Тi ребра, що за-
лишилися: {𝑒7, 𝑒10, 𝑒11, 𝑒12, 𝑒13}, також є iнцидентними до всiх вершин. От-
же, це реберне покриття. Якщо вилучити з покриття {𝑒7, 𝑒10, 𝑒11, 𝑒12, 𝑒13}
ще будь-яке ребро, якась з вершин стане iзольованою. Отже, покриття
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Рис. 2.9. Граф (а), його реберне покриття (б), мiнiмальне за включенням
реберне покриття (в) та мiнiмальне реберне покриття (г)

{𝑒7, 𝑒10, 𝑒11, 𝑒12, 𝑒13} є мiнiмальним за включенням. Але це не мiнiмальне
покриття: можна створити покриття не з п’яти, а з чотирьох ребер, якi
будуть iнцидентними до всiх вершин. Одне з таких мiнiмальних реберних
покриттiв {𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10} представлене на рис. 2.9, г. Для цього прикладу
знайдене мiнiмальне реберне покриття є водночас довершеним пароспо-
лученням (див. пiдроздiл 2.1).

Однiєю з класичних задач теорiї графiв є знаходження мiнiмального
реберного покриття. Якщо ребра зваженi, можна ставити задачу про мiнi-
мальне зважене реберне покриття: знайти реберне покриття не з наймен-
шою кiлькiстю ребер, а з найменшою загальною вагою. Приклад з вiйсь-
кової справи. Є опорнi пункти супротивника (вершини графа), пов’язанi
мiж собою комунiкацiями (ребра). Якщо знищення комунiкацiї знищує
також обидва опорнi пункти, iнцидентнi до неї, то маємо задачу: як зни-
щити всю оборону супротивника, завдавши найменшу кiлькiсть ударiв по
комунiкацiях? Iнколи знищувати однi комунiкацiї легше (вага вiдповiдно-
го ребра менша), а iншi важче (бiльша вага). Тодi маємо зважену задачу:
найменшою цiною знищити всю оборону супротивника.

Розглянемо формулювання задачi про мiнiмальне (зважене) реберне
покриття як задачi БЛП. Як i в задачi про паросполучення (див. пiд-
роздiл 2.1), введемо до розгляду вектор-стовпчик 𝑒 довжиною 𝑚. Його
координати є асоцiйованими з ребрами графа 𝐸. Якщо ребро 𝑒𝑘 входить
у шукане реберне покриття, то асоцiйована з ним змiнна 𝑒𝑘 буде приймати
значення 1, а якщо нi — то 0. Тодi загальну кiлькiсть ребер, що входять
у реберне покриття, можна записати у виглядi:
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𝑡 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘 = (1, 𝑒) . (2.14)

В задачi про мiнiмальне реберне покриття цю величину треба мiнi-
мiзувати за умови, що всi змiннi 𝑒𝑘 можуть приймати значення тiльки 0
або 1: {︂

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1;

𝑘 = 1,𝑚;
(2.15)

i ребра покривають усi вершини (тобто є iнцидентними до всiх вершин).
Ця вимога означає, що для кожної вершини iснує принаймнi одне реб-
ро з шуканого покриття, iнцидентне до неї. Тобто: для кожної вершини
𝑣𝑖 сума змiнних 𝑒𝑘, асоцiйованих з ребрами, iнцидентними до 𝑣𝑖, не по-
винна бути меншою за одиницю. Так, для графа з рис. 2.2 ця система
нерiвностей-обмежень виглядає наступним чином. До вершини 𝑣1 є iн-
цидентними ребра 𝑒1 та 𝑒2; тому сума змiнних 𝑒1 та 𝑒2 не повинна бути
меншою за одиницю. До вершини 𝑣2 iнцидентними є ребра 𝑒1, 𝑒3 та 𝑒4;
тому сума змiнних 𝑒1, 𝑒3 та 𝑒4 також не повинна бути меншою за оди-
ницю тощо. Як бачимо, нерiвностi-обмеження в цiй задачi вiдрiзняються
вiд нерiвностей-обмежень задачi про паросполучення (2.3) лише знаком:

𝑣1 : 𝑒1 + 𝑒2 ≥ 1;
𝑣2 : 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒4 ≥ 1;
𝑣3 : 𝑒4 + 𝑒5 ≥ 1;
𝑣4 : 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒5 ≥ 1.

(2.16)

З використанням матрицi iнцидентностi (2.4) система (2.16) запису-
ється у виглядi:

𝐴𝑒 ≥ 1. (2.17)
Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩

𝑡 = (1, 𝑒)→ min;
𝐴𝑒 ≥ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.18)

В задачi про мiнiмальне зважене реберне покриття треба мiнiмiзува-
ти не загальну кiлькiсть ребер, а їхню загальну вагу. Позначимо вектор-
стовпчик з вагами ребер 𝑐. Тодi замiсть (2.18) будемо мати задачу БЛП,
що вiдрiзняється вiд (2.18) тiльки цiльовою функцiєю:⎧⎨⎩

𝑡 = (𝑐, 𝑒)→ min;
𝐴𝑒 ≥ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.19)
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Цей алгоритм реалiзований у Graph Theory Toolbox у виглядi метода
minedgecover. Для графа G вiн повертає вектор-рядок з номерами ребер,
включених у мiнiмальне реберне покриття. Якщо ребра графа зваженi,
розв’язується задача (2.19), а якщо нi — то (2.18).

Приклад 2.4. Для графа з прикладу 2.1 знайти мiнiмальнi незва-
жене та зважене ребернi покриття.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 5]; % ваги
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
mc = minedgecover(G); % розв’язуємо незважену задачу
MinSize = length(mc); % мiнiмальний розмiр
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй ребер
EdgeWidth(mc) = 5; % товщини лiнiй ребер покриття
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"LineWidth",EdgeWidth) % рисуємо
title("Кiлькiсть ребер у мiнiмальному покриттi = " + MinSize)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinEdgeCover","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t,w); % зважений граф
mc = minedgecover(G); % розв’язуємо зважену задачу
MinWeight = sum(G.Edges.Weight(mc)); % мiнiмальна вага
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй ребер
EdgeWidth(mc) = 5; % товщини лiнiй ребер покриття
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"EdgeLabel",G.Edges.Weight, ...

"LineWidth",EdgeWidth) % нарисували
title("Вага мiнiмального реберного покриття = " + MinWeight)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMinEdgeCover","-dpng") % зберегли рисунок

На рис. 2.10 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.11 —
зваженої. Мiтки ребер у зваженiй задачi — ваги ребер. □
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Рис. 2.10. Мiнiмальне реберне покриття

Рис. 2.11. Мiнiмальне зважене реберне покриття

2.4. Вершинне покриття
Означення 2.5. Вершинним покриттям, або (iнша назва) транс-

версальною множиною вершин графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) (vertex covering, trans-
versal set) називається пiдмножина вершин 𝑉1 ⊂ 𝑉 , що є iнцидентними до
всiх ребер. Вершинне покриття називається мiнiмальним за включенням,
якщо будь-яка його пiдмножина з меншою кiлькiстю вершин не є вершин-
ним покриттям. Вершинне покриття називається мiнiмальним, якщо во-
но мiстить у собi мiнiмально можливу кiлькiсть вершин. □

Якщо з множини 𝑉 вершин графа, показаного на рис. 2.12, а, вилу-
чити вершину 𝑣4, то тi вершини, що залишилися {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣5, 𝑣6, 𝑣7, 𝑣8},
утворюють вершинне покриття (рис. 2.12, б ): вони покривають усi реб-
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Рис. 2.12. Граф (а), його вершинне покриття (б), мiнiмальне за включенням
вершинне покриття (в) та мiнiмальне вершинне покриття (г)

ра. Це покриття не є мiнiмальним за включенням: з нього можна вилу-
чити 𝑣5, i воно залишиться покриттям (рис. 2.12, в), оскiльки вершини
{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣6, 𝑣7, 𝑣8} також покривають усi ребра. Покриття {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣6,
𝑣7, 𝑣8} вже буде мiнiмальним за включенням: якщо з нього вилучити ще
хоч одну вершину, то якесь ребро не буде покриватися. Але це покриття
не є мiнiмальним: можна створити покриття не з шести, а з п’яти вершин
{𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣7}, що є iнцидентними до всiх ребер (рис. 2.12, г). Покрит-
тя {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣7} буде одним з мiнiмальних вершинних покриттiв для
цього графа: для нього не iснує множини з чотирьох вершин, якi були б
iнцидентними до всiх ребер.

В задачi про мiнiмальне вершинне покриття треба його знайти. Якщо
вершини зваженi, можна ставити задачу про мiнiмальне зважене вершин-
не покриття: знаходження множини вершин мiнiмальної загальної ваги,
що є iнцидентними до всiх ребер.

Приклад — вiйськова задача. Є опорнi пункти супротивника (верши-
ни графа) та комунiкацiї мiж ними (ребра). Знищення опорного пункту
знищує й усi комунiкацiї, що вiд нього тягнуться. Треба знищити мiнi-
мальну кiлькiсть опорних пунктiв, перервавши всi комунiкацiї. Для зва-
женої задачi додатково задається вартiсть знищення кожного опорного
пункту. Треба знищити всi комунiкацiї за мiнiмальну цiну.

Сформулюємо задачу про мiнiмальне (зважене) вершинне покриття
як задачу БЛП. Для цього введемо до розгляду вектор-стовпчик 𝑣 довжи-
ною 𝑛. Його координати асоцiйованi з вершинами: якщо якась вершина 𝑣𝑖
входить до вершинного покриття, то вiдповiдна змiнна 𝑣𝑖 буде приймати
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значення 1, а якщо нi — то 0. Тобто координати вектора 𝑣 є цiлочисель-
ними та можуть приймати лише одне з двох можливих значень — 0 або
1: {︂

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1;

𝑖 = 1, 𝑛.
(2.20)

Треба мiнiмiзувати загальну кiлькiсть вершин:

𝑡 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖 = (1,𝑣) (2.21)

за умови, що цi вершини покривають усi ребра. Ця вимога означає, що
для кожного ребра iснує не менше однiєї вершини з цього покриття, iн-
цидентної до нього. Якщо перейти вiд вершин 𝑣𝑖 до асоцiйованих з ними
змiнних 𝑣𝑖, то маємо: для кожного ребра 𝑒𝑘 сума змiнних 𝑣𝑖, асоцiйованих
з вершинами, iнцидентними до 𝑒𝑘, не повинна бути меншою за одини-
цю. Так, для графа з рис. 2.2 ця система нерiвностей-обмежень виглядає
наступним чином. Ребро 𝑒1 є iнцидентним до вершин 𝑣1 i 𝑣2; тому сума
змiнних 𝑣1 i 𝑣2 не може бути меншою за одиницю. Ребро 𝑒2 є iнцидент-
ним до вершин 𝑣1 i 𝑣4; тому сума змiнних 𝑣1 i 𝑣4 також не повинна бути
меншою за одиницю тощо. Нерiвностi-обмеження вiдрiзняються вiд вiд-
повiдних обмежень задачi про вершинне пакування (2.10) лише знаком:

𝑒1 : 𝑣1 + 𝑣2 ≥ 1;
𝑒2 : 𝑣1 + 𝑣4 ≥ 1;
𝑒3 : 𝑣2 + 𝑣4 ≥ 1;
𝑒4 : 𝑣2 + 𝑣3 ≥ 1;
𝑒5 : 𝑣3 + 𝑣4 ≥ 1.

(2.22)

Якщо скористатися матрицею iнцидентностi (2.4), то цi нерiвностi
записуються так:

𝐴𝑇𝑣 ≥ 1. (2.23)

Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩
𝑡 = (1,𝑣)→ min;

𝐴𝑇𝑣 ≥ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

(2.24)

В задачi про мiнiмальне зважене вершинне покриття треба мiнiмi-
зувати не загальну кiлькiсть вершин, а їхню загальну вагу. Позначимо
вектор-стовпчик з вагами вершин 𝑏. Тодi замiсть (2.24) будемо мати за-
дачу БЛП, що вiдрiзняється вiд (2.24) тiльки цiльовою функцiєю:

63



⎧⎨⎩
𝑡 = (𝑏,𝑣)→ min;

𝐴𝑇𝑣 ≥ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

(2.25)

Цю задачу для графа G розв’язує метод minvercover з iнструмента-
рiю Graph Theory Toolbox. Вiн повертає вектор-рядок з номерами вер-
шин, включених у мiнiмальне вершинне покриття. Якщо вершини графа
зваженi, то розв’язується задача (2.25), а якщо нi — то (2.24).

Приклад 2.5. Для графа зi зваженими вершинами з прикладу 2.3
знайти мiнiмальнi незважене та зважене вершиннi покриття.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

d = [2 3 3 4 1 2 3 3 5 1 5]; % ваги вершин
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
mc = minvercover(G); % розв’язуємо незважену задачу
MinSize = length(mc); % розмiр min вершинного покриття
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(mc) = 8; % розмiри мiток вершин покриття
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Розмiр мiнiмального вершинного покриття = " + MinSize)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinVerCover","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t); % незважений граф
G.Nodes.Weight = d’; % додали ваги вершин
mc = minvercover(G); % розв’язуємо зважену задачу
MinWeight = sum(G.Nodes.Weight(mc)); % min вага
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(mc) = 8; % розмiри мiток вершин
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",G.Nodes.Weight, ...

"MarkerSize",NodeSize) % нарисували
title("Вага мiнiмального зваженого вершинного " + ...

"покриття = " + MinWeight) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
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axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMinVerCover","-dpng") % зберегли рисунок

Рис. 2.13. Мiнiмальне вершинне покриття

Рис. 2.14. Мiнiмальне зважене вершинне покриття

На рис. 2.13 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.14
— зваженої. У незваженiй задачi мiтки вершин — це їхнi номери, а у
зваженiй — ваги. □

2.5. Двоїстiсть задач про пакування та покриття
Порiвняємо мiж собою незваженi задачi про пакування та покриття

(2.6, 2.12, 2.18, 2.24). Зведемо їх до однiєї таблицi 2 × 2 (2.26). Перший
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рядок — пакування, другий — покриття, перший стовпчик — ребернi,
другий — вершиннi.

Ребернi Вершиннi

Пакування

⎧⎨⎩
𝑧 = (1, 𝑒)→ max;
𝐴𝑒 ≤ 1;
𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.

⎧⎨⎩
𝑧 = (1,𝑣)→ max;

𝐴𝑇𝑣 ≤ 1;
𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

↖↗
↘↘

Покриття

⎧⎨⎩
𝑡 = (1, 𝑒)→ min;
𝐴𝑒 ≥ 1;
𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.

⎧⎨⎩
𝑡 = (1,𝑣)→ min;

𝐴𝑇𝑣 ≥ 1;
𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.

(2.26)
Якщо замiнити умови бiнарностi змiнних 𝑒𝑘 та 𝑣𝑖 на менш жорсткi

умови невiд’ємностi: ∀𝑒𝑘 ≥ 0; ∀𝑣𝑖 ≥ 0; то ми отримаємо двi пари вза-
ємно двоїстих задач лiнiйного програмування. Вони вiдмiченi стрiлками.
Для таких пар має мiсце низка теорем двоїстостi. Зокрема, якщо iснує
розв’язок однiєї з задач, то iснує й розв’язок iншої, i в цьому випадку
𝑧max = 𝑡min. Спираючись на структуру матрицi iнцидентностi 𝐴 (вона
складається з нулiв та одиниць), ми можемо бути впевненi, що розв’язки
всiх чотирьох задач за умови невiд’ємностi змiнних напевно iснують. То-
му рiвностi 𝑧max = 𝑡min для обох пар задач виконуються. Позначимо це
число:

𝑧max = 𝑡min = 𝜔opt. (2.27)

У наших задачах (2.6, 2.12, 2.18, 2.24) областi допустимих розв’язкiв
звуженi у порiвняннi з невiд’ємними змiнними: усi змiннi є лише бiнарни-
ми, тобто можуть приймати значення тiльки 0 або 1. Тому 𝑧max, можливо,
i не досягне значення 𝜔opt, а буде менше за нього, а 𝑡min, можливо, бу-
де бiльшим за 𝜔opt. Як наслiдок, для кожної пари задач з (2.26) маємо
нерiвнiсть:

𝑧max ≤ 𝑡min. (2.28)

Це означає: в одному й тому ж графi кiлькiсть ребер у максимально-
му паросполученнi не може перевищувати кiлькостi вершин у мiнiмаль-
ному вершинному покриттi. Так само: в одному й тому ж графi кiлькiсть
вершин у їхнiй максимальнiй незалежнiй множинi не може бути бiльшою
за кiлькiсть ребер у мiнiмальному реберному покриттi.

Розглянемо тепер вiдповiднi зваженi задачi (2.7, 2.13, 2.19, 2.25). Як
би ми не зважували ребра, при побудовi паросполучення вимога несу-
мiжностi ребер залишається. Тому кiлькiсть ребер у зваженому макси-
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мальному паросполученнi нiколи не буде бiльшою, нiж у незваженому.
Так само, при побудовi вершинного покриття, якими б не були ваги вер-
шин, вершини з покриття все одно повиннi покривати всi ребра. Тому
кiлькiсть вершин у зваженому мiнiмальному вершинному покриттi нiко-
ли не буде меншою, нiж у незваженому. Отже, i в зважених задачах ми
можемо зробити такий саме висновок: кiлькiсть ребер у максимальному
зваженому паросполученнi нiколи не буде перевищувати кiлькостi вершин
у мiнiмальному зваженому вершинному покриттi. Але нерiвнiсть (2.28) у
зважених задачах у загальному випадку вже не має мiсця, оскiльки те-
пер 𝑧max i 𝑡min обчислюються через ваги ребер i вершин, а не через їхню
кiлькiсть.

Такi саме висновки можна зробити й для другої пари двоїстих задач:
кiлькiсть вершин у максимальнiй зваженiй незалежнiй множинi не може
перевищувати кiлькостi ребер у мiнiмальному зваженому реберному пок-
риттi (а загальна вага може).

2.6. Домiнуюча множина ребер

Рис. 2.15. Граф (а), його домiнуюча множина ребер (б),
мiнiмальна за включенням домiнуюча множина ребер (в)

та мiнiмальна домiнуюча множина ребер (г)

Означення 2.6. Домiнуючою множиною ребер (edge dominating set)
у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пiдмножина ребер 𝐸1 ⊂ 𝐸, що будь-
яке ребро графа або належить до 𝐸1, або є сумiжним з ребром iз 𝐸1. Якщо
вважати, що кожне ребро є сумiжним iз самим собою, то домiнуюча мно-
жина ребер — це пiдмножина ребер 𝐸1, до ребер якої сумiжнi всi ребра
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графа. Iнша назва: зовнiшньо стiйка множина ребер (edge external stabi-
lity set). Домiнуюча множина ребер називається мiнiмальною за включен-
ням, якщо будь-яка її пiдмножина з меншою кiлькiстю ребер не є домiну-
ючою. Домiнуюча множина ребер називається мiнiмальною, якщо вона
мiстить у собi мiнiмально можливу кiлькiсть ребер. □

На рис. 2.15, а показаний граф з 𝑛 = 8 вершинами та 𝑚 = 13 ребрами
(той самий приклад, що й ранiше). Одна з його домiнуючих множин ре-
бер — {𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10, 𝑒11, 𝑒12, 𝑒13} з рис. 2.15, б. Її ребра є сумiжними з усiма
ребрами. Ця домiнуюча множина не є мiнiмальною за включенням: з неї
можна вилучити, наприклад, ребра 𝑒11, 𝑒12 та 𝑒13 (рис. 2.15, в). Тi ребра,
що залишилися: {𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10}, також є сумiжними з усiма ребрами. От-
же, це домiнуюча множина ребер. Якщо вилучити з неї ще будь-яке ребро,
якесь iз ребер не охопиться сумiжнiстю. Отже, домiнуюча множина ребер
{𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10} є мiнiмальною за включенням. Але це не мiнiмальна домi-
нуюча множина: можна створити домiнуючу множину не з чотирьох, а з
трьох ребер, що будуть сумiжними з усiма ребрами. Одна з таких мiнi-
мальних домiнуючих множин {𝑒11, 𝑒12, 𝑒13} представлена на рис. 2.15, г.

Однiєю з задач теорiї графiв є знаходження мiнiмальної домiнуючої
множини ребер. Якщо ребра зваженi, можна ставити задачу про мiнi-
мальну зважену домiнуючу множину ребер: знайти домiнуючу множину
не з найменшою потужнiстю, а з найменшою загальною вагою.

Приклад з вiйськової справи. Є опорнi пункти супротивника (вер-
шини графа), пов’язанi мiж собою комунiкацiями (ребра). Якщо знищен-
ня комунiкацiї знищує також усi сумiжнi комунiкацiї, то маємо задачу:
як знищити всi комунiкацiї супротивника, завдавши найменшу кiлькiсть
ударiв по комунiкацiях? Iнколи знищувати однi комунiкацiї легше (вага
вiдповiдного ребра менша), а iншi важче (бiльша вага). Тодi маємо зва-
жену задачу: найменшою цiною знищити всi комунiкацiї супротивника.

Розглянемо формулювання задачi про мiнiмальну (зважену) домiну-
ючу множину ребер як задачу БЛП. Як i в попереднiх задачах, введемо
до розгляду вектор-стовпчик 𝑒 довжиною 𝑚. Його координати є асоцiйо-
ваними з ребрами графа 𝐸. Якщо ребро 𝑒𝑘 входить у шукану домiнуючу
множину, то асоцiйована з ним змiнна 𝑒𝑘 буде приймати значення 1, а
якщо нi — то 0. Тодi загальну кiлькiсть ребер, що входять у домiнуючу
множину, можна записати у виглядi:

𝑡 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑒𝑘 = (1, 𝑒) . (2.29)

В задачi про мiнiмальну домiнуючу множину ребер цю величину тре-
ба мiнiмiзувати за умови, що всi змiннi 𝑒𝑘 можуть приймати значення
тiльки 0 або 1:
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{︂
𝑒𝑘 = 0 ∨ 1;

𝑘 = 1,𝑚;
(2.30)

i ребра є сумiжними до всiх ребер. Ця вимога означає, що для кожного
ребра або воно саме, або якесь сумiжне з ним входить до домiнуючої мно-
жини. Тобто: для кожного ребра 𝑒𝑘 сума змiнних 𝑒𝑘 та всiх 𝑒𝑙, сумiжних
з 𝑒𝑘, не повинна бути меншою за одиницю. Так, для графа з рис. 2.2 ця
система нерiвностей-обмежень виглядає наступним чином. До ребра 𝑒1 є
сумiжними ребра 𝑒2, 𝑒3 та 𝑒4; тому сума змiнних 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 та 𝑒4 не по-
винна бути меншою за одиницю. До ребра 𝑒2 є сумiжними ребра 𝑒1, 𝑒3
та 𝑒5; тому сума змiнних 𝑒2, 𝑒1, 𝑒3 та 𝑒5 також не повинна бути меншою
за одиницю тощо. Ось як виглядає ця система обмежень-нерiвностей для
графа з рис. 2.2:

𝑒1 : 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4 ≥ 1;
𝑒2 : 𝑒2 + 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒5 ≥ 1;
𝑒3 : 𝑒3 + 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒4 + 𝑒5 ≥ 1;
𝑒4 : 𝑒4 + 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒5 ≥ 1;
𝑒5 : 𝑒5 + 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4 ≥ 1.

(2.31)

Якщо скористатися матрицею сумiжностi ребер, яка для графа з
рис. 2.2 має вигляд:

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.32)

то умова сумiжностi всiх ребер з ребрами домiнуючої множини запису-
ється так:

(𝐶 +𝐸) 𝑒 ≥ 1, (2.33)

де 𝐸 — одинична матриця. Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩
𝑡 = (1, 𝑒)→ min;
𝐶1𝑒 ≥ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚,
(2.34)

де

𝐶1 = 𝐶 +𝐸 (2.35)

— матриця сумiжностi ребер з одиницями на головнiй дiагоналi.
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В задачi про мiнiмальну зважену домiнуючу множину ребер треба
мiнiмiзувати не загальну кiлькiсть ребер, а їхню загальну вагу. Позначимо
вектор-стовпчик з вагами ребер 𝑐. Тодi замiсть (2.34) будемо мати задачу
БЛП, що вiдрiзняється вiд (2.34) тiльки цiльовою функцiєю:⎧⎨⎩

𝑡 = (𝑐, 𝑒)→ min;
𝐶1𝑒 ≥ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.36)

У Graph Theory Toolbox є метод mindomedgeset, який для графа G
повертає вектор-рядок з номерами ребер, включених у мiнiмальну домi-
нуючу множину. Якщо ребра графа зваженi, розв’язується задача (2.36),
а якщо нi — то (2.34).

Приклад 2.6. Для графа з прикладу 2.4 знайти мiнiмальнi незва-
жену та зважену домiнуючi множини ребер.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 5]; % ваги
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
ms = mindomedgeset(G); % розв’язуємо незважену задачу
MinSize = length(ms); % мiнiмальний розмiр
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй ребер
EdgeWidth(ms) = 5; % товщини лiнiй ребер домiнуючої множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"LineWidth",EdgeWidth) % рисуємо
title("Кiлькiсть ребер у мiнiмальнiй домiнуючiй " + ...

"множинi = " + MinSize) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinDomEdgeSet","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t,w); % зважений граф
ms = mindomedgeset(G); % розв’язуємо зважену задачу
MinWeight = sum(G.Edges.Weight(ms)); % мiнiмальна вага
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй ребер
EdgeWidth(ms) = 5; % товщини лiнiй ребер домiнуючої множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"EdgeLabel",G.Edges.Weight, ...
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"LineWidth",EdgeWidth) % нарисували
title("Вага ребер мiнiмальної домiнуючої множини = " + ...

MinWeight) % заголовк
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMinDomEdgeSet","-dpng") % зберегли рисунок

Рис. 2.16. Мiнiмальна домiнуюча множина ребер

Рис. 2.17. Мiнiмальна зважена домiнуюча множина ребер

На рис. 2.16 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.17 —
зваженої. Мiтки ребер у зваженiй задачi — ваги ребер. □

Зауважимо, що двоїста до (2.34) задача в силу симетрiї матрицi 𝐶1

буде мати вигляд:
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⎧⎨⎩
𝑧 = (1, 𝑒)→ max;
𝐶1𝑒 ≤ 1;

𝑒𝑘 = 0 ∨ 1; 𝑘 = 1,𝑚.
(2.37)

Двоїстими змiнними тут будуть не вершини, а теж ребра. Сенс цiєї
задачi: знайти таку пiдмножину ребер максимальної потужностi або ваги
𝐸1, щоб кожне iнше ребро, що не входить до 𝐸1, було сумiжним не бiльш
нiж з одним ребром з 𝐸1 (а може, й взагалi не було сумiжним з ребрами
з 𝐸1). Тобто мiж кожною парою ребер з 𝐸1 повинно бути не менше двох
крокiв уздовж ребер.

2.7. Домiнуюча множина вершин
Означення 2.7. Домiнуючою множиною вершин (vertex domina-

ting set) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається така пiдмножина вершин 𝑉1 ⊂ 𝑉 ,
що будь-яка вершина графа або належить до 𝑉1, або є сумiжною з верши-
ною iз 𝑉1. Якщо вважати, що кожна вершина є сумiжною iз самою собою,
то домiнуюча множина вершин — це пiдмножина вершин 𝑉1, до вершин
якої сумiжнi всi вершини графа. Iнша назва: зовнiшньо стiйка множина
вершин (vertex external stability set). Домiнуюча множина вершин на-
зивається мiнiмальною за включенням, якщо будь-яка її пiдмножина з
меншою кiлькiстю вершин не є домiнуючою. Домiнуюча множина вер-
шин називається мiнiмальною, якщо вона мiстить мiнiмально можливу
кiлькiсть вершин. □

На рис. 2.18, а показаний граф з 𝑛 = 8 вершинами та 𝑚 = 13 ребра-
ми (той самий приклад, що й ранiше). Одна з його домiнуючих множин
вершин — це {𝑣1, 𝑣3, 𝑣6, 𝑣8} з рис. 2.18, б. Її вершини є сумiжними з усiма
вершинами. Ця домiнуюча множина не є мiнiмальною за включенням:
з неї можна вилучити, наприклад, вершину 𝑣6 (рис. 2.18, в). Тi вершини,
що залишилися: {𝑣1, 𝑣3, 𝑣8}, також є сумiжними з усiма вершинами. Отже,
це домiнуюча множина вершин. Якщо вилучити з неї ще будь-яку верши-
ну, якась iз вершин не охопиться сумiжнiстю. Отже, домiнуюча множина
вершин {𝑣1, 𝑣3, 𝑣8} є мiнiмальною за включенням. Але це не мiнiмальна
домiнуюча множина: можна створити домiнуючу множину не з трьох, а з
двох вершин, що будуть сумiжними з усiма вершинами: це {𝑣4, 𝑣5}. Вона
представлена на рис. 2.18, г.

Однiєю з класичних задач теорiї графiв є знаходження мiнiмаль-
ної домiнуючої множини вершин. Якщо вершини зваженi, можна ставити
задачу про мiнiмальну зважену домiнуючу множину вершин: знайти до-
мiнуючу множину не з найменшою кiлькiстю вершин, а з найменшою їх
загальною вагою.
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Рис. 2.18. Граф (а), його домiнуюча множина вершин (б),
мiнiмальна за включенням домiнуюча множина вершин (в)

та мiнiмальна домiнуюча множина вершин (г)

Приклад з вiйськової справи. Є опорнi пункти супротивника (верши-
ни графа), пов’язанi мiж собою комунiкацiями (ребра). Якщо знищення
опорного пункту знищує також усi сумiжнi опорнi пункти, то маємо за-
дачу: як знищити всi опорнi пункти супротивника, завдавши найменшу
кiлькiсть ударiв по опорних пунктах? Iнколи знищувати однi опорнi пунк-
ти легше (вага вiдповiдної вершини менша), а iншi важче (бiльша вага).
Тодi маємо зважену задачу: найменшою цiною знищити всi опорнi пункти
супротивника.

Розглянемо формулювання задачi про мiнiмальну (зважену) домiну-
ючу множину вершин як задачу БЛП. Як i в попереднiх задачах, введемо
до розгляду вектор-стовпчик 𝑣 довжиною 𝑛. Його координати є асоцiйо-
ваними с вершинами графа 𝑉 . Якщо вершина 𝑣𝑖 входить у шукану домi-
нуючу множину, то асоцiйована з нею змiнна 𝑣𝑖 буде приймати значення
1, а якщо нi — то 0. Тодi загальну кiлькiсть вершин, що входять у їх
домiнуючу множину, можна записати у виглядi:

𝑡 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖 = (1,𝑣) . (2.38)

В задачi про мiнiмальну домiнуючу множину вершин цю величину
треба мiнiмiзувати за умови, що всi змiннi 𝑣𝑖 можуть приймати значення
тiльки 0 або 1:
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{︂
𝑣𝑖 = 0 ∨ 1;

𝑖 = 1, 𝑛,
(2.39)

i її вершини є сумiжними до всiх вершин. Ця вимога означає, що для
кожної вершини або вона сама, або якась сумiжна з нею входить до до-
мiнуючої множини. Тобто: для кожної вершини 𝑣𝑖 сума змiнних 𝑣𝑖 та всiх
𝑣𝑗 , сумiжних з 𝑣𝑖, не повинна бути меншою за одиницю. Так, для графа
з рис. 2.2 ця система нерiвностей-обмежень виглядає наступним чином.
До вершини 𝑣1 є сумiжними вершини 𝑣2 та 𝑣3; тому сума змiнних 𝑣1, 𝑣2
та 𝑣3 не повинна бути меншою за одиницю. До вершини 𝑣2 сумiжними є
вершини 𝑣1, 𝑣3 та 𝑣4; тому сума змiнних 𝑣2, 𝑣1, 𝑣3 та 𝑣4 також не повинна
бути меншою за одиницю тощо. Ось як виглядає ця система обмежень-
нерiвностей для графа з рис. 2.2:

𝑣1 : 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 ≥ 1;
𝑣2 : 𝑣2 + 𝑣1 + 𝑣3 + 𝑣4 ≥ 1;
𝑣3 : 𝑣3 + 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣4 ≥ 1;
𝑣4 : 𝑣4 + 𝑣2 + 𝑣3 ≥ 1.

(2.40)

Якщо скористатися матрицею сумiжностi вершин, яка для графа з
рис. 2.2 має вигляд:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

⎞⎟⎟⎠ , (2.41)

то умова сумiжностi всiх вершин з вершинами домiнуючої множини за-
писується так:

(𝐵 +𝐸) 𝑒 ≥ 1, (2.42)

де 𝐸 — одинична матриця. Отже, маємо задачу БЛП:⎧⎨⎩
𝑡 = (1,𝑣)→ min;
𝐵1𝑣 ≥ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛,
(2.43)

де

𝐵1 = 𝐵 +𝐸 (2.44)

— матриця сумiжностi вершин з одиницями на головнiй дiагоналi.
В задачi про мiнiмальну зважену домiнуючу множину вершин треба

мiнiмiзувати не загальну кiлькiсть вершин, а їхню загальну вагу. Позна-
чимо вектор-стовпчик з вагами вершин 𝑏. Тодi замiсть (2.43) будемо мати
задачу БЛП, що вiдрiзняється вiд (2.43) тiльки цiльовою функцiєю:
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⎧⎨⎩
𝑡 = (𝑏,𝑣)→ min;
𝐵1𝑣 ≥ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.
(2.45)

В iнструментарiї Graph Theory Toolbox є метод mindomverset, який
для графа G повертає вектор-рядок з номерами вершин, включених у мiнi-
мальну домiнуючу множину. Якщо вершини графа зваженi, розв’язується
задача (2.45), а якщо нi — то (2.43).

Приклад 2.7. Для графа зi зваженими вершинами з прикладу 2.5
знайти мiнiмальнi незважену та зважену домiнуючi множини вершин.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

d = [2 3 3 4 1 2 3 3 5 1 5]; % ваги вершин
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
ms = mindomverset(G); % розв’язуємо незважену задачу
MinSize = length(ms); % розмiр мiнiмальної домiнуючої множини
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин домiнуючої множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Розмiр мiнiмальної домiнуючої множини " + ...

"вершин = " + MinSize) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinDomVerSet","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t); % незважений граф
G.Nodes.Weight = d’; % додали ваги вершин
ms = mindomverset(G); % розв’язуємо зважену задачу
MinWeight = sum(G.Nodes.Weight(ms)); % вага
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин домiнуючої множини
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",G.Nodes.Weight, ...

"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Вага мiнiмальної домiнуючої множини вершин = " + ...

MinWeight) % заголовок
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axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMinDomVerSet","-dpng") % зберегли рисунок

Рис. 2.19. Мiнiмальна домiнуюча множина вершин

Рис. 2.20. Мiнiмальна зважена домiнуюча множина вершин

На рис. 2.19 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.20
— зваженої. У незваженiй задачi мiтки вершин — це їхнi номери, а у
зваженiй — ваги. □

Зауважимо, що двоїста до (2.43) задача в силу симетрiї матрицi 𝐵1

буде мати вигляд: ⎧⎨⎩
𝑧 = (1,𝑣)→ max;
𝐵1𝑣 ≤ 1;

𝑣𝑖 = 0 ∨ 1; 𝑖 = 1, 𝑛.
(2.46)
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Двоїстими змiнними тут будуть не ребра, а теж вершини. Сенс цiєї
задачi: знайти таку пiдмножину вершин максимальної потужностi або
ваги 𝑉1, щоб кожна iнша вершина, що не входить до 𝑉1, була сумiжна не
бiльш нiж з однiєю вершиною з 𝑉1 (а може, й взагалi не була б сумiжною
з вершинами з 𝑉1). Тобто мiж кожною парою вершин з 𝑉1 повинно бути
не менше двох промiжних вершин, i, як наслiдок, не менше трьох крокiв
уздовж ребер.

2.8. Повний пiдграф
Означення 2.8. Повний пiдграф (complete subgraph) у заданому

графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) — це пiдмножина вершин 𝑉1 ⊂ 𝑉 , що є взаємно су-
мiжними. Iнша назва: клiка (clique). Клiка називається максимальною
за включенням, якщо вона не є пiдмножиною клiки бiльшого розмiру.
Клiка називається максимальною, якщо вона складається з максимально
можливої кiлькостi вершин. □

Якщо вершини графа незваженi, ставиться задача знаходження мак-
симальної клiки. Для графа зi зваженими вершинами можна ставити за-
дачу знаходження максимальної зваженої клiки: пiдмножини взаємно су-
мiжних вершин максимальної загальної ваги.

Клiка є поняттям, протилежним до незалежної множини вершин.
Тому й задача про максимальну (зважену) клiку в графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) еквi-
валентна до задачi про максимальну (зважену) незалежну множину вер-
шин для графа 𝐺 =

(︀
𝑉,𝐸

)︀
, де 𝐸 — ребра, яких немає в графi 𝐺, тобто та

множина ребер, що доповнює граф 𝐺 до клiки. Отже, щоб звести задачу
про максимальну клiку до задачi БЛП, треба:

1. побудувати граф 𝐺, тобто знайти всi ребра, яких немає в 𝐺;
2. розв’язати для графа 𝐺 задачу (2.12) про максимальну незалежну

множину вершин або (2.13) про максимальну зважену незалежну
множину вершин.

Цю задачу розв’язує метод maxcompsub, що мiститься у пакетi Graph
Theory Toolbox. Вiн для заданого графа G повертає вектор-рядок з но-
мерами вершин, включених у максимальну клiку. Якщо вершини графа
зваженi, знаходиться максимальна зважена клiка, а якщо нi — то просто
максимальна клiка.

Приклад 2.8. Для графа зi зваженими вершинами з прикладу 2.3
знайти максимальнi незважену та зважену клiки.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
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10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер
d = [2 3 3 4 1 2 3 3 5 1 5]; % ваги вершин
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
ms = maxcompsub(G); % максимальна незважена клiка
MaxSize = length(ms); % розмiр клiки
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин клiки
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Кiлькiсть вершин у максимальнiй клiцi = " + MaxSize)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MaxCompSub","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t); % незважений граф
G.Nodes.Weight = d’; % додали ваги вершин
ms = maxcompsub(G); % максимальна незважена клiка
MaxWeight = sum(G.Nodes.Weight(ms)); % вага клiки
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*2; % розмiри мiток вершин
NodeSize(ms) = 8; % розмiри мiток вершин клiки
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",G.Nodes.Weight, ...

"MarkerSize",NodeSize) % рисуємо
title("Загальна вага вершин у максимальнiй клiцi = " + ...

MaxWeight) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("WeightedMaxCompSub","-dpng") % зберегли рисунок

На рис. 2.21 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 2.22
— зваженої. У незваженiй задачi мiтки вершин — це їхнi номери, а у
зваженiй — ваги. □

2.9. Запитання для перевiрки
1. Що таке паросполучення? максимальне за включенням? максималь-

не? зважене?
2. Як у MATLAB розв’язується задача про максимальне (зважене) па-

росполучення?
3. Як у MATLAB розв’язується задача про призначення?
4. Що таке незалежна множина вершин? максимальна за включенням?

максимальна? зважена?
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Рис. 2.21. Максимальна клiка

Рис. 2.22. Максимальна зважена клiка

5. Як у MATLAB розв’язується задача про максимальну (зважену)
незалежну множину вершин?

6. Що таке реберне покриття? мiнiмальне за включенням? мiнiмальне?
зважене?

7. Як у MATLAB розв’язується задача про мiнiмальне (зважене) ре-
берне покриття?

8. Що таке вершинне покриття? мiнiмальне за включенням? мiнiмаль-
не? зважене?

9. Як у MATLAB розв’язується задача про мiнiмальне (зважене) вер-
шинне покриття?

10. Якi задачi лiнiйного програмування називаються взаємно двоїсти-
ми?

11. Що таке домiнуюча множина ребер? мiнiмальна за включенням?
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мiнiмальна? зважена?
12. Як у MATLAB розв’язується задача про мiнiмальну (зважену) до-

мiнуючу множину ребер?
13. Що таке домiнуюча множина вершин? мiнiмальна за включенням?

мiнiмальна? зважена?
14. Як у MATLAB розв’язується задача про мiнiмальну (зважену) до-

мiнуючу множину вершин?
15. Що таке клiка? максимальна за включенням? максимальна? зваже-

на?
16. Як у MATLAB розв’язується задача про максимальну (зважену)

клiку?
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3. Правильна розфарбовка графiв
У цьому роздiлi будуть розглянутi двi задачi: про мiнiмальну пра-

вильну розфарбовку вершин та ребер графа. Обидвi вони формулюються
як задачi цiлочисельного лiнiйного програмування (ЦЛП).

3.1. Мiнiмальна правильна розфарбовка вершин
графа

Означення 3.1. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається графом з розфарбова-
ними вершинами (colored vertices), якщо задане вiдображення множини
вершин 𝑉 на множину натуральних чисел:

𝜙 : 𝑉 → N. □ (3.1)

Натуральнi числа можна вважати номерами кольорiв за якоюсь таб-
лицею. Наприклад, колiр номер 1 — це жовтий, 2 — блакитний, 3 — чер-
воний, 4 — чорний тощо. Тодi кожна вершина фарбується у якийсь колiр.
Замiсть множини натуральних чисел N можна використовувати будь-яку
злiченну множину чисел: цiлi, рацiональнi, алгебраїчнi тощо. Але ми бу-
демо для зручностi позначати кольори натуральними числами — їхнiми
номерами.

Означення 3.2. Розфарбовка вершин графа називається правиль-
ною (regular vertex coloring), якщо сумiжнi вершини фарбуються рiзними
кольорами. Мiнiмальною правильною розфарбовкою вершин графа (mi-
nimum regular vertex coloring) називається правильна розфарбовка мiнi-
мальною кiлькiстю фарб. Кiлькiсть фарб у мiнiмальнiй правильнiй роз-
фарбовцi називається хроматичним числом графа (chromatic number),
та позначається 𝜒 (𝐺). □

У двох крайнiх випадках розв’язок задачi про мiнiмальну правиль-
ну розфарбовку вершин є тривiальним. Так, для пустого графа 𝑂𝑛 (без
ребер) усi вершини можуть бути пофарбованi однiєю фарбою, тому йо-
го хроматичне числом 𝜒 (𝑂𝑛) = 1. А у клiцi 𝐾𝑛 кожну вершину треба
фарбувати своїм кольором, тому тут 𝜒 (𝐾𝑛) = 𝑛.

Спробуємо розв’язати цю задачу за допомогою жадiбного алгоритму
(greedy algorithm), який ми докладнiше розглянемо у наступному роздi-
лi 4. Для цього знайдемо у графi максимальну незалежну множину вер-
шин. Цi вершини є несумiжними мiж собою, тому їх можна пофарбувати
одним кольором. Пофарбуємо їх кольором номер 1. Вилучимо з графа цi
вершини та iнцидентнi до них ребра. В тому графi, що залишився, зно-
ву знайдемо максимальну незалежну множину вершин та пофарбуємо їх
у колiр номер 2, i т. д. до повного вичерпання вершин. Такий алгоритм,
безумовно, буде давати правильну розфарбовку: сумiжнi вершини завжди
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будуть пофарбованi рiзними кольорами. Але чи завжди ця правильна роз-
фарбовка буде мiнiмальною?

Рис. 3.1. Жадiбний алгоритм не завжди дає мiнiмальну
правильну розфарбовку вершин графа

Поглянемо на рис. 3.1. На рис. 3.1, а показаний граф з 𝑛 = 4 верши-
нами та 𝑚 = 3 ребрами. Якщо взяти максимальну незалежну множину
вершин {𝑣1, 𝑣3} та надати цим вершинам колiр номер 1 (на рис. 3.1, б це
червоний), то на наступному кроцi вiд графа залишаться лише вершини
𝑣2 та 𝑣4, якi не є сумiжними, бо ми видалили ребра, iнцидентнi до 𝑣1 та
𝑣3. Цим вершинам 𝑣2 та 𝑣4 можна надати колiр номер 2 (на рис. 3.1, в це
синiй). Як бачимо, в цьому випадку задача розв’язана вiрно: маємо два
кольори у мiнiмальнiй правильнiй розфарбовцi. Менше не буває, тому що
в графi є ребра.

Але, якщо взяти ось таку максимальну незалежну множину вершин:
{𝑣1, 𝑣4}, а це теж правильний результат розв’язання задачi про макси-
мальну незалежну множину вершин (рис. 3.1, г), то правильна розфар-
бовка вже не буде мiнiмальною. Дiйсно: пiсля вилучення вершин 𝑣1, 𝑣4
та iнцидентних до них ребер отримаємо граф, показаний на рис. 3.1, д. В
ньому тiльки однiй вершинi, наприклад, 𝑣2, можна надати колiр номер 2,
а вершину 𝑣3 вже треба фарбувати кольором номер 3 (рис. 3.1, е). Як ба-
чимо, жадiбний алгоритм не завжди дає правильний розв’язок задачi про
мiнiмальну правильну розфарбовку вершин.

Розглянемо алгоритм, що дає правильний розв’язок. Сформулюємо
нашу задачу як задачу ЦЛП. Номер фарби — це натуральне число, то-
му введемо до розгляду цiлочисельнi змiннi 𝑣𝑖, асоцiйованi з вершинами.
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Усього маємо 𝑛 таких змiнних, i кожна з них може приймати значення
вiд 1 до 𝑛 (або вiд 0 до 𝑛 − 1, якщо це дозволяє мова програмування):
це номер фарби вершини 𝑣𝑖. В найгiршому випадку кожна вершина буде
пофарбована у свiй колiр, тому максимальне значення кожної змiнної 𝑣𝑖
— це 𝑛: {︂

𝑣𝑖 ∈ {1, 𝑛} ;
𝑖 = 1, 𝑛.

(3.2)

Нам треба мiнiмiзувати максимальне 𝑣𝑖:

𝑡 = max
𝑖=1,𝑛

𝑣𝑖 → min . (3.3)

Зручнiше за все ввести для цього до розгляду ще одну додаткову
змiнну 𝑣0 (теж цiлочисельну), i пов’язати її з усiма iншими 𝑣𝑖 системою
лiнiйних нерiвностей: {︂

𝑣𝑖 ≤ 𝑣0;
𝑖 = 1, 𝑛.

(3.4)

Тодi цiльова функцiя — це:

𝑡 = 𝑣0 → min . (3.5)

У задачi про мiнiмальну правильну розфарбовку сумiжнi вершини
повиннi мати рiзнi кольори (номери фарб). Це означає: для кожного ребра
𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸 змiннi 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 , що вiдповiдають вершинам, iнцидентним до ребра
𝑒𝑖𝑗 , повиннi вiдрiзнятися хоча б на одиницю:{︂

|𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 | ≥ 1;
∀𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸.

(3.6)

Цi обмеження (3.6) — нелiнiйнi: в них є модуль. Перехiд вiд кожної
нерiвностi з модулем (3.6) до двох нерiвностей без модулiв:⎧⎨⎩

[︂
𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 ≥ 1;
𝑣𝑗 − 𝑣𝑖 ≥ 1;

∀𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸
(3.7)

теж нiчого не дає, оскiльки маємо не систему, а об’єднання нерiвностей
(треба, щоб виконувалася або одна, або iнша нерiвнiсть). Але сформулю-
вати (3.6) як систему лiнiйних нерiвностей все ж таки можливо. Меха-
нiзм для цього описаний в [11]. Щоб це зробити, зауважимо спочатку, що
змiннi 𝑣𝑖 вiдрiзняються одна вiд одної не бiльш нiж на 𝑛 − 1, оскiльки
максимальний номер фарби — це 𝑛, а мiнiмальний — 1. Тому насправдi
замiсть (3.7) ми маємо:
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⎧⎨⎩
[︂

1 ≤ 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 ≤ 𝑛− 1;
1 ≤ 𝑣𝑗 − 𝑣𝑖 ≤ 𝑛− 1;

∀𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸;
(3.8)

при цьому правi нерiвностi автоматично виконуються в силу (3.2). Те-
пер введемо до розгляду бiнарнi змiннi 𝑒𝑖𝑗 , асоцiйованi з ребрами, яким
дозволимо приймати лише одне з двох можливих значень: 0 або 1:{︂

𝑒𝑖𝑗 = 0 ∨ 1;
∀𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸.

(3.9)

Розглянемо систему нерiвностей (вже не об’єднання, а саме систему):⎧⎨⎩ 𝑣𝑖 − 𝑣𝑗 − 𝑛𝑒𝑖𝑗 ≤ −1;
𝑣𝑗 − 𝑣𝑖 + 𝑛𝑒𝑖𝑗 ≤ 𝑛− 1;
∀𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸.

(3.10)

Якщо змiнна 𝑒𝑖𝑗 приймає значення 0, то система (3.10) дає другу
пару нерiвностей з (3.8), а якщо 1 — то першу.

Отже, маємо таку задачу ЦЛП. Необхiдно мiнiмiзувати функцiю 𝑡
(3.5), яка формально залежить вiд 𝑛+𝑚+1 змiнних 𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛,∀𝑒𝑖𝑗 , але
фактично до неї входить тiльки 𝑣0. На змiннi 𝑣𝑖 накладенi обмеження (3.4)
— усього 𝑛 обмежень-нерiвностей. Для кожної змiнної 𝑒𝑖𝑗 та вiдповiдних
до неї 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 повиннi виконуватися по два обмеження (3.10) — усього 2𝑚
обмежень-нерiвностей. Усi змiннi 𝑣𝑖 — цiлочисельнi та можуть приймати
значення вiд 1 до 𝑛 (3.2). Усi змiннi 𝑒𝑖𝑗 — бiнарнi: вони можуть приймати
значення тiльки 0 або 1 (3.9).

Цей алгоритм реалiзований у методi minvercolor, що включений до
пакету Graph Theory Toolbox. Для графа G вiн повертає вектор-рядок з
номерами фарб його вершин.

Приклад 3.1. Знайти мiнiмальну правильну розфарбовку вершин
узагальненого графа Петерсена з 16 вершинами та 35 ребрами.

t = 0:4; % значення параметру
x = [5*sin(2*pi*t/5) 4*sin(2*pi*(t-0.5)/5) ...

2*sin(2*pi*(t-0.5)/5) 0]; % координати вершин
y = [5*cos(2*pi*t/5) 4*cos(2*pi*(t-0.5)/5) ...

2*cos(2*pi*(t-0.5)/5) 0];
s = [1 7 2 8 3 9 4 10 5 6 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 7 ...

8 9 10 11 12 13 14 15 1 2 3 4 5]; % початки ребер
t = [7 2 8 3 9 4 10 5 6 1 10 6 7 8 9 12 13 14 15 11 14 ...

15 11 12 13 12 13 14 15 11 16 16 16 16 16]; % кiнцi ребер
G = graph(s,t); % створили граф
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vc = minvercolor(G); % розв’язали задачу
MaxColor = max(vc); % найменша кiлькiсть кольорiв
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",vc,"MarkerSize",9,...

"NodeColor",cm(round((vc-1)/(MaxColor-1)*255+1),:))
title("Мiнiмальна кiлькiсть фарб = " + MaxColor)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinVerColor","-dpng") % зберегли малюнок у файл

Рис. 3.2. Мiнiмальна правильна розфарбовка
вершин графа Петерсена

На рис. 3.2 показаний результат роботи цього алгоритму: мiнiмальна
правильна розфарбовка чотирма фарбами одного з узагальнених графiв
Петерсена. □

Зауважимо, що обмеження (3.10) є досить складними для сучасних
програм розв’язання задач ЦЛП. Для великих графiв такi задачi можуть
обчислюватися тривалий час або навiть зависнути. В цьому випадку дово-
диться обмежуватися жадiбним алгоритмом поступового вилучення ма-
ксимальних незалежних множин вершин. Iнколи вiн теж дає правильний
результат. Але так буває не завжди.
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3.2. Мiнiмальна правильна розфарбовка ребер графа
Означення 3.3. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається графом з розфарбова-

ними ребрами (colored edges), якщо задане вiдображення множини ребер
𝐸 на множину натуральних чисел:

𝜓 : 𝐸 → N. □ (3.11)

Натуральнi числа можна вважати номерами кольорiв за якоюсь таб-
лицею. Тодi кожне ребро фарбується у якийсь колiр. Як i при фарбуваннi
вершин, будемо для зручностi позначати кольори натуральними числами
— їхнiми номерами.

Означення 3.4. Розфарбовка ребер графа називається правильною
(regular edge coloring), якщо сумiжнi ребра фарбуються рiзними кольора-
ми. Мiнiмальною правильною розфарбовкою ребер графа (minimum regular
edge coloring) називається правильна розфарбовка мiнiмальною кiлькiстю
фарб. Кiлькiсть фарб у мiнiмальнiй правильнiй розфарбовцi ребер графа
називається хроматичним iндексом графа (chromatic index), та познача-
ється 𝜒′ (𝐺). □

Якщо максимальний ступiнь вершин графа позначити як 𝛿, то, во-
чевидь, хроматичний iндекс 𝜒′ (𝐺) не може бути меншим за 𝛿. Дiйсно: всi
ребра, що є iнцидентними до вершини з максимальним ступенем, повиннi
бути розфарбованi рiзними кольорами, а таких ребер як раз 𝛿. З iншого
боку, має мiсце теорема Вiзiнга, доведення якої можна знайти, наприклад,
у [13].

Теорема 3.1. Теорема Вiзiнга (Vizing). Для простого графа його
хроматичний iндекс 𝜒′ (𝐺) ≤ 𝛿 + 1. □

Згiдно з теоремою Вiзiнга всi простi графи можна розбити на два
класи за хроматичним iндексом: клас 𝛿 та клас 𝛿+1. На жаль, визначен-
ня, до якого саме класу належить конкретний граф, є досить складною
задачею.

Зауважимо, що теорема Вiзiнга має мiсце лише для простих графiв.
Навiть для мультиграфiв вона не завжди виконується. Наприклад, для
трикутника з подвоєними ребрами 𝛿 = 4, а для правильної розфарбовки
ребер потрiбно шiсть фарб.

Спробуємо розв’язати задачу про мiнiмальну правильну розфарбов-
ку ребер за допомогою жадiбного алгоритму (greedy algorithm). Для цього
знайдемо у графi максимальне паросполучення. Його ребра є несумiжни-
ми мiж собою, тому їх можна пофарбувати одним кольором. Пофарбуємо
їх кольором номер 1. Вилучимо з графа цi ребра. В тому графi, що за-
лишився, знову знайдемо максимальне паросполучення та пофарбуємо
його ребра у колiр номер 2, i т. д. до повного вичерпання ребер. Такий
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алгоритм, безумовно, буде давати правильну розфарбовку: сумiжнi реб-
ра завжди будуть пофарбованi рiзними кольорами. Але чи завжди ця
правильна розфарбовка буде мiнiмальною?

Рис. 3.3. Жадiбний алгоритм не завжди дає мiнiмальну
правильну розфарбовку ребер графа

Поглянемо на рис. 3.3. На рис. 3.3, а показаний граф з 𝑛 = 5 вер-
шинами та 𝑚 = 4 ребрами. Якщо взяти максимальне паросполучення
{𝑒1,2, 𝑒3,4} та пофарбувати його ребра у колiр номер 1 (на рис. 3.3, б це
червоний), то на наступному кроцi у графi залишаться лише ребра 𝑒2,3
та 𝑒4,5, якi не є сумiжними. Цi ребра можна пофарбувати в колiр номер 2
(на рис. 3.3, в це синiй). Як бачимо, в цьому випадку задача розв’язана
вiрно: маємо два кольори у мiнiмальнiй правильнiй розфарбовцi. Мен-
ше бути не може, тому що максимальний ступiнь вершин у цьому графi
дорiвнює 2.

Але якщо взяти максимальне паросполучення {𝑒1,2, 𝑒4,5}, а це теж
правильний результат розв’язання задачi про максимальне паросполучен-
ня (див. рис. 3.3, г), то правильна розфарбовка вже не буде мiнiмальною.
Дiйсно, пiсля вилучення ребер 𝑒1,2 та 𝑒4,5 отримаємо граф на рис. 3.3, д.
В ньому тiльки одному ребру, наприклад, 𝑒2,3, можна надати колiр но-
мер 2, а ребро 𝑒3,4 вже треба фарбувати кольором номер 3 (рис. 3.3, е). Як
бачимо, тут, як i в випадку розфарбовки вершин, жадiбний алгоритм не
завжди дає правильний результат.

Розглянемо алгоритм, який дає правильний розв’язок нашої задачi.
Запишемо її як задачу ЦЛП. Номер фарби — це натуральне число, тому
введемо до розгляду цiлочисельнi змiннi 𝑒𝑘, асоцiйованi з ребрами. Усього
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маємо 𝑚 таких змiнних, i кожна з них може приймати значення вiд 1 до
𝑚 (або вiд 0 до 𝑚− 1, якщо так зручнiше для програмування): це номер
фарби ребра 𝑒𝑘. В найгiршому випадку кожне ребро буде мати свiй колiр,
тому максимальне значення кожної змiнної 𝑒𝑘 — це 𝑚:{︂

𝑒𝑘 ∈ {1,𝑚} ;
𝑘 = 1,𝑚.

(3.12)

Насправдi за теоремою Вiзiнга можна стверджувати, що кожна 𝑒𝑘 не
буде перевищувати 𝛿 + 1. Нам треба мiнiмiзувати максимальне 𝑒𝑘:

𝑡 = max
𝑘=1,𝑚

𝑒𝑘 → min . (3.13)

Зручнiше за все ввести для цього до розгляду ще одну додаткову
змiнну 𝑒0 (теж цiлочисельну), i пов’язати її з усiма iншими 𝑒𝑘 системою
лiнiйних нерiвностей: {︂

𝑒𝑘 ≤ 𝑒0;
𝑘 = 1,𝑚.

(3.14)

Тодi цiльова функцiя — це:

𝑡 = 𝑒0 → min . (3.15)

У задачi про мiнiмальну правильну розфарбовку сумiжнi ребра по-
виннi мати рiзнi кольори (номери фарб). Це означає: для кожної вершини
𝑣𝑖 ∈ 𝑉 змiннi 𝑒𝑘, що вiдповiдають ребрам, iнцидентним до цiєї вершини,
повиннi вiдрiзнятися хоча б на одиницю:{︂

|𝑒𝑖1 − 𝑒𝑖2| ≥ 1;
∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉 ;

(3.16)

де 𝑒𝑖1, 𝑒𝑖2 — будь-яка пара ребер, iнцидентних до вершини 𝑣𝑖. Якщо поз-
начити ступiнь вершини 𝑣𝑖 (кiлькiсть iнцидентних до неї ребер) як 𝑑𝑖, то
усього для кожної вершини 𝑣𝑖 буде 𝑝𝑖 =

𝑑𝑖(𝑑𝑖−1)
2 таких нерiвностей. Як i в

задачi про правильну розфарбовку вершин, цi нелiнiйнi нерiвностi (3.16)
можна звести до лiнiйних, якщо ввести до розгляду 𝑝𝑖 бiнарних змiнних
для кожної вершини 𝑣𝑖: ⎧⎨⎩

𝑣𝑖𝑗 = 0 ∨ 1;

𝑗 = 1, 𝑝𝑖;
∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉.

(3.17)

Тодi маємо систему нерiвностей:
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑒𝑖1 − 𝑒𝑖2 −𝑚𝑣𝑖𝑗 ≤ −1;
𝑒𝑖2 − 𝑒𝑖1 +𝑚𝑣𝑖𝑗 ≤ 𝑚− 1;

𝑗 = 1, 𝑝𝑖;
∀𝑣𝑖 ∈ 𝑉.

(3.18)

Якщо змiнна 𝑣𝑖𝑗 приймає значення 0, то система (3.18) дає нерiвнiсть
(3.16) в один бiк, а якщо 1 — то в iнший. За теоремою Вiзiнга у цих
формулах замiсть 𝑚 можна поставити 𝛿 + 1.

Отже, маємо таку задачу ЦЛП. Необхiдно мiнiмiзувати функцiю 𝑡
(3.15), що формально залежить вiд 1 + 𝑚 + 𝑝1 + 𝑝2 + . . . + 𝑝𝑛 змiнних:
𝑒0, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑚, ∀𝑣𝑖𝑗 , але фактично до неї входить тiльки 𝑒0. На змiннi 𝑒𝑘
накладенi обмеження (3.14) — усього 𝑚 обмежень-нерiвностей. Для кож-
ної змiнної 𝑣𝑖𝑗 та вiдповiдних 𝑒𝑖1 i 𝑒𝑖2 повиннi виконуватися по 2 обмежен-
ня (3.18) — усього 2 (𝑝1 + 𝑝2 + . . .+ 𝑝𝑛) обмежень-нерiвностей. Усi змiннi
𝑒𝑘 — цiлочисельнi та можуть приймати значення вiд 1 до 𝑚 (3.12). Усi
змiннi 𝑣𝑖𝑗 — бiнарнi: вони можуть приймати тiльки значення 0 або 1 (3.17).

Метод minedgecolor, що мiститься в пакетi Graph Theory Toolbox,
реалiзує цей алгоритм. Для графа G вiн повертає вектор-рядок з номерами
фарб його ребер.

Приклад 3.2. Знайти мiнiмальну правильну розфарбовку ребер гра-
фа з прикладу 2.8.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
ec = minedgecolor(G); % розв’язали задачу
MaxColor = max(ec); % найменша кiлькiсть кольорiв
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{},...

"EdgeLabel",ec,"LineWidth",3,...
"EdgeColor",cm(round((ec-1)/(MaxColor-1)*255+1),:))

title("Мiнiмальна кiлькiсть фарб = " + MaxColor)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinEdgeColor","-dpng") % зберегли рисунок у файл

На рис. 3.4 показаний результат роботи цього алгоритму: мiнiмальна
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Рис. 3.4. Мiнiмальна правильна розфарбовка ребер графа

правильна розфарбовка ребер графа шiстьма фарбами. □
Слiд зауважити, що обмежень (3.18) буде дуже багато, i вони є досить

складними для сучасних алгоритмiв розв’язання задачi ЦЛП. Тому для
графiв великих розмiрiв та потужностей можна скористатися наближе-
ним жадiбним алгоритмом послiдовного вилучення паросполучень. При
цьому теорема Вiзiнга допоможе зрозумiти, чи правильний розв’язок ми
отримали. Якщо ребра графа розфарбувалися 𝛿 фарбами, то розв’язок
точно правильний: хроматичний iндекс 𝜒′ (𝐺) не може бути меншим за 𝛿.
Якщо для розфарбовки потрiбно 𝛿 + 1 фарб, то розв’язок, можливо, теж
правильний, але не обов’язково. I, нарештi, якщо виявиться, що треба
бiльш нiж 𝛿 + 1 фарб, то це точно неправильно, бо протирiчить теоремi
Вiзiнга. В цьому випадку жадiбний алгоритм не пiдходить.

У Graph Theory Toolbox є метод minedgecolorapprox. Вiн для графа
G реалiзує жадiбний алгоритм для знаходження правильної розфарбовки,
яка не завжди буде мiнiмальною. Повертає вектор-рядок з номерами фарб
його ребер.

Приклад 3.3. Знайти мiнiмальну правильну розфарбовку ребер гра-
фа з прикладу 3.3 за допомогою жадiбного алгоритму.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
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G = graph(s,t); % незважений граф
ec = minedgecolorapprox(G); % розв’язали задачу
MaxColor = max(ec); % найменша кiлькiсть кольорiв
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{},...

"EdgeLabel",ec,"LineWidth",3,...
"EdgeColor",cm(round((ec-1)/(MaxColor-1)*255+1),:))

title("Мiнiмальна кiлькiсть фарб = " + MaxColor)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinEdgeColorApprox","-dpng") % зберегли рисунок у файл

На рис. 3.5 показаний результат роботи цього алгоритму: правильна
розфарбовка ребер графа, яка не є мiнiмальною: в нiй сiм фарб замiсть
шести. □

Рис. 3.5. Правильна розфарбовка ребер графа, знайдена
за допомогою жадiбного алгоритму

3.3. Запитання для перевiрки
1. Що таке розфарбовка вершин графа? правильна розфарбовка? мi-

нiмальна правильна розфарбовка? хроматричне число?
2. Що таке розфарбовка ребер графа? правильна розфарбовка? мiнi-

мальна правильна розфарбовка? хроматричний iндекс?
3. Як формулюється теорема Вiзiнга?
4. Чи завжди працює жадiбний алгоритм у задачах розфарбовки?
5. Як звести задачi правильної розфарбовки вершин та ребер до задачi

ЦЛП?
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4. Мiнiмальнi остовнi дерева
У цьому роздiлi буде розглянута задача побудови мiнiмального остов-

ного дерева (МОД) та доведено, що для її розв’язання можна застосову-
вати жадiбний алгоритм.

4.1. Жадiбнi алгоритми та матроїди
Означення 4.1. Жадiбний алгоритм (greedy algorithm) — це алго-

ритм вибору найкращого варiанту на кожному кроцi розв’язання зада-
чi. □

Рис. 4.1. Приклад задачi
про призначення

Такий алгоритм не завжди приз-
водить до найкращого (оптимального)
розв’язку. Типовий приклад: метод мiнi-
мальної вартостi для побудови початково-
го плану перевезень у транспортнiй зада-
чi. Побудований цим методом план може
виявитися не оптимальним, i знадобиться
перекидання вантажу за циклом. Iнший
приклад ми розглянули в попередньому
роздiлi: спроба правильно розфарбувати
вершини графа шляхом поступового ви-
лучення максимальних незалежних мно-
жин вершин не завжди дає мiнiмальну
правильну розфарбовку. Ось ще приклад:
задача про призначення трьох працiвникiв на чотири роботи, або задача
про максимальне зважене паросполучення на повному дводолевому графi
𝐾3,4 з |𝑉 | = 3; |𝑊 | = 4; |𝐸| = 12. Вiн показаний на рис. 4.1.

Будемо нумерувати ребра подвiйними iндексами: перша цифра — но-
мер вершини з 𝑉 , а друга — з 𝑊 . Нехай матриця ваг ребер (матриця
продуктивностей) має вигляд, показаний в табл. 4.1.

Табл. 4.1. Матриця продуктивностей

𝑖\𝑗 1 2 3 4

1 8 7 7 6

2 7 7 5 8

3 8 6 6 7

Скористаємося жадiбним алгоритмом. Ми бачимо, що перший пра-
цiвник найкраще впорається з першою роботою, тому включимо до па-
росполучення ребро 𝑒1,1. Другого працiвника спрямовуємо на четверту
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роботу, оскiльки саме на нiй його продуктивнiсть є максимальною: до-
даємо ребро 𝑒2,4. Тепер у третього працiвника залишився невеликий ви-
бiр: або друга, або третя роботи з однаковою продуктивнiстю 6. Оберемо,
наприклад, 𝑒2,3. Отже, побудовано максимальне за включенням зважене
паросполучення {𝑒1,1, 𝑒2,4, 𝑒3,2} з загальною вагою 22. Але цей розв’язок
— не найкращий. Можна взяти iнше паросполучення {𝑒1,2, 𝑒2,4, 𝑒3,1} з за-
гальною вагою 23, та довести, що це дiйсно буде максимальне зважене
паросполучення. Як бачимо, тут жадiбний алгоритм не спрацював: пiсля
побудови початкового плану методом максимальної продуктивностi зна-
добилося ще й перекидання працiвникiв з роботи на роботу (як у транс-
портнiй задачi ми перекидали вантаж за циклом).

Наступний приклад. Треба знайти максимальне значення лiнiйної
функцiї 𝑛 змiнних 𝑧 = (𝑐,𝑥) → max на перестановцi 𝑃𝑛 значень її аргу-
ментiв 𝑥. Скажiмо, такої:

𝑧 = 4𝑥1 − 3𝑥2 − 6𝑥3 + 2𝑥4 → max, (4.1)

Рис. 4.2. Максимум лiнiйної
функцiї на перестановцi
значень її аргументiв

де вектор аргументiв (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) —
одна из перестановок чисел (2, 3, 4, 5).
На якi мiсця у векторi 𝑥 треба пос-
тавити числа 2, 3, 4, 5, щоб макси-
мiзувати функцiю (4.1)? Скористаємо-
ся жадiбним алгоритмом. Ми бачимо,
що коефiцiєнт бiля 𝑥1 максимальний:
вiн дорiвнює 4. Тому надамо змiннiй
𝑥1 максимальне з наявних значень: 5.
Наступний за величиною коефiцiєнт —
це 2 бiля 𝑥4, тому змiннiй 𝑥4 надамо

максимальне з решти значень 4. Далi змiннiй 𝑥2 надаємо значення 3, а
𝑥3 — 2. Цей процес показаний на рис. 4.2. Отримаємо 𝑧 = 7. Можна пе-
ребрати всi 𝑃4 = 24 перестановки та переконатися, що дiйсно знайдене
максимальне значення. Доведення цього факту дуже просте: для кожної
пари коефiцiєнтiв та значень аргументiв має мiсце спiввiдношення:

(𝑐𝑖 > 𝑐𝑘) ∩ (𝑥𝑖 > 𝑥𝑘)⇒ 𝑐𝑖𝑥𝑖 + 𝑐𝑘𝑥𝑘 > 𝑐𝑖𝑥𝑘 + 𝑐𝑘𝑥𝑖 :
𝑐𝑖𝑥𝑖 + 𝑐𝑘𝑥𝑘 − 𝑐𝑖𝑥𝑘 − 𝑐𝑘𝑥𝑖 = 𝑐𝑖 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)− 𝑐𝑘 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘) =
= (𝑐𝑖 − 𝑐𝑘) (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘) > 0.

(4.2)

Чому ж в останньому прикладi жадiбний алгоритм привiв до успi-
ху, а в попереднiх нi? Вiдповiдь на це питання дає структура областi
допустимих значень. В останньому прикладi, коли на черговому етапi
розв’язання задачi ми забирали одне значення з тих, що залишилися, ми
забирали тiльки його, а iншi залишалися недоторканими. У попередньому
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ж прикладi, коли на першому етапi ми забрали ребро 𝑒1,1, то ми забрали
насправдi не тiльки його. Ми позбавили себе можливостi на наступних
етапах забирати всi ребра, iнцидентнi до 𝑣1 i 𝑤1. А саме 𝑒1,2 та 𝑒3,1, як
виявляється, входять в одне з максимальних зважених паросполучень.

Структури, на яких працює жадiбний алгоритм, називаються в ма-
тематицi матроїдами. Iснує десь бiля пiвсотнi рiзних означень матроїдiв.
Класичним вважається означення матроїда через незалежнi множини.

Означення 4.2. Матроїд (matroid) 𝑀 = (𝑆, 𝐼) — це пара двох мно-
жин: 𝑆 — скiнченна множина, що називається носiєм матроїда (ground
set), а 𝐼 — деяка множина пiдмножин елементiв 𝑆, що називається сi-
мейством незалежних множин (independent sets), тобто 𝐼 ⊆ 2𝑆 . При
цьому для незалежних множин, що входять в 𝐼, повиннi виконуватися
такi аксiоми.

1. Серед елементiв 𝐼 повинна бути пуста пiдмножина: Ø ∈ 𝐼;
2. Якщо якась множина 𝐴 елементiв 𝑆 належить до 𝐼, то й будь-яка

її власна пiдмножина також повинна належати до 𝐼: (∀𝐴 ∈ 𝐼) ∩
(∀𝐵 ⊂ 𝐴) : 𝐵 ∈ 𝐼;

3. Якщо є двi множини 𝐴 i 𝐵 елементiв 𝑆, що належить до 𝐼, i при
цьому в 𝐴 бiльше елементiв, нiж у 𝐵, то серед елементiв 𝐴, яких
немає у 𝐵, повинен знайтися хоча б один такий елемент 𝑥, що його
об’єднання з 𝐵 також буде належати до 𝐼: (∀𝐴,𝐵 ∈ 𝐼)∩ (|𝐴| > |𝐵|) :
∃𝑥 ∈ (𝐴 ∖𝐵) : 𝐵 ∪ {𝑥} ∈ 𝐼. □

У прикладi з лiнiйною функцiєю носiєм матроїда буде множина усiх
можливих упорядкованих пар (𝑐𝑖, 𝑥𝑘), де 𝑐𝑖 — це коефiцiєнти функцiї (4.1),
тобто одне з чисел 4, −3, −6, 2, а 𝑥𝑘 — можливi значення аргументiв, тобто
одне з чисел 2, 3, 4, 5. Усього в носiї буде |𝑆| = 4× 4 = 16 елементiв:

𝑆 = {(𝑐1, 𝑥1) , (𝑐1, 𝑥2) , (𝑐1, 𝑥3) , (𝑐1, 𝑥4) ,
(𝑐2, 𝑥1) , (𝑐2, 𝑥2) , (𝑐2, 𝑥3) , (𝑐2, 𝑥4) ,
(𝑐3, 𝑥1) , (𝑐3, 𝑥2) , (𝑐3, 𝑥3) , (𝑐3, 𝑥4) ,
(𝑐4, 𝑥1) , (𝑐4, 𝑥2) , (𝑐4, 𝑥3) , (𝑐4, 𝑥4)} .

(4.3)

Сiмейство незалежних множин 𝐼 створимо з елементiв 𝑆 таким чи-
ном: з кожного рядка формули (4.3) оберемо не бiльше одного елемента,
i їхня сукупнiсть (вона мiстить не бiльше чотирьох елементiв 𝑆), i буде
одним з елементiв множини 𝐼. Наприклад, можна з першого рядка (4.3)
обрати елемент (𝑐1, 𝑥3), з другого — (𝑐2, 𝑥2), з третього — нiчого, з четвер-
того — (𝑐4, 𝑥2). Тодi пiдмножина елементiв 𝑆: ((𝑐1, 𝑥3) , (𝑐2, 𝑥2) , (𝑐4, 𝑥2))
буде одним з елементiв 𝐼. Також для виконання умови 1 з означення 4.2
додамо до 𝐼 пусту множину Ø, тобто з кожного рядка (4.3) не обираємо
жодного елемента. Матроїд, який ми побудували, називається матрої-
дом розбиттiв (partition matroid). В загальному випадку для отримання
матроїда розбиттiв треба здiйснити розбиття множини 𝑆 на деякi непустi
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пiдмножини, та обрати з кожної пiдмножини не бiльше заданої кiлькостi
елементiв. Ми розбили 𝑆 на чотири пiдмножини з рiзними 𝑐𝑖, та обрали
з кожної пiдмножини не бiльше одного елемента.

Неважко довести, що отримана структура 𝑀 = (𝑆, 𝐼) дiйсно є мат-
роїдом, тобто що для неї виконуються всi три умови з означення 4.2.
Зокрема, аксiома 3 доводиться шляхом порiвняння 𝑐𝑖 у множинах 𝐴 i
𝐵. Оскiльки в 𝐵 менше елементiв, нiж в 𝐴, то у множинi 𝐴 ∖ 𝐵 напевно
буде елемент з таким 𝑐𝑖, якого немає в 𝐵. Саме його й долучаємо до 𝐵, i
тодi елемент 𝐵 ∪ {𝑥} ∈ 𝐼.

Означення 4.3. Базою (базисом) матроїда (base, basis of matroid)
називається будь-який максимальний за включенням елемент множини
𝐼. □

Якщо додати до бази ще будь-який елемент з 𝑆, ми нiколи не отри-
маємо незалежної множини. Ми отримаємо множину, яка називається
залежною (dependent set), вона до 𝐼 не входить. Будемо позначати бази
матроїда 𝑀 = (𝑆, 𝐼) як 𝐵1, 𝐵2, . . ., а сукупнiсть усiх баз ℬ. Оскiльки бази
— це теж незалежнi множини, то ℬ ⊂ 𝐼. Для баз матроїда мають мiсце
такi властивостi.

Властивiсть 4.1. Множина ℬ є непустою. □
Доведення. Сiмейство незалежних множин 𝐼 є непустим: за пер-

шою аксiомою в означеннi матроїда 4.2 до нього входить принаймнi пуста
множина Ø. Тому серед незалежних множин напевно є множини з макси-
мальною за включенням кiлькiстю елементiв. □

Властивiсть 4.2. Якщо 𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ, i 𝐵1 ̸= 𝐵2, то 𝐵1 ⊈ 𝐵2 i 𝐵2 ⊈
𝐵1. □

Доведення очевидне: бази є максимальними за включенням i, якщо
вони рiзнi, то не можуть бути пiдмножинами одна одної. □

Властивiсть 4.3. Усi бази мають однакову потужнiсть (кiлькiсть
елементiв): |𝐵1| = |𝐵2| = . . . . □

Доведення цiєї властивостi будується вiд протилежного. Припу-
стимо, що |𝐵2| < |𝐵1|. Тодi за третьою аксiомою в означеннi 4.2: ∃𝑥 ∈
(𝐵1 ∖𝐵2) такий, що 𝐵2 ∪{𝑥} ∈ 𝐼. А це означає, що 𝐵2 не є максимальною
за включенням, i, отже, не є базою. □

Властивiсть 4.4. Якщо 𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ, то ∀𝑥 ∈ 𝐵1 : ∃𝑦 ∈ 𝐵2 такий,
що (𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦} ∈ ℬ. □

Доведення. За другою аксiомою матроїда 4.2 маємо: ∀𝑥 ∈ 𝐵1 :
(𝐵1 ∖ {𝑥}) ∈ 𝐼. Звiдсiля за властивiстю рiвнопотужностi баз 4.3: |𝐵2| >
|𝐵1 ∖ {𝑥}|. Тодi за третьою аксiомою матроїда 4.2: ∃𝑦 ∈ 𝐵2 такий, що
(𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦} ∈ 𝐼. А оскiльки |(𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦}| = |𝐵1|, i 𝐵1 — база,
то (𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦} теж є базою: (𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦} ∈ ℬ, що й треба було
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довести. □
Властивiсть 4.5. Якщо є двi бази: 𝐵1, 𝐵2 ∈ ℬ, то ∀𝑥 ∈ (𝐵1 ∖𝐵2) :

∃𝑦 ∈ (𝐵2 ∖𝐵1) такий, що (𝐵1 ∖ {𝑥}) ∪ {𝑦} ∈ ℬ. □
Для доведення цiєї властивостi потрiбнi поняття про замикання не-

залежної множини, яке ми не вивчали. Тому дамо лише пояснення до цiєї
властивостi. Якщо взяти будь-який елемент 𝑥, який є у базi 𝐵1, але якого
немає у базi 𝐵2, то для нього обов’язково знайдеться елемент 𝑦 з бази 𝐵2,
якого немає у базi 𝐵1, такий, що вилучення 𝑥 з бази 𝐵1 з наступним при-
єднанням 𝑦 утворює якусь базу. Ця властивiсть називається властивiстю
обмiну елементами мiж базами.

Означення 4.4. Рангом матроїда (rank of matroid) називається по-
тужнiсть будь-якої його бази. □

Побудований нами на множинi (4.4) матроїд розбиттiв має ранг 4,
бо кожна з його баз мiстить 4 елементи — по одному з кожного рядка
формули (4.4). Усього наш матроїд має |𝐵| = 44 = 256 баз.

Загальна постановка задачi є такою. Нехай задана скiнченна множи-
на 𝑆 та деяке сiмейство 𝐼 її пiдмножин. Наприклад, це може бути носiй
i сiмейство незалежних множин матроїда. Для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝑆
задана його вага: якась функцiя 𝑤 (𝑥). Вага множини 𝑋 ⊆ 𝑆 визначається
як сума ваг усiх елементiв 𝑋. Треба знайти множину 𝐴 найбiльшої ваги,
що належить 𝐼.

Жадiбний алгоритм для розв’язання цiєї задачi полягає в сортуваннi
та послiдовному вiдборi елементiв з 𝑆 (СПВ). Ось його схема.

Сортуємо елементи S=(x1,x2,...,xm) у порядку спадання ваг:
w(x1)>=w(x2)>=...>=w(xm).
A=(пуста множина)
for k=1 step 1 to m do {переглядаємо елементи множини S}
begin {for k}

if (A or xk) in I {додавання нового елементу залишає нас в I}
begin {if}

A=(A or xk) {додаємо цей елемент}
end {if}

end {for k}

У нашому прикладi вага кожного елемента — це добуток 𝑐𝑖 на 𝑥𝑘:

𝑤 (𝑐𝑖, 𝑥𝑘) = 𝑐𝑖𝑥𝑘. (4.4)

Всi елементи носiя 𝑆 (4.3) мають такi ваги:

96



𝑆 = {8, 12, 16, 20,
−6,−9,−12,−15,
−12,−18,−24,−30,

4, 6, 8, 10} .

(4.5)

Для розв’язання задачi (4.1) нам треба знайти таку базу, в якiй усi
𝑥𝑘 рiзнi, та яка має максимальну вагу. Застосуємо жадiбний алгоритм.
Сортуємо рядки в порядку зростання значень 𝑐𝑖:

𝑐1 = 4 : 8, 12, 16, 20,
𝑐4 = 2 : 4, 6, 8, 10,
𝑐2 = −3 : −6,−9,−12,−15,
𝑐3 = −6 : −12,−18,−24,−30.

(4.6)

З першого рядка обираємо найбiльше значення: 𝑤1,4 = 20. З другого
рядка обираємо теж найбiльше значення, але з iншого стовпця, тобто при
iншому значеннi 𝑥𝑘: 𝑤4,3 = 8. Наступнi 𝑐𝑖 вiд’ємнi, тому з третього рядка
обираємо найменше значення серед стовпцiв для 𝑥1, 𝑥2: це 𝑤2,2 = −9.
I, нарештi, в четвертому рядку залишається 𝑤3,1 = −12. Отримали для
цiльової функцiї: 𝑧max = 20 + 8− 9− 12 = 7, i це значення досягається на
перестановцi аргументiв (𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3) = (5, 3, 2, 4).

Отже, в задачi про максимум лiнiйної функцiї на перестановцi зна-
чень її аргументiв жадiбний алгоритм спрацював, а в попереднiх прик-
ладах — нi. Чи є випадковим цей факт? Виявляється, нi. Одна з основних
теорем теорiї матроїдiв стверджує наступне.

Теорема 4.1. Теорема Радо-Едмондса. Нехай на елементах 𝑥 но-
сiя 𝑆 матроїда𝑀 = (𝑆, 𝐼) задана вагова функцiя 𝑤 (𝑥). Нехай також 𝐴 ∈ 𝐼
— множина максимальної ваги серед незалежних множин 𝑋 потужностi
𝑘. Серед усiх елементiв 𝑥, що 𝑥 /∈ 𝐴, але таких, що 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ 𝐼, оберемо
елемент з максимальною вагою. Тодi 𝐴∪{𝑥} буде множиною максималь-
ної ваги серед усiх незалежних множин 𝑋 потужностi 𝑘 + 1. □

Доведення. Розглянемо 𝐵 ∈ 𝐼 — множину максимальної ваги серед
незалежних множин 𝑋 потужностi 𝑘 + 1. З третьої аксiоми матроїда 4.2
маємо, що ∃𝑦 ∈ (𝐵 ∖𝐴) : 𝐴 ∪ {𝑦} ∈ 𝐼. Тодi мають мiсце такi нерiвностi:

𝑤 (𝐴 ∪ {𝑦}) = 𝑤 (𝐴) + 𝑤 (𝑦) ≤ 𝑤 (𝐵) ⇒ 𝑤 (𝐴) ≤ 𝑤 (𝐵)− 𝑤 (𝑦) ;
𝑤 (𝐵 ∖ {𝑦}) = 𝑤 (𝐵)− 𝑤 (𝑦) ≤ 𝑤 (𝐴) ⇒ 𝑤 (𝐴) ≥ 𝑤 (𝐵)− 𝑤 (𝑦) .
Оскiльки ми обмежили 𝑤 (𝐴) з обох бокiв однiєю й тiєю самою вели-

чиною 𝑤 (𝐵)−𝑤 (𝑦), то цi величини однаковi: 𝑤 (𝐴) = 𝑤 (𝐵)−𝑤 (𝑦). Звiд-
сiля маємо: 𝑤 (𝐴 ∪ {𝑦}) = 𝑤 (𝐴) + 𝑤 (𝑦) = 𝑤 (𝐵). Отже, якщо об’єднати
множину 𝐴 з 𝑥 — елементом максимальної ваги з тих, що 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ 𝐼,
то отримаємо множину максимальної ваги серед незалежних множин 𝑋
потужностi 𝑘 + 1. □
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Якщо застосовувати цю теорему поступово, поки не дiйдемо до бази,
то й отримаємо базу максимальної ваги, що свiдчить про правильнiсть
жадiбного алгоритму для матроїда.

Зрозумiло, що так само можна будувати й базу мiнiмальної ваги: тре-
ба додавати на кожному кроцi елемент з мiнiмальною вагою. Як бачимо,
досить складна теорiя матроїдiв пояснює, чому формула (4.3) має мiсце.
Бiльш докладну iнформацiю про матроїди можна знайти в iнтернетi. А
ми розглянемо одну важливу задачу теорiї графiв, яка теж є задачею
на матроїдi, i для її розв’язання можна буде використовувати жадiбний
алгоритм.

4.2. Мiнiмальне остовне дерево (МОД)
Будемо розглядати графи та мультиграфи, але не псевдографи. Тоб-

то допускаються кратнi ребра, але не петлi.
Означення 4.5. Шлях, або маршрут (path) у графi 𝐺 = (𝑉,𝐸)

— це послiдовнiсть вершин та ребер виду 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒2 . . . 𝑣𝑘, у якiй сусiднi
елементи є iнцидентними. □

Означення 4.6. Шлях називається простим (simple path), якщо
кожна вершина зустрiчається в ньому лише один раз. □

У простому шляху немає перетинiв (вершин, що повторюються) i,
як наслiдок, не може бути повторюваних ребер. Протилежне тверджен-
ня не має мiсця: ребра у шляху можуть бути унiкальними, але вершини
повторюватися у точках перетину; i такий шлях вже не простий.

Означення 4.7. Граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) називається зв’язним (connected
graph), якщо iснує шлях iз будь-якої його вершини у будь-яку iншу. □

Досi всi приклади, що ми розглядали — це були зв’язнi графи. У
незв’язних графах можна видiлити окремi зв’язнi компоненти. У край-
ньому випадку, коли у графа взагалi немає ребер: 𝐸 = Ø, у нього буде 𝑛
компонент — по однiй вершинi у кожнiй.

Розглянемо зв’язний граф (або мультиграф) 𝐺. Якщо з нього вида-
лити деякi ребра, вiн може залишится зв’язним, а може й розпастися на
окремi компоненти. Скiльки (за максимумом) ребер та якi з них можна
видалити, щоб граф залишився зв’язним? Якщо ребра графа зваженi, то
можна поставити задачу так: як видалити максимальну кiлькiсть ребер
максимальної ваги, щоб залишився зв’язний граф iз загальною мiнiмаль-
ною вагою ребер?

Спочатку розглянемо простiшу, незважену задачу: яка мiнiмальна
кiлькiсть ребер необхiдна для зв’язностi графа з 𝑛 вершинами?

Теорема 4.2. У зв’язному графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) виконується: 𝑚 ≥ 𝑛−1.
Тобто мiнiмально можлива кiлькiсть ребер зв’язного графа є 𝑛− 1. □
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Доведення. Коли 𝑛 = 1, казати про зв’язнiсть взагалi немає сенсу:
одну вершину нема з чим поєднувати. Можна сказати, що одна вершина
пов’язана сама з собою нульовою кiлькiстю ребер. Двi вершини можна
поєднати одним ребром, i граф стане зв’язним. Третю вершину можна
пiд’єднати за допомогою ще одного, вже другого ребра. За iндукцiєю:
нехай теорема має мiсце для 𝑛 = 𝑘, тобто граф з 𝑘 вершинами та 𝑘 − 1
ребрами зв’язний. Наступну, (𝑘 + 1)-у вершину можна приєднати до нього
за допомогою ще одного, 𝑘-го ребра. Отриманий граф з 𝑘+1 вершинами
та 𝑘 ребрами теж буде зв’язним. За iндукцiєю теорема доведена. □

Ця теорема показує, скiльки (мiнiмум) ребер треба залишити у зв’яз-
ному графi з 𝑛 вершинами, щоб вiн залишився зв’язним: 𝑛− 1.

Означення 4.8. Зв’язний граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) з 𝑛 вершинами та 𝑛− 1
ребрами називається остовним деревом (spanning tree). □

Рис. 4.3. Граф (а) та деякi з його остовних дерев (б, в)

На рис. 4.3 показаний граф (а) та деякi з його остовних дерев (б, в).
Якщо зв’язний граф 𝐺 = (𝑉,𝐸) не є остовним деревом, то, вочевидь,

з нього можна видалити деякi ребра так, щоб тi ребра, що залишилися
𝐸1 ⊂ 𝐸, разом з множиною вершин 𝑉 утворювали б остовне дерево 𝐺1 =
(𝑉,𝐸1). Остовне дерево має цiкавi властивостi, якi ми зараз розглянемо.
Але спочатку ще деякi означення.

Означення 4.9. Шлях 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒2 . . . 𝑣𝑘 називається циклом (cycle),
якщо в ньому початкова та кiнцева вершини спiвпадають. □

Означення 4.10. Цикл називається простим (simple cycle), якщо
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у шляху, що його визначає, кожна промiжна вершина зустрiчається лише
один раз. □

Простий цикл — це цикл без самоперетинiв. Якщо першу та останню
вершини вважати за одну, то в ньому немає вершин, що повторюються,
а, отже, немає й повторюваних ребер. Вочевидь, з будь-якого непростого
циклу можна видiлити принаймнi два рiзних простих цикли, а з непрос-
того шляху — принаймнi один простий цикл.

Тепер розглянемо властивостi остовних дерев.
Властивiсть 4.6. В остовному деревi 𝐺1 = (𝑉,𝐸1) зв’язного графа

𝐺 = (𝑉,𝐸) немає циклiв.□
Доведення. Вiд протилежного: якщо у 𝐺1 є хоча б один цикл, то

можна без порушення зв’язностi видалити одне з ребер цього циклу: шлях
з будь-якої вершини до будь-якої iншої можна органiзувати вздовж тiєї
частини циклу, що залишилася. Значить, у 𝐺1 бiльше, нiж 𝑛 − 1 ребер:
видалення з нього одного ребра не порушує зв’язностi. Отже, 𝐺1 не є
остовним деревом. □

Властивiсть 4.7. Навпаки, якщо у зв’язному графi немає циклiв,
вiн є остовним деревом. □

Доведення. Теж вiд протилежного: нехай зв’язний граф 𝐺 = (𝑉,𝐸)
не є остовним деревом: 𝑚 > 𝑛 − 1. Оскiльки граф зв’язний, то серед
𝑚 ребер точно є такi (𝑛− 1) ребер, що утворюють остовне дерево. Тодi
кожне ребро з решти додає iнший шлях мiж якоюсь парою вершин, тобто
утворює цикл. □

Властивiсть 4.8. В остовному деревi𝐺1 зв’язного графа iснує лише
один шлях з кожної вершини в кожну iншу. □

Доведення. Вiд протилежного: якщо б iз деякої вершини 𝑣𝑖 iснува-
ли б два рiзних шляхи у 𝑣𝑗 , то iснував би цикл 𝑣𝑖 . . . 𝑣𝑗 . . . 𝑣𝑖, що протирi-
чить властивостi 4.7. □

Властивiсть 4.9. Навпаки, якщо у зв’язному графi𝐺 = (𝑉,𝐸) iснує
лише один шлях мiж кожною парою вершин, то такий граф є остовним
деревом. □

Доведення. Вiд протилежного: якщо зв’язний граф не є остовним
деревом, то за властивiстю 4.7 у ньому є хоча б один цикл, а значить,
iснує бiльш нiж один шлях мiж якоюсь парою вершин. □

За допомогою властивостей 4.6-4.9 ми встановили еквiвалентнiсть
тверджень:

• остовне дерево — це зв’язний граф з |𝐸| = |𝑉 | − 1;
• остовне дерево — це зв’язний граф без циклiв;
• остовне дерево – це зв’язний граф, у якому iснує лише один шлях з

будь-якої вершини у будь-яку iншу.
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Зазвичай у застосуваннях стає задача знаходження остовного дерева
мiнiмальної ваги (в подальшому — МОД, мiнiмальне остовне дерево). Та-
ка задача виникає, наприклад, пiд час проектування лiнiй електромереж:
для прокладання лiнiй обирають дiлянки з мiнiмальною вартiстю робiт,
що забезпечують зв’язнiсть мережi.

Дослiдимо можливостi застосування жадiбного алгоритму для зна-
ходження МОД. Ми покажемо, що знаходження МОД — це задача на
матроїдi, тобто жадiбний алгоритм тут дiйсно працює. Для цього введе-
мо ще деякi означення.

Означення 4.11. Деревом (tree) називається остовне дерево, побу-
доване на деякiй пiдмножинi вершин 𝑉1 ⊂ 𝑉 та iнцидентних до всiх них
ребрах. □

Означення 4.12. Лiсом (forest) називається множина дерев, що не
перетинаються. □

Рис. 4.4. Лiс та його дерева

На рис. 4.4 показаний приклад лi-
су, утвореного двома деревами, що мi-
стять ребра, та iзольованими верши-
нами, якi теж вважаються деревами.
У кожному деревi з 𝑛1 вершин мiс-
титься 𝑛1 − 1 ребер.

Поглянемо на проблему побудо-
ви МОД як на задачу на матроїдi.
За носiй матроїда 𝑆 (див. означен-
ня 4.2) вiзьмемо множину усiх ребер
графа. Розглянемо будь-яку пiдмно-
жину ребер, у якiй немає циклiв, тоб-
то будь-яке дерево або лiс, включно з
пустою множиною. Перевiримо систе-
му таких пiдмножин на незалежнiсть
згiдно означення 4.2. Пусту множину ми включили до системи, тому аксi-
ома 1 виконується. Якщо з дерева або лiсу вилучити одне або кiлька ре-
бер, то циклiв не утвориться. Залишиться дерево або лiс, який теж є у
нашiй системi пiдмножин. Отже, аксiома 2 теж виконується. Залишилося
довести виконання аксiоми 3. Сформулюємо її у виглядi теореми.

Теорема 4.3. Нехай у графi𝐺 є два дерева або лiси 𝐴 та 𝐵, причому
в 𝐴 бiльше ребер, нiж у 𝐵: |𝐴| > |𝐵|. Тодi серед ребер, якi є в 𝐴, але яких
немає у 𝐵, є таке ребро, що долучення його до 𝐵 залишає 𝐵 деревом або
лiсом, тобто не утворює у ньому циклiв. □

Доведення. Зауважимо спочатку, що, оскiльки |𝐴| > |𝐵|, то у мен-
шому деревi (лiсi) 𝐵 буде менше, нiж 𝑛− 1 ребер. Отже, 𝐵 не може бути
остовним деревом i, т. ч., має бiльше однiєї компоненти зв’язностi (iзольо-
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вана вершина — це теж компонента зв’язностi). Чи iснує серед ребер 𝐴
таке ребро (якого немає у 𝐵), яке поєднує двi якiсь компоненти зв’язностi
у 𝐵? Припустимо, що нi. Якщо це так, то будь-яка компонента зв’язностi
𝐴 цiлком (усiма своїми вершинами, але не обов’язково ребрами) входить
до якоїсь компоненти зв’язностi 𝐵. Якщо у цiй компонентi зв’язностi 𝐵
було 𝑘 вершин i, вiдповiдно, 𝑘 − 1 ребер (це дерево, циклiв немає), то й у
вiдповiднiй компонентi зв’язностi 𝐴 буде не бiльше вершин i, вiдповiдно,
не бiльше ребер. Додавши цi результати за усiма компонентами зв’язностi
𝐵, дiйдемо до висновку, що у деревi (лiсi) 𝐴 не бiльше ребер, нiж у 𝐵,
що протирiчить умовi. Отже, наше припущення було хибним, i насправдi
серед ребер 𝐴 є хоча б одне ребро, що поєднує компоненти зв’язностi у
𝐵. Це ребро не утворює циклiв у 𝐵, залишаючи його деревом (лiсом). □

Висновок iз теореми 4.3: множина усiх дерев та лiсiв графа є неза-
лежною множиною матроїда, побудованого на носiї — множинi його ребер.
Цей матроїд так i називається: графовий матроїд.

Означення 4.13. Графовий матроїд (graphic matroid) — це матро-
їд, побудований на носiї 𝑆 — множинi усiх ребер графа з незалежними
множинами — деревами та лiсами. □

Залишилося ввести вагову функцiю на ребрах, i можна застосовува-
ти жадiбний алгоритм. У нашому випадку вагова функцiя — це просто
вага ребра. I для побудови МОД можна застосовувати жадiбний алго-
ритм, додаючи поступово ребра мiнiмальної ваги.

Розглянемо два класичнi алгоритми побудови МОД. В їх описах бу-
демо позначати ребро, що поєднує вершини 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 , як 𝑒𝑖,𝑗 , тобто двома
iндексами поєднуваних вершин.

Алгоритм Прiма (Prim’s algorithm). Вiн показаний на рис. 4.5.
Бiля вершин проставленi їхнi номери, а бiля ребер – ваги. У нашому гра-
фi 𝑛 = 9, 𝑚 = 16, тому в побудованому МОД повинно залишитися лише
8 ребер з 16. Остовне дерево повинно поє’днувати всi вершини, у т. ч. й
𝑣1. Тому вiзьмемо перше ребро мiнiмальної ваги, що виходить з вершини
𝑣1. Таким ребром буде 𝑒1,2: його вага 2 менша за вагу 3 ребра 𝑒1,4. Отже,
починаємо побудову МОД з нього (а). Далi переглядаємо всi ребра, су-
мiжнi до вже побудованого фрагменту МОД, тобто до 𝑒1,2. Всього таких
ребер 4 (одне у вершинi 𝑣1 та три у 𝑣2). Обираємо з них ребро мiнiмальної
ваги. Мiнiмальна вага серед цих чотирьох ребер — 1, вона у ребра 𝑒2,4.
Його й приєднуємо до МОД, що будується (б ). Продовжуємо переглядати
ребра, сумiжнi до вже побудованого дерева (фрагменту МОД) i такi, що
не утворюють у ньому циклiв. Беремо всi ребра, iнцидентнi до 𝑣1, 𝑣2 та
𝑣4 (крiм 𝑒1,4 — його брати не можна, бо утворюється цикл), та обираємо
з них ребро мiнiмальної ваги. Мiнiмальна вага 2 — у ребра 𝑒2,5, його й
приєднуємо (в). Продовжуємо процес. Тепер у нас з’явилась можливiсть
долучити до МОД ребро 𝑒5,6 вагою 1 (г), а потiм — 𝑒6,9 теж з вагою 1
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Рис. 4.5. Алгоритм Прiма
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Рис. 4.6. Алгоритм Краскала

104



(д). Серед ребер, що залишилися, мiнiмальна вага 2 — у ребра 𝑒5, 8, його
також можна долучити до МОД (е). I, нарештi, приєднуємо ребра 𝑒3,6 та
𝑒4,7 ваги 3 (є, ж). Отримали 8 ребер — МОД побудоване. Його вага 15.

Алгоритм Краскала (Kruskal’s algorithm). Цей алгоритм пока-
заний на рис. 4.6. Основна його вiдмiннiсть вiд алгоритму Прiма — ми
будемо додавати в МОД, що будується, не обов’язково сумiжнi ребра. Го-
ловне, щоб не утворювалися цикли. Переглядаємо всi ребра мiнiмальної
ваги 1. Починаємо з 𝑒2,4 — воно зустрiлося першим (а). Наступне реб-
ро ваги 1 — це 𝑒5,6, i воно не утворює циклiв — додаємо його (б ). Далi
перевiряємо 𝑒6,9: циклiв немає, долучаємо його (в). Всi ребра з вагою 1
вичерпанi. Переходимо до ребер з наступною мiнiмальною вагою 2. Ребро
𝑒1,2 можна приєднати (г), 𝑒2,5 — також (д), 𝑒5,8 теж пiдходить (е). Далi
— ребра з вагою 3. Ребро 𝑒1,4 не годиться (утворюється цикл), а ось 𝑒3,6
пiдходить (є), i 𝑒4,7 — також (ж). В результатi отримали те же саме МОД
ваги 15, що й за алгоритмом Прiма.

Рис. 4.7. Перевiрка на вiдсутнiсть циклiв (немає циклiв)

Як бачимо, цi алгоритми вiдрiзняються порядком долучення ребер.
В алгоритмi Прiма ми весь час приєднували сумiжнi ребра, тобто нарощу-
вали МОД, залишаючи його зв’язним. В алгоритмi Краскала будуються
окремi частини МОД (дере́ва), якi потiм поєднуються. Алгоритм Краска-
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ла — це класична схема жадiбного алгоритму: долучаємо ребра у порядку
зростання ваги, якщо вони не утворюють циклу, тобто залишають нас у
множинi дерев та лiсiв. У алгоритмi Прiма є додаткова умова для долу-
чення ребер: їхня сумiжнiсть з тим деревом, що вже побудоване. На мою
думку, алгоритм Прiма бiльш придатний для розв’язання задачi вручну,
а алгоритм Краскала — для програмування.

При програмуваннi алгоритмiв Прiма та Краскала треба на кожно-
му кроцi перевiряти створену пiдмножину ребер на незалежнiсть, тобто
на наявнiсть або вiдсутнiсть циклiв. Ця перевiрка може здiйснюватися,
наприклад, за таким алгоритмом.

1. Обчислюємо у побудованому деревi (лiсi) ступенi всiх вершин. Для
цього можна, наприклад, додати всi стовпцi або рядки матрицi су-
мiжностi вершин, або додати всi стовпцi матрицi iнцидентностi.

2. Перевiряємо, чи є вершини ступеня 1 (висячi вершини).
3. Якщо такi вершини є, вилучаємо всi iнцидентнi до них ребра, i йдемо

на крок 1. Якщо ж таких вершин немає, то йдемо на крок 4.
4. Перевiряємо: якщо залишилися вершини тiльки ступеня 0 — циклiв

немає. Якщо ж залишилися вершини ступеня 2 або бiльше, то є
цикли.

Рис. 4.8. Перевiрка на вiдсутнiсть циклiв (є цикли)
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Ось як виглядає алгоритм перевiрки на наявнiсть циклiв для ребер з
рис. 4.6,ж. На рис. 4.7, а показанi цi ребра. Висячi вершини: 𝑣1, 𝑣3, 𝑣7, 𝑣8,
𝑣9. Iнцидентнi до них ребра вiдмiченi на рис. 4.7, а червоними штриховими
лiнiями. Вилучаємо їх (рис. 4.7, б ). Перевiряємо знову: тут висячi верши-
ни 𝑣4, 𝑣6, iнцидентнi до них ребра теж позначенi червоними штриховими
лiнiями. Пiсля їхнього вилучення маємо рис. 4.7, в, а ще пiсля одного кро-
ку — пустий граф на рис. 4.7, г. Ребер немає — дiйсно мали дерево, циклiв
не було.

Якщо б на останньому кроцi алгоритму Краскала (рис. 4.6, є) ми б
додали замiсть ребра 𝑒4,7 ребро 𝑒1,4, то перевiрка на наявнiсть циклу пока-
зана на рис. 4.8. Кроки вилучення ребер, iнцидентних до висячих вершин,
такi ж самi. На останньому етапi немає вершин ступеня 1, але є три вер-
шини ступеня 2, що свiдчить про наявнiсть циклу. Отже, ребро 𝑒1,4 не
можна включати до МОД, що будується.

У MATLAB є метод (вбудована функцiя) minspantree, який для гра-
фа G будує мiнiмальне остовне дерево та повертає його у виглядi гра-
фа T. Якщо ваги ребер заданi, знаходиться мiнiмальне остовне дерево, а
якщо нi, то всi ваги вважаються одиничними, i знаходиться перше остовне
дерево, що зустрiнеться. Необов’язковi вхiднi параметри у виглядi пари
Name,Value визначають додатковi параметри: алгоритм (Прiма чи Крас-
кала), початкову вершину в алгоритмi Прiма, можливiсть побудови лiсу
для незв’язного графа. Крiм самого остовного дерева T, можна поверну-
ти вектор-рядок довжини 𝑛 з номерами вузлiв-попередникiв для кожного
вузла при побудовi остовного дерева пошуком у ширину.

Приклад 4.1. Для графа з прикладу 2.6 знайти незважене та зва-
жене мiнiмальнi остовнi дерева.

s = [2 2 2 1 3 1 1 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 ...
8 11 8 11 10]; % початки ребер

t = [1 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 11 11 ...
10 11 10 9 9 9]; % кiнцi ребер

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 5]; % ваги
x = [1 0 1 1 2 2 2 3 4 3 3]; % координати вершин
y = [1 0 0 -1 1 0 -1 1 0 -1 0];
G = graph(s,t); % незважений граф
T = minspantree(G); % незважена задача
figure % нове вiкно фiгури
p1 = plot(G,"XData",x,"YData",y); % нарисували граф
highlight(p1,T); % додали остовне дерево
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis(’off’) % прибрали осi
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title("Остовне дерево, кiлькiсть ребер = " + numedges(T))
print("SpanTree","-dpng") % зберегли рисунок у файл
G = graph(s,t,w); % створили зважений граф
T = minspantree(G); % зважена задача
figure % нове вiкно фiгури
p2 = plot(G,"XData",x,"YData",y,...

"EdgeLabel",G.Edges.Weight); % нарисували граф
highlight(p2,T); % додали мiнiмальне остовне дерево
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
title("Мiнiмальне остовне дерево, вага = " + ...

sum(T.Edges.Weight)) % заголовок
print("MinSpanTree","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 4.9. Остовне дерево

Рис. 4.10. Мiнiмальне остовне дерево
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На рис. 4.9 показаний розв’язок незваженої задачi, а на рис. 4.10 —
зваженої. У незваженiй задачi ми не задавали початкову вершину для по-
будови остовного дерева, тому за умовчанням була взята 𝑣1, i проводився
пошук "у ширину". Мiтки ребер у зваженiй задачi — ваги ребер. □

4.3. Запитання для перевiрки
1. Що таке матроїд? носiй матроїда? незалежна множина матроїда?

залежна множина матроїда? база матроїда?
2. Що таке мiнiмальне остовне дерево? дерево? лiс?
3. Як працює алгоритм Прiма?
4. Як працює алгоритм Краскала?
5. Чому для побудови мiнiмального остовного дерева можна застосо-

вувати жадiбний алгоритм?
6. Як будується мiнiмальне остовне дерево в MATLAB?

109



5. Цикли та коцикли
У цьому роздiлi будуть розглянутi ейлеровi та гамiльтоновi цикли,

незалежнi системи циклiв (базис у комбiнаторному просторi циклiв) i не-
залежнi системи коциклiв (розрiзiв). Буде показано, що двi останнi задачi
— це задачi на матроїдi, i для пошуку незалежних систем можна викори-
стовувати МОД. Для ейлерових та гамiльтонових циклiв будуть наведенi
деякi теореми.

5.1. Ейлеровi цикли

Рис. 5.1. Мости Кьонiґсберга

Мiсто Кьонiґсберг (Königsberg) розташовано на берегах рiчки Пра-
ґоля (Pregel River) та на двох островах. У класичнiй задачi про сiм мостiв
Кьонiґсберга, поставленiй Леонардом Ейлером (Leonhard Euler) у 1735 ро-
цi (рис. 5.1), треба обiйти усi сiм мостiв по одному разу кожен. З точки
зору теорiї графiв ми тут маємо мультиграф з 𝑛 = 4, 𝑚 = 7, i треба по-
будувати цикл, що проходить один i тiльки один раз через кожне ребро.

Означення 5.1. Цикл у зв’язному графi чи мультиграфi, що про-
ходить один i тiльки один раз через кожне ребро, називається ейлеровим
(Eulerian cycle). Граф (мультиграф), у якому iснує ейлерiв цикл, назива-
ється ейлеровим (Eulerian multigraph). □

Зауважимо, що додавання петель до мультиграфа не змiнює його
ейлеровiсть. Дiйсно: якщо граф є ейлеровим, то пiд час обходу ейлерового
циклу, коли ми опинилися у вершинi, де є петля чи кiлька петель, можна
їх обiйти та продовжити рух уздовж ейлерового циклу. Але кратнi ребра
суттєво впливають на ейлеровiсть. Додавання чи вилучення паралельного
ребра може надати мультиграфовi ейлеровостi або, навпаки, позбавити.
Тому будемо розв’язувати задачу про ейлерiв цикл для мультиграфiв, але
не для псевдографiв.
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Далi, суттєвим для ейлеровостi є зв’язнiсть мультиграфа. Якщо у
мультиграфа є кiлька компонент зв’язностi, то побудувати ейлерiв цикл
неможливо: ми нiколи не обiйдемо усi ребра, оскiльки не зможемо перейти
з однiєї компоненти зв’язностi до iншої. Тому далi розглядатимемо лише
зв’язнi мультиграфи.

Iнколи у мультиграфi побудувати ейлерiв цикл неможливо, але мож-
на побудувати тiльки маршрут (шлях), що обходить усi ребра по одному
разу, але не замикається.

Означення 5.2. Шлях у зв’язному граф чи мультиграфi, що про-
ходить один i тiльки один раз через кожне ребро, називається ейлеровим
(Eulerian path). Граф (мультиграф), у якому iснує ейлерiв шлях, але не
iснує ейлерового циклу, називається напiвейлеровим (semi-Eulerian multi-
graph). □

Вiд напiвейлерового мультиграфа до ейлерового — лише один крок
(ребро). Якщо додати до напiвейлерового мультиграфу ще одне ребро
(таке, що поєднує початкову та кiнцеву вершини ейлерового шляху), то
шлях замкнеться i стане циклом. А напiвейлерiв граф перетвориться на
ейлерiв.

Чи є якiсь ознаки, за якими можна визначити ейлеровiсть чи напiв-
ейлеровiсть мультиграфа та побудувати ейлерiв цикл чи шлях? Так.

Теорема 5.1. Необхiдна умова ейлеровостi. Якщо зв’язний граф
(або мультиграф) 𝐺 = (𝑉,𝐸) є ейлеровим, то усi його вершини мають пар-
ний ступiнь. □

Доведення. Нехай мультиграф 𝐺 = (𝑉,𝐸) є ейлеровим. Вiзьмемо
будь-яку його вершину 𝑣𝑖. Оскiльки у графi iснує ейлерiв цикл, вiн напев-
но проходить через усi вершини, зокрема й через 𝑣𝑖. Пiдемо з 𝑣𝑖 уздовж
ейлерового циклу, вилучаючи з мультиграфу пройденi ребра. Ступiнь 𝑣𝑖
спочатку зменшиться на 1, ступенi наступних вершин зменшаться на 2
(коли ми проходимо вершину, вилучаються два ребра), i в кiнцi ейлерово-
го циклу ступiнь 𝑣𝑖 зменшиться ще на 1. В результатi всi ребра вилученi
— ступенi всiх вершин є 0. Оскiльки пiд час проходження ейлерового ци-
клу ступенi вершин зменшувалися на 2 (може, й кiлька разiв), то з самого
початку вони були парними. □

Вiд протилежного: якщо у мультиграфi є вершини непарної кратнос-
тi, вiн не може бути ейлеровим Так, у мультиграфа з рис. 5.1, б ступенi
вершин 3, 3, 3, 5 — усi непарнi. Отже, побудувати ейлерiв цикл через сiм
мостiв Кьонiґсберга неможливо. А якщо б були парнi?

Теорема 5.2. Достатня умова ейлеровостi. Якщо усi вершини
зв’язного мультиграфа 𝐺 = (𝑉,𝐸) мають парний ступiнь, то цей мульти-
граф є ейлеровим. □

Доведення. Нехай у мультиграфi 𝐺 = (𝑉,𝐸) усi вершини мають
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парний ступiнь. Вiзьмемо 𝑣0 — довiльну вершину мультиграфа. Оскiльки
𝑣0 не є iзольованою, можна побудувати шлях з початком у 𝑣0. Побудуємо
його, обираючи ребра 𝑒1, 𝑒2, . . . довiльно, i зупинившись у момент, коли
шлях не можна продовжити (тобто всi ребра, iнцидентнi до вершини,
в яку ми потрапили, вже включенi у шлях). Оскiльки кiлькiсть ребер
у мультиграфi є скiнченною, ми зупинимося через скiнченну кiлькiсть
крокiв. Нехай нами побудований шлях 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, що проходить через
вершини 𝑣0, 𝑣1, . . . 𝑣𝑘. Доведемо, що 𝑣𝑘 = 𝑣0, тобто що ми побудували цикл
(поки що не ейлерiв, а просто якийсь цикл).

Припустимо, що 𝑣𝑘 ̸= 𝑣0. Тодi, проходячи весь шлях вiд 𝑣0 до 𝑣𝑘, ми
якусь кiлькiсть разiв, скажiмо, 𝑙 разiв, входили у вершину 𝑣𝑘, i 𝑙−1 разiв
з неї виходили, причому всi ребра, за якими ми входили та виходили,
рiзнi. Отже, у побудованому шляху рiвно 2𝑙− 1 ребер, iнцидентних до 𝑣𝑘.
Оскiльки ступiнь вершини 𝑣𝑘 парний, iснує iнцидентне до 𝑣𝑘 ребро, що
не входить у побудований шлях, що суперечить нашiй побудовi. Отже,
𝑣𝑘 = 𝑣0.

Рис. 5.2. До доведення теореми 5.2

Позначимо цикл, утворений ребрами 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘, через 𝐶1 (рис. 5.2).
Якщо вiн ейлерiв, то побудову закiнчено. Нехай 𝐶1 не ейлерiв, тобто в
мультиграфi 𝐺1, отриманому з мультиграфа 𝐺 вилученням ребер {𝑒1, 𝑒2,
. . . , 𝑒𝑘}, є ще ребра. Серед цих ребер точно є ребро, iнцидентне до верши-
ни з циклу 𝐶1, тому що в протилежному випадку 𝐶1 був би компонентою
зв’язностi мультиграфа 𝐺, що не спiвпадає з усiм мультиграфом, а це су-
перечить зв’язностi 𝐺. Нехай 𝑓1 — ребро мультиграфа 𝐺1, iнцидентне до
якоїсь вершини 𝑣𝑖 з циклу 𝐶1. У мультиграфi 𝐺1, так само як i у початко-
вому мультиграфi 𝐺, ступеня усiх вершин парнi. Дiйсно, при видаленнi
ребер 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑘 ступiнь кожної з вершин 𝑣0, 𝑣1, . . . 𝑣𝑘 зменшилася на
парне число, а ступеня решти вершин не змiнилися.

Розглянемо компоненту зв’язностi мультиграфа 𝐺1, що мiстить реб-
ро 𝑓1. Усерединi цiєї компоненти зв’язностi можна, почавши з вершини
𝑣𝑖, побудувати цикл 𝐶2, що складається з ребер 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚 (рис. 5.3), у
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Рис. 5.3. До доведення теореми 5.2

той самий спосiб, що був побудований i цикл 𝐶1. Тодi послiдовнiсть ребер
𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑖, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚, 𝑒𝑖+1, . . . , 𝑒𝑘 також утворює цикл (позначимо йо-
го 𝐶2), i цей цикл мiстить бiльше ребер, нiж 𝐶1. Якщо цикл 𝐶2 ейлерiв, то
побудову закiнчено. В iншому випадку повторюємо описаний вище алго-
ритм, розвинувши цикл 𝐶2 до циклу 𝐶3, i т. д. Оскiльки кiлькiсть ребер у
𝐺 є скiнченною, на якомусь кроцi черговий побудований цикл виявиться
ейлеровим. □

У напiвейлерових мультиграфах є рiвно двi вершини непарного сту-
пеня: початкова та кiнцева в ейлеровому шляху. Отже, алгоритм перевiр-
ки мультиграфа на ейлерiвiсть чи напiвейлерiвiсть виглядає так.

Перевiрка мультиграфа на ейлеровiсть чи напiвейлеровiсть.
1. Знаходимо вектор ступенiв вершин. Для цього додаємо рядки чи

стовпцi матрицi сумiжностi вершин 𝐵 розмiром 𝑛× 𝑛, або додаємо
стовпцi матрицi iнцидентностi 𝐴 розмiром 𝑛×𝑚.

2. Перевiряємо: якщо всi координати цього вектора парнi, маємо ей-
лерiв мультиграф; якщо двi координати непарнi, а решта парнi —
маємо напiвейлерiв мультиграф; в iнших випадках мультиграф не є
анi ейлеровим, анi напiвейлеровим.

Найпростiший, але не найшвидший алгоритм знаходження ейлерово-
го циклу чи шляху — це алгоритм Фльорi (Fleury’s Algorithm). Ось його
схема. На вхiд подається ейлерiв чи напiвейлерiв мультиграф, на виходi
отримуємо список ребер у порядку обходу.

Алгоритм Фльорi.
1. Покладемо поточний мультиграф початковому 𝐺, покладемо поточ-

ний список ребер 𝑆 пустим. Оберемо будь-яку вершину в ейлеровому
графi або вершину з непарним ступенем у напiвейлеровому.

2. Оберемо довiльне, з урахуванням обмеження (див. нижче) ребро 𝑒
поточного мультиграфа, iнцидентне до поточної вершини.

3. Призначимо поточною другу вершину, iнцидентну до 𝑒.
4. Видалимо 𝑒 з поточного мультиграфа 𝐺 та внесемо його у список 𝑆.
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5. Якщо у поточному мультиграфi 𝐺 ще залишилися ребра, повертає-
мося на крок 2.
Обмеження: якщо ступiнь поточної вершини в поточному мульти-

графi бiльше за 1, не можна обирати ребро, видалення якого з поточного
мультиграфа збiльшить число компонент зв’язностi в ньому.

Рис. 5.4. Ейлерiв граф (а) та побудова ейлерового циклу (б)

На прикладi рис. 5.4 розглянемо, як працює алгоритм Фльорi. Граф
на рис. 5.4, а ейлерiв: усi його вершини мають парний ступiнь. Припусти-
мо, що на першому кроцi ми обрали вершину 𝑣1. Ступiнь цiєї вершини
2 > 1. Вилучення як ребра 𝑒1,5, так i ребра 𝑒1,2 не збiльшує кiлькiсть
компонент зв’язностi, тому на цьому кроцi обмеження нiяк не познача-
ється; нехай обрано, наприклад, ребро 𝑒1,5. На двох наступних iтерацiях
обмежень на вибiр теж не виникає; нехай обранi ребра 𝑒5,2 та 𝑒2,6. Тодi
поточним графом стає граф, зображений на рис. 5.4, б (поточна вершина
— 𝑣6). На наступнiй iтерацiї не можна обрати ребро 𝑒6,3 через обмеження:
ступiнь вершини 𝑣6 дорiвнює 3, а вилучення ребра 𝑒6,3 збiльшує кiлькiсть
компонент зв’язностi. Тому обираємо якесь iнше ребро, наприклад, 𝑒6,5.
Подальший вибiр ребер тепер однозначний (поточна вершина завжди бу-
де мати ступiнь 1), так що в пiдсумку буде побудований такий ейлерiв
цикл: 𝑒1,5 → 𝑒5,2 → 𝑒2,6 → 𝑒6,5 → 𝑒5,4 → 𝑒4,6 → 𝑒6,3 → 𝑒3,2 → 𝑒2,1.

Найелегантнiша реалiзацiя алгоритму Фльорi, на мою думку, описа-
на в [1]. На цьому сайтi наведена рекурсивна процедура, що знаходить
ейлерiв цикл або шлях. Вона використовує та змiнює два глобальнi пара-
метри: матрицю сумiжностi вершин графа B розмiром 𝑛 × 𝑛 типу (1.10)
та одновимiрний масив L, в який вона записує номери вершин у порядку
їхнього обходу. Цей масив перед викликом процедури повинен бути пус-
тим. У процедури один вхiдний параметр — номер останньої вершини в
шуканому циклi або шляху. Для ейлерового графа можна задавати остан-
ньою будь-яку вершину, а для напiвейлерового — одну з двох вершин з
непарним ступенем. Ось запис цього алгоритму на псевдокодi. В ньому
використовується процедура push(L,v), що доповнює масив L новим еле-
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ментом v в кiнцi.

procedure Fleury(v) {v - номер останньої вершини}
begin {Fleury}

for i=1 step 1 to n do {переглядаємо всi вершини}
begin {for i}

if (B(v,i)>0) {з яких є ребро до вершини номер v}
begin {if}

B(v,i)=0 {вилучаємо це ребро}
B(i,v)=0 {з матрицi сумiжностi вершин}
call Fleury(i) {шукаємо ейлерiв шлях до вершини i}

end {if}
end {for i}
push(L,v) {додаємо до списку вершин L останню вершину v}

end {Fleury}

Саме цей алгоритм було покладено в основу методу eulerianpath,
що мiститься в пакетi Graph Theory Toolbox. Для заданого графа G вiн
повертає два вектори-рядки з натуральних чисел: порядок проходження
вершин та порядок проходження ребер. Якщо граф не є анi ейлеровим,
анi напiвейлеровим, повертаються пустi масиви. Цей метод працює лише
з простими графами.

Приклад 5.1. Побудувати ейлерiв шлях або цикл для заданих гра-
фiв.

Рис. 5.5. Ейлерiв шлях
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s = [1 1 1 2 3 2 3 4 5 6 5 6 7 2 4]; % початки ребер
t = [2 3 4 3 4 5 6 7 6 7 8 8 8 7 5]; % кiнцi ребер
x = [0 0.8 0.9 1 2.2 2.1 2 3]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 1];
G = graph(s,t); % створили граф
G = simplify(G); % спростили граф
[Vlist,Elist] = eulerianpath(G); % ейлерiв шлях (цикл)
[~,isel] = sort(Elist); % номери ребер у порядку обходу
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{},...

"EdgeLabel",isel) % нарисували граф з мiтками ребер
if isempty(Elist) % граф не ейлерiв

title("Цей граф не ейлерiв") % заголовок малюнку
elseif (Vlist(1)==Vlist(end))

title("Цей граф ейлерiв") % заголовок малюнку
else

title("Цей граф напiвейлерiв") % заголовок малюнку
end
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("EulerianPath","-dpng") % зберегли рисунок у файл
s = [1 3 4 5 3 6 2 8 3 9 9 10 10 7 8 6 20 28 11 21 19 8 ...

10 11 7 14 15 12 13 13 14 26 15 16 27 12 13 20 17 17 19 ...
19 21 17 18 18 19 20 21 22 23 24 22 21]; % початки ребер

t = [2 2 3 4 5 1 7 2 8 4 5 4 5 6 7 9 28 15 16 18 23 9 ...
9 6 12 9 10 11 12 14 26 13 14 27 11 17 18 15 16 18 18 ...
20 16 22 22 23 24 25 22 21 24 25 24 23]; % кiнцi ребер

x = [repmat(0:4,1,5) 2.5 0.3 3.7]; % координати вершин
y = [4 4 4 3.7 4 3 3.3 3.3 3 3 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 0 0 ...

0.3 0 0 1.7 1.5 1.5];
G = graph(s,t); % створили граф
G = simplify(G); % спростили граф
[Vlist,Elist] = eulerianpath(G); % ейлерiв шлях (цикл)
[~,isel] = sort(Elist); % номери ребер у порядку обходу
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{},...

"EdgeLabel",isel) % нарисували граф з мiтками ребер
if isempty(Elist) % граф не ейлерiв

title("Цей граф не ейлерiв") % заголовок малюнку
elseif (Vlist(1)==Vlist(end))

title("Цей граф ейлерiв") % заголовок малюнку

116



else
title("Цей граф напiвейлерiв") % заголовок малюнку

end
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("EulerianCycle","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 5.6. Ейлерiв цикл

На рис. 5.5 показаний ейлерiв шлях у напiейлеровому графi, а на
рис. 5.6 — ейлерiв цикл в ейлеровому. Мiтки ребер на обох рисунках —
порядок обходу ребер. □

5.2. Гамiльтоновi цикли
Розглянемо тепер гамiльтоновi цикли. Їхня вiдмiннiсть вiд ейлерових

полягає в тому, що треба по одному разу пройти не ребра, а вершини.
Означення 5.3. Цикл, що проходить через кожну вершину графа

один i тiльки один раз, називається гамiльтоновим (Hamiltonain cycle).
Граф називається гамiльтоновим (Hamiltonain graph), якщо в ньому iснує
гамiльтонiв цикл. □

Означення 5.4. Шлях, що проходить через кожну вершину графа
один i тiльки один раз, називається гамiльтоновим (Hamiltonain path).

117



Граф називається напiвгамiльтоновим (semi-Hamiltonain graph), якщо в
ньому iснує гамiльтонiв шлях, але не iснує гамiльтонового циклу. □

Наприклад, граф на рис. 5.7, а є гамiльтоновим: у ньому є гамiльтонiв
цикл 𝑣1 → 𝑣2 → 𝑣3 → 𝑣8 → 𝑣4 → 𝑣9 → 𝑣12 → 𝑣11 → 𝑣7 → 𝑣6 → 𝑣10 → 𝑣5 →
𝑣1. А граф на рис. 5.7, б лише напiвгамiльтонiв: його гамiльтонiв шлях
𝑣1 → 𝑣2 → 𝑣3 → 𝑣4 → 𝑣5.

Рис. 5.7. Гамiльтонiв (а) та напiвгамiльтонiв (б) графи

На вiдмiну вiд ейлерових графiв, задача визначення гамiльтоновос-
тi графа та знаходження гамiльтонового циклу є складною у тому сен-
сi, що не iснує швидких (полiномiальних вiдносно 𝑛 та 𝑚) алгоритмiв її
розв’язання. Можна лише стверджувати, що, по-перше, гамiльтонiв граф
є зв’язним, i, по-друге, наявнiсть петель та кратних ребер не впливає
на гамiльтоновiсть. Тому гамiльтоновi цикли (шляхи) шукають лише на
простих графах.

Наведемо без доведення двi теореми, якi надають достатнi умови
гамiльтоновостi.

Теорема 5.3. Теорема Оре (Ore). Нехай 𝐺 = (𝑉,𝐸) — простий
зв’язний граф з 𝑛 > 2. Якщо для будь-якої пари несумiжних вершин 𝑣, 𝑤
сума їхнiх ступенiв не менша за 𝑛: deg 𝑣 + deg𝑤 ≥ 𝑛, то такий граф є
гамiльтоновим. □

Теорема 5.4. Теорема Дiрака (Dirac). Нехай 𝐺 = (𝑉,𝐸) — прос-
тий зв’язний граф з 𝑛 > 2. Якщо ступiнь будь-якої його вершини 𝑣 є не
меншим за 𝑛

2 : deg 𝑣 ≥ 𝑛
2 , то такий граф є гамiльтоновим. □

Зауважимо, що цi теореми дають лише достатню, але не необхiдну
умову гамiльтоновостi. Iснують гамiльтоновi графи, для яких цi теоре-
ми не виконуються. Наприклад, шестикутник: для нього 𝑛 = 6; 𝑚 = 6;
ступiнь кожної вершини deg 𝑣𝑖 = 2 < 3; сума ступенiв будь-якої пари несу-
мiжних вершин deg 𝑣+deg𝑤 = 4 < 6; але, вочевидь, цей граф гамiльтонiв:
є гамiльтонiв цикл уздовж шести його вершин.
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5.3. Фундаментальна система циклiв
Можливо, ви вивчали електротехнiку, i вам доводилося розрахову-

вати мережi за законами Кiрхгофа. Електрична мережа може бути пред-
ставлена у виглядi графа (чи мультиграфа) з 𝑛 вершинами та 𝑚 ребрами.
Рiвняння 1-го закону Кiрхгофа — це баланс струмiв у вузлах. Загальний
баланс струмiв в усiх вузлах дорiвнює нулю, тому з 𝑛 рiвнянь 1-го закону
незалежними будуть лише 𝑛− 1. Щоб знайти струми в усiх 𝑚 гiлках ме-
режi (ребрах графа), потрiбнi ще 𝑚−𝑛+1 незалежних рiвнянь. Їх дає 2-й
закон Кiрхгофа: сумарне падiння напруг у кожному замкненому контурi
дорiвнює сумi ЕРС у цьому контурi. Тому треба знайти такi 𝑚 − 𝑛 + 1
контурiв, щоб рiвняння 2-го закону Кiрхгофа для них були незалежними.
Аналiзуючи структуру рiвнянь 2-го закону Кiрхгофа, бачимо, що це ви-
конується, якщо кожен з контурiв буде вiдрiзнятися вiд будь-якого iншого
хоча б однiєю гiлкою. Тому, розв’язуючи вiдповiдну задачу на графi, ми
повиннi побудувати 𝑚−𝑛+1 простих циклiв, кожен з яких вiдрiзняється
вiд будь-якого iншого хоча б одним ребром.

Пригадаємо та уточнимо означення простого циклу. У попереднiй
главi ми визначили шлях та його окремий випадок цикл як послiдовнiсть
iнцидентних вершин та ребер. Але ця iнформацiя є надлишковою: щоб
однозначно визначити будь-який шлях (у т. ч. й цикл), достатньо задати
тiльки послiдовнiсть ребер. Бiльше того, якщо нас цiкавлять лише прос-
тi шляхи та цикли, то не важливий навiть порядок ребер. Тому будемо
задавати простий цикл як деяку пiдмножину множини ребер. А порядок
завжди можна вiдновити. Алгоритм такого вiдновлення простий, як до-
мiно: беремо будь-яке ребро, шукаємо, яке з ним сумiжне, потiм шукаємо,
яке з цим другим сумiжне i т. д. Оскiльки ребра утворюють простий цикл,
то останнє ребро буде сумiжним до першого з iншого кiнця.

Наприклад, простi цикли графа з рис. 5.8, а — це пiдмножини з мно-
жини його ребер: {𝑒1, 𝑒3, 𝑒4}, {𝑒2, 𝑒3, 𝑒5}, {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5}, якi показанi вiдпо-
вiдно на рис. 5.8, бвг.

Але не будь-яка пiдмножина множини ребер 𝐸 є простим циклом.
Так, у цьому ж прикладi {𝑒1, 𝑒2} чи {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4} не є циклами. Тому ми
будемо розглядати тiльки такi пiдмножини множини ребер 𝐸, якi дiйсно
є простими циклами. Будемо позначати їх 𝐶1, 𝐶2 тощо.

У нашому приклад у графа з рис. 5.8, а є лише 3 простих цикли: 𝐶1 =
{𝑒1, 𝑒3, 𝑒4}; 𝐶2 = {𝑒2, 𝑒3, 𝑒5}; 𝐶3 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5}. Розглянемо властивостi
простих циклiв та визначимо дiї над ними.

Властивiсть 5.1. Множина ребер, що утворює простий цикл, не є
пустою. □

Доведення є очевидним: у циклi повиннi бути ребра, iнакше це не
цикл. □
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Рис. 5.8. Граф (а) та його простi цикли (б, в, г)

Властивiсть 5.2. Якщо множина ребер 𝐶𝑖 є простим циклом, то
будь-яка її власна пiдмножина не є циклом. □

Доведення. Якщо ми видалимо з простого циклу хоча б одно ребро,
то вiн розiмкнеться та вже не буде циклом. □

Введемо тепер над пiдмножинами операцiю додавання за логiкою
XOR (виключного або): з двох пiдмножин 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 формуємо нову пiд-
множину, включаючи до неї тiльки неповторюванi елементи з 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 .

Означення 5.5. Прямою сумою (direct sum) двох простих циклiв
𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 називається пiдмножина ребер 𝐶𝑖 ⊕ 𝐶𝑗 , до якої входять ребра,
якi є або тiльки в 𝐶𝑖, або тiльки в 𝐶𝑗 . □

Чи буде пряма сума простих циклiв простим циклом? Iнколи так,
а iнколи й нi. Перевiримо, наприклад, що буде при додаваннi простих
циклiв графа з рис. 5.8. У нас є 𝐶1 = {𝑒1, 𝑒3, 𝑒4}; 𝐶2 = {𝑒2, 𝑒3, 𝑒5}; 𝐶3 =
{𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5}. Додаємо:

• 𝐶1 ⊕ 𝐶2 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒4, 𝑒5} = 𝐶3;
• 𝐶1 ⊕ 𝐶3 = {𝑒2, 𝑒3, 𝑒5} = 𝐶2;
• 𝐶2 ⊕ 𝐶3 = {𝑒1, 𝑒3, 𝑒4} = 𝐶1.
Як бачимо, в цьому прикладi пряма сума двох будь-яких простих

циклiв дає третiй, також простий цикл. Але поглянемо на рис. 5.9.
На рис. 5.9, а показаний граф, а на рис. 5.9, бв — два його простi цик-

ли: 𝐶1 = {𝑒2,3, 𝑒2,4, 𝑒3,6, 𝑒4,5, 𝑒5,6} та 𝐶2 = {𝑒2,3, 𝑒2,5, 𝑒3,6, 𝑒5,8, 𝑒6,9, 𝑒8,9}.
У результатi їхнього прямого додавання отримаємо пiдмножину ре-

бер: {𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒4,5, 𝑒5,6, 𝑒5,8, 𝑒6,9, 𝑒8,9}, яка не є простим циклом. Це видно
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й на рис. 5.9, г, i з перевiрки властивостi 5.2. У цiєї множини є власнi пiд-
множини {𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒4,5} та {𝑒5,6, 𝑒5,8, 𝑒6,9, 𝑒8,,9}, якi є простими циклами.
Оскiльки властивiсть 5.2 не виконується, то отримана множина 𝐶1 ⊕ 𝐶2

не є простим циклом.

Рис. 5.9. Граф (а), його простi цикли (б, в) та їхня пряма сума (г)

Але можна стверджувати, що 𝐶1⊕𝐶2 мiстить у собi, як пiдмножину,
якийсь простий цикл.

Властивiсть 5.3. Якщо 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 — простi цикли, то iснує простий
цикл 𝐶𝑘 ⊆ 𝐶𝑖 ⊕ 𝐶𝑗 . □

Доведення. Додамо до ребер кожного простого циклу 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 усi
вершини, iнцидентнi до його ребер (тобто тi, що знаходяться мiж ребра-
ми). Оскiльки цикли простi, то всi цi вершини мають ступiнь 2 як у 𝐶𝑖,
так i у 𝐶𝑗 . При об’єднаннi всiх ребер 𝐶𝑖∪𝐶𝑗 отримаємо або простий граф,
або мультиграф, тому що деякi ребра з 𝐶𝑖 та 𝐶𝑗 можуть повторюватися
(не бiльш нiж удвiчi). При цьому ступенi вершин додаються, i будуть або
0 + 0 = 0, або 0 + 2 = 0, або 2 + 2 = 4. Далi за логiкою XOR вилучаємо
кратнi ребра. При вилученнi двох кратних ребер ступiнь обох iнцидент-
них до них вершин зменшується на 2. Т. ч., у 𝐶𝑖 ⊕ 𝐶𝑗 будуть вершини
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лише парного ступеня: або 0, або 2, або 4. Такий граф (або його частина
— пiдграф) є ейлеровим: в ньому iснує цикл (не обов’язково простий) що
по одному разу обходить усi ребра. А з будь-якого циклу завжди можна
видiлити простий цикл.□

Розглянемо цикли з точки зору теорiї матроїдiв. У попереднiй главi
ми будували графовий матроїд 𝑀 = (𝑆, 𝐼) на носiї 𝑆 — множинi ребер
графа. Незалежними множинами (елементами 𝐼) такого матроїда є всi
можливi дерева та лiси, а базами — остовнi дерева. З теорiї остовних
дерев вiдомо, що додавання до остовного дерева (рис. 5.10, а) ще одного
ребра (рис. 5.10, б ) утворює рiвно один простий цикл. Крiм цього циклу,
в отриманiй пiдмножинi ребер, можливо, будуть ребра, що не входять
у цикл — такi собi "хвости"(рис. 5.10, в). Пiсля видалення цих хвостiв
отримаємо простий цикл (рис. 5.10, г).

Рис. 5.10. Додавання до остовного дерева (а) ребра (б)
утворює множину ребер (в), що мiстить простий цикл (г)

Цим дiям вiдповiдають такi означення теорiї матроїдiв.
Означення 5.6. Залежна множина матроїда (dependent set of mat-

roid) — це пiдмножина елементiв носiя 𝑆, що не є незалежною. □
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Означення 5.7. Цикл матроїда (circuit, cycle of matroid) — мiнi-
мальна за включенням залежна множина матроїда. □

Залежна множина будується з незалежної додаванням нових елемен-
тiв носiя (ребер графа). При цьому iнколи ми будемо отримувати нову
незалежну множину, а iнколи — залежну. Щоб напевно отримати залеж-
ну множину, треба додати ребро до незалежної множини максимальної
потужностi, тобто до бази матроїда — остовного дерева. Пiсля цього ми
отримаємо залежну множину, але ще не цикл. Треба з цiєї залежної мно-
жини так видаляти елементи, щоб множина залишилася залежною (цик-
лом). Алгоритм такого видалення був нами розглянутий у попередньому
роздiлi 4, див. рис. 4.7 та 4.8.

Множину циклiв матроїда можна визначити через властивостi, якi
ми вже довели: це властивостi 5.1, 5.2 та 5.3. Ось формулювання цього
означення.

Означення 5.8. Множина 𝒞 є множиною всiх простих циклiв мат-
роїда, якщо виконуються такi аксiоми.

1. Жоден з елементiв 𝒞 не є пустою множиною.
2. Жоден з елементiв 𝒞 не є власною пiдмножиною iншого елемента 𝒞.
3. Якщо 𝐶1, 𝐶2 ∈ 𝒞 та 𝑒 ∈ 𝐶1 ∩ 𝐶2, то ∃𝐶3 ⊆ (𝐶1 ∪ 𝐶2) ∖ {𝑒}. □

Це дає можливiсть визначити матроїд не тiльки через незалежнi мно-
жини носiя, як ми це зробили у попередньому роздiлi, а й через залежнi
множини, мiнiмальнi за включенням, тобто через простi цикли.

Означення 5.9. Матроїд 𝑀 = (𝑆, 𝒞) — це пара двох множин: 𝑆 —
носiя матроїда, та 𝒞 — сiмейства залежних множин: непустих пiдмножин
елементiв 𝑆, для яких мають мiсце аксiоми з означення 5.8. □

Чи можна серед усiх простих циклiв обрати якусь мiнiмальну їхню
множину так, щоб усi iншi простi цикли можна було б утворити за власти-
вiстю 5.3? Множину 𝒞 усiх простих циклiв графа можна розглядати як
деякий комбiнаторний простiр. Тодi той мiнiмальний набiр циклiв, з яких
можна побудувати всi iншi, доречно назвати базисом цього простору.

Означення 5.10. Базис у просторi циклiв (цикловий базис, фун-
даментальна система циклiв, cycle basis, fundamental cycles) — це мiнi-
мальна за кiлькiстю елементiв пiдмножина простих циклiв, з яких можна
побудувати будь-який iнший простий цикл за властивiстю 5.3. Кiлькiсть
циклiв у цьому базисi називається циклiчним рангом (cyclic rank) гра-
фа. □

У звичайних лiнiйних просторах базиснi елементи є лiнiйно-незалеж-
ними. Для перевiрки цього факту треба побудувати їхню лiнiйну комбiна-
цiю та спробувати знайти для неї ненульовi коефiцiєнти. У комбiнаторних
просторах ситуацiя дещо iнша: ми не вводили до розгляду операцiю мно-
ження на скаляр. Абстрактну алгебру ми не вивчали, i у нас є тiльки
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операцiя додавання з наступним видiленням пiдмножини. Тому й означе-
ння лiнiйної незалежностi тут буде дещо iншим.

Означення 5.11. Простi цикли називаються незалежними (inde-
pendent cycles), якщо вони вiдрiзняються один вiд одного хоча б одним
ребром. □

Сформулюємо кiлька теорем про незалежнi простi цикли.
Теорема 5.5. У системi незалежних простих циклiв жоден з них не

може бути побудований з iнших шляхом додавання за логiкою XOR та
вибiрки пiдмножини (тобто за властивiстю 5.3). □

Доведення. Вiзьмемо будь-який цикл 𝐶0 з нашої системи незалеж-
них простих циклiв. У ньому обов’язково є ребро, якого немає в жодному
iншому циклi системи. Тому, як би ми не об’єднували множини ребер з
iнших циклiв, i що б ми не обирали з цих об’єднань, все одно вiдсутнє
ребро нiколи не з’явиться. Тому побудувати 𝐶0 нiколи не вдасться. □

Висновок: щоб побудувати будь-який простий цикл 𝐶0 за властивiс-
тю 5.3, треба мати принаймнi таку систему незалежних простих циклiв,
в якiй є всi ребра з 𝐶0.

Теорема 5.6. (Зворотна до 5.5). Якщо деяка система простих
циклiв не є незалежною, то принаймнi один з них можна побудувати з
iнших за властивiстю 5.3. □

Доведення. Згiдно означення 5.11 у залежнiй системi циклiв є хоча
б один, кожне ребро якого є у якомусь iншому циклi. Позначимо цей
цикл 𝐶0. Об’єднуючи ребра iнших циклiв, отримаємо множину ребер, що
мiстить 𝐶0. □

Ця теорема стверджує таке. Якщо у нас є якийсь простий цикл 𝐶0, всi
ребра якого входять в iншi простi цикли, то 𝐶0 завжди можна побудувати
з цих iнших за властивiстю 5.3. Дiйсно, поглянемо на рис. 5.9. Тут є два
простих цикли: 𝐶1 = {𝑒2,3, 𝑒2,4, 𝑒3,6, 𝑒4,5, 𝑒5,6} та 𝐶2 = {𝑒2,3, 𝑒2,5, 𝑒3,6, 𝑒5,8,
𝑒6,9, 𝑒8,9}. Розглянемо простий цикл 𝐶0 = {𝑒2,3, 𝑒2,5, 𝑒3,6, 𝑒5,6}. Вiн є за-
лежним з 𝐶1 та 𝐶2, оскiльки всi його ребра мiстяться або в 𝐶1, або в
𝐶2. Чи можна побудувати його з 𝐶1 та 𝐶2 за властивiстю 5.3? Теоре-
ма 5.6 стверджує, що так. Це можна зробити, наприклад, у такий спосiб.
Спочатку будуємо 𝐶3 = {𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒4,5} ⊂ 𝐶1 ⊕ 𝐶2, а потiм знаходимо
𝐶0 = {𝑒2,3, 𝑒2,5, 𝑒3,6, 𝑒5,6} = 𝐶1 ⊕ 𝐶3. На другому кроцi нам навiть не пот-
рiбно вибирати пiдмножину: пряма сума 𝐶1 та 𝐶3 вiдразу дає потрiбний
нам простий цикл 𝐶0.

Теорема 5.7. У зв’язному графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) з |𝑉 | = 𝑛, |𝐸| = 𝑚 iснує
принаймнi 𝑚− 𝑛+ 1 незалежних простих циклiв. □

Доведення. Це доведення є конструктивним, тобто дає алгоритм
побудови системи з 𝑚−𝑛+1 незалежних простих циклiв. Побудуємо будь-
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яке остовное дерево графа 𝐺. До нього увiйдуть 𝑛−1 ребер, i не увiйдуть
решта 𝑚−𝑛+1 ребер. При додаваннi кожного з них до остовного дерева
утвориться рiвно один простий цикл — усього маємо 𝑚 − 𝑛 + 1 простих
циклiв. У кожному з них є принаймнi одне ребро, якого немає в iнших:
це те ребро, що ми додали до остовного дерева для утворення простого
циклу. Тому отриманi 𝑚− 𝑛+ 1 простих циклiв є незалежними. □

Ця теорема дає нам дуже зручний алгоритм побудови 𝑚− 𝑛+ 1 не-
залежних простих циклiв: треба взяти остовне дерево та додати до нього
одне ребро. При цьому утвориться рiвно один простий цикл з "хвоста-
ми" (як медуза зi щупальцями). Вiдрiзавши "хвости" , отримаємо прос-
тий цикл. Потiм повторюємо цю процедуру з iншим вiдкинутим ребром
— отримаємо iнший простий цикл, i т. д. — усього будемо мати 𝑚− 𝑛+ 1
незалежних простих циклiв. Але чи достатньо їх? Чи можна сказати, що
будь-який iнший простий цикл у графi можна буде побудувати з них за
властивiстю 5.3? Вiдповiдь на це питання дає наступна теорема.

Теорема 5.8. Будь-який простий цикл зв’язного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸)
з |𝑉 | = 𝑛, |𝐸| = 𝑚 є залежним з тими 𝑚 − 𝑛 + 1 незалежними простими
циклами, що були побудованi у теоремi 5.7. □

Доведення. Кожен з незалежних простих циклiв, що ми побудува-
ли, утворюється з якихось ребер остовного дерева та однiєї хорди (так
називають ребра, викинутi при побудовi остовного дерева). Розглянемо
будь-який iнший простий цикл 𝐶0, якого немає у нашiй системi незалеж-
них простих циклiв. У ньому не можуть бути ребра лише з остовного
дерева, бо в того немає циклiв. Тому у 𝐶0 є щонайменше двi хорди (а, мо-
же, й бiльше), та якась кiлькiсть ребер з остовного дерева. Будуємо 𝐶0.
Додамо за логiкою XOR тi цикли системи, в яких є хорди, що входять у
𝐶0. Всi iншi ребра є спiльними, бо входять у остовне дерево. Викинувши
"хвости"отримаємо 𝐶0. □

За цiєю теоремою ми можемо стверджувати, що побудованi за допо-
могою остовного дерева 𝑚−𝑛+1 незалежних простих циклiв дiйсно утво-
рюють базис у просторi циклiв: будь-який iнший простий цикл будується
з них шляхом прямого додавання з наступною вибiркою згiдно власти-
востi 5.3. Як кажуть, циклiчний ранг зв’язного графа дорiвнює кiлькостi
хорд будь-якого остовного дерева.

Розглянемо як приклад граф з рис. 5.9, а. У нього 𝑛 = 9 вершин та
𝑚 = 16 ребер. Згiдно з теоремами 5.7, 5.8 вiн має 𝑚 − 𝑛 + 1 = 8 не-
залежних простих циклiв. Для такого простого графа ми й так їх ба-
чимо на рис. 5.9, а: це 8 малих трикутникiв: 𝐶1 = {𝑒1,2, 𝑒1,4, 𝑒2,4}; 𝐶2 =
{𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒4,5}; 𝐶3 = {𝑒2,3, 𝑒2,5, 𝑒3,5} тощо. Але при розв’язаннi задачi на
комп’ютерi незалежнi цикли можуть бути й iншими: все залежить вiд
того, яке остовне дерево використовується для їхньої побудови. Якщо,
наприклад, взяти остовне дерево з рис. 5.10, а, то отримаємо незалежнi
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Рис. 5.11. Система незалежних простих циклiв
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цикли, представленi на рис. 5.11. Червоним кольором показано те ребро,
що додається до остовного дерева (хорда), а штриховими лiнiями — "хвос-
ти" , що видаляються для отримання простого циклу. Отримана система
простих циклiв дiйсно є незалежною: у кожному з них є ребро, якого немає
в iнших циклах, воно нарисоване червоним кольором. Оскiльки знайде-
них циклiв 𝑚 − 𝑛 + 1 = 8, то вони утворюють базис: бiльше незалежних
простих циклiв побудувати не можна.

Це як у звичайному лiнiйному просторi 𝐿𝑛: базис може бути не тiльки
натуральним {𝑒1, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, а й будь-якою системою лiнiйно незалежних
векторiв {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛}. Тiльки у нас цикли можуть множитися лише на
0 або 1, а додаються за логiкою XOR.

У MATLAB є метод (вбудована функцiя) cyclebasis, яка для гра-
фа G знаходить усi незалежнi цикли та повертає iнформацiю про них у
виглядi двох вихiдних параметрiв:

1. cycles — масив-стовпчик комiрок, у якому cycles{k} мiстить но-
мери вершин, включених до 𝑘-го циклу (вектори-рядки);

2. edgecycles — масив-стовпчик комiрок, у якому edgecycles{k} мiс-
тить номери ребер, включених до 𝑘-го циклу (вектори-рядки).
Приклад 5.2. Для напiвейлерового графу з прикладу 5.1 знайти

фундаментальну систему циклiв та нарисувати їх.

s = [1 1 1 2 3 2 3 4 5 6 5 6 7 2 4]; % початки ребер
t = [2 3 4 3 4 5 6 7 6 7 8 8 8 7 5]; % кiнцi ребер
x = [0 0.8 0.9 1 2.2 2.1 2 3]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 1];
G = graph(s,t); % створили граф
[cycles,edgecycles] = cyclebasis(G); % незалежнi цикли
Cc = size(cycles,1); % кiлькiсть циклiв
for k=1:Cc % рисуємо цикли

figure % нове вiкно фiгури
h = plot(G,"XData",x,"YData",y, ...

"NodeLabel",{}); % нарисували граф
highlight(h,"Edges",edgecycles{k},...

"EdgeColor",’r’,"LineWidth",5) % позначили ребра циклу
highlight(h,cycles{k},"NodeColor","b",...

"MarkerSize",8) % позначили вершини циклу
title("Цикл № " + k) % заголовок рисунку
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Сycle" + k,"-dpng") % зберегли рисунок у файл

end
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Рис. 5.12. Цикл №1

Рис. 5.13. Цикл №2

Рис. 5.14. Цикл №3
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Рис. 5.15. Цикл №4

Рис. 5.16. Цикл №5

Рис. 5.17. Цикл №6
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Рис. 5.18. Цикл №7

Рис. 5.19. Цикл №8

На рис. 5.12-5.19 показанi всi 𝑚− 𝑛+ 1 = 15− 8 + 1 = 8 незалежних
циклiв цього графа. □

Ми розглянули побудову будь-якої системи незалежних циклiв. Знач-
но складнiшою є задача побудови незалежної множини циклiв мiнiмальної
загальної ваги, якщо ребра графа зваженi. Ця задача була розв’язана
Хортоном [7].

5.4. Фундаментальна система коциклiв
Яку мiнiмальну кiлькiсть ребер треба видалити зi зв’язного графа,

щоб вiн втратив свою зв’язнiсть? Якщо у графа є висяча вершина (верши-
на ступеня 1), то, вочевидь, її можна iзолювати, видалив єдине ребро, що
поєднує її з рештою вершин графа. Тобто в цiй задачi досить видалити
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лише одне ребро. А якщо треба так розрiзати граф, щоб деяка пiдмножи-
на вершин 𝑉1 разом з iнцидентними лише до них ребрами стала однiєю
компонентою зв’язностi, а решта вершин 𝑉2 разом з iнцидентними лише
до них ребрами — iншою? Ця задача теж досить просто розв’язується.
Нехай задане розбиття множини вершин на двi пiдмножини, що не пере-
тинаються: 𝑉 = 𝑉1⊕𝑉2. Переглядаємо всi ребра та дивимось: якщо обидвi
вершини ребра належать до 𝑉1, залишаємо ребро у 1-й компонентi. Якщо
обидвi вершини ребра належать до 𝑉2, залишаємо ребро у 2-й компонентi.
А ось якщо одна з вершин ребра належить до 𝑉1, а iнша до 𝑉2, то таке
ребро треба вилучити для розрiзання графа.

Означення 5.12. Розрiз (cut) — це множина ребер, видалення якої
зi зв’язного графа робить його незв’язним. Коцикл (cocycle) — це розрiз
з мiнiмальною за включенням кiлькiстю ребер. □

Наведений вище алгоритм будує коцикл, бо вилучається лише мiнi-
мально необхiдна кiлькiсть ребер: тiльки тi, у яких один кiнець належить
до 𝑉1, а iнший — до 𝑉2.

У математицi префiкс "ко" означає якусь двоїстiсть, симетричнiсть
чи протилежнiсть до поняття, що є коренем слова. Розглянемо, як це
виглядає в циклах та коциклах. Почнемо з властивостей.

Властивiсть 5.4. Множина ребер, що утворює коцикл, не є пустою
(як i в циклi). □

Доведення є очевидним: не видалили ребер — граф не роз’єднався. □
Властивiсть 5.5. Якщо множина ребер 𝐾𝑖 є коциклом, то будь-яка

її власна пiдмножина не є коциклом (як i в циклi). □
Доведення. Коцикл — це мiнiмальна за включенням множина ре-

бер, що роз’єднує граф на двi частини. Тому, якщо ми видалимо з коциклу
хоча б одно ребро, то вiн вже не буде роз’єднувати граф, тобто вже не
буде коциклом. □

Поки що маємо повне спiвпадiння з властивостями циклiв 5.1, 5.2.
Пiдемо далi. Введемо над коциклами дiю додавання за логiкою XOR (вик-
лючного або): з двох пiдмножин ребер 𝐾𝑖 та 𝐾𝑗 формуємо нову пiдмно-
жину, включаючи до неї тiльки неповторюванi елементи з 𝐾𝑖 та 𝐾𝑗 (як
для циклiв).

Означення 5.13. Прямою сумою (direct sum) двох коциклiв 𝐾𝑖 та
𝐾𝑗 називається пiдмножина ребер 𝐾𝑖 ⊕𝐾𝑗 , до якої входять ребра, якi є
або тiльки в 𝐾𝑖, або тiльки в 𝐾𝑗 . □

Як i для циклiв, пряма сума двох коциклiв може або вiдразу дава-
ти коцикл, або мiстити його. Наприклад, у граф з рис. 5.20, а є коцикли
𝐾1 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}; 𝐾2 = {𝑒2, 𝑒3, 𝑒4}; 𝐾3 = {𝑒1, 𝑒4}. Вони показанi червоними
лiнiями на рис. 5.20, бвг. Зеленою лiнiєю вiдмiчений вiдповiдний розрiз на
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Рис. 5.20. Граф (а) та його коцикли (б, в, г)

двi частини. Додаємо:
• 𝐾1 ⊕𝐾2 = {𝑒1, 𝑒4} = 𝐾3;
• 𝐾1 ⊕𝐾3 = {𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} = 𝐾2;
• 𝐾2 ⊕𝐾3 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} = 𝐾1.
У цьому прикладi пряма сума двох будь-яких коциклiв вiдразу дає

третiй коцикл.
Але це не завжди так. Наприклад на рис. 5.21, аб показанi (синi-

ми лiнiями) два коцикли 𝐾1 = {𝑒1,2, 𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒3,5, 𝑒5,6, 𝑒6,8, 𝑒8,9} та 𝐾2 =
{𝑒2,3, 𝑒3,5, 𝑒4,7, 𝑒5,6, 𝑒5,7, 𝑒5,8}. Вiдповiднi розрiзи намальованi червоними лi-
нiями. Але їхня пряма сума 𝐾1 ⊕ 𝐾2 = {𝑒1,2, 𝑒2,3, 𝑒2,4, 𝑒2,5, 𝑒4,7, 𝑒5,7, 𝑒5,8,
𝑒6,8, 𝑒8,9}, зображена на рис. 5.21, в, не є коциклом: вона роздiляє граф
не на двi, а на три частини. Це краще видно на рис. 5.21, г, де жирни-
ми лiнiями показанi тi ребра, яких немає в 𝐾1 ⊕ 𝐾2. Щоб отримати з
𝐾1⊕𝐾2 коцикл, треба вилучити якiсь ребра. Наприклад, якщо вилучити
{𝑒1,2, 𝑒2,3, 𝑒2,4, 𝑒2,5}, то отримаємо коцикл {𝑒4,7, 𝑒5,7, 𝑒5,8, 𝑒6,8, 𝑒8,9}. Звiдсi-
ля — наступна властивiсть.

Властивiсть 5.6. Якщо 𝐾𝑖 та 𝐾𝑗 — коцикли, то iснує коцикл 𝐾𝑘 ⊆
𝐾𝑖 ⊕𝐾𝑗 . □

Доведення. Нехай коцикл 𝐾1 розрiзає вершини графа на пiдмно-
жини 𝑉1 та 𝑉2, а 𝐾2 — на 𝑊1 та 𝑊2, як показано на рис. 5.22. Ребра 𝐾1 —
це горизонтальнi та нахиленi лiнiї, а ребра 𝐾2 — вертикальнi та нахиленi
лiнiї. При обчисленнi 𝐾1 ⊕𝐾2 спiльнi ребра (синi нахиленi лiнiї) вилуча-
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Рис. 5.21. Два коцикли (а, б) та їхня пряма сума (в),
що мiстить два коцикли (г)

ються, а залишаються лише тi ребра, що входять тiльки в один з коциклiв
(червонi вертикальнi та горизонтальнi лiнiї). Отже, ребра, що входять до
𝐾1 ⊕𝐾2, є розрiзами мiж пiдмножинами вершин:

{𝑉1 ∩𝑊1} ↔ {𝑉1 ∩𝑊2} ;
{𝑉1 ∩𝑊1} ↔ {𝑉2 ∩𝑊1} ;
{𝑉1 ∩𝑊2} ↔ {𝑉2 ∩𝑊2} ;
{𝑉2 ∩𝑊1} ↔ {𝑉2 ∩𝑊2} .

(5.1)

При цьому тi пiдмножини вершин, що розташованi на рис. 5.22 вздовж
дiагоналi, можуть залишитися нерозрiзаними, деякi можуть виявитися
пустими, але у будь-якому випадку ребрами 𝐾1 ⊕𝐾2 граф розрiзається
на двi, три або чотири частини. А з цих ребер завжди можна вибрати
такi, що розрiзають граф лише на двi частини. □

Наприклад, на рис. 5.21 маємо:
• 𝑉1 = {𝑣1, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣7, 𝑣8};
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Рис. 5.22. До доведення властивостi 5.6

• 𝑉2 = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣6, 𝑣9};
• 𝑊1 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣4, 𝑣5};
• 𝑊2 {𝑣3, 𝑣6, 𝑣7, 𝑣8, 𝑣9}.
Пiдмножини вершин, що розрiзаються ребрами 𝐾1 ⊕𝐾2:

• {𝑉1 ∩𝑊1} = {𝑣1, 𝑣4, 𝑣5};
• {𝑉1 ∩𝑊2} = {𝑣7, 𝑣8};
• {𝑉2 ∩𝑊1} = {𝑣2};
• {𝑉2 ∩𝑊2} = {𝑣3, 𝑣6, 𝑣9}.
Пiдмножини {𝑉1 ∩𝑊1} та {𝑉2 ∩𝑊2} об’єдналися (синi лiнiї, що ви-

лученi на рис. 5.22), а мiж {𝑉1 ∩𝑊2} та {𝑉2 ∩𝑊1} взагалi не було ребер:
вони залишилися роз’єднаними.

Iнший приклад — рис. 5.20. Тут для 𝐾1:
• 𝑉1 = {𝑣1};
• 𝑉2 = {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}.
Для 𝐾2:

• 𝑊1 = {𝑣1, 𝑣2};
• 𝑊2 = {𝑣3, 𝑣4}.
Пiдмножини вершин, що розрiзаються ребрами 𝐾1 ⊕𝐾2:

• {𝑉1 ∩𝑊1} = {𝑣1};
• {𝑉1 ∩𝑊2} = {Ø};
• {𝑉2 ∩𝑊1} = {𝑣2};
• {𝑉2 ∩𝑊2} = {𝑣3, 𝑣4}.
Пiдмножини {𝑉1 ∩𝑊1} та {𝑉2 ∩𝑊2} об’єдналися, у {𝑉1 ∩𝑊2} немає

вершин — залишилися двi частини.
Коцикли, як i цикли, є залежними множинами матроїда, який так i

називається: матроїд коциклiв. Для коциклiв мають мiсце тобто власти-
востi 5.4, 5.5, 5.6. А, отже, i означення 5.9.

Переходимо тепер до визначення базису у комбiнаторному просторi

134



коциклiв, тобто такої мiнiмальної кiлькостi коциклiв, з яких можна по-
будувати всi iншi за властивiстю 5.6. Матроїдна структура нам у цьому
допоможе.

Означення 5.14. Базис у просторi коциклiв (коцикловий базис,
фундаментальна система коциклiв, cocycle basis, fundamental cocycles)
— це мiнiмальна за кiлькiстю елементiв пiдмножина коциклiв, з яких
можна побудувати будь-який iнший коцикл за властивiстю 5.6. Кiлькiсть
коциклiв у цьому базисi називається коциклiчним рангом (cocycle rank)
графа. □

Означення 5.15. Коцикли називаються незалежними (independent
cocycles), якщо вони вiдрiзняються один вiд одного хоча б одним реб-
ром. □

Наприклад, на рис. 5.20 коцикли 𝐾1, 𝐾2 та 𝐾3 є залежними: кожен
з них є прямою сумою iнших двох. У той же час будь-якi два з них є
незалежними, бо вiдрiзняються хоча б одним ребром. Але взяти два з
них i сказати, що це базис, ми не можемо: за їх допомогою ми нiколи не
розрiжемо 𝑣3 та 𝑣4, тому що ребро 𝑒5, яке їх поєднує, не входить в жоден
коцикл.

Теорема 5.9. У системi незалежних коциклiв жоден з них не може
бути побудований з iнших шляхом додавання за логiкою XOR та вибiрки
пiдмножини (тобто за властивiстю 5.6). □

Доведення таке саме, як i для теореми 5.5. □
Теорема 5.10. (Зворотна до 5.9). Якщо деяка система коциклiв не

є незалежною, то принаймнi один з них можна побудувати з iнших за
властивiстю 5.6. □

Доведення таке саме, як i для теореми 5.6. □
Теорема 5.11. У зв’язному графi 𝐺 = (𝑉,𝐸) з |𝑉 | = 𝑛, |𝐸| = 𝑚

iснує принаймнi 𝑛− 1 незалежних коциклiв. □
Доведення. Як для циклiв, доведення є конструктивним, тобто дає

алгоритм побудови системи з 𝑛−1 незалежних коциклiв. Побудуємо будь-
яке остовное дерево графа 𝐺. До нього увiйдуть 𝑛−1 ребер. При видален-
нi якогось ребра з остовного дерева граф розiб’ється на двi компоненти
зв’язностi. Далi переглядаємо всi ребра та обираємо тi з них, у яких одна
вершина входить до однiєї компоненти зв’язностi, а друга — до iншої.
Обранi ребра й утворюють коцикл. До нього, зокрема, входить i те ребро,
що ми видалили з остовного дерева. Усього, т. ч., маємо 𝑛 − 1 коциклiв.
У кожному з них є принаймнi одне ребро, якого немає в iнших: це те
ребро, що ми вилучили з остовного дерева для розбиття графа на двi
компоненти зв’язностi. Тому отриманi 𝑛− 1 коциклiв є незалежними. □

У доведеннi описаний алгоритм побудови 𝑛−1 незалежних коциклiв.
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Але чи достатньо їх? Чи можна сказати, що будь-який iнший коцикл у
графi можна буде побудувати з них за властивiстю 5.6? Як i для циклiв,
можна стверджувати, що так. Про це каже остання теорема у цiй главi.

Теорема 5.12. Будь-який коцикл зв’язного графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) з
|𝑉 | = 𝑛, |𝐸| = 𝑚 є залежним з тими 𝑛 − 1 незалежними коциклами,
що були побудованi у теоремi 5.11. □

Доведення. Кожен з незалежних коциклiв, що ми побудували, утво-
рюється з рiвно одного ребра остовного дерева та якихось хорд, причому
хорди обираються однозначно. Розглянемо будь-який iнший коцикл 𝐾0,
якого немає у нашiй системi незалежних коциклiв. У ньому не можуть
бути лише хорди, тому що остовне дерево залишає граф зв’язним. Тому у
𝐾0 є щонайменше два ребра остовного дерева (а може, й бiльше), та якась
кiлькiсть хорд. Будуємо 𝐾0. Додамо за логiкою XOR тi коцикли системи,
в яких є ребра з остовного дерева, що входять у 𝐾0. Всi iншi ребра є
спiльними, бо є хордами дерева. Викинувши зайве, отримаємо 𝐾0. □

За цiєю теоремою ми можемо стверджувати, що 𝑛 − 1 незалежних
коциклiв дiйсно утворюють базис у просторi коциклiв: будь-який iнший
коцикл будується з них шляхом прямого додавання з наступною вибiркою
згiдно до властивостi 5.6. Як кажуть, коциклiчний ранг зв’язного графа
дорiвнює кiлькостi ребер будь-якого його остовного дерева.

Розглянемо як приклад граф з рис. 5.9, а. У нього 𝑛 = 9 вершин
та 𝑚 = 16 ребер. Згiдно з теоремами 5.11, 5.12 вiн має 𝑛 − 1 = 8 неза-
лежних коциклiв. Якщо взяти остовне дерево з рис. 5.10, а, то отримаємо
незалежнi коцикли, представленi на рис. 5.23. Штриховою синьою лiнiєю
показане те ребро, що видаляється з остовного дерева та роздiляє граф на
двi компоненти зв’язностi. У червоний колiр пофарбованi ребра, що разом
з видаленим ребром остовного дерева (синя штрихова лiнiя) утворюють
коцикл. Цей коцикл розрiзає граф на двi частини, лiнiя розрiзання позна-
чена зеленим кольором. Отримана система коциклiв дiйсно є незалежною:
у кожному з них є ребро, якого немає в iнших коциклах: воно намальоване
синьою штриховою лiнiєю. Оскiльки знайдених коциклiв 𝑛−1 = 8, то вони
утворюють базис: бiльше незалежних коциклiв побудувати не можна.

Фундаментальну систему коциклiв у MATLAB будує метод cocycle-
basis, що мiститься в iнструментарiї Graph Theory Toolbox. Для графа
G вiн знаходить базис у комбiнаторному просторi коциклiв i повертає iн-
формацiю про нього в структурi cocycles з такими полями:

• V1 — масив-стовпчик комiрок, у якому V1{k} мiстить номери вер-
шин, включених до першої частини (вектори-рядки);

• V2 — масив-стовпчик комiрок, у якому V2{k} мiстить номери вер-
шин, включених до другої частини (вектори-рядки);

• Edges — масив-стовпчик комiрок, у якому Edges{k} мiстить номери
ребер, що утворюють розрiз (вектори-рядки).
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Рис. 5.23. Система незалежних коциклiв
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Приклад 5.3. Для напiвейлерового графу з прикладiв 5.1 та 5.2
знайти фундаментальну систему коциклiв та нарисувати їх.

s = [1 1 1 2 3 2 3 4 5 6 5 6 7 2 4]; % початки ребер
t = [2 3 4 3 4 5 6 7 6 7 8 8 8 7 5]; % кiнцi ребер
x = [0 0.8 0.9 1 2.2 2.1 2 3]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 1];
G = graph(s,t); % створили граф
cocycles = cocyclebasis(G); % знайшли його коцикли
Cc = size(cocycles.Edges,1); % кiлькiсть коциклiв
for k=1:Cc % малюємо коцикли

figure % нове вiкно фiгури
h = plot(G,"XData",x,"YData",y, ...

"NodeLabel",{}); % нарисували граф
highlight(h,"Edges",cocycles.Edges{k},...

"EdgeColor","k","LineWidth",5) % позначили ребра коциклу
highlight(h,cocycles.V1{k},"NodeColor","b",...

"MarkerSize",8) % позначили вершини 1-ї частини
highlight(h,cocycles.V2{k},"NodeColor","r",...

"MarkerSize",8) % позначили вершини 2-ї частини
title("Коцикл № " + k) % заголовок малюнку
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Cocycle" + k,"-dpng") % зберегли рисунок у файл

end

На рис. 5.24-5.30 показанi всi 𝑛− 1 = 8− 1 = 7 незалежних коциклiв
цього графа. □

Рис. 5.24. Коцикл №1
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Рис. 5.25. Коцикл №2

Рис. 5.26. Коцикл №3

Рис. 5.27. Коцикл №4
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Рис. 5.28. Коцикл №5

Рис. 5.29. Коцикл №6

Рис. 5.30. Коцикл №7
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Як для циклiв, тут можна поставити задачу знаходження базису най-
меншої ваги.

5.5. Запитання для перевiрки
1. Який граф називається ейлеровим? напiвейлеровим?
2. Якi ви знаєте необхiднi та достатнi умови ейлеровостi? напiвейлеро-

востi?
3. Якi ви знаєте алгоритми побудови ейдерового циклу (шляху)?
4. Як побудувати ейлерiв цикл (шлях) у MATLAB?
5. Який граф називається гамiльтоновим? напiвгамiльтоновим?
6. Якi ви знаєте достатнi умови гамiльтоновостi?
7. Якi простi цикли називаються незалежними? скiльки їх? як їх знай-

ти?
8. Як побудувати фундаментальну систему циклiв у MATLAB?
9. Якi коцикли називаються незалежними? скiльки їх? як їх знайти?

10. Як побудувати фундаментальну систему коциклiв у MATLAB?

141



6. Сильно зв’язанi компоненти орграфа
Переходимо до орграфiв. Перша задача, яку ми розглянемо — це

розбиття орграфа на сильно зв’язанi компоненти та їхнє часткове упо-
рядкування. Для цього треба поглянути на орграф з точки зору бiнарних
вiдношень.

6.1. Бiнарнi вiдношення
Означення 6.1. Декартовим добутком (Cartesian product) 𝐴 × 𝐵

двох множин 𝐴 i 𝐵 називається множина усiх можливих упорядкованих
пар елементiв, в яких перший елемент 𝑎 ∈ 𝐴, а другий 𝑏 ∈ 𝐵:

𝐴×𝐵 = {(𝑎, 𝑏) : (𝑎 ∈ 𝐴) ∩ (𝑏 ∈ 𝐵)} . □ (6.1)

Для скiнченних множин з |𝐴| = 𝑛, |𝐵| = 𝑚 елементи 𝐴×𝐵 повнiстю
заповнюють клiтинки прямокутної таблицi розмiром 𝑛 ×𝑚. Прикладом
декартового добутку для однозначних додатних цiлих чисел є добре вi-
дома зi школи таблиця множення.

Означення 6.2. Бiнарним вiдношенням (binary relation) називаєть-
ся пiдмножина декартового добутку якоїсь множини 𝐴 саму на себе. □

Бiнарне вiдношення зручно позначати знаком мiж елементами мно-
жини. Наприклад, на множинах натуральних, цiлих, рацiональних та
дiйсних чисел визначенi бiнарнi вiдношення =, ̸=, >, <, ≥, ≤. Тому запис
5 ≥ 3 фактично означає, що елемент декартового добутку (5, 3) нале-
жить бiнарному вiдношенню "бiльше або дорiвнює": (5, 3) ∈≥. Але запис
5 ≥ 3 зручнiший, нiж (5, 3) ∈≥, тому зазвичай користуються саме ним.
Зворотне вiдношення не має мiсця, тому кажуть, що (3, 5) /∈≥ (елемент
декартового добутку (3, 5) не належить до бiнарного вiдношення "бiльше
або дорiвнює").

З цiєї точки зору множину дуг орграфа можна розглядати як бiнарне
вiдношення на множинi вершин, яке ми назвемо досяжнiстю (approachabi-
lity). Коли ми кажемо, що з вершини 𝑣𝑖 досягається вершина 𝑣𝑗 , то це еквi-
валентно тому, що iснує дуга з 𝑣𝑖 у 𝑣𝑗 , або бiнарне вiдношення 𝑣𝑖 → 𝑣𝑗 . I
навпаки, вираз "вершина 𝑣𝑗 є досяжною з вершини 𝑣𝑖" означає iснуван-
ня дуги у 𝑣𝑗 з 𝑣𝑖, або бiнарне вiдношення 𝑣𝑗 ← 𝑣𝑖. Будемо вважати, що
обидва цi вирази та вiдношення еквiвалентнi мiж собою.

Розглянемо класифiкацiю бiнарних вiдношень. Тут для їхнього по-
значення використовується посмiхайлик ,, щоб не прив’язуватися до жод-
ного конкретного бiнарного вiдношення. Елементи множини 𝐴 позначенi
𝑎 або 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . ..

Означення 6.3. Бiнарне вiдношення , ⊆ 𝐴×𝐴 на 𝐴 називається:
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• рефлексивним (reflexive), якщо 𝑎,𝑎 має мiсце ∀𝑎 ∈ 𝐴;
• транзитивним (transitive), якщо ∀𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝐴 з виконання 𝑎1,𝑎2

та 𝑎2,𝑎3 випливає, що 𝑎1,𝑎3;
• повним (total), якщо ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 обов’язково виконується або 𝑎1,𝑎2,

або 𝑎2,𝑎1;
• антисиметричним (antisymmetric), якщо з одночасного виконання

умов 𝑎1,𝑎2 та 𝑎2,𝑎1 слiдує, що 𝑎1 = 𝑎2 (елементи еквiвалентнi в
сенсi деякого означення, яке ще треба ввести до розгляду);

• асиметричним (asymmetric), якщо з виконання 𝑎1,𝑎2 слiдує, що
𝑎2,𝑎1 не виконується нiколи;

• симетричним (symmetric), якщо з виконання 𝑎1,𝑎2 слiдує, що тодi
обов’язково виконується 𝑎2,𝑎1;

• передупорядкованим, або квазiупорядкованим (preorder, quasiorder),
якщо воно рефлексивне та транзитивне;

• еквiвалентним (equivalence), якщо воно рефлексивне, транзитивне
та симетричне;

• частково упорядкованим (partial order), якщо воно рефлексивне,
транзитивне та антисиметричне;

• повнiстю упорядкованим (total order), якщо воно рефлексивне, тран-
зитивне, повне та антисиметричне. □

Деякi автори розрiзняють передупорядкованi та квазiупорядкованi
бiнарнi вiдношення. Вони називають бiнарне вiдношення передупорядко-
ваним, якщо воно рефлексивне, транзитивне та повне; i квазiупорядкова-
ним, якщо воно тiльки рефлексивне та транзитивне.

Перевiрте самостiйно, якими є бiнарнi вiдношення =, ̸=, >, <, ≥, ≤
на множинi дiйсних чисел.

6.2. Сильно зв’язанi компоненти
Розглянемо, якi з властивостей бiнарних вiдношень виконуються для

орграфiв та бiнарного вiдношення → (досяжнiсть) на множинi його вер-
шин 𝑉 .

Рефлексивнiсть. Навiть якщо у вершинi 𝑣 немає петель, ми можемо
вважати, що, якщо ми вже знаходимося у вершинi 𝑣, то ми її досягли. То-
му будемо вважати, що 𝑣 → 𝑣 виконується ∀𝑣, i, отже, бiнарне вiдношення
→ є рефлексивним.

Транзитивнiсть. Якщо з 𝑣1 досягається 𝑣2, а з 𝑣2 — 𝑣3, то ми можемо
стверджувати, що 𝑣3 є досяжною з 𝑣1 (вже не за один, а за два переходи
вздовж дуг). Отже, бiнарне вiдношення → є транзитивним.

Повнота. Не обов’язково! Наприклад, на рис. 6.1, а 𝑣1 → 𝑣2, але,
навпаки, (𝑣2, 𝑣1) /∈→.

Антисиметричнiсть. Для перевiрки цiєї вимоги треба ввести по-
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няття еквiвалентних вершин.

Рис. 6.1. Сильно зв’язанi компоненти орграфа

Означення 6.4. Вершини орграфа 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 називаються сильно зв’я-
заними (strongly connected), якщо iснують шляхи вздовж дуг з 𝑣𝑖 до 𝑣𝑗
та з 𝑣𝑗 до 𝑣𝑖. □

Будемо вважати сильно зв’язанi вершини еквiвалентними в сенсi вза-
ємної досяжностi. Тодi бiнарне вiдношення → є антисиметричним.

Асиметричнiсть. Ця вимога не виконується: iснують орграфи, у
яких є взаємно досяжнi (сильно зв’язанi) вершини.
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Симетричнiсть. Теж не виконується, оскiльки можуть iснувати ор-
графи, у яких 𝑣𝑖 → 𝑣𝑗 , але (𝑣𝑗 , 𝑣𝑖) /∈→. Приклад такого орграфа — на
рис. 6.1, а.

Отже, множина вершин орграфа з введеним на нiй бiнарним вiд-
ношенням → (досяжнiсть) та поняттям еквiвалентностi (взаємна досяж-
нiсть, сильна зв’язанiсть) є частково упорядкованою, оскiльки вона реф-
лексивна, транзитивна та антисиметрична.

З теорiї множин вiдомо, що, ввiвши поняття еквiвалентностi, ми мо-
жемо розбити будь-яку множину (у нашому випадку множину вершин
орграфа) на класи еквiвалентностi, в кожен з яких потрапляють лише
еквiвалентнi (у нас взаємно досяжнi) вершини. Iнший важливий висно-
вок теорiї множин: для частково упорядкованих множин їхнi класи еквi-
валентностi також частково упорядковуються.

Означення 6.5. Компонентою сильної зв’язностi орграфа (strong-
ly connected component) називається пiдмножина вершин, що утворює
клас еквiвалентностi за досяжнiстю. □

На рис. 6.1, а показаний як приклад орграф з п’ятьма вершинами.
Вони розбиваються на чотири компоненти сильної зв’язностi, якi обведенi
замкненими штриховими лiнiями. На рис. 6.1, б зображено їхнє часткове
упорядкування: класи 𝑐𝑖 розташованi лiнiйно, i вiдношення досяжностi
мiж ними (стрiлки) спрямованi тiльки праворуч. Але упорядкування тут
дiйсно часткове: для класiв 𝑐2 та 𝑐3 бiнарне вiдношення → не визначене
в жоден бiк. Їх можна було б помiняти на рисунку мiсцями, i при цьому
упорядкування збереглося б.

Означення 6.6. Орiєнтований цикл (орцикл, oriented cycle) — це
послiдовнiсть дуг орграфа, в якiй кожна наступна виходить з вершини, в
яку входить попередня, а остання входить у ту вершину, з якої виходить
перша. □

Означення 6.7. Орграф називається ациклiчним (acyclic digraph),
якщо в ньому вiдсутнi орцикли. □

У кожнiй компонентi сильної зв’язностi орграфа є принаймнi один
орцикл. Дiйсно: у сильно зв’язанiй компонентi з кожної вершини можна
дiстатися до кожної iншої, а потiм повернутися до початкової, тому кожна
пара вершин входить до якогось орциклу. I навпаки, орграф, утворений iз
сильно зв’язаних компонент, є ациклiчним. Якщо б у нього були орцикли,
то можна було б об’єднати кiлька компонент сильної зв’язностi в одну, як
на рис. 6.1, в.

Означення 6.8. Матрицею досяжностi (connectivity matrix) ор-
графа 𝐺 називається булiвська або бiнарна матриця 𝑅 розмiром 𝑛 × 𝑛,
кожен елемент якої 𝑟𝑖𝑗 = true (або 𝑟𝑖𝑗 = 1) тодi й тiльки тодi, коли з 𝑣𝑖
виходить дуга у 𝑣𝑗 , i 𝑟𝑖𝑗 = false (або 𝑟𝑖𝑗 = 0) в усiх iнших випадках. На
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головнiй дiагоналi можна ставити 0 або 1 в залежностi вiд постановки
задачi. □

Матриця досяжностi вiдрiзняється вiд матрицi сумiжностi вершин
орграфа тiльки вiдсутнiстю −1. У MATLAB матриця досяжностi орграфа
будується за допомогою методу adjacency (див. приклад 1.10).

Цю матрицю можна задавати також для орграфа компонент силь-
ної зв’язностi. У цьому випадку вона буде мати розмiри 𝑁 × 𝑁 , де 𝑁 —
кiлькiсть компонент сильної зв’язностi (𝑁 ≤ 𝑛). Часткове упорядкування
компонент сильної зв’язностi полягає в тому, що треба так перенумерува-
ти компоненти, щоб нижче головної дiагоналi залишилися лише 0 (false).
Так, для часткового упорядкування на рис. 6.1, б ця матриця має вигляд:

𝑅 =

⎛⎜⎜⎝
1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (6.2)

Тут на головнiй дiагоналi проставленi одиницi, щоб пiдкреслити реф-
лексивнiсть бiнарного вiдношення →. Якщо ми тепер замiнимо дугу 𝑒4,3
на 𝑒4,2 (рис. 6.1, в), то замiсть чотирьох компонент сильної зв’язностi отри-
маємо тiльки три. Їхнє упорядкування з часткового перетворюється вже
на повне (рис. 6.1, г), а його матриця досяжностi буде мати вигляд:

𝑅 =

⎛⎝ 1 1 1
0 1 1
0 0 1

⎞⎠ . (6.3)

На основi розбиття множини вершин на сильно зв’язанi компонен-
ти та їхнього часткового упорядкування можна розв’язувати рiзнi задачi.
Цей алгоритм можна використовувати, наприклад, у соцiологiчних дос-
лiдженнях. За його допомогою легко виявляються лiдери та групи впли-
ву в рiзних об’єднаннях громадян: робочих колективах, шкiльних класах,
студентських групах, керiвництвi полiтичних партiй, клубах за iнтереса-
ми.

Iнша цiкава проблема, що може бути розв’язана на основi цiєї задачi
— це стягування орграфа та зменшення кiлькостi його вершин. Взаємно
досяжнi вершини об’єднуються в одну, а дуги мiж ними видаляються.
Далi можна ставити задачу мiнiмiзацiї кiлькостi дуг з тим, щоб залишити
отримане часткове упорядкування тощо. Зараз ми розглянемо лише два
першi етапи: розбиття множини вершин на сильно зв’язанi компоненти
та часткове упорядкування цих компонент.
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6.3. Визначення сильно зв’язаних компонент
Нехай ми побудували матрицю досяжностi орграфа 𝑅 за означен-

ням 6.8. У нiй кожен елемент 𝑟𝑖𝑗 = true тодi й тiльки тодi, коли в орграфi
є дуга з 𝑣𝑖 у 𝑣𝑗 . На головнiй дiагоналi ставимо true (рефлексивнiсть).
Припустимо, що дуги з якоїсь 𝑣𝑖 у якусь 𝑣𝑗 немає: 𝑟𝑖𝑗 = false. Як тепер
визначити, чи можемо ми дiстатися з вершини 𝑣𝑖 до вершини 𝑣𝑗 за два
кроки? Вочевидь, це можливо, якщо iснує якась третя вершина 𝑣𝑘 та-
ка, що є дуги з 𝑣𝑖 у 𝑣𝑘 i водночас з 𝑣𝑘 у 𝑣𝑗 , тобто iснує якесь 𝑘 ∈ [1, 𝑛],
для якого (𝑟𝑖𝑘 = true) ∧ (𝑟𝑘𝑗 = true). Щоб це перевiрити, треба взяти всi
елементи 𝑖-го рядка матрицi 𝑅 та перемножити їх за булiвськими пра-
вилами на вiдповiднi елементи 𝑗-го стовпчика цiєї ж матрицi, а потiм
скласти отриманi булiвськi змiннi. Якщо хоча б при одному якомусь 𝑘
було (𝑟𝑖𝑘 = true) ∧ (𝑟𝑘𝑗 = true), то в результатi отримаємо true. А якщо
немає жодної вершини 𝑣𝑘, для якої виконується (𝑟𝑖𝑘 = true)∧ (𝑟𝑘𝑗 = true),
то в результатi буде false. Так можна перевiрити будь-яку пару вершин,
взявши потрiбнi рядки та стовпцi матрицi 𝑅. Але ж поелементне множе-
ння кожного рядка на кожний стовпчик з наступним додаванням — це
просто множення матриць!

Рис. 6.2. Приклад орграфа

Отже, приходимо до висновку: матриця 𝑅2 є матрицею досяжностi
за два кроки. При цьому, оскiльки на головнiй дiагоналi ми поставили
true, то в 𝑅2 досяжнiсть за один крок теж не втрачається. Адже можна
вважати, що один крок — це насправдi два: перший крок у цю саму верши-
ну, а другий у потрiбну (або навпаки). Отже, 𝑅2 є матрицею досяжностi
орграфа за один або два кроки. За iндукцiєю: 𝑅3 є матрицею досяжностi
за один, два або три кроки, 𝑅4 — за 1, 2, 3 або 4 кроки тощо. Тобто мо-
жна просто множити матрицю 𝑅 саму на себе потрiбну кiлькiсть разiв.
Де ж зупинитися? Будь-який орцикл не може мати бiльше, нiж min (𝑚,𝑛)

147



дуг. Це й є максимальний теоретично можливий ступiнь матрицi 𝑅. Але
орцикли можуть мати й менший розмiр. Тому не обов’язково треба мно-
жити матрицю 𝑅 саму на себе min (𝑚,𝑛) разiв. Можна просто перевiряти:
якщо пiсля чергового множення матриця не змiнилася: 𝑅𝑘+1 = 𝑅𝑘, то да-
лi пiдвищувати ступiнь немає сенсу.

Можна ще бiльше прискорити цей процес, якщо на кожному кроцi
множити 𝑅𝑘 не на 𝑅, а на саму себе, тобто на 𝑅𝑘. Тодi ми послiдовно
обчислюємо не 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4, . . ., а 𝑅2, 𝑅4, 𝑅8, . . ..

Розглянемо як приклад орграф на рис. 6.2. У нього 𝑛 = 12; 𝑚 = 23.
Його матриця досяжностi:

𝑅 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.4)

Обчислюємо 𝑅2:

𝑅2 = 𝑅 ·𝑅 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.5)

Оскiльки 𝑅2 ̸= 𝑅, продовжуємо пiдводити до квадрату:
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𝑅4 = 𝑅2 ·𝑅2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.6)

Знову маємо: 𝑅4 ̸= 𝑅2. Ще раз пiдводимо до квадрату:

𝑅8 = 𝑅4 ·𝑅4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.7)

Тут вже є спiвпадiння 𝑅8 = 𝑅4. Далi множити матрицю саму на
себе немає сенсу: результат буде таким самим. Отже, ми отримали матри-
цю досяжностi за будь-яку кiлькiсть крокiв, тобто матрицю транзитивної
досяжностi. Позначимо її буквою 𝐷:
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𝐷 = 𝑅8 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.8)

Описанi вище дiї можна реалiзувати, наприклад, у виглядi функцiї
так, як показано нижче. Ця функцiя за заданою матрицею досяжностi
R будує транзитивну матрицю досяжностi D. Для її роботи потрiбнi три
такi допомiжнi функцiї:

• B = SquareMatrix(A) — множить саму на себе квадратну булiвську
матрицю A та повертає результат — квадратну булiвську матрицю B
такого самого розмiру;

• B = CopyMatrix(A) — копiює квадратну булiвську матрицю A та по-
вертає результат — квадратну булiвську матрицю B такого самого
розмiру;

• Eq = CompareMatrix(A,B) — порiвнює квадратнi булiвськi матрицi
A i B та повертає результат — булiвську змiнну Eq, яка дорiвнює true,
якщо матрицi A i B спiвпадають, i false, якщо нi.

Реалiзацiя цих функцiй залежить вiд конкретної мови програмуван-
ня. Ось алгоритм побудови матрицi транзитивної досяжностi на псевдо-
кодi.

function D = GetTransAppr(R) {будує матрицю транз. досяжностi D}
begin {GetTransAppr}

repeat {множимо матрицю досяжностi саму на себе}
begin {repeat}

D = SquareMatrix(R)
Eq = CompareMatrix(R,D)
R = CopyMatrix(D)

end {repeat}
while (not Eq) {доти, доки вона змiнюється}
return D {повертаємо знайдену матрицю D}

end {GetTransAppr}

В отриманiй матрицi транзитивної досяжностi 𝐷 буде 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 =
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Рис. 6.3. Об’єднання вершин сильно зв’язаної компоненти

true тодi й тiльки тодi, коли 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 є взаємно досяжними (тобто потрап-
ляють в одну компоненту сильної зв’язностi). Нам треба об’єднати їх в
один клас еквiвалентностi за досяжнiстю. Таке об’єднання полягає в то-
му, що всi вершини, як були досяжнi з 𝑣𝑖 або 𝑣𝑗 , будуть досяжними i з
їхнього об’єднання. I навпаки: отримане об’єднання буде досяжним з усiх
вершин, з яких були досяжнi i 𝑣𝑖, i 𝑣𝑗 . Простiше за все цього домогтися
шляхом додавання (об’єднання) вiдповiдних рядкiв та стовпцiв матрицi
𝐷, як показано на рис. 6.3, а. Як тiльки ми виявимо у матрицi 𝐷 пару
симетричних iстинних елементiв 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = true, треба виконати такi дiї:

• додати до 𝑖-го стовпчика матрицi 𝐷 𝑗-й стовпчик, i видалити 𝑗-й
стовпчик;

• додати до 𝑖-го рядка матрицi 𝐷 𝑗-й рядок, i видалити 𝑗-й рядок.
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Пiсля такої операцiї матриця досяжностi зменшить свої розмiри на
одиницю. Далi ми шукаємо наступну пару симетричних iстинних елемен-
тiв i повторюємо процес. Так робимо доти, доки вдається знайти пару
𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = true. Якщо всi такi пари вичерпанi, iтерацiйний процес закiн-
чується: всi взаємно досяжнi вершини об’єднанi в класи еквiвалентностi
за досяжнiстю, тобто у сильно зв’язанi компоненти.

Але це ще не все. Нам треба десь зберiгати номери вершин, що вхо-
дять до тiєї чи iншої компоненти сильної зв’язностi. Для цього перед iте-
рацiями створимо ще одну матрицю 𝑀 — одиничну булiвську матрицю
розмiром 𝑛 × 𝑛. У кожному стовпцi iстиннi елементи будуть вiдповiдати
номерам вершин, що входять у цю компоненту. Перед початком iтерацiй
у нас є 𝑛 компонент, у кожну з яких входить лише одна вершина, тому
початкова 𝑀 — одинична. Як тiльки знаходиться пара 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = true,
то крiм описаних вище двох дiй, виконуємо ще й третю:

• додати до 𝑖-го стовпчика матрицi 𝑀 𝑗-й стовпчик, i видалити 𝑗-й
стовпчик.

У результатi цiєї дiї у 𝑖-му стовпчику матрицi 𝑀 будуть збереженi
номери вершин, якi об’єднуються в одну компоненту сильної зв’язностi.
Ця дiя показана на рис. 6.3, б.

Додавання та викидання стовпцiв та рядкiв можна реалiзувати у
рiзний спосiб. Тут усе залежить вiд мови програмування. Якщо можна
швидко та ефективно реалiзувати викидання рядка та (або) стовпчика з
матрицi безпосередньо, слiд так i робити. Якщо ж такi дiї виконуються
тривалий час, то, можливо, ефективнiшим буде застосування множен-
ня на вiдповiдну матрицю деформування-додавання-стискання (її iнколи
називають прокрустовою матрицею). Наприклад, у матрицi 𝐷 з (6.8):
𝑑2,5 = 𝑑5,2 = true. Прокрустова матриця 𝑇 будується так: береться оди-
нична матриця, i у нiй до другого стовпчика додається п’ятий, а потiм
п’ятий стовпчик видаляється. Тобто вона буде мати розмiр 12× 11:

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.9)
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На перший погляд здається, що цей спосiб не швидше попереднього,
бо теж треба викидати стовпчик матрицi. Але прокрустова матриця буду-
ється заздалегiдь, за заданими розмiрами, i фактично викидати стовпчик
пiсля побудови матрицi не треба.

З використанням прокрустової матрицi 𝑇 (6.9) об’єднання 𝑣2 та 𝑣5
в одну компоненту сильної зв’язностi (реалiзацiя дiй з рис. 6.3) виглядає
так:

𝐷1 = 𝑇 𝑇𝐷𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.10)

𝑀1 = 𝑀𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.11)

Пiсля першого кроку матриця 𝐷1 стала матрицею досяжностi компо-
нент сильної зв’язностi, збережених у матрицi 𝑀1. Далi дивимося тепер
вже на матрицю 𝐷1: чи є в нiй 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = true? Є така пара: це також
𝑑2,5 = 𝑑5,2 = true, тiльки два та п’ять тут вже новi номери. Тому знову або
додаємо та викидаємо рядки та стовпчики (якщо це простiше), або буду-
ємо прокрустову матрицю 𝑇 1. Тепер вона вже буде мати розмiр 11 × 10.
Вона утворюється з одиничної додаванням п’ятого стовпчика до другого
та викиданням п’ятого стовпчика:
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𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (6.12)

Подальшi дiї цiєї iтерацiї:

𝐷2 = 𝑇 𝑇
1 𝐷1𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.13)

𝑀2 = 𝑀1𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.14)

Як бачимо, об’єдналися 𝑣2, 𝑣5 та 𝑣6. Далi можна об’єднувати за 𝑑5,9 =
𝑑9,5 = true, i т. д. Пiсля останнього кроку отримаємо такi матрицi 𝐷 та
𝑀 (нижнi iндекси в них опускаємо):
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𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.15)

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.16)

Усе, що можна, об’єднали. У матрицi 𝐷 бiльше немає жодної па-
ри елементiв, для яких 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = true. Матриця 𝐷 стала матрицею
досяжностi вже не окремих вершин, а компонент сильної зв’язностi. А у
матрицi 𝑀 бачимо, якi саме вершини об’єдналися у сильно зв’язанi ком-
поненти: це {𝑣2, 𝑣5, 𝑣6} та {𝑣7, 𝑣11, 𝑣12}. Усi iншi вершини залишилися в
однинi: кожна з них утворює свою компоненту сильної зв’язностi.

Реалiзацiя описаних вище дiй — у наступному алгоритмi. В ньо-
му наведена процедура, яка задану матрицю транзитивної досяжностi
вершин D стягує до матрицi транзитивної досяжностi компонент сильної
зв’язностi. Крiм того, вона перетворює одиничну булiвську матрицю M на
матрицю компонент сильної зв’язностi. Допомiжнi процедури та функцiї,
якi потрiбнi:

• (i,j) = GetPairTrueElem(A) — повертає номер рядка i стовпчика
пари симетричних iстинних елементiв булiвської матрицi A; якщо
таких елементiв немає, повертаються нулi;

• AddDelRow(A,i,j) — додає у булiвськiй матрицi A до i-го рядка j-й
та видаляє j-й рядок;

• AddDelCol(A,i,j) — додає у булiвськiй матрицi A до i-го стовпчика
j-й та видаляє j-й стовпчик.

Ось сам алгоритм:
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procedure GetStrongComp(D,M) {будує комп-и сильної зв’язностi}
begin {GetStrongComp}

(i,j) = GetPairTrueElem(D) {пара взаємно досяжних вершин}
while (i>0) {поки є така пара}
begin {while}

AddDelRow(D,i,j)
AddDelCol(D,i,j)
AddDelCol(M,i,j)
(i,j) = GetPairTrueElem(D) {пара взаємно досяжних вершин}

end {while}
end {GetStrongComp}

У MATLAB є вбудований метод conncomp, що знаходить компоненти
сильної зв’язностi орграфа. Для звичайного графа вiн знаходить компо-
ненти зв’язностi. Метод повертає такi вихiднi данi:

• bins — вектор-рядок довжини 𝑛 (кiлькiсть вершин); кожен його еле-
мент мiстить номер компоненти зв’язностi для цiєї вершини;

• binsizes — вектор-рядок довжини, що дорiвнює кiлькостi компо-
нент зв’язностi; кожен його елемент мiстить розмiр компоненти зв’яз-
ностi.
Приклад 6.1. Знайти та нарисувати компоненти сильної зв’язностi

заданого орграфа.

s = [1 3 4 5 6 2 8 3 9 9 10 7 8 8 10 11 7 ...
13 14 15 12 13 13 14 15 16 12 13 20 17 17 18 19 19 ...
21 17 18 22 18 19 20 21 22 23 24 24]; % початки дуг

t = [2 2 3 4 1 7 2 8 4 5 5 6 7 9 9 6 12 ...
8 9 10 11 12 14 13 14 11 17 18 15 16 18 17 18 20 ...
16 22 22 18 23 24 25 22 21 24 23 25]; % кiнцi дуг

x = reshape(repmat(0:4,1,5),25,1); % абсциси вершин
y = reshape(repmat(4:-1:0,5,1),25,1); % ординати вершин
G = digraph(s,t); % створили орграф
[b,bs] = conncomp(G); % знаходимо комп. сильної зв’язностi
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",b,"MarkerSize",6, ...

"NodeColor",cm(round((b-1)/(length(bs)-1)*255+1),:))
title("Кiлькiсть компонент сильної зв’язностi = " + ...

length(bs)) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
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print("Conncomp","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 6.4. Компоненти сильної зв’язностi орграфа

На рис. 6.4 бiля кожної вершини показаний номер її компоненти
зв’язностi. □

6.4. Часткове упорядкування сильно зв’язаних
компонент

Задача лiнiйного упорядкування об’єктiв є цiкавою сама по собi. Най-
простiший та очевидний шлях її розв’язання — це порiвнювати кожен еле-
мент з будь-яким iншим. Такий алгоритм вимагає 𝑛(𝑛−1)

2 операцiй порiв-
няння. Можна також додавати по одному елементу у вже упорядковану
послiдовнiсть. Якщо частина елементiв упорядкована, то новий елемент,
що додається, не обов’язково порiвнювати з усiма попереднiми. Ми може-
мо порiвнювати його з першим, другим тощо, поки не знайдемо його мiсце
у послiдовностi. У найгiршому випадку будемо мати тi самi 𝑛(𝑛−1)

2 опе-
рацiй порiвняння, але в середньому їх буде менше. В iдеальному випадку
взагалi пiсля першого ж порiвняння новий елемент вiдразу стане на своє
мiсце. Але й цей алгоритм не найкращий: можна застосувати дискрет-
ний варiант методу дiлення навпiл. Коли в упорядковану послiдовнiсть
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додається новий елемент, його в першу чергу порiвнюють з середнiм еле-
ментом послiдовностi (або з одним з двох середнiх, якщо їхня кiлькiсть
парна). Тим самим ми визначаємо половину, в якiй i буде знаходитися
новий елемент. Далi процес дiлення цiєї половини навпiл продовжується
доти, доки положення нового елемента, що додається, не буде визначене
однозначно.

На жаль, у нашому випадку цi алгоритми не будуть працювати,
оскiльки упорядкування у нас тiльки часткове. Деякi сильно зв’язанi ком-
поненти не є порiвнюваними. Але, як виявляється, нам взагалi не треба
порiвнювати мiж собою сильно зв’язанi компоненти, оскiльки результат
порiвняння у нас вже є: це матриця досяжностi компонент 𝐷. Нам треба
тiльки розташувати компоненти у потрiбному порядку. Порядок визна-
чається тим, що в матрицi 𝐷 не повинно бути iстинних елементiв нижче
головної дiагоналi. Тому, якщо такий елемент 𝑑𝑖𝑗 виявиться, виконуємо
такi дiї:

• мiняємо мiсцями 𝑖-й та 𝑗-й стовпцi матрицi 𝐷;
• мiняємо мiсцями 𝑖-й та 𝑗-й рядки матрицi 𝐷;
• мiняємо мiсцями 𝑖-й та 𝑗-й стовпцi матрицi 𝑀 .
У результатi ми замiнимо мiсцями 𝑖-у та 𝑗-у компоненти сильної

зв’язностi та вiдповiдним чином скоригуємо матрицю досяжностi.
Цей процес треба продовжувати доти, доки у матрицi 𝐷 є iстиннi

елементи нижче головної дiагоналi. Як i для стягування матриць, для
перестановки рядкiв та стовпцiв можна їх мiняти мiсцями безпосередньо,
а можна скористатися матрицею перестановок. Наприклад, у матрицi 𝐷
у формулi (6.5) є 𝑑7,2 = true. Треба помiняти мiсцями другий та сьомий
стовпцi та рядки в матрицi 𝐷, а також другий та сьомий стовпцi в матрицi
𝑀 . Створюємо матрицю перестановок 𝑇 : беремо одиничну матрицю та
мiняємо в нiй другий та сьомий стовпцi:

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (6.17)

Тепер за допомогою вiдомих формул лiнiйної алгебри типу (1.19-1.21)
переставляємо рядки та стовпцi, як потрiбно:
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𝐷1 = 𝑇 𝑇𝐷𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.18)

𝑀1 = 𝑀𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.19)

Перевiряємо далi. У матрицi 𝐷1 є iстинний елемент нижче головної
дiагоналi: 𝑑7,3 = true. Матриця перестановки третього та сьомого стов-
пцiв:

𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (6.20)

Вiдповiдна перестановка рядкiв та стовпцiв:
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𝐷2 = 𝑇 𝑇
1 𝐷1𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.21)

𝑀2 = 𝑀1𝑇 1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.22)

Як бачимо, одиницi нижче головної дiагоналi у матрицi 𝐷 поступово
переповзають вгору-праворуч. Через ще кiлька крокiв ми отримаємо таке
(нижнi iндекси опущенi):

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
; (6.23)
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𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.24)

Рис. 6.5. Сильно зв’язанi компоненти орграфа (а)
та їхнє часткове упорядкування (б)

У матрицi 𝑀 (6.24) — 8 стовпцiв. Це означає, що 12 вершин орграфа
розбилися на 8 компонент сильної зв’язностi. У першу компоненту потра-
пила тiльки одна вершина 𝑣9, у другу — теж тiльки одна 𝑣1, у третiй —
три вершини: 𝑣2, 𝑣5 та 𝑣6, i т. д. Компоненти сильноi зв’язностi у матри-
цi 𝑀 перенумерованi за своїм частковим упорядкуванням. Саме часткове
упорядкування записане у матрицi 𝐷 (6.23). Одиниця означає досяжнiсть
з якоїсь компоненти до якоїсь, а нуль — вiдсутнiсть досяжностi. Зокрема,
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𝑑1,2 = 0 означає, що з першої компоненти {𝑣9} друга компонента {𝑣1} не
досягається. Так само, з четвертої компоненти {𝑣10} не досягається п’ята
{𝑣3}. В усiх iнших випадках компонента з бiльшим номером завжди до-
сягається з компоненти з меншим номером. На рис. 6.5, а показаний наш
орграф з рис. 6.2, на якому позначенi компоненти сильної зв’язностi, а на
рис. 6.5, б — їхнє часткове упорядкування.

Щоб не затiняти, на рис. 6.5, б показанi лише реальнi дуги мiж ком-
понентами, а не транзитивне упорядкування, яке записане у формулi
(6.23). Тобто, наприклад у (6.23) 𝑑1,5 = 1, що означає досяжнiсть ком-
поненти 𝑐5 з 𝑐1. На рис. 6.5, б ця досяжнiсть теж є, але через 𝑐3.

Видно, що мiж компонентами 𝑐1 та 𝑐2 упорядкування вiдсутнє, так
само як i мiж 𝑐4 та 𝑐5.

Реалiзацiя часткового упорядкування компонент сильної зв’язностi
— в алгоритмi, що наведений нижче. Для його роботи потрiбнi такi додат-
ковi функцiї та процедури:

• (i,j) = GetTrueDownElem(A) — для булiвської квадратної матрицi
A повертає номер рядка та стовпця iстинного елемента нижче голов-
ної дiагоналi (i>j); якщо таких елементiв немає, повертає нулi;

• ChangeRows(A,i,j) — у булiвськiй матрицi A мiняє мiсцями рядки з
номерами i та j;

• ChangeCols(A,i,j) — у булiвськiй матрицi A мiняє мiсцями стовпцi
з номерами i та j.

Ось як виглядає цей алгоритм.

procedure PartOrder(D,M) {часткове упорядкування компонент}
begin {PartOrder}

(i,j) = GetTrueDownElem(D) {неупорядкована компонента}
while (i>0) {поки є такi}
begin {while}

ChangeRows(D,i,j)
ChangeCols(D,i,j)
ChangeCols(M,i,j)
(i,j) = GetTrueDownElem(D) {неупорядкована компонента}

end {while}
end {PartOrder}

Описаний вище алгоритм може застосовуватися й до визначення
компонент зв’язностi звичайного (неорiєнтованого) графа. Для цього тре-
ба додати до орграфа 𝑚 дуг, зворотних до кожної наявної. Тодi кожна
пара досяжних в один бiк вершин орграфа стане взаємно досяжною парою
вершин, тобто буде входити в одну компоненту сильної зв’язностi оргра-
фа. I всi тепер вже взаємно досяжнi вершини теж увiйдуть до однiєї ком-
поненти сильної зв’язностi. Отже, знайденi компоненти сильної зв’язностi
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доповненого зворотними дугами орграфа будуть спiвпадати з компонен-
тами зв’язностi графа.

Розглянутий у прикладi 6.1 метод conncomp знаходить сильно зв’язанi
компоненти орграфа та упорядковує їх, але не повертає матрицю тран-
зитивної досяжностi (6.23). Щоб отримати ще й її, можна скористатися
методом orderstrongcomp, що мiститься в пакетi Graph Theory Toolbox.
Цей метод для орграфа G повертає тi ж самi вихiднi параметри bins та
binsizes, що й метод conncomp, i додатково повертає третiй вихiдний
параметр ord, що мiстить матрицю транзитивної досяжностi 𝐷 (6.23).

Приклад 6.2. Для орграфа з рис. 6.5 знайти та нарисувати ком-
поненти сильної зв’язностi, а також побудувати матрицю транзитивної
досяжностi цих компонент.

s = [1 2 3 1 2 6 2 3 7 8 5 6 7 9 9 6 6 11 ...
7 12 9 10 12]; % початки дуг

t = [2 3 4 5 5 2 7 7 4 4 6 7 8 5 6 10 11 7 ...
12 8 10 11 11]; % кiнцi дуг

x = [0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3]; % абсциси вершин
y = [2 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0 0]; % ординати вершин
G = digraph(s,t); % створили орграф
[b,bs,ord] = orderstrongcomp(G); % розв’язали задачу
disp("Сильно зв’язанi компоненти:")
disp(" N вершини")
for k1=1:length(bs)

fprintf("%2.0f ",k1)
fprintf("%d ",find(b==k1))
fprintf("\n")

end
fprintf("\nЧасткове упорядкування компонент:\n ")
fprintf("%3.0f",1:size(ord,2))
fprintf("\n")
for k1=1:size(ord,1) % матриця часткового упорядкування

fprintf("%2.0f ",k1)
fprintf(" %1.0f ",ord(k1,:))
fprintf("\n")

end
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",b,"MarkerSize",6, ...

"NodeColor",cm(round((b-1)/(length(bs)-1)*255+1),:))
title("Кiлькiсть компонент сильної зв’язностi = " + ...
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length(bs)) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Orderstrongcomp","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 6.6. Компоненти сильної зв’язностi орграфа з рис. 6.5

Сильно зв’язанi компоненти:
N вершини
1 9
2 1
3 2 5 6
4 10
5 3
6 7 11 12
7 8
8 4

Часткове упорядкування компонент:
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 0 1 1 1 1 1 1
2 0 1 1 1 1 1 1 1
3 0 0 1 1 1 1 1 1
4 0 0 0 1 0 1 1 1
5 0 0 0 0 1 1 1 1
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6 0 0 0 0 0 1 1 1
7 0 0 0 0 0 0 1 1
8 0 0 0 0 0 0 0 1

На рис. 6.6 бiля кожної вершини показаний номер її компоненти
зв’язностi. Як бачимо, отриманi результати спiвпадають з (6.23) та да-
ними з рис. 6.5 □

6.5. Запитання для перевiрки
1. Класифiкуйте бiнарнi вiдношення >, <, ≥, ≤, = та ̸= на множинах

цiлих, рацiональних та дiйсних чисел.
2. Яким є бiнарне вiдношення → (досягається) з точки зору його кла-

сифiкацiї?
3. Як будується матриця транзитивної досяжностi?
4. Як знаходяться компоненти сильної зв’язностi?
5. Як проводиться часткове упорядкування компонент сильної зв’яз-

ностi?
6. Що працює швидше на вашiй мовi програмування: алгоритм без-

посереднього вилучення рядка (стовпця) матрицi з коригуванням її
розмiрiв чи алгоритм множення на прокрустову матрицю?

7. Як у MATLAB знайти компоненти сильної зв’язностi орграфа та
їхнє часткове упорядкування?
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7. Найкоротший шлях
У цьому роздiлi ми розглянемо задачу знаходження найкоротшого

шляху в орграфi зi зваженими дугами. Будуть описанi два найпоширенi-
ших алгоритми: Дейкстри (E. W. Dijkstra) та Флойда-Воршола (R. W. Flo-
yd, S.Warshall). Також ми навчимося обчислювати ексцентриситети вер-
шин, знаходити радiус та дiаметр графа, визначати центральнi та пери-
ферiйнi вершини.

7.1. Постановка задачi про найкоротший шлях
Нехай заданий орграф 𝐺 = (𝑉,𝐸). У попереднiй главi ми розв’язали

задачу: чи можна з вершини 𝑣𝑖 потрапити у 𝑣𝑗 , рухаючись тiльки за стрiл-
ками? Зараз ми розглянемо узагальнення цiєї задачi: якщо таких шляхiв
кiлька, то який з них найкоротший (має мiнiмальну кiлькiсть дуг)? Для
орграфа зi зваженими дугами можна сформулювати задачу так: якщо
iснує декiлька шляхiв з 𝑣𝑖 у 𝑣𝑗 , то який з них має мiнiмальну загальну
вагу?

Цi питання — рiзнi постановки задач про найкоротший шлях (the
shortest path problem). Як i в iнших задачах, якi ми розв’язували ранi-
ше, незважений орграф можна розглядати як окремий випадок зваже-
ного, якщо всiм дугам приписати одиничнi ваги. З iншого боку, можна
узагальнити й зважену задачу: доповнити орграф до зваженої клiки вiд-
сутнiми дугами, приписавши їм нескiнченнi ваги. Тодi формально можна
визначати найкоротший шлях вiд будь-якої вершини до будь-якої iншої.
Якщо результатом буде нескiнченнiсть, то це означає, що реальний шлях
вiдсутнiй.

Будемо вважати, що всi ваги дуг у цiй задачi невiд’ємнi. Це сут-
тєве обмеження: якщо раптом в орграфi виявиться орцикл з загальною
вiд’ємною вагою, то задача мiнiмiзацiї втратить сенс: можна буде весь час
кружляти вздовж цього орциклу, зменшуючи загальну вагу до −∞.

Ми розглянемо два найпоширенiших алгоритми розв’язання зада-
чi про найкоротший шлях. В одному з них (алгоритмi Дейкстри) знахо-
дяться найкоротшi шляхи вiд заданої вершини до всiх iнших. Другий ал-
горитм (Флойда-Воршола) розв’язує загальнiшу задачу: будує матрицю
найкоротших шляхiв з будь-якої вершини у будь-яку.

7.2. Алгоритм Дейкстри
У цьому алгоритмi задається конкретна стартова вершина 𝑣𝑠, i зна-

ходяться довжини найкоротших шляхiв з неї до всiх iнших вершин. Ал-
горитм будується на поступовому розростаннi шляхiв вiд 𝑣𝑠 до всiх iнших
вершин уздовж дуг мiнiмальної ваги. Орграф, що будується на кожному
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кроцi, при цьому стає схожим на зростаючий кристал або трiщину. Опи-
шемо кроки цього алгоритму, а потiм сформулюємо та доведемо теоре-
му про коректнiсть алгоритму Дейкстри. Вхiдним параметром є матриця
ваг дуг мiж кожною парою вершин 𝐵 розмiром 𝑛 × 𝑛. Якщо якась дуга
вiдсутня, вiдповiдний елемент матрицi 𝐵 будемо задавати як нескiнчен-
нiсть. На виходi отримуємо вектор 𝑑 довжини 𝑛, в координатах якого —
найкоротшi шляхи з заданої вершини 𝑣𝑠 до всiх iнших. Крiм того, нам
знадобиться булiвський масив 𝑢 довжини 𝑛, в якому ми будемо помiча-
ти, чи переглянули ми вже якусь вершину, чи нi. Перед початком роботи
алгоритму ми знаходимось у вершинi 𝑣𝑠, i жодна вершина ще не перегля-
нута: {︂

𝑢𝑖 = false;

𝑖 = 1, 𝑛;
(7.1)

а у векторi 𝑑 тiльки одна 𝑠-а координата дорiвнює 0 (це найкоротший
шлях вiд 𝑠-ї вершини до самої себе), а всi iншi координати є нескiнченни-
ми: {︂

𝑑𝑖 = 0; 𝑖 = 𝑠;
𝑑𝑖 =∞; 𝑖 ̸= 𝑠.

(7.2)

Сам алгоритм Дейкстри мiстить 𝑛 iтерацiй. На кожнiй iтерацiї вико-
нуються такi кроки.

Крок 1. Серед ще не переглянутих вершин (тобто тих, для яких
𝑢𝑖 = false) обираємо вершину з найменшим значенням координати векто-
ра 𝑑. Нехай її номер буде 𝑖, тобто обрана вершина 𝑣𝑖. Якщо таких вершин
декiлька, обираємо будь-яку. Зрозумiло, що на першiй iтерацiї в силу (7.2)
завжди буде обиратися стартова вершина 𝑣𝑠. Помiчаємо вершину 𝑣𝑖 як
переглянуту: надаємо 𝑢𝑖 = true.

Крок 2. Для всiх вершин, що ще не переглянутi, перераховуємо дов-
жину найкоротшого шляху вiд 𝑣𝑠 до кожної з них. Нехай, наприклад,
вершина 𝑣𝑡 ще не переглянута. У матрицi 𝐵 елемент 𝑏𝑖𝑡 — це довжина
шляху вiд 𝑣𝑖 до 𝑣𝑡. А у векторi 𝑑 його координати 𝑑𝑖 та 𝑑𝑡 — це поточнi
(на цiй iтерацiї) довжини найкоротших шляхiв з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑖 та з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑡. Так
ось: якщо шлях вiд 𝑣𝑠 до 𝑣𝑡 через 𝑣𝑖 виявиться коротшим за той, що є на
цiй iтерацiї, його й треба буде взяти за шлях вiд 𝑣𝑠 до 𝑣𝑡:{︂

𝑑𝑡 = min (𝑑𝑡, 𝑑𝑖 + 𝑏𝑖𝑡) ;
∀𝑡 : 𝑢𝑡 = false.

(7.3)

Дiя (7.3) називається релаксацiєю (relaxation) непереглянутих вер-
шин. На цьому поточна iтерацiя закiнчується. Якщо є ще не переглянутi
вершини, йдемо на наступну iтерацiю. Якщо ж усi 𝑛 вершин переглянутi,
закiнчуємо роботу алгоритму.
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Теорема 7.1. Якщо всi ваги дуг невiд’ємнi, то вектор 𝑑, отриманий
у результатi роботи алгоритму Дейкстри, є вектором найкоротших шляхiв
з вершини 𝑣𝑠 в усi iншi вершини. □

Доведення. Доведемо, що пiсля кожної iтерацiї найкоротшi шляхи
до переглянутих вершин вже не змiнюються. Якщо це так, то пiсля всiх
𝑛 iтерацiй дiйсно матимемо найкоротшi шляхи з 𝑣𝑠 до всiх вершин.

Доведення будуватимемо за iндукцiєю. Для першої iтерацiї це тверд-
ження очевидне: для стартової вершини 𝑣𝑠 маємо: 𝑑𝑠 = 0, що й є довжи-
ною найкоротшого шляху до неї. Нехай тепер це твердження виконано
для всiх попереднiх iтерацiй, тобто для всiх вже переглянутих вершин.
Доведемо, що тодi воно не порушується й пiсля поточної iтерацiї.

Нехай 𝑣𝑖 — вершина, що обрана на поточнiй iтерацiї, тобто вершина,
яку алгоритм збирається помiтити як переглянуту. Доведемо, що 𝑑𝑖 дiйс-
но буде дорiвнювати довжинi найкоротшого шляху з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑖, яку ми
позначимо 𝑙𝑖.

Розглянемо найкоротший шлях (позначимо його 𝑃 ) вiд 𝑣𝑠 до 𝑣𝑖.
Оскiльки цей шлях починається у переглянутiй вершинi 𝑣𝑠, то його можна
розбити на двi частини: 𝑃1, що складається тiльки з переглянутих вершин
(принаймнi початкова вершина 𝑣𝑠 буде в 𝑃1), та решта шляху 𝑃2 (вона
теж може включати переглянутi вершини, але починається обов’язково
з непереглянутої; принаймнi 𝑣𝑖 ще не переглянута). Нехай остання вер-
шина 𝑃1 є 𝑣𝑝, а перша вершина 𝑃2 є 𝑣𝑞. Для 𝑣𝑝, за нашим припущенням,
вiдповiдна координата вектора 𝑑 дорiвнює довжинi найкоротшого шляху
з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑝: 𝑑𝑝 = 𝑙𝑝.

Доведемо спочатку, що й для 𝑣𝑞: 𝑑𝑞 = 𝑙𝑞. На однiй iз попереднiх iте-
рацiй ми обирали вершину 𝑣𝑝 та виконували релаксацiю до неї. Оскiльки
в силу самого вибору вершини 𝑣𝑞 найкоротший шлях з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑞 дорiвнює
найкоротшому шляху з 𝑣𝑠 до 𝑣𝑝 плюс вага дуги 𝑏𝑝𝑞, то при здiйсненнi
релаксацiї з 𝑣𝑝 величина 𝑑𝑞 дiйсно стане дорiвнювати 𝑙𝑞.

Ваги дуг невiд’ємнi, тому довжина найкоротшого шляху 𝑙𝑞 (як тiль-
ки що ми довели, вона дорiвнює 𝑑𝑞) не може перевищувати довжини 𝑙𝑖
найкоротшого шляху до вершини 𝑣𝑖. Враховуючи, що 𝑙𝑖 ≤ 𝑑𝑖 (адже алго-
ритм Дейкстри не може знайти коротшi шляхи, нiж це взагалi можливо)
маємо спiввiдношення:

𝑑𝑞 = 𝑙𝑞 ≤ 𝑙𝑖 ≤ 𝑑𝑖. (7.4)
З iншого боку, оскiльки i 𝑣𝑞, i 𝑣𝑖 — непереглянутi вершини, а на

поточнiй iтерацiї була обрана саме 𝑣𝑖, а не 𝑣𝑞, то маємо iншу нерiвнiсть:

𝑑𝑞 ≥ 𝑑𝑖. (7.5)
З цих двох нерiвностей випливає, що 𝑑𝑞 = 𝑑𝑖, а тодi з (7.4, 7.5) отри-

маємо таку рiвнiсть:
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𝑑𝑖 = 𝑙𝑖; (7.6)

що й треба було довести. □
Вiдновлення найкоротшого шляху. Пiсля закiнчення роботи ал-

горитму Дейкстри ми маємо вектор 𝑑, координати якого — довжини най-
коротших шляхiв з 𝑣𝑠 до кожної вершини. Як за цими даними вiдновити
сам найкоротший шлях з 𝑣𝑠 до якоїсь конкретної, заданої вершини 𝑣𝑡,
тобто послiдовнiсть вершин? Для такого вiдновлення треба мати ще один
вектор 𝑝 довжини 𝑛, який ми назвемо вектором предкiв. У кожнiй його
координатi 𝑝𝑖 буде зберiгатися номер вершини, що передує вершинi з но-
мером 𝑣𝑖 у найкоротшому шляху до 𝑣𝑖. Зрозумiло, що 𝑝𝑠 = 0 (у початкової
вершини немає предкiв). Тут використовується адитивнiсть найкоротшо-
го шляху: якщо з найкоротшого шляху до 𝑣𝑖 вилучити останню вершину,
то отримаємо найкоротший шлях до вершини, номер якої зберiгається у
𝑝𝑖. Отже, якщо ми будемо мати такий вектор предкiв, то найкоротший
шлях 𝑃 до вершини 𝑣𝑡 зручно будувати з кiнця, додаючи у шлях наступну
вершину — предка попередньої, аж доти, доки предком не стане 0:

𝑃 = {𝑣𝑡; 𝑝 (𝑣𝑡) ; 𝑝 (𝑝 (𝑣𝑡)) ; 𝑝 (𝑝 (𝑝 (𝑣𝑡))) ; . . . ; 𝑣𝑠} . (7.7)

Сам вектор 𝑝 будується дуже просто: при кожнiй успiшнiй релаксацiї,
тобто коли при порiвняннi буде 𝑑𝑖 + 𝑏𝑖𝑡 < 𝑑𝑡, ми записуємо, що предком
𝑣𝑡 наразi буде вершина з номером 𝑖:

𝑝𝑡 = 𝑝 (𝑡) = 𝑖. (7.8)

На наступних iтерацiях предок 𝑣𝑡 може змiнитися, якщо буде знай-
дений ще коротший шлях.

Продемонструємо роботу алгоритму Дейкстри на орграфi з рис. 7.1, а.
У нього 𝑛 = 6; 𝑚 = 8. Спочатку будемо знаходити довжини найкоротших
шляхiв з 𝑣1 в усi iншi вершини, тобто 𝑠 = 1. Потiм вiдновимо найкоротший
шлях з 𝑣1 у 𝑣6.

Матриця ваг дуг може мiстити будь-якi елементи на головнiй дiаго-
налi: вони нiде в алгоритмi не використовуються. Вiзьмемо нескiнченнос-
тi:

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∞ 2 1 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 3 3 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 1 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 2
∞ ∞ ∞ 2 ∞ 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (7.9)
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Рис. 7.1. Алгоритм Дейкстри
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Перед початком iтерацiй заповнюємо вектори (булiвськi змiннi у век-
торi 𝑢 позначаємо 0 або 1):

𝑑 =
{︀

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
}︀
;

𝑢 =
{︀

0 0 0 0 0 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 0 0 0 0 0
}︀
.

(7.10)

Iтерацiя 1. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 має 𝑑1 = 0, тому помiчаємо як переглянуту першу вершину:
𝑢1 = 1. Для всiх iнших, непереглянутих вершин, проводимо релаксацiю:

• вершина 2: 𝑑1 + 𝑏1,2 = 0 + 2 = 2 < 𝑑2 = ∞ ⇒ є зменшення: 𝑑2 = 2;
𝑝2 = 1;

• вершина 3: 𝑑1 + 𝑏1,3 = 0 + 1 = 1 < 𝑑3 = ∞ ⇒ є зменшення: 𝑑3 = 1;
𝑝3 = 1;

• вершина 4: 𝑑1 + 𝑏1,4 = 0+∞ =∞ = 𝑑4 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑4
та 𝑝4 без змiн;

• вершина 5: 𝑑1 + 𝑏1,5 = 0+∞ =∞ = 𝑑5 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑5
та 𝑝5 без змiн;

• вершина 6: 𝑑1 + 𝑏1,6 = 0+∞ =∞ = 𝑑6 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑6
та 𝑝6 без змiн.

Результат першої iтерацiї:

𝑑 =
{︀

0 2 1 ∞ ∞ ∞
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 0 0 0 0 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 0 0 0
}︀
.

(7.11)

Вiн показаний на рис. 7.1, б. Бiля кожної вершини проставлена вiд-
повiдна координата вектора 𝑑, а переглянутi вершини обведенi червоною
лiнiєю. Є ще непереглянутi вершини — продовжуємо.

Iтерацiя 2. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 має 𝑑3 = 1; тому помiчаємо як переглянуту третю вершину:
𝑢3 = 1. Для всiх iнших непереглянутих вершин проводимо релаксацiю:

• вершина 2: 𝑑3 + 𝑏3,2 = 1 +∞ =∞ > 𝑑2 = 2 ⇒ немає зменшення: 𝑑2
та 𝑝2 без змiн;

• вершина 4: 𝑑3 + 𝑏3,4 = 1+∞ =∞ = 𝑑4 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑4
та 𝑝4 без змiн;

• вершина 5: 𝑑3 + 𝑏3,5 = 1 + 1 = 2 < 𝑑5 = ∞ ⇒ є зменшення: 𝑑5 = 2;
𝑝5 = 3;

• вершина 6: 𝑑3 + 𝑏3,6 = 1+∞ =∞ = 𝑑6 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑6
та 𝑝6 без змiн.

Результат другої iтерацiї:
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𝑑 =
{︀

0 2 1 ∞ 2 ∞
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 0 1 0 0 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 0 3 0
}︀
.

(7.12)

Вiн показаний на рис. 7.1, в. Є ще непереглянутi вершини — продов-
жуємо.

Iтерацiя 3. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 мають 𝑑2 = 𝑑5 = 2. Обираємо, наприклад, 𝑑2. Помiчаємо як пе-
реглянуту другу вершину: 𝑢2 = 1. Для всiх iнших непереглянутих вершин
проводимо релаксацiю:

• вершина 4: 𝑑2 + 𝑏2,4 = 2 + 3 = 5 < 𝑑4 = ∞ ⇒ є зменшення: 𝑑4 = 5;
𝑝4 = 2;

• вершина 5: 𝑑2 + 𝑏2,5 = 2 +∞ =∞ > 𝑑5 = 2 ⇒ немає зменшення: 𝑑5
та 𝑝5 без змiн;

• вершина 6: 𝑑2 + 𝑏2,6 = 2+∞ =∞ = 𝑑6 =∞ ⇒ немає зменшення: 𝑑6
та 𝑝6 без змiн.

Результат третьої iтерацiї:

𝑑 =
{︀

0 2 1 5 2 ∞
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 1 1 0 0 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 2 3 0
}︀
.

(7.13)

Вiн показаний на рис. 7.1, г. Є ще непереглянутi вершини — продов-
жуємо.

Iтерацiя 4. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 має 𝑑5 = 2. Помiчаємо п’яту вершину як переглянуту: 𝑢5 = 1.
Для решти непереглянутих вершин проводимо релаксацiю. Перевiряємо:

• вершина 4: 𝑑5 + 𝑏5,4 = 2 + 2 = 4 < 𝑑4 = 5 ⇒ є зменшення: 𝑑4 = 4;
𝑝4 = 5;

• вершина 6: 𝑑5 + 𝑏5,6 = 2 + 5 = 7 < 𝑑6 = ∞ ⇒ є зменшення: 𝑑6 = 7;
𝑝6 = 5.

Результат четвертої iтерацiї:

𝑑 =
{︀

0 2 1 4 2 7
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 1 1 0 1 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 5 3 5
}︀
.

(7.14)

Вiн показаний на рис. 7.1, д. Є ще непереглянутi вершини — продов-
жуємо.

Iтерацiя 5. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 має 𝑑4 = 4. Помiчаємо четверту вершину як переглянуту: 𝑢4 =
1. Для непереглянутої вершини 𝑣6 проводимо релаксацiю:
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• вершина 6: 𝑑4 + 𝑏4,6 = 4 + 2 = 6 < 𝑑6 = 7 ⇒ є зменшення: 𝑑6 = 6;
𝑝6 = 4.

Результат п’ятої iтерацiї:

𝑑 =
{︀

0 2 1 4 2 6
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 1 1 1 1 0
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 5 3 4
}︀
.

(7.15)

Вiн показаний на рис. 7.1, е. Залишилася остання непереглянута вер-
шина 𝑣6 — проводимо останню iтерацiю.

Iтерацiя 6. Мiнiмальне значення серед непереглянутих координат
вектора 𝑑 має 𝑑6 = 6. Помiчаємо 𝑣6 як переглянуту: 𝑢6 = 1. Неперегля-
нутих вершин немає — закiнчуємо iтерацiї. Остаточний результат:

𝑑 =
{︀

0 2 1 4 2 6
}︀
;

𝑢 =
{︀

1 1 1 1 1 1
}︀
;

𝑝 =
{︀

0 1 1 5 3 4
}︀
.

(7.16)

У векторi 𝑑 — найкоротшi довжини шляхiв вiд 𝑣1 до кожної iншої
вершини. Вiдновлюємо найкоротший шлях вiд 𝑣1 до, наприклад, 𝑣6. Кiн-
цева вершина цього шляху — це 𝑣6. Попереднi: 𝑝6 = 4⇒ 𝑣4; 𝑝4 = 5⇒ 𝑣5;
𝑝5 = 3 ⇒ 𝑣3; 𝑝3 = 1 ⇒ 𝑣1; 𝑝1 = 0 — все. Маємо найкоротший шлях:
𝑣1 → 𝑣3 → 𝑣5 → 𝑣4 → 𝑣6. Його довжина дорiвнює 𝑏1,3 + 𝑏3,5 + 𝑏5,4 + 𝑏4,6 =
1 + 1 + 2 + 2 = 6.

Алгоритм Дейкстри може бути реалiзований у виглядi функцiї, що
потребує двох вхiдних параметрiв. Перший — це матриця ваг дуг B роз-
мiром 𝑛×𝑛 з нескiнченностями на головнiй дiагоналi, така, як (7.9). Дру-
гий — це номер початкової (стартової) вершини s. Повертає функцiя два
одновимiрнi масиви d та p довжини 𝑛. У масивi d повертаються довжини
найкоротших шляхiв вiд 𝑣𝑠 до усiх iнших вершин, а у масивi p — номери
вершин-предкiв для кожної вершини. Текст цiєї функцiї на псевдокодi на-
ведений нижче. Потрiбна додаткова функцiя n=GetRows(A), що повертає
кiлькiсть рядкiв матрицi A.

(d,p) = function Dijkstra(B,s) {алгоритм Дейкстри}
begin {Dijkstra}

n = GetRows(B) {кiлькiсть вершин}
for i=1 step 1 to n do {заповнюємо масиви}
begin {for i}

d(i) = infinity {довжини найкоротших шляхiв}
u(i) = false {переглянутi вершини}
p(i) = 0 {номери вершин-предкiв}

end {for i}
d(s) = 0 {починаємо з вершини номер s, довжина шляху до неї 0}
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for i=1 step 1 to n do {iтерацiї алгоритму Дейкстри}
begin {for i}

dmin = infinity {для пошуку мiнiмуму}
jmin = 0
for j=1 step 1 to n do {вершина з найменшим значенням d}
begin {for j}

if ( (not u(j)) and (d(j)<dmin) ) {ще не переглянуту}
then
begin {if then}

dmin = d(j) {найменше значення d}
jmin = j {номер цiєї вершини}

end {if then}
end {for j}
u(jmin) = true {тепер ця вершина переглянута}
for j=1 step 1 to n do {релаксацiї}
begin {for j}

if ( (not u(j)) and (d(jmin)+B(jmin,j)<d(j)) )
then {є релаксацiя}
begin {if then}

d(j) = d(jmin)+B(jmin,j) {нове значення шляху}
p(j) = jmin {предок цiєї вершини}

end {if then}
end {for j}

end {for i}
end {Dijkstra}

Для знаходження найкоротших шляхiв у MATLAB є вбудованi мето-
ди shortestpath та shortestpathtree. Перший знаходить найкоротший
шлях мiж заданою парою вершин, а другий — найкоротшi шляхи вiд
однiєї початкової вершини до кiлькох чи всiх кiнцевих, або навпаки: вiд
кiлькох чи всiх початкових до однiєї кiнцевої. Якщо ваги дуг (ребер) не
заданi, вони вважаються одиничними.

Вхiдними параметрами для методу shortestpath є граф чи орграф
G, номери початкової та кiнцевої вершин i додатковi параметри (зокрема,
й алгоритм). Вихiднi параметри методу shortestpath:

• p — вектор-рядок з номерiв вершин у найкоротшому шляху;
• d — скаляр з довжиною найкоротшому шляху;
• e — вектор-рядок з номерiв дуг (ребер) у найкоротшому шляху.
У методi shortestpathtree вхiднi параметри такi самi, тiльки поча-

тковi або кiнцевi вершини можна задавати вектором. Вихiднi параметри
у методi shortestpathtree є такими:

• TR — орграф з деревом найкоротших шляхiв;
• d — вектор з довжинами найкоротших шляхiв;
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• e — булiвський масив, елементи якого показують, чи включене вiд-
повiдне ребро з G в TR.
Приклад 7.1. Для орграфа, подiбного до графу та орграфу з прик-

ладiв 1.4 та 1.5, побудувати найкоротший шлях з крайньої лiвої до край-
ньої правої вершини, i знайти довжини найкоротших шляхiв вiд крайньої
лiвої вершини до всiх iнших.

s = [1 1 1 2 3 2 2 3 3 4 5 6 5 6 6 ...
7 7 8 9 8 9 10]; % початки дуг

t = [2 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 9 9 ...
10 9 10 11 11 11]; % кiнцi дуг

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 4]; % ваги дуг
x = [0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1];
s0 = 1; % початок шляху
t0 = 11; % кiнець шляху
G = digraph(s,t,w); % створили орграф зi зваженими дугами
[p,d,e] = shortestpath(G,s0,t0); % найкоротший шлях
NodeSize = ones(numnodes(G),1)*4; % розмiри мiток вершин
NodeSize(p) = 7; % розмiри мiток вершин на найкоротшому шляху
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй дуг
EdgeWidth(e) = 4; % товщини лiнiй дуг найкоротшого шляху
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"MarkerSize",NodeSize, ...

"LineWidth",EdgeWidth,"EdgeLabel",G.Edges.Weight);
% нарисували орграф i найкоротший шлях

title("Найкоротший шлях вiд вершини " + s0 + ...
" до вершини " + t0 + " дорiвнює " + d)

axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("ShortestPath1","-dpng") % зберегли рисунок у файл
[~,d] = shortestpathtree(G,s0); % найкоротшi шляхи
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",d, ...

"EdgeLabel",G.Edges.Weight); % орграф i найкоротшi шляхи
title("Найкоротшi шляхи вiд вершини " + s0)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("ShortestPath2","-dpng") % зберегли рисунок у файл
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Рис. 7.2. Найкоротший шлях вiд 𝑣1 до 𝑣11

Рис. 7.3. Довжини найкоротших шляхiв вiд 𝑣1 до всiх iнших вершин

На рис. 7.2 бiля кожної вершини показаний її номер, а на рис. 7.3 —
найкоротша вiдстань до неї вiд 𝑣1. Мiтки ребер — довжини шляхiв мiж
вiдповiдними вершинами. □

7.3. Алгоритм Флойда-Воршола
У цьому алгоритмi будується матриця найкоротших шляхiв мiж усi-

ма парами вершин орграфа. На входi треба задати матрицю B розмiром
𝑛 × 𝑛 з вагами дуг, як i в алгоритмi Дейкстри. На головнiй дiагоналi
можуть бути будь-якi числа, алгоритм їх не використовує. Але для моди-
фiкацiї матрицi предкiв (див. далi) зручно взяти нескiнченностi. Весь ал-
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горитм процедури вмiщується в один потрiйний цикл. Його запис на псев-
докодi — нижче. Як i в алгоритмi Дейкстри, потрiбна додаткова функцiя
n=GetRows(A), що повертає кiлькiсть рядкiв матрицi A.

procedure FloydWarshall(B) {процедура алгоритму Флойда-Воршола}
begin {FloydWarshall}

n = GetRows(B)
for k=1 step 1 to n do
begin {for k}

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}

for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

B(i,j) = min(B(i,j),B(i,k)+B(k,j))
end {for j}

end {for i}
end {for k}

end {FloydWarshall}

Рис. 7.4. Релаксацiя трикутника

Сенс цього потрiйного циклу по-
казаний на рис. 7.4: для кожної про-
мiжної вершини 𝑣𝑘 ми перевiряємо всi
можливi початковi вершини 𝑣𝑖 та кiн-
цевi 𝑣𝑗 . Якщо при кожнiй такiй пере-
вiрцi сума ваг дуг 𝑏𝑖𝑘 + 𝑏𝑘𝑗 буде мен-
шою за 𝑏𝑖𝑗 , замiнюємо довший шлях
𝑏𝑖𝑗 коротшим 𝑏𝑖𝑘+𝑏𝑘𝑗 . Ця операцiя на-
зивається операцiєю трикутника.

Означення 7.1. Операцiєю (ре-
лаксацiєю) трикутника (triangle relaxation) для фiксованої вершини 𝑣𝑘
називається операцiя: ⎧⎨⎩

𝑏𝑖𝑗 = min (𝑏𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑘 + 𝑏𝑘𝑗) ;

𝑖 = 1, 𝑛; 𝑖 ̸= 𝑘;

𝑗 = 1, 𝑛; 𝑗 ̸= 𝑘.
(7.17)

де допускається 𝑖 = 𝑗. □
Зауважимо, що в наведенiй вище процедурi алгоритмi Флойда-Вор-

шола ми не перевiряли виконання умов 𝑖 ̸= 𝑘 та 𝑗 ̸= 𝑘. В цьому немає
потреби, оскiльки ми задавали на головнiй дiагоналi матрицi 𝐵 нескiн-
ченностi.

Отже, алгоритм Флойда-Воршола полягає в проведеннi операцiї три-
кутника для кожної вершини. Виявляється, цього цiлком достатньо!
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Теорема 7.2. Якщо всi ваги дуг невiд’ємнi, то пiсля одноразового
проведення операцiї трикутника для всiх вершин матриця 𝐵 стає матри-
цею найкоротших шляхiв. □

Доведення. Доведемо за iндукцiєю, що пiсля кроку номер 𝑠 матри-
ця 𝐵 стане матрицею найкоротших шляхiв з будь-якої вершини у будь-
яку вздовж вершин з номерами 𝑘 ≤ 𝑠. Почнемо з 𝑠 = 1. Якщо провести
операцiю трикутника тiльки для 𝑘 = 1, то шляхи з будь-якої вершини
у будь-яку через 𝑣1 будуть найкоротшими. Значить, для 𝑠 = 1 теорема
має мiсце. Припустимо що теорема вiрна для 𝑠 = 𝑟−1: шляхи з будь-якої
вершини у будь-яку через вершини з номерами вiд 1 до 𝑟−1 мiнiмальнi за
довжиною. Виконаємо операцiю трикутника ще й для промiжної верши-
ни номер 𝑟: 𝑏𝑖𝑗 = min (𝑏𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑟 + 𝑏𝑟𝑗). Доведемо, що i в цьому випадку шлях
з будь-якої вершини у будь-яку, що проходить через промiжнi вершини
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑟, буде найкоротшим. Якщо реальний найкоротший шлях
насправдi не проходить через нову вершину 𝑣𝑟, то у (7.17) мiнiмальним
буде перше число 𝑏𝑖𝑗 , i в цьому випадку теорема вiрна, оскiльки дода-
вання нової промiжної вершини 𝑣𝑟 нiчого не змiнює. Якщо ж реальний
найкоротший шлях пройде через нову вершину 𝑣𝑟, то 𝑏𝑖𝑗 буде замiнене на
меншу величину 𝑏𝑖𝑟 + 𝑏𝑟𝑗 . Але кожен з доданкiв 𝑏𝑖𝑟 та 𝑏𝑟𝑗 є найкоротшим
шляхом через усi промiжнi вершини 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑟−1, тому 𝑏𝑖𝑟 + 𝑏𝑟𝑗 дiйсно
буде найкоротшим шляхом з 𝑣𝑖 у 𝑣𝑗 через промiжнi вершини 𝑣1, 𝑣2, . . . ,
𝑣𝑟. Отже, за iндукцiєю теорема доведена. □

Вiдновлення найкоротшого шляху. В алгоритмi Дейкстри ми
формували вектор предкiв 𝑝 довжиною 𝑛. В алгоритмi Флойда-Воршола
знаходяться найкоротшi шляхи не вiд однiєї вершини до всiх iнших, а
вiд кожної до всiх iнших. Тому тут треба формувати вже не вектор, а
матрицю предкiв 𝑃 розмiром 𝑛 × 𝑛. Кожен її елемент 𝑝𝑖𝑗 — це предок
вершини 𝑣𝑗 у найкоротшому шляху зi стартової вершини 𝑣𝑖. Ця матри-
ця формується так само, як i вектор 𝑝 в алгоритмi Дейкстри: якщо на
якомусь кроцi дiйсно є зменшення довжини шляху: 𝑏𝑖𝑘 + 𝑏𝑘𝑗 < 𝑏𝑖𝑗 , то
треба запам’ятати номер 𝑘 у вiдповiдному мiсцi матрицi 𝑃 . Модифiко-
ваний алгоритм Флойда-Воршола на псевдокодi буде виглядати так, як
показано нижче. Вхiдними параметрами процедури є матриця ваг дуг B
та незаповнена матриця предкiв P. В результатi роботи процедури вони
змiнюються, i на виходi отримуємо: у матрицi B — довжини найкоротших
шляхiв, у матрицi P — номери вершин-предкiв. Використовується додат-
кова функцiя n=GetRows(A), що повертає кiлькiсть рядкiв матрицi A.

procedure FloydWarshall(B,P) {модиф. алгоритм Флойда-Воршола}
begin {FloydWarshall}

n = GetRows(B) {кiлькiсть вершин}
for i=1 step 1 to n do {заповнюємо матрицю предкiв}
begin {for i}
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for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

P(i,j) = i {перший рядок усi 1, другий - усi 2 тощо}
end {for j}

end {for i}
for k=1 step 1 to n do {основний 3-й цикл Флойда-Воршола}
begin {for k}

for i=1 step 1 to n do
begin {for i}

for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

if ( B(i,k)+B(k,j)<B(i,j) ) {є релаксацiя}
then
begin {if then}

B(i,j) = B(i,k)+B(k,j)
P(i,j) = P(k,j)

end (if then}
end {for j}

end {for i}
end {for k}
for i=1 step 1 to n do {модифiкуємо матрицю предкiв}
begin {for i}

for j=1 step 1 to n do
begin {for j}

if ( B(i,j)=infinity ) {немає шляху мiж vi та vj}
then
begin {if then}

P(i,j) = 0 {немає предка}
end (if then}

end {for j}
end {for i}

end {FloydWarshall}

Щоб останнiй подвiйний цикл (модифiкацiя матрицi предкiв) провiв-
ся коректно, треба на дiагоналi матрицi 𝐵 задавати нескiнченностi.

У MATLAB є вбудований метод distances, який для заданого графа
чи орграфа G повертає квадратну матрицю найкоротших вiдстаней мiж
усiма парами його вершин. Якщо шлях вiдсутнiй, повертається нескiнчен-
нiсть. Вага дуги (ребра) розглядається як довжина шляху мiж вiдповiд-
ними вершинами. Для незважених графiв вона вважається одиничною.
Але матриця предкiв у цьому методi не обчислюється. Тому для побу-
дови само́го найкоротшого шляху користуйтеся методом shortestpath з
прикладу 7.1.
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Приклад 7.2. Для орграфа з рис. 7.2 знайти матрицю найкоротших
шляхiв мiж кожною парою вершин.

s = [1 1 1 2 3 2 2 3 3 4 5 6 5 6 6 ...
7 7 8 9 8 9 10]; % початки дуг

t = [2 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 9 9 ...
10 9 10 11 11 11]; % кiнцi дуг

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 2 5 4 4]; % ваги дуг
x = [0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1];
G = digraph(s,t,w); % зважений орграф
D = distances(G); % вiдстанi мiж усiма парами вершин
fprintf("Мiнiмальнi вiдстанi мiж усiма " + ...

"вершинами орграфа:\n ")
fprintf("%5.0f",1:size(D,2))
fprintf("\n")
for k1=1:size(D,1) % матриця вiдстаней

fprintf("%4.0f ",k1)
fprintf(" %3.0f ",D(k1,:))
fprintf("\n")

end

Мiнiмальнi вiдстанi мiж усiма вершинами орграфа:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 0 5 5 5 8 7 7 9 9 10 13
2 Inf 0 2 4 3 2 3 4 5 6 9
3 Inf Inf 0 2 Inf 5 2 7 4 5 8
4 Inf Inf Inf 0 Inf Inf 3 Inf 5 6 9
5 Inf Inf Inf Inf 0 1 2 3 4 5 8
6 Inf Inf Inf Inf Inf 0 1 2 3 4 7
7 Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 Inf 2 3 6
8 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 2 4 5
9 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 2 4

10 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0 4
11 Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf Inf 0

На дiагоналi отриманої матрицi — нулi: найменша вiдстань вiд кож-
ної вершини до самої себе нульова. □

7.4. Метричнi характеристики графа
Якщо доповнити 𝑚 стрiлок орграфа ще 𝑚 стрiлками протилежно-

го напрямку з такими самими вагами, як i у наявних, то за допомогою,
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наприклад, алгоритму Флойда-Воршола можна отримати матрицю най-
коротших вiдстаней мiж будь-якою парою вершин у простому графi. У
мультиграфi автоматично будуть обиратися ребра найменшої ваги, а пет-
лi взагалi не впливають на довжину шляху, тому ми тут кажемо саме про
простий граф.

Означення 7.2. Вiдстанню (the distance) мiж вершинами 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 у
простому графi називається довжина найкоротшого шляху вiд 𝑣𝑖 до 𝑣𝑗 в
орграфi з 2𝑚 дугами, що утворюється з простого графа замiною кожного
ребра на двi дуги протилежного напрямку з такими самими вагами. □

Наприклад, якщо в орграфi з рис. 7.1, а замiнити дуги ребрами, то
матриця найкоротших вiдстаней 𝐵 матиме такий вигляд (на головнiй
дiагоналi ставимо нулi):

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 2 1 4 2 6
2 0 3 3 4 5
1 3 0 3 1 5
4 3 3 0 2 2
2 4 1 2 0 4
6 5 5 2 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (7.18)

Ця матриця є симетричною. Її елемент 𝑏𝑖𝑗 — це найкоротша вiдстань
мiж вершинами 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 . Так, наприклад, серед усiх вершин найвiддале-
нiшою вiд 𝑣1 буде 𝑣6, тому що 𝑑1,6 = 6, а це найбiльший елемент першого
рядка. Усi iншi вершини розташованi ближче до 𝑣1, нiж 𝑣6. Так само,
максимальний елемент четвертого рядка — це 𝑏4,1 = 4, тому найвiддале-
нiшою вiд 𝑣4 буде 𝑣1.

Означення 7.3. Ексцентриситетом вершини (eccentricity of the
vertex) зв’язного графа 𝑣𝑖 називається найдовша вiдстань вiд 𝑣𝑖 до iнших
вершин. □

Ексцентриситет кожної вершини легко вiдновлюється за матрицею
вiдстаней 𝐵: це найбiльший елемент кожного рядка (або стовпця). Для
нашого графа вектор ексцентриситетiв вершин є таким:

𝜀 =
(︀
6 5 5 4 4 6

)︀
. (7.19)

Означення 7.4. Радiусом графа (radius of a graph) називається най-
менший з ексцентриситетiв вершин. Вершини з мiнiмальним ексцентри-
ситетом, який дорiвнює радiусу, називаються центральними (central ver-
tex). □

Означення 7.5. Дiаметром графа (diameter of a graph) називається
найбiльший з ексцентриситетiв вершин. Вершини з максимальним ексцен-
триситетом, який дорiвнює дiаметру, називаються периферiйними (peri-
pheral vertex). □
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Рис. 7.5. Центральнi (червонi) та периферiйнi (синi) вершини графа

У нашому прикладi центральними є вершини 𝑣4 та 𝑣5, а периферiй-
ними — 𝑣1 та 𝑣6. Вони показанi на рис. 7.5 вiдповiдно червоним та синiм
кольорами.

Приклад 7.3. Для псевдографа зi зваженими ребрами знайти екс-
центриситети його вершин, радiус, дiаметр, визначити центральнi та пе-
риферiйнi вершини.

s = [1 3 4 5 6 2 8 3 9 9 10 7 8 8 10 11 ...
7 13 14 15 12 13 13 14 5 15 16 12 13 ...
20 17 17 18 19 19 5 21 17 18 22 18 19 ...
20 21 22 23 10 24 24]; % початки ребер

t = [2 2 3 4 1 7 2 8 4 5 5 6 7 9 9 6 12 ...
8 9 10 11 12 14 13 5 14 11 17 18 15 16 ...
18 17 18 20 5 16 22 22 18 23 24 25 22 ...
21 24 10 23 25]; % кiнцi ребер

w = [1 2 3 4 5 6 7 1 9 8 7 6 5 4 3 2 1 2 ...
3 4 5 6 7 8 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 2 8 3 ...
4 5 6 7 8 9 8 7 6 8 5 4]; % ваги ребер

x = reshape(repmat(0:4,1,5),25,1); % абсциси вершин
y = reshape(repmat(4:-1:0,5,1),25,1); % ординати вершин
G = graph(s,t,w); % граф зi зваженими ребрами
D = distances(G); % вiдстанi мiж усiма парами вершин
Ecc = max(D); % ексцентриситети вершин
Rad = min(Ecc); % радiус графа
Diam = max(Ecc); % дiамент графа
Cv = find(abs(Ecc-Rad)<10*eps); % центральнi вершини
Pv = find(abs(Ecc-Diam)<10*eps); % периферiйнi вершини

182



figure % нове вiкно фiгури
h = plot(G,"XData",x,"YData",y,"EdgeLabel",G.Edges.Weight, ...

"NodeLabel",Ecc); % нарисували граф
highlight(h,Cv,"NodeColor","r", ...

"MarkerSize",8) % позначили центральнi вершини
highlight(h,Pv,"NodeColor","b", ...

"MarkerSize",8) % позначили периферiйнi вершини
title("Ексцентриситети вершин") % заголовок рисунку
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Eccentricity","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 7.6. Ексцентриситети вершин псевдографа

На рис. 7.6 мiтками ребер є їхнi ваги (вiдстанi мiж вершинами), а
вершин — їхнi ексцентриситети. Червоним кольором вiдмiченi центральнi
вершини, а синiм — периферiйнi. □

7.5. Запитання для перевiрки
1. Як ставиться задача про найкоротший шлях?

183



2. Як працює алгоритм Дейкстри? Як у ньому вiдновити найкоротший
шлях?

3. Як реалiзований алгоритм Дейкстри у MATLAB?
4. Як працює алгоритм Флойда-Воршола? Як у ньому вiдновити най-

коротший шлях?
5. Як реалiзований алгоритм Флойда-Воршола у MATLAB?
6. Що таке ексцентриситет вершини графа?
7. Що таке радiус графа? дiаметр графа?
8. Якi вершини графа називаються центральними? периферiйними?
9. Як у MATLAB визначити ексцентриситети вершин? радiус графа?

його дiаметр? знайти центральнi та периферiйнi вершини?
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8. Мережевi задачi
Наразi ми розглянемо три задачi на мережах: знаходження макси-

мального потоку в мережi з обмеженими пропускними здатностями, зна-
ходження мiнiмального розрiзу в нiй та створення плану керування про-
ектом.

8.1. Мережi
Означення 8.1. Мережею (a network) називається ациклiчний ор-

граф, у якого є:
• початкова (стартова, джерело) вершина (source) 𝑣𝑠, з якої тiльки

виходять дуги, i з якої досяжнi всi iншi вершини;
• кiнцева (хвостова, стiк) вершина (tail, sink) 𝑣𝑡, в яку тiльки входять

дуги, i яка є досяжною з будь-якої iншої вершини. □

Рис. 8.1. Мережа (а) та орграфи, що не є мережами (б, в, г)
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На рис. 8.1, а зображений орграф, який є мережею: вiн ациклiчний,
i в ньому є початкова та кiнцева вершини. А на рис. 8.1, бвг показанi ор-
графи, якi не є мережами. У орграфа з рис. 8.1, б є орцикл, вiн обведений
червоною лiнiєю. У орграфа на рис. 8.1, в не iснує стартової вершини, а на
рис. 8.1, г показаний орграф, у якого є орцикл та немає кiнцевої вершини.

Рис. 8.2. Перетворення орграфа на мережу

Щоб перетворити будь-який орграф на мережу, треба перш за все
позбутися орциклiв. Для цього знаходимо сильно зв’язанi компоненти
орграфа (див. главу 6), та стягуємо вершини кожної компоненти сильної
зв’язностi в одну. Отриманий орграф компонент сильної зв’язностi буде
вже ациклiчним i, як наслiдок, частково упорядкованим (рис. 6.4). Якщо
початковий орграф був зi зваженими вершинами та (або) дугами, то дiї
над вагами залежать вiд сенсу конкретної задачi. Iнколи ваги треба до-
давати, iнколи брати найбiльшу тощо. На рис. 8.2, а показаний орграф з
рис. 8.1, г зi зваженими вершинами та дугами, а на рис. 8.2 — той самий ор-
граф з стягнутим орциклом. Ваги вершин компоненти сильної зв’язностi
тут додаються. Ваги дуг, що з’єднують компоненту сильної зв’язностi з
iншими вершинами, теж додаються. А дуги всерединi компоненти силь-
ної зв’язностi просто зникають. Що робити з їхнiми вагами — залежить
вiд конкретної задачi.

Тепер треба перевiрити, чи є у нашого ациклiчного орграфа почат-
кова та (або) кiнцева вершини. Якщо є кiлька початкових вершин, мiж
якими вiдсутнє упорядкування, треба додати ще одну (фiктивну) вер-
шину, з якої провести дуги у нашi початковi. Наприклад, у орграфа на
рис. 8.2, в немає початкової вершини у сенсi означення 8.1, бо 𝑣1 та 𝑣7 не
упорядкованi. Тому додаємо до орграфа ще одну вершину 𝑣8 та дуги 𝑒8,1
та 𝑒8,7. Так само i з кiнцевою вершиною. Якщо вона вiдсутня (рис. 8.2, б ),
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додаємо її та проводимо дуги до неї з усiх останнiх вершин або компонент
сильної зв’язностi, неупорядкованих мiж собою. Таке додавання показа-
не на рис. 8.2, в. Ваги доданих вершин та дуг можна покласти нулю або
нескiнченностi в залежностi вiд сенсу конкретної задачi.

Приклад 8.1. В орграфi з рис. 6.2 видалити верхню праву дугу
(𝑣8, 𝑣4), зважити дуги та створити з цього орграфа мережу. Ваги дуг
мiж компонентами сильної зв’язностi додати, для дуг з та до додаткових
фiктивних вершин задати великi ваги.

s = [1 2 3 1 2 6 2 3 7 5 6 7 9 9 6 6 ...
11 7 12 9 10 12]; % початки дуг

t = [2 3 4 5 5 2 7 7 4 6 7 8 5 6 10 11 ...
7 12 8 10 11 11]; % кiнцi дуг

w = [4 3 5 4 2 3 6 5 4 5 6 3 4 5 9 4 ...
3 4 5 6 8 6]; % ваги дуг

x = [0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3]; % абсциси вершин
y = [2 2 2 2 1 1 1 1 0 0 0 0]; % ординати вершин
wst = 1e5; % вага фiктивних дуг, якщо вони потрiбнi
G = digraph(s,t,w); % створили зважений орграф
[b,bs,ord] = orderstrongcomp(G); % сильно зв’язанi комп.
figure % нове вiкно фiгури
cm = colormap("jet"); % зберегли палiтру
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",b,"MarkerSize",6, ...

"NodeColor",cm(round((b-1)/(length(bs)-1)*255+1),:), ...
"EdgeLabel",G.Edges.Weight) % намалювали

title("Кiлькiсть компонент сильної зв’язностi = " + ...
length(bs)) % заголовок

axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("CreateNet1","-dpng") % зберегли рисунок у файл
stn = b(G.Edges.EndNodes); % замiсть номерiв вершин
% номери компонент
GN = digraph(stn(:,1),stn(:,2),G.Edges.Weight);
% створили орграф мережi
GN = simplify(GN,"sum"); % спростили з додаванням ваг дуг
xn = zeros(1,length(bs)); % задаємо координати вершин
% мережi для рисування
yn = xn;
for ks=1:length(bs) % для кожної комп. сильної зв’язностi

ls = find(b==ks); % номери вершин цiєї компоненти
xn(ks) = mean(x(ls)); % середнє арифм. координат вершин
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yn(ks) = mean(y(ls));
end
rxn = 0.2*range(xn); % для рисування фiктивних вершин
sv = find(ord(1,:)<0.5); % нульовi елементи 1-го рядка
if ~isempty(sv) % є такi - треба додавати початкову вершину

ns = numnodes(GN)+1; % номер початкової вершини
GN = addedge(GN,ns,1,wst); % додали зважену дугу
for ks=1:length(sv) % додаємо iншi дуги

GN = addedge(GN,ns,sv(ks),wst);
end
xn(end+1) = min(xn)-rxn; % початкова вершина - лiвiше
yn(end+1) = mean(yn);

end
tv = find(ord(:,end)<0.5); % нульовi елементи ост. стовпця
if ~isempty(tv) % є такi - треба додавати кiнцеву вершину

nt = numnodes(GN)+1; % номер кiнцевої вершини
GN = addedge(GN,length(bs),nt,wst); % додали дугу
for kt=1:length(nt) % додаємо iншi дуги

GN = addedge(GN,tv(kt),nt,wst);
end
xn(end+1) = max(xn)+rxn; % кiнцева вершина - правiше
yn(end+1) = mean(yn);

end
figure % нове вiкно фiгури
plot(GN,"XData",xn,"YData",yn,"MarkerSize",6, ...

"EdgeLabel",GN.Edges.Weight) % нарисували
title("Мережа") % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("CreateNet2","-dpng") % зберегли рисунок у файл

На рис. 8.3 показане розбиття заданого орграфа на сильно зв’язанi
компоненти. Деякi з них мiстять бiльше однiєї вершини, тобто всерединi
них є орцикли. Такi компоненти замiнюємо однiєю вершиною. Ваги дуг
до та вiд них додаємо. Далi перевiряємо: чи доступнi з першої вершини
всi наступнi? Якщо нi, то додаємо фiктивну початкову вершину та прово-
димо з неї дуги до потрiбних вершин з заданими вагами. Так само робимо
з кiнцевими вершинами. Якщо кiнцева вершина доступна не з усiх попе-
реднiх, додаємо фiктивну кiнцеву вершину з потрiбними дугами до неї.
Отримана мережа показана на рис. 8.4. □
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Рис. 8.3. Компоненти сильної зв’язностi орграфа

Рис. 8.4. Мережа, створена з орграфа

8.2. Максимальний потiк у мережi
Розглянемо таку задачу. На пунктi 𝑣𝑠 є якийсь ресурс (нафта, то-

вар, грошi, електроенергiя тощо), який треба за максимумом пропустити
крiзь мережу (трубопровiдну, транспортну, банкiвську, електричну то-
що) на пункт 𝑣𝑡 за умови, що окремi гiлки мережi можуть пропустити
ресурсу не бiльше, нiж це в них закладено, а у вузлах мережi ресурс не
накопичується: скiльки прийшло, стiльки ж i вийшло. Це й є задача про
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максимальний потiк (a maximum flow problem) у мережi з обмеженими
пропускними здатностями. Сформулюємо математичну постановку цiєї
задачi.

Нехай є мережа 𝐺 = (𝑉,𝐸): ациклiчний орграф з початковою вер-
шиною 𝑣𝑠 та кiнцевою 𝑣𝑡. Дуги — зваженi: невiд’ємну вагу дуги 𝑒𝑘 будемо
позначати 𝑐𝑘. У задачi про максимальний потiк вага кожної дуги роз-
глядається як обмеження на її пропускну здатнiсть. Якщо для створення
мережi ми додавали до ациклiчного орграфу фiктивну початкову та (або)
кiнцеву вершини, доданi дуги повиннi мати нескiнченну пропускну здат-
нiсть. Це означає, що ресурс у необмеженiй кiлькостi може потрапляти
на реальнi початковi вершини, та у необмеженiй кiлькостi знiматися з
реальних кiнцевих вершин.

Для кожної дуги 𝑒𝑘 введемо до розгляду асоцiйовану з нею змiнну,
яку теж позначимо 𝑒𝑘. Її сенс: це реальна величина ресурсу, що пройшов
через цю дугу (потiк у дузi). Цей потiк 𝑒𝑘 є невiд’ємним та не може пе-
ревищувати пропускної здатностi 𝑐𝑘 у цiй дузi:{︂

0 ≤ 𝑒𝑘 ≤ 𝑐𝑘;
𝑘 = 1,𝑚.

(8.1)

У задачi про максимальний потiк, як слiдує з її назви, треба макси-
мiзувати сумарний потiк, що виходить з джерела 𝑣𝑠 за умови, що в усiх
промiжних вершинах (крiм 𝑣𝑠 та 𝑣𝑡) сума вхiдних та вихiдних потокiв по-
винна дорiвнювати нулю. З загального балансу потокiв слiдує, що потiк
у 𝑣𝑡 буде вiдрiзнятися вiд потоку у 𝑣𝑠 тiльки знаком: адже анi в дугах,
анi у промiжних вершинах нiчого не затримується!

Рис. 8.5. Приклад мережi

Ця задача припускає формулювання її як задачi лiнiйного програ-
мування. Ми вже ввели до розгляду змiннi 𝑒𝑘 та обмеження на них за
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пропускними здатностями (8.1). Ще треба задати умови балансу ресурсу
у кожнiй промiжнiй вершинi. В цьому нам допоможе матриця iнцидент-
ностi орграфа (1.9). Нагадаємо: матриця iнцидентностi орграфа 𝐴 — це
матриця розмiром 𝑛 ×𝑚. Кожен її елемент 𝑎𝑖𝑘 = 1, якщо з вершини 𝑣𝑖
виходить дуга 𝑒𝑘; 𝑎𝑖𝑘 = −1, якщо у вершину 𝑣𝑖 входить дуга 𝑒𝑘; в iнших
випадках 𝑎𝑖𝑘 = 0. Наприклад, для орграфа мережi з рис. 8.5 матриця
iнцидентностi має вигляд (8.2). Рядки в нiй дуже широкi, i матриця не
вмiщується в сторiнку, тому записана у транспонованому виглядi.

𝐴𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (8.2)

У кожному стовпцi цiєї матрицi є по однiй одиницi та по однiй −1, то-
му сума усiх рядкiв — нульовий рядок. Це вiдповiдає загальному балансу
потокiв.

Для матрицi iнцидентностi орграфа 𝐴 позначимо:
• 𝑎𝑠 — її 𝑠-й рядок (вектор-рядок); в ньому є тiльки одиницi, тому що

з джерела дуги тiльки виходять;
• 𝑎𝑡 — її 𝑡-й рядок (також вектор-рядок); в ньому є тiльки −1, тому

що у стiк дуги тiльки входять;
• 𝐴𝑠𝑡 — матриця 𝐴 з викинутими з неї 𝑠-м та 𝑡-м рядками.
Тодi цiльова функцiя, що максимiзується — це загальний потiк з дже-

рела. Вона може бути записана так:
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𝑧 = 𝑎𝑠𝑒→ max; (8.3)

де 𝑒 — вектор-стовпчик змiнних 𝑒𝑘. А умова балансу потокiв в усiх про-
мiжних вершинах записується у виглядi обмеження-рiвностi:

𝐴𝑠𝑡𝑒 = 0. (8.4)

Разом з обмеженнями (8.1) вирази (8.3-8.4) визначають задачу лiнiй-
ного програмування, причому навiть не бiнарного, а звичайного, оскiльки
потоки в дугах можуть бути й дрiбними.

Для орграфiв у MATLAB є метод maxflow, що знаходить максималь-
ний потiк та мiнiмальний розрiз, див. далi пiдроздiл 8.3. Вхiдними пара-
метрами для нього є орграф G, номери початкової та кiнцевої вершин i,
за необхiдностi, алгоритм. Вихiднi параметри:

• mf — величина максимального потоку (скаляр);
• GF — орграф, створений з орграфа G, в якому залишенi лише ду-

ги з ненульовими потоками. Потоки в дугах повертаються в полi
GF.Edges.Weight.

Якщо ваги дуг орграфа G не заданi, вони вважаються одиничними.
Приклад 8.2. Для орграфа з рис. 8.5 розв’язати задачу про макси-

мальний потiк.

s = [1 1 1 2 3 2 2 3 3 4 6 6 5 6 6 7 7 ...
8 9 8 9 10]; % початки дуг

t = [2 3 4 3 4 5 6 6 7 7 5 7 8 8 9 9 10 ...
9 10 11 11 11]; % кiнцi дуг

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 ...
2 2 5 4 4]; % ваги дуг

x = [0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1];
s0 = 1; % джерело мережi
t0 = 11; % стiк мережi
G = digraph(s,t,w); % створили орграф мережи
[mf,GF] = maxflow(G,s0,t0); % розв’язали задачу
figure % нове вiкно фiгури
h = plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{}); % орграф
hold("on") % будемо додавати рисунок
plot(GF,"XData",x,"YData",y,"EdgeLabel",GF.Edges.Weight,...

"EdgeColor","b","LineWidth",4,"ArrowSize",15) % не-0 дуги
hold("off") % закiнчили рисування
title("Потоки в дугах. Максимальний потiк = " + mf)
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axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MaxFlow","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 8.6. Розв’язання задачi про максимальний потiк у мережi

На рис. 8.6 показанi результат розв’язання задачi про максимальний
потiк. При цьому деякi дуги навантажуються повнiстю: в них 𝑒𝑘 = 𝑐𝑘;
деякi — частково: в них 𝑒𝑘 < 𝑐𝑘; а деякi виявилися зайвими: потiк у них
нульовий. □

8.3. Двоїста задача — мiнiмальний розрiз
Як вiдомо, у будь-якої задачi лiнiйного програмування є двоїста до

неї. Побудуємо задачу, двоїсту до (8.3-8.1-8.4). У нас є 𝑚 обмежень-нерiв-
ностей типу "≤" (правi частини (8.1)) та 𝑛− 2 обмежень-рiвностей (8.4).
Отже, у двоїстiй задачi першi 𝑚 змiнних будуть невiд’ємними, а останнi
𝑛− 2 довiльного знаку. Позначимо змiннi двоїстої задачi 𝑦 — вектор дов-
жиною 𝑚+ 𝑛− 2. Першi його 𝑚 координат асоцiйованi з обмеженнями в
дугах (8.1), тобто фактично з дугами, а останнi 𝑛− 2 — з обмеженнями у
промiжних вершинах (8.4), тобто з усiма вершинами, крiм 𝑣𝑠 та 𝑣𝑡.

Далi, у початковiй задачi всi змiннi 𝑒𝑘 ≥ 0, i отже, у двоїстiй зада-
чi всi обмеження будуть нерiвностями типу "≥". Матриця коефiцiєнтiв
обмежень початкової задачi утворюється з одиничної матрицi 𝐸 для пра-
вих частин (8.1) та матрицi 𝐴𝑠𝑡 для рiвностей (8.4). Транспонуємо її:(︂

𝐸
𝐴𝑠𝑡

)︂𝑇

=
(︀
𝐸 𝐴𝑇

𝑠𝑡

)︀
(8.5)
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— тим самим отримаємо матрицю коефiцiєнтiв обмежень двоїстої задачi
розмiром 𝑚× (𝑚+ 𝑛− 2). Правi частини для обмежень-нерiвностей дво-
їстої задачi — це коефiцiєнти цiльової функцiї початкової задачi: транс-
понований у стовпчик вектор 𝑎𝑠. I навпаки, коефiцiєнти цiльової функцiї
двоїстої задачi — це правi частини обмежень початкової задачi. У нас це
вектор 𝑐 обмежень на пропускнi здатностi з (8.1), доповнений 𝑛− 2 нуля-
ми з (8.4). Отже, задача, двоїста до задачi про максимальний потiк, має
вигляд:

𝑡 =

(︂(︂
𝑐
0

)︂
,𝑦

)︂
→ min;(︀

𝐸 𝐴𝑇
𝑠𝑡

)︀
𝑦 ≥ 𝑎𝑇

𝑠 ;{︂
𝑦𝑘 ≥ 0;
𝑘 = 1,𝑚;{︂
(𝑦𝑘 ≥ 0) ∪ (𝑦𝑘 < 0) ;
𝑘 = 𝑚+ 1,𝑚+ 𝑛− 2.

(8.6)

З’ясуємо сенс цiєї задачi на прикладi орграфа з рис. 8.5, 8.6. Резуль-
тат розв’язання задачi (8.6) 𝑡min = 𝑧max = 13; як i очiкували за теорема-
ми двоїстостi. Значення координат вектора 𝑦 на оптимальному розв’язку
наведенi в останньому стовпчику табл. 8.1. Для порiвняння до цiєї таб-
лицi занесенi також координати вектора 𝑒 на оптимальному розв’язку
(розв’язок початкової задачi) та обмеження на пропускну здатнiсть 𝑐.
Позначенi також номери дуг та номери поєднуваних вершин. Для 𝑦𝑘 з
останнiми 𝑛− 2 номерами у табл. 8.1 наведенi лише номери вершин, асо-
цiйованих з цими змiнними.

Означення 8.2. Розрiз (cut-set) орграфа мережi — це розбиття част-
ково упорядкованої множини його вершин 𝑉 на двi пiдмножини 𝑆 та 𝑇 ,
такi, що 𝑣𝑠 ∈ 𝑆, 𝑣𝑡 ∈ 𝑇 , а всi дуги мiж 𝑆 i 𝑇 спрямованi з 𝑆 у 𝑇 . Пропуск-
на спроможнiсть розрiзу — це сума пропускних спроможностей усiх дуг,
що поєднують 𝑆 i 𝑇 . Потiк через розрiз – це сума потокiв у дугах, що
поєднують 𝑆 i 𝑇 . □

Першi 𝑚 змiнних 𝑦𝑘 чудово iлюструють теореми двоїстостi. У тих
дугах, де потiк не насичений: (𝑒𝑘 < 𝑐𝑘), вiдповiдна двоїста змiнна 𝑦𝑘 = 0.
А там, де потiк повнiстю насичує дугу: (𝑒𝑘 = 𝑐𝑘), вiдповiдна двоїста змiнна
може бути й бiльше нуля: 𝑦𝑘 ≥ 0. Про цьому, якщо задача невироджена,
то в насичених дугах буде 𝑦𝑘 > 0. У нас задача вироджена, тому i в деяких
насичених дугах буде 𝑦𝑘 = 0. Якщо в орграфi видалити насиченi та зайвi
дуги, то вiн розпадеться на двi (для невироджених задач) або кiлька (для
вироджених) незв’язаних частин. Реальний потiк через цi дуги дорiвнює
𝑡min = 𝑧max = 13, а всi дуги в ньому є або насиченими, або зайвими.

Означення 8.3. Розрiз називається мiнiмальним (minimum cut-
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Табл. 8.1. Розв’язок задач (8.3-8.1-8.4) та (8.6)

𝑘 𝑣𝑖 𝑣𝑗 𝑐𝑘 𝑒𝑘 𝑦𝑘 𝑘 𝑣𝑖 𝑦𝑘

1 1 2 5 5 1 23 2 0

2 1 3 5 5 1 24 3 0

3 1 4 5 3 0 25 4 −1

4 2 3 2 0 0 26 5 0

5 3 4 2 0 0 27 6 0

6 2 5 3 3 0 28 7 0

7 2 6 2 2 0 29 8 0

8 3 6 5 4 0 30 9 0

9 3 7 2 1 0 31 10 0

10 4 7 3 3 1

11 6 5 1 1 0

12 6 7 1 0 0

13 5 8 5 4 0

14 6 8 2 2 0

15 6 9 3 3 0

16 7 9 2 2 0

17 7 10 3 2 0

18 8 9 2 1 0

19 9 10 2 2 0

20 8 11 5 5 0

21 9 11 4 4 0

22 10 11 5 4 0

195



set), якщо пiсля видалення зайвих дуг потiк через нього дорiвнює його
пропускнiй спроможностi. □

Розрiз, який знайдений з розв’язання двоїстої задачi, якраз i є мi-
нiмальним. Отже, задача, двоїста до задачi про максимальний потiк, є
задачею про мiнiмальний розрiз.

Теорема 8.1. Теорема Форда-Фалкерсона (Ford-Fulkerson).
Максимальний потiк у мережi дорiвнює пропускнiй спроможностi її мiнi-
мального розрiзу пiсля вилучення зайвих дуг. □

Доведення є наслiдком теорем двоїстостi задач лiнiйного програ-
мування: 𝑡min = 𝑧max. □

Як вiдомо, двоїсту задачу можна безпосередньо не розв’язувати, а
знаходити її розв’язок за розв’язком початкової, використовуючи теоре-
ми двоїстостi. У нашому випадку ми можемо будувати мiнiмальний розрiз
(чи один з мiнiмальних розрiзiв, якщо задача вироджена) за потоками в
дугах. Робиться це так. Викидаємо з мережi пустi (𝑒𝑘 = 0) та насиченi
(𝑒𝑘 = 𝑐𝑘) дуги. Цi викинутi дуги утворюють розрiз (коцикл) або мiстять
у собi коцикл, якщо задача вироджена. Перевiряємо, на якi компоненти
зв’язностi розбивається вiдповiдний неорiєнтований граф пiсля викидан-
ня пустих та насичених дуг. Якщо таких компонент двi, то задача неви-
роджена: всi викинутi дуги утворюють мiнiмальний розрiз. Якщо ж таких
компонент буде бiльше двох, залишаємо тiльки якийсь один розрiз на двi
компоненти.

Метод maxflow у MATLAB, який ми розглянули в пiдроздiлi 8.2,
розв’язує також i задачу про мiнiмальний розрiз. Достатньо вказати в
ньому ще два вихiднi параметри:

• cs — вектор-рядок з номерами вершин до розрiзу;
• ct — вектор-рядок з номерами вершин пiсля розрiзу.
Приклад 8.3. Доповнити приклад 8.2 розв’язанням задачi про мi-

нiмальний розрiз.

s = [1 1 1 2 3 2 2 3 3 4 6 6 5 6 6 7 7 ...
8 9 8 9 10]; % початки дуг

t = [2 3 4 3 4 5 6 6 7 7 5 7 8 8 9 9 10 ...
9 10 11 11 11]; % кiнцi дуг

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 ...
2 2 5 4 4]; % ваги дуг

x = [0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1];
s0 = 1; % джерело мережi
t0 = 11; % стiк мережi
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G = digraph(s,t,w); % створили орграф мережи
[mf,GF,cs,ct] = maxflow(G,s0,t0); % розв’язали задачу
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",{}); % заданий орграф
hold("on") % будемо додавати рисунок
h = plot(GF,"XData",x,"YData",y, ...

"EdgeLabel",GF.Edges.Weight, ...
"EdgeColor","b","LineWidth",4,"ArrowSize",15); % не-0 дуги

hold("off") % закiнчили рисування
highlight(h,cs,"NodeColor","b","MarkerSize",8) % до розрiзу
highlight(h,ct,"NodeColor","r","MarkerSize",8) % пiсля нього
title("Потоки в дугах. Максимальний потiк = " + mf)
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("MinCutSet","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 8.7. Розв’язання задачi про мiнiмальний розрiз у мережi

На рис. 8.7 синiм кольором вiдмiченi вершини до розрiзу, а червоним
— пiсля. □

8.4. Мережевi дiаграми PERT
Iснує принаймнi два варiанти розшифрування скорочення PERT: од-

не — це Program Evaluation and Review Technique, а друге — Project Eva-
luation and Research Task. Але у будь-якому випадку мережева дiаграма
PERT — це орграф мережi, що допомогає керувати складним проектом з
великою кiлькiстю робiт, якi треба проводити послiдовно або паралельно.

Дiаграма PERT є множиною точок-вершин (подiї, event) разом з ду-
гами, що їх поєднують (роботи, task). Дуги є зваженими: невiд’ємна вага
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дуги — це час виконання роботи. Будь-яка вершина є подiєю, що харак-
теризує закiнчення одних робiт (вхiднi дуги) та початок iнших (вихiднi
дуги). Так у дiаграмi реалiзується вимога, що до жодної з робiт не можна
було б приступити до того, як будуть виконанi всi роботи, що їй переду-
ють згiдно з технологiєю реалiзацiї проекту. Тому у дiаграмi не повинно
бути орциклiв. Початок процесу реалiзацiї проекту — це 𝑣𝑠, а закiнчення
— 𝑣𝑡. Всi iншi вершини повиннi мати i вхiднi, i вихiднi дуги. Якщо це
не так, додаємо фiктивнi 𝑣𝑠 та (або) 𝑣𝑡 з нульовими вагами дуг вiд (до)
них. Отже, дiаграма PERT будується не на будь-якому орграфi, а саме
на мережi.

Якi характеристики проекту зазвичай нас цiкавлять? Перш за все,
треба визначити загальну тривалiсть проекту. Розглянемо всi можливi
шляхи вiд 𝑣𝑠 до 𝑣𝑡. Сума ваг дуг у кожному шляху — це його тривалiсть.
Найбiльша тривалiсть визначає час виконання всього проекту, мiнiмально
можливий при зафiксованих характеристиках дуг мережi. Вiдповiдний
шлях — критичний (critical path), тобто саме вiд тривалостi його робiт
залежить загальна тривалiсть проекту, хоча при змiнюваннi тривалостi
будь-яких робiт проекту критичним може стати й iнший шлях.

Визначення критичного шляху, на якому затримки робiт неприпусти-
мi, та його довжини й є першою задачею розрахунку характеристик мере-
жi PERT. Цю задачу можна розв’язати за допомогою алгоритму Флойда-
Воршола знаходження найкоротшого шляху. Треба тiльки змiнити знаки
у ваг дуг. Алгоритм Флойда-Воршола визначався лише для невiд’ємних
ваг дуг, але вiн чудово працює i з вiд’ємними. Його потрiйний цикл не
вносить жодних складнощiв у розрахунки при вiд’ємних вагах дуг.

Пiсля роботи алгоритму Флойда-Воршола в 𝑠-у рядку матрицi 𝐵 бу-
дуть мiститися моменти часу настання кожної подiї (треба тiльки змiни-
ти знак знову на плюс). Визначення моменту настання кожної подiї — це
друга задача розрахунку характеристик мережi PERT. Тепер ми знаємо,
коли повинна розпочатися за планом та чи iнша робота: це момент-подiя,
що передує цiй роботi (вершина — початок дуги).

А чи можемо ми з якихось причин затримати якусь роботу без зат-
римки часу виконання всього проекту? Вочевидь, якщо робота знаходить-
ся на критичному шляху, то нi. Для iнших робiт затримки можливi, i
це не призведе до затримки здачi проекту. Обчислення часу можливої
затримки кожної роботи — це третя задача розрахунку характеристик
мережi PERT. Як їх знайти? Нехай момент настання якоїсь подiї 𝑣𝑗 — це
𝑡𝑗 ; момент настання подiї 𝑣𝑖, що їй передує — це 𝑡𝑖, а робота, що їх поєднує,
займає всього 𝑒𝑘 одиниць часу. Щоб встигнути до моменту 𝑡𝑗 , ми можемо
розпочати її виконувати не в момент часу 𝑡𝑖, а пiзнiше, в момент 𝑡𝑗 − 𝑒𝑘,
якщо цей момент настає пiзнiше, нiж 𝑡𝑖. Тобто можлива затримка цiєї
роботи на 𝑡𝑗 − 𝑡𝑖 − 𝑒𝑘 одиниць часу. Загальна формула має вигляд:
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{︂
𝑑𝑘 = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑖 − 𝑒𝑘;
𝑘 = 1,𝑚;

(8.7)

де 𝑒𝑘 — дуга-робота, що прямує вiд вершини-подiї 𝑣𝑖 до вершини-подiї 𝑣𝑗 .
За цiєю формулою обчислюємо можливий час затримки кожної робо-

ти. На критичному шляху всi затримки нульовi, але є нульовi затримки
також i для деяких iнших робiт. Це означає, що можливi затримки на
наступних роботах, якщо ця буде виконана без затримки. Якщо ж цю
некритичну роботу затримати, то зменшиться час можливої затримки
наступних робiт.

Рис. 8.8. Схема проекту

У Graph Theoty Toolbox є метод pert. Вхiдним параметром для ньо-
го є орграф мережi G зi зваженими дугами. Ваги дуг розглядаються як
тривалостi робiт. Якщо вони не заданi, то вважаються одиничними. Ви-
хiдним параметром є структура pres з полями:

• pres.lcp — тривалiсть критичного шляху (скаляр);
• pres.cpn — критичний шлях (вектор-рядок з номерами вершин-по-

дiй);
• pres.cpe — критичний шлях (вектор-рядок з номерами дуг-робiт);
• pres.st — вектор-рядок довжини n=numnodes(G) з моментами нас-

тання кожної подiї;
• pres.td — вектор-рядок довжини m=numedges(G) з моментами мож-

ливої затримки кожної роботи.
Приклад 8.4. Для проекту, схема якого показана на рис. 8.8, знай-

ти та нарисувати характеристики дiаграми PERT.
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Рис. 8.9. Моменти настання кожної подiї

s = [1 1 1 2 3 2 2 3 3 4 5 6 5 6 6 7 7 8 ...
9 8 9 10]; % подiї-початки

t = [2 3 4 3 4 5 6 6 7 7 6 7 8 8 9 9 10 9 ...
10 11 11 11]; % подiї-кiнцi

w = [5 5 5 2 2 3 2 5 2 3 1 1 5 2 3 2 3 2 ...
2 5 4 4]; % тривалостi робiт

x = [0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4]; % координати вершин
y = [1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1];
G = digraph(s,t,w); % створили орграф мережи PERT
pres = pert(G); % розв’язали задачу
EdgeWidth = ones(numedges(G),1); % товщини лiнiй робiт
EdgeWidth(pres.cpe) = 4; % товщини лiнiй на крит. шляху
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",pres.st, ...

"EdgeLabel",G.Edges.Weight,"LineWidth",EdgeWidth, ...
"ArrowSize",12) % нарисували

title("Моменти настання подiй. Критичний шлях = " + ...
pres.lcp) % заголовок

axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Pert1","-dpng") % зберегли рисунок у файл
figure % нове вiкно фiгури
plot(G,"XData",x,"YData",y,"NodeLabel",pres.st, ...

"EdgeLabel",pres.td,"LineWidth",EdgeWidth, ...
"ArrowSize",12) % нарисували

title("Можливi затримки робiт. Критичний шлях = " + ...

200



pres.lcp) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
print("Pert2","-dpng") % зберегли рисунок у файл

Рис. 8.10. Можливий час затримки кожної роботи

На рис. 8.9 товстою лiнiєю видiлений критичний шлях. Його довжи-
на дорiвнює 22. Бiля кожної вершини-подiї на цьому рисунку проставлене
число 𝑡𝑖 — момент настання цiєї подiї за планом, а бiля кожної дуги — три-
валiсть вiдповiдної роботи. На рис. 8.10 бiля кожної роботи проставлений
можливий час її затримки. □

8.5. Запитання для перевiрки
1. Чим мережа вiдрiзняється вiд орграфа?
2. Як перетворити орграф на мережу за допомогою MATLAB?
3. Як формулюється задача про максимальний потiк у мережi з обме-

женими пропускними здатностями?
4. Як розв’язується задача про максимальний потiк у MATLAB?
5. Яка задача є двоїстою до задачi про максимальний потiк? Як вона

формулюється?
6. Як розв’язується задача про мiнiмальний розрiз у MATLAB?
7. Як визначається критичний шлях у мережi PERT?
8. Як визначаються можливi затримки робiт у мережi PERT?
9. Як знаходяться критичний шлях, моменти настання подiй та мож-

ливi затримки робiт у MATLAB?
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9. Iзоморфiзм графiв
9.1. Постановка задачi

Рис. 9.1. Два рiзнi зображення одного й того самого графа

За означенням у графi, а також в усiх його узагальненнях коорди-
нати вершин не заданi. Як його рисувати на площинi — не має значення.
Ми його рисуємо так, як зручнiше. Наприклад, на рис. 9.1, а та 9.1, б зоб-
ражений один i той самий граф.

Рис. 9.2. Два рiзнi представлення одного й того самого графа

Але якщо не тiльки iнакше нарисувати граф, а ще й в iншому по-
рядку перенумерувати вершини, то можна й не побачити, що насправдi
граф не змiнився. Так, графи 𝐺 = (𝑉,𝐸) та 𝐻 = (𝑊,𝐹 ) з рис. 9.2, а та
9.2, б насправдi є двома представленнями одного й того самого графа,
якщо їхнi вершини перенумерованi таким чином:(︂

𝑉
𝑊

)︂
=

(︂
𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5 𝑣6 𝑣7 𝑣8
𝑤1 𝑤6 𝑤8 𝑤3 𝑤5 𝑤2 𝑤4 𝑤7

)︂
. (9.1)
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Пiсля такої перенумерацiї (пiдстановки) всi 12 ребер поєднують тi
самi вершини:

(︂
𝐸
𝐹

)︂
=

(︂
𝑒1,5 𝑒1,6 𝑒1,7 𝑒2,5 𝑒2,6 𝑒2,8 𝑒3,5 𝑒3,7 𝑒3,8 𝑒4,6 𝑒4,7 𝑒4,8
𝑓1,5 𝑓1,2 𝑓1,4 𝑓6,5 𝑓6,2 𝑓6,7 𝑓8,5 𝑓8,4 𝑓8,7 𝑓3,2 𝑓3,4 𝑓3,7

)︂
. (9.2)

Саме такi графи й називаються iзоморфними.
Означення 9.1. Iзоморфiзмом двох графiв (graph isomorphism) 𝐺 =

(𝑉,𝐸) та 𝐻 = (𝑊,𝐹 ) називається бiєкцiя (взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть) мiж множинами вершин 𝑉 та 𝑊 :

𝑓 : 𝑉 ↔𝑊 (9.3)

така, що будь-якi двi вершини 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗 графа 𝐺 є сумiжними тодi й тiльки
тодi, коли 𝑓 (𝑣𝑖) та 𝑓 (𝑣𝑗) сумiжнi в 𝐻. □

Iснування iзоморфiзму позначається: 𝐺 ≃ 𝐻.
В цьому означеннi йдеться про простi незваженi графи. Але його

можна узагальнити й на мультиграфи, псевдографи, гiперграфи, оргра-
фи. Якщо ребра зваженi, то iзоморфiзм вимагає також збереження ваги
вiдповiдних ребер. Єдине, що не зберiгається, так це порядок (нумерацiя)
ребер. А вiн i не потрiбен: будь-яка множина, у т. ч. й множина ребер 𝐸,
є неупорядкованою.

Ми будемо розглядати лише найпростiший випадок: простi незваженi
графи. Основна задача iзоморфiзму є такою. Для двох заданих графiв
𝐺 = (𝑉,𝐸) та 𝐻 = (𝑊,𝐹 ) треба з’ясувати, чи є вони iзоморфними, тобто
чи iснує бiєкцiя (9.3). Якщо iснує, треба її знайти: побудувати (9.1).

Зазвичай ми нумеруємо вершини натуральними числами вiд 1 до
𝑛. Тодi графи є iзоморфними, якщо iснує перестановка 𝑝 (𝑖) чисел вiд
1 до 𝑛 така, що вершини з номерами 𝑝 (𝑖) та 𝑝 (𝑗) будуть сумiжними в
графi 𝐻 тодi й тiльки тодi, коли вершини з номерами 𝑖 та 𝑗 сумiжнi
в графi 𝐺. Здавалося б, у чому проблема? Треба перевiрити всi 𝑃𝑛 =
𝑛! перестановок i знайти потрiбну. Але це неможливо за реальний час.
Дiйсно, нехай, наприклад, 𝑛 = 100 (невеликий граф). Треба перевiрити
𝑃100 = 100! ≈ 9.33 × 10157 перестановок. Нехай у нашому розпорядженнi
є комп’ютер з об’ємом пам’ятi розмiром з земну кулю: 𝑅 = 6378.1 km,
𝑉 = 1.087 × 1021 m3. А розмiр елемента пам’ятi нехай буде мiнiмально
можливим: 10−8 m, як у атома водню. Об’єм такого елемента складає
10−24 m3, а всього у нашому комп’ютерi буде тодi 1.087 × 1045 елемен-
тiв пам’ятi. Час однiєї операцiї вiзьмемо мiнiмально можливим: це той
час, який свiтло проходить вiдстань в один атом водню 10−8 m зi своєю
швидкiстю 299792458 m

s . Цей час становить 3.34×10−17 s. Виходить, що за
1 секунду в одному елементi пам’ятi можна здiйснити 3 × 1016 операцiй.
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При абсолютному розпаралелюваннi операцiї в усiх елементах вiдбува-
ються водночас, i загальна кiлькiсть операцiй за 1 секунду на нашому
суперкомп’ютерi тодi складе 3.258× 1061. Якщо навiть вважати, що пере-
вiрка однiєї перестановки здiйснюється за одну операцiю, то для переби-
рання всiх перестановок все одно потрiбно буде 2.86× 1096 s = 9.08× 1088

рокiв, що перевищує час iснування Всесвiту.
Отже, перебирання перестановок є неефективним. Треба скорочува-

ти кiлькiсть операцiй. На жаль, поки ще не вiдомi алгоритми розв’язання
задачi iзоморфiзму, полiномiальнi за часом вiдносно 𝑛 та 𝑚. В iнтернетi
нещодавно промайнуло повiдомлення, що, начебто, такий алгоритм ство-
рено, але пiдтвердження цьому немає. Проте iнколи є можливiсть швидко
довести неiзоморфнiсть графiв, що перевiряються. Справа в тому, що є ве-
личини, якi не змiнюються при переходi до iзоморфного графа. Кажуть,
що такi величини є iнварiантними вiдносно бiєкцiї (9.3). Розглянемо їх.

9.2. Iнварiанти графiв
Означення 9.2. Iнварiантом графа (graph invariant) називається

числова величина (скалярна, векторна, матрична), що не змiнюється при
переходi до iзоморфного графа. □

З означення випливає, що рiвнiсть iнварiантiв є лише необхiдною,
але не достатньою умовою iзоморфiзму. Тобто якщо iнварiанти не спiв-
падають, то графи точно не iзоморфнi. А якщо спiвпадають, то можуть
бути iзоморфними, а можуть i не бути. Це дозволяє при дослiдженнi на
iзоморфiзм вiдкидати напевно неiзоморфнi графи.

Почнемо з найпростiшого. Якщо у графiв 𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1) та 𝐺2 =
(𝑉2, 𝐸2) рiзна кiлькiсть вершин або ребер, вони не можуть бути iзоморф-
ними, тому що тодi побудувати бiєкцiю (9.3) неможливо.

Iнварiант 9.1. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝑛1 = 𝑛2. □

Iнварiант 9.2. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝑚1 = 𝑚2. □

Так, у iзоморфних графiв з рис. 9.2 𝑛1 = 𝑛2 = 8; 𝑚1 = 𝑚2 = 12. Але,
якщо 𝑛1 = 𝑛2 та (або) 𝑚1 = 𝑚2, це не означає, що графи iзоморфнi. На
рис. 9.3 зображенi неiзоморфнi графи: у лiвого є два пiдграфи-трикутники
𝐾3, а у правого немає. Але у кожного з них 𝑛1 = 𝑛2 = 6; 𝑚1 = 𝑚2 = 8.

Обчислимо в графах 𝐺1 та 𝐺2 ексцентриситети всiх вершин (7.19).
Оскiльки iзоморфнi графи вiдрiзняються один вiд одного лише нумера-
цiєю вершин, то в векторах ексцентриситетiв iзоморфних графiв повинна
бути однакова кiлькiсть одиниць, двiйок, трiйок тощо. Якщо координати
векторiв ексцентриситетiв упорядкувати (наприклад, у порядку зростан-
ня), то вони повиннi просто спiвпадати. Позначимо упорядкованi вектори
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Рис. 9.3. Неiзоморфнi графи з однаковими розмiрами та потужностями

ексцентриситетiв графiв 𝐺1 та 𝐺2 як 𝜀 (𝐺1) та 𝜀 (𝐺2). Тодi маємо наступ-
ний iнварiант:

Iнварiант 9.3. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝜀 (𝐺1) = 𝜀 (𝐺2) . □

Як наслiдок, повиннi спiвпадати найменшi координати цих векторiв
(радiуси графiв) та найбiльшi (дiаметри):

Iнварiант 9.4. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ rad (𝐺1) = rad (𝐺2) . □

Iнварiант 9.5. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ diam (𝐺1) = diam (𝐺2) . □

Так, для iзоморфних графiв з рис. 9.2 ексцентриситети усiх вiсьмох
вершин однаковi та дорiвнюють 3. Тобто i дiаметри, i радiуси цих графiв
теж дорiвнюють 3. На жаль, для обох неiзоморфних графiв з рис. 9.3 упо-
рядкованi вектори ексцентриситетiв теж спiвпадають: вони складаються
з чотирьох двiйок та двох трiйок.

Вже на цьому етапi, якщо виявиться, що 𝜀 (𝐺1) = 𝜀 (𝐺2), можна спро-
бувати вiдшукати перестановку iзоморфiзму (9.1), перебираючи не всi 𝑛!
перестановок, а лише 𝑛1!×𝑛2!×𝑛2!×. . .×𝑛𝑘!, де 𝑘 — максимальний ексцен-
триситет вершини. Тобто можна окремо переставляти мiж собою вершини
з ексцентриситетом 1, з ексцентриситетом 2 тощо. Це суттєво зменшить
кiлькiсть обчислювань. Наприклад, для графа з 𝑛 = 50 пряме перебиран-
ня дає 50! ≈ 3.04 × 1064 перестановок. Якщо ж, наприклад, упорядкова-
ний вектор ексцентриситетiв 𝜀 (𝐺) =

(︀
3 3 4 4 4 5 5 7 7 8

)︀
,

то треба перебрати всього лише (3!)
2× (4!)

3× (5!)
2× (7!)

2×8! ≈ 7.34×1021

перестановок, що значно менше.
Наступний iнварiант. Обчислимо вiдстань вiд кожної вершини 𝑣𝑖 до

кожної iншої 𝑣𝑗 : 𝑑 (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), а потiм знайдемо їхню суму, яка називається
iндексом Вiнера (Wiener index):

𝑊 (𝐺) =
∑︁
∀𝑖,𝑗

𝑑 (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) . (9.4)

205



Якщо графи iзоморфнi, то мiж множинами вiдстаней (як i мiж мно-
жинами вершин) iснує бiєкцiя. Як наслiдок, сума вiдстаней не змiнюється.

Iнварiант 9.6. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒𝑊 (𝐺1) =𝑊 (𝐺2) . □

Матрицi вiдстаней мiж будь-якою парою вершин графiв з рис. 9.2 не
спiвпадають:

𝐷𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 2 2 2 1 1 1 3
2 0 2 2 1 1 3 1
2 2 0 2 1 3 1 1
2 2 2 0 3 1 1 1
1 1 1 3 0 2 2 2
1 1 3 1 2 0 2 2
1 3 1 1 2 2 0 2
3 1 1 1 2 2 2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝐷𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 2 1 1 2 3 2
1 0 1 2 2 1 2 3
2 1 0 1 3 2 1 2
1 2 1 0 2 3 2 1
1 2 3 2 0 1 2 1
2 1 2 3 1 0 1 2
3 2 1 2 2 1 0 1
2 3 2 1 1 2 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(9.5)

але суми елементiв над головною дiагоналлю для них однаковi: 𝑊 (𝐺) =
𝑊 (𝐻) = 48. На жаль, те ж саме маємо i для неiзоморфних графiв з
рис. 9.3. Їхнi матрицi вiдстаней такi:

𝐷𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 2 1 2
1 0 2 1 2 1
1 2 0 3 1 2
2 1 3 0 2 1
1 2 1 2 0 1
2 1 2 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐷𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 2 2 1
1 0 2 1 1 2
1 2 0 3 1 2
2 1 3 0 2 1
2 1 1 2 0 1
1 2 2 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (9.6)

i суми елементiв над головною дiагоналлю для них спiвпадають: 𝑊 (𝐺) =
𝑊 (𝐻) = 23.

Обчислимо вектор (наприклад, вектор-рядок, хоча це не має значен-
ня) ступенiв вершин. Найпростiше це зробити, додавши стовпцi матрицi
iнцидентностi або сумiжностi вершин. Якщо, наприклад, виявиться, що
у графi 𝐺1 є 8 вершин ступеня 5, а у графi 𝐺2 є 12 таких вершин, то
нiякої бiєкцiї (9.3) встановити мiж вершинами 𝐺1 та 𝐺2 не вдасться: для
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чотирьох вершин ступеня 5 у 𝐺2 не знайдеться вiдповiдних у 𝐺1. Отже,
необхiдною умовою iзоморфiзму є спiвпадiння кiлькостi нулiв, одиниць,
двiйок, трiйок тощо у векторах ступенiв вершин дослiджуваних графiв.
Якщо цi вектори упорядкувати (наприклад, у порядку зростання), та по-
значити упорядкованi вектори як 𝑝 (𝐺1) та 𝑝 (𝐺2), то цi вектори повиннi
просто спiвпадати, як i вектори ексцентриситетiв.

Iнварiант 9.7. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝑝 (𝐺1) = 𝑝 (𝐺2) . □

Матрицi сумiжностi вершин для графiв з рис. 9.2 мають вигляд:

𝐵𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝐵𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(9.7)

а упорядкованi вектори ступенiв вершин, як i упорядкованi вектори екс-
центриситетiв, складаються лише з трiйок:

𝑝 (𝐺) =
(︀
3 3 3 3 3 3 3 3

)︀
;

𝑝 (𝐻) =
(︀
3 3 3 3 3 3 3 3

)︀
.

(9.8)

Для графiв з рис. 9.3 їхнi матрицi сумiжностi вершин такi:

𝐵𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; 𝐵𝐻 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (9.9)

а упорядкованi вектори ступенiв вершин мають вигляд:
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𝑝 (𝐺) =
(︀
2 2 3 3 3 3

)︀
; 𝑝 (𝐻) =

(︀
2 2 3 3 3 3

)︀
, (9.10)

тобто теж однаковi, хоча цi графi не є iзоморфними.
Як i у випадку з вектором ексцентриситетiв, вектор ступенiв вершин

також можна використовувати для зменшення кiлькостi перестановок,
якi треба перебирати. Тобто можна окремо переставляти вершини ступе-
ня 1, окремо ступеня 2 тощо.

Можна також поєднати дослiдження за ступенями вершин та екс-
центриситетами. Для цього треба розбити множини вершин обох порiв-
нюваних графiв на класи еквiвалентностi таким чином, що в один клас
потрапляли вершини з однаковим ступенем та однаковим ексцентрисите-
том. Потiм можна порiвнювати цi класи. Якщо, наприклад, у графi 𝐺1 є
4 вершини ступеня 2 з ексцентриситетом 3, а у графi 𝐺2 таких вершин
5, то, зрозумiло, такi графи точно не є iзоморфними. Якщо ж є повне
спiвпадiння кiлькостей вершин у кожному класi еквiвалентностi, можна
спробувати переставити вершини окремо у кожному класi.

Наприклад, для графiв з рис. 9.2 ми не отримаємо спрощень, тому
що в них i вектори ступенiв вершин, i вектори ексцентриситетiв склада-
ються лише з трiйок. А для графiв з рис. 9.3 вектори ексцентриситетiв та
ступенiв вершин (неупорядкованi) є такими:

𝜀 (𝐺) =
(︀
2 2 3 3 2 2

)︀
; 𝜀 (𝐻) =

(︀
2 2 3 3 2 2

)︀
;

𝑝 (𝐺) =
(︀
3 3 2 2 3 3

)︀
; 𝑝 (𝐻) =

(︀
3 3 2 2 3 3

)︀
.

(9.11)

У обох цих графiв є по 4 вершини ступеня 3 та ексцентриситету 2 i
по 2 вершини ступеня 2 та ексцентриситету 3. При пошуку iзоморфiзму
(9.3) можна окремо пробувати порiвнювати {𝑣3, 𝑣4} з {𝑤3, 𝑤4}, i окремо
{𝑣1, 𝑣2, 𝑣5, 𝑣6} з {𝑤1, 𝑤2, 𝑤5, 𝑤6}.

Зi ступенями вершин пов’язаний ще один iнварiант: iндекс Рандича
(Randič index), який використовується в математичнiй хiмiї та хемоiнфор-
матицi. Треба знайти ступенi кожної вершини deg (𝑣𝑖); потiм для кожного
ребра 𝑒𝑖𝑗 = {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} обчислити величини 1√

deg(𝑣𝑖)deg(𝑣𝑗)
та додати їх:

𝑟 (𝐺) =
∑︁

∀𝑒𝑖𝑗∈𝐸

1√︀
deg (𝑣𝑖) deg (𝑣𝑗)

. (9.12)

Це й є iндекс Рандича. Якщо структура графа не змiнюється, то неза-
лежно вiд нумерацiї вершин у кожного ребра графа 𝐺 є свiй "двiйник" у
iзоморфному графi𝐻 з такими самими ступенями вершин на його кiнцях.

Iнварiант 9.8. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝑟 (𝐺1) = 𝑟 (𝐺2) . □
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Неважко усно порахувати, що для обох графiв з рис. 9.2 iндекс Ран-
дича дорiвнює 4. Але i для обох неiзоморфних графiв з рис. 9.3 цей iндекс
теж однаковий: 𝑟 (𝐺) = 𝑟 (𝐻) = 2

√
6+4
3 ≈ 2.966.

Наступний iнварiант — це хроматичне число 𝜒 (𝐺), або кiлькiсть ко-
льорiв у мiнiмальнiй правильнiй розфарбовцi (див. главу 3).

Iнварiант 9.9. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝜒 (𝐺1) = 𝜒 (𝐺2) . □

Наприклад, граф на рис. 9.2, а правильно фарбується двома фарба-
ми: лiва доля однiєю, а права — iншою. У графi з рис. 9.2, б однiєю фар-
бою можна пофарбувати вершини 𝑤1, 𝑤3, 𝑤6, 𝑤8; а другою — чотири iншi.
I, нарештi, за допомогою цього iнварiанту ми можемо розрiзнити неiзо-
морфнi графи з рис. 9.3! Для правильної розфарбовки графа з рис. 9.3, а
потрiбно три фарби, бо в ньому є трикутники 𝐾3. А вершини графа з
рис. 9.3, б правильно фарбуються лише двома фарбами. Для 𝑤2, 𝑤3, 𝑤6

обираємо першу фарбу, а для 𝑤1, 𝑤4, 𝑤5 — другу.
Розглянемо наступний iнварiант, пов’язаний з матрицями сумiжностi

вершин (9.7) або (9.9). При бiєкцiї (9.3) вершини перенумеровуються, що
вiдповiдає перестановцi рядкiв та стовпцiв матрицi сумiжностi вершин.
З лiнiйної алгебри вiдомо, що для перестановки стовпцiв якоїсь матрицi
треба помножити її на квадратну матрицю перестановок 𝑇 . У першому
рядку 𝑇 буде одиниця на тому мiсцi, куди треба перенести перший стовп-
чик, у другому рядку — одиниця на тому мiсцi, куди треба перенести
другий, i т. д., а всi iншi елементи 𝑇 нульовi. Так, матриця перестановки
(9.1) має вигляд:

𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (9.13)

Множення 𝐵𝐺 на 𝑇 переставляє стовпцi у 𝐵𝐺 згiдно з (9.1):
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𝐵𝐺𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(9.14)
Як бачимо, 1-й стовпчик залишився 1-м, 2-й став 6-м, 3-й — 8-м тощо.

Для перестановки рядкiв тепер треба помножити транспоновану матрицю
𝑇 𝑇 на результат (9.14). Рядки у 𝐵𝐺 будуть переставленi у такому самому
порядку, як i ранiше стовпцi:

𝑇 𝑇𝐵𝐺𝑇 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

(9.15)
Пiсля такої перестановки стовпцiв i рядкiв ми отримали 𝐵𝐻 :
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𝐵𝐻 = 𝑇 𝑇𝐵𝐺𝑇 . (9.16)

Але матриця 𝑇 є ортогональною: норми всiх стовпцiв одиничнi, а
скалярнi добутки двох будь-яких рiзних стовпцiв є нулями. Для такої
матрицi 𝑇−1 = 𝑇 𝑇 , i має мiсце формула:

𝐵𝐻 = 𝑇−1𝐵𝐺𝑇 . (9.17)

Саме за такою формулою змiнюється й матриця лiнiйного операто-
ра при переходi до iншого базису. У нашому випадку матрицi 𝐵𝐺 та 𝐵𝐻

симетричнi, а 𝑇 ортогональна. То ж формула (9.17) дає змiну матрицi си-
метричного лiнiйного оператора при переходi до iншого ортонормованого
базису (ОНБ). Причому тут матриця 𝑇 описує перехiд не до будь-якого
ОНБ, а перехiд з перенумерацiєю осей координат у 𝐸𝑛 згiдно з бiєкцiєю
(9.3). З теорiї лiнiйних операторiв вiдомо, що при змiнi базису не змiню-
ються характеристичний полiном його матрицi 𝐷 (𝜆) i, вiдповiдно, його
коренi (тобто спектр оператора). Отже, характеристичний полiном мат-
рицi сумiжностi вершин (та його коренi) є iнварiантом.

Iнварiант 9.10. 𝐺1 ≃ 𝐺2 =⇒ 𝐷1 (𝜆) = 𝐷2 (𝜆) . □

На практицi легше перевiряти коефiцiєнти характеристичного полi-
ному (цiлi числа).

Для обох графiв з рис. 9.2:

𝐷 (𝜆) = |𝐵𝐺 − 𝜆𝐸| = |𝐵𝐻 − 𝜆𝐸| = 𝜆8 − 12𝜆6 + 30𝜆4 − 28𝜆2 + 9. (9.18)

А для неiзоморфних графiв з рис. 9.3 вони рiзнi:

{︂
𝐷1 (𝜆) = |𝐵𝐺 − 𝜆𝐸| = 𝜆6 − 8𝜆4 − 4𝜆3 + 12𝜆2 + 8𝜆;
𝐷2 (𝜆) = |𝐵𝐻 − 𝜆𝐸| = 𝜆6 − 8𝜆4 + 4𝜆2.

(9.19)

З iншого боку, є неiзоморфнi графи, для яких 𝐷 (𝜆) спiвпадають.
Наприклад, графи на рис. 9.4 напевно неiзоморфнi: у них рiзнi ступенi
вершин. Але характеристичнi полiноми в них однаковi:

𝐷 (𝜆) = |𝐵𝐺 − 𝜆𝐸| = |𝐵𝐻 − 𝜆𝐸| = −𝜆5 + 4𝜆3. (9.20)

Iснують i iншi iнварiанти, у т. ч. й достатнi. Якщо, наприклад, ви-
писати в рядок елементи матрицi сумiжностi вершин 𝐵 над головною
дiагоналлю: 𝑏12, 𝑏13, 𝑏23, 𝑏14, 𝑏24, 𝑏34, . . . , 𝑏1,𝑛, . . . , 𝑏𝑛−1,𝑛, то отримаємо пос-
лiдовнiсть нулiв та одиниць, яку можна розглядати як двiйкове число.
Це число пiсля переведення в десяткову систему координат називається
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Рис. 9.4. Неiзоморфнi графи з однаковими характеристичними полiномами

кодом матрицi 𝐵 та позначається 𝜇 (𝐺). При рiзнiй нумерацiї вершин, тоб-
то при рiзних перестановках рядкiв i стовпцiв 𝐵, код може бути бiльшим
або меншим. Так ось, найменше та найбiльше значення коду: 𝜇min (𝐺) та
𝜇max (𝐺) є достатнiми iнварiантами при заданому конкретному 𝑛.

Iнварiант 9.11. 𝐺1 ≃ 𝐺2 ⇐⇒
⇐⇒ (𝜇min (𝐺1) = 𝜇min (𝐺2)) ∧ (𝜇max (𝐺1) = 𝜇max (𝐺2)) ∧ (𝑛1 = 𝑛2) . □

На жаль, задача знаходження перестановки, яка надає коду матри-
цi 𝐵 мiнiмальне та максимальне значення, нiчим не легша за звичайне
перебирання перестановок.

Як бачимо, задача перевiрки графiв на iзоморфiзм є досить склад-
ною. У MATLAB є два вбудованi методи для розв’язання задачi iзомор-
фiзму: isisomorphic та isomorphism. У кожному з них вхiдними параме-
трами є два графи (мультиграфи, псевдографи, орграфи), а також дода-
тковi параметри, що визначають iдентифiкацiю вершин.

Метод isisomorphic повертає булiвську змiнну, що визначає: iзо-
морфнi графи чи нi. Метод isomorphism повертає два вихiднi параметри:
вектори-стовпчики з перестановками вершин та ребер, якщо графи iзо-
морфнi. Для неiзоморфних графiв повертаються пустi масиви.

Приклад 9.1. Знайти iзоморфiзм графiв з з рис. 9.2.

s1 = [1 1 1 2 2 3 3 4 5 5 7 7]; % початки ребер
t1 = [2 4 5 3 6 4 7 8 6 8 6 8]; % кiнцi ребер
x1 = [1 4 4 1 2 3 3 2]; % координати вершин
y1 = [4 4 1 1 3 3 2 2];
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Рис. 9.5. Iзоморфiзм двох графiв

s2 = [1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4]; % початки ребер
t2 = [5 6 7 5 6 8 5 7 8 6 7 8]; % кiнцi ребер
x2 = [1 1 1 1 4 4 4 4]; % координати вершин
y2 = [4 3 2 1 4 3 2 1];
G1 = graph(s1,t1); % створили перший граф
G2 = graph(s2,t2); % створили другий граф
p = isomorphism(G1,G2); % знаходимо iзоморфiзм
if isempty(p)

t = "Не iзоморфнi графи";
else

t = "Iзоморфнi графи";
end
figure("Position",[100 100 960 420]) % нове вiкно фiгури
subplot(1,2,1) % лiва частина
plot(G1,"XData",x1,"YData",y1) % перший граф
title(t) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
subplot(1,2,2) % права частина
[s,is] = sort(p); % номери вершин
plot(G2,"XData",x2,"YData",y2,"NodeLabel",is) % другий граф
title(t) % заголовок
axis("equal") % однаковий масштаб уздовж осей координат
axis("off") % прибрали осi
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print("Isomorphism","-dpng") % зберегли рисунок у файл

На рис. 9.5 показанi два iзоморфнi графи. Вершини 𝐺2 перенумеро-
ванi у вiдповiдностi до 𝐺1. □

9.3. Запитання для перевiрки
1. Що таке iзоморфiзм?
2. Що таке перестановка?
3. Що таке iнварiант графа?
4. Що таке iндекс Вiнера?
5. Що таке iндекс Рандича?
6. Що таке характеристичний полiном?
7. Як розв’язати задачу iзоморфiзму в MATLAB?
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10. Iндивiдуальнi домашнi завдання
10.1. Змiст завдання

Вхiдними даними є орграф зi зваженими вершинами та дугами, вiн
використовується в IДЗ-2. Якщо замiнити дуги ребрами (тобто прибрати
стрiлки), то отримаємо простий граф зi зваженими вершинами та ребра-
ми, вiн використовується для IДЗ-1.

Перенумеруйте вершини. Задайте координати вершин (приблизно,
це потрiбно лише для рисування). Перенумеруйте ребра (дуги). Задай-
те структуру графа (орграфа), тобто визначте, якi вершини поєднує ко-
жне ребро (дуга). Збережiть координати вершин, ваги вершин, структуру
графа (орграфа), ваги ребер (дуг) у якомусь текстовому файлi або еле-
ктроннiй таблицi. За допомогою MATLAB, сайту [4] або будь-якого iншого
ресурсу розв’яжiть та нарисуйте розв’язки таких задач.

10.1.1. Задачi на простому графi

1. Максимальне зважене паросполучення (реберне пакування).
2. Максимальна зважена незалежна множина вершин (вершинне па-

кування).
3. Мiнiмальне зважене реберне покриття.
4. Мiнiмальне зважене вершинне покриття.
5. Мiнiмальна зважена домiнуюча (зовнiшньо стiйка) множина ребер.
6. Мiнiмальна зважена домiнуюча (зовнiшньо стiйка) множина вер-

шин.
7. Максимальний зважений повний пiдграф (клiка).
8. Мiнiмальна правильна розфарбовка вершин.
9. Мiнiмальна правильна розфарбовка ребер.

10. Мiнiмальне зважене остовне дерево.
11. Фундаментальна система циклiв.
12. Фундаментальна система коциклiв (розрiзiв).
13. Ексцентриситети вершин, радiус та дiаметр графа, центральнi та

периферiйнi вершини.
14. Перевiрте граф на ейлеровiсть; якщо вiн ейлерiв (напiвейлерiв), знай-

дiть ейлерiв цикл (шлях).

10.1.2. Задачi на орграфi

1. Сильно зв’язанi компоненти та їхнє часткове упорядкування.
2. Найкоротший шлях вiд якоїсь вершини з якоїсь першої компоненти

сильної зв’язностi до якоїсь вершини з якоїсь останньої компоненти
сильної зв’язностi (вершини та компоненти оберiть самi).
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Створiть з орграфа мережу. Для цього стягнiть кожну компоненту
сильної зв’язностi до однiєї вершини. Ваги дуг, що йдуть до компонен-
ти, додаються; що йдуть вiд компоненти — теж. За необхiдностi додай-
те фiктивну початкову вершину та (або) кiнцеву. У побудованiй мережi
розв’яжiть такi задачi.

3. Максимальний потiк (вага дуги — обмеження на її пропускну здат-
нiсть, у фiктивних дугах пропускна здатнiсть необмежена).

4. Мiнiмальний розрiз (вага дуги — обмеження на її пропускну здат-
нiсть, у фiктивних дугах пропускна здатнiсть необмежена).

5. Критичний шлях, моменти настання кожної подiї та можливi за-
тримки робiт у мережi PERT (вага дуги — це тривалiсть роботи; у
фiктивних дугах тривалiсть роботи нульова).
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10.2. Варiанти завдань
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Предметний покажчик

A
acyclic digraph ациклiчний орграф

145
adjacency matrix матриця

сумiжностi вершин 32
adjacent сумiжний 13
antisymmetric антисиметричне 143
approachability досяжнiсть 142
arc дуга 18
arrow стрiлка 18
asymmetric асиметричне 143

B
base, basis of matroid база (базис)

матроїда 95
binary relation бiнарне вiдношення

142
bipartite graph дводолевий граф 15

C
Cartesian product декартiв добуток

142
central vertex центральна вершина

181
chromatic index хроматичний

iндекс 86
chromatic number хроматичне

число 81
circuit of matroid цикл матроїда

123
clique клiка 15, 77
cocycle basis коцикловий базис 135
cocycle rank коциклiчний ранг 135
cocycle коцикл 131
colored edges розфарбованi ребра

86
colored vertices розфарбованi

вершини 81
coloring розфарбовка 14
complete graph повний граф 15
complete subgraph повний пiдграф

77
connected graph зв’язний граф 98

connectivity matrix матриця
досяжностi 145

covering (edge) реберне покриття 57
covering (vertex) вершинне

покриття 61
critical path критичний шлях 198
cut розрiз 131
cut-set розрiз 194
cycle basis цикловий базис 123
cycle of matroid цикл матроїда 123
cycle цикл 99
cyclic rank циклiчний ранг 123

D
degree of a vertex ступiнь вершини

31
dependent set (of matroid) залежна

множина матроїда 95
dependent set of matroid залежна

множина матроїда 122
diameter of a graph дiаметр графа

181
digraph орграф 18
Dijkstra algorithm алгоритм

Дейкстри 166
Dirac theorem теорема Дiрака 118
direct sum пряма сума 120, 131
distance вiдстань 181
dominating set (edge) домiнуюча

множина ребер 67
dominating set (vertex) домiнуюча

множина вершин 72
dual hypergraph двоїстий гiперграф

17

E
eccentricity of a vertex

ексцентриситет вершини
181

edge ребро 10
edge-adjacency matrix матриця

сумiжностi ребер 36
empty graph пустий граф 15



equivalence еквiвалентне 143
Eulerian cycle ейлерiв цикл 110
Eulerian multigraph ейлерiв

мультиграф 110
Eulerian path ейлерiв шлях 111
event подiя 197
external stability set (edge)

зовнiшньо стiйка
множина ребер 68

external stability set (vertex)
зовнiшньо стiйка
множина вершин 72

F
Fleury’s Algorithm алгоритм

Фльорi 113
Floyd-Warshall algorithm алгоритм

Флойда-Воршола 176
Ford-Fulkerson theorem теорема

Форда-Фалкерсона 196
forest лiс 101
fundamental cocycles

фундаментальна система
коциклiв 135

fundamental cycles фундаментальна
система цiклiв 123

G
graph граф 10
graphic matroid графовий матроїд

102
greedy algorithm жадiбний

алгоритм 81, 86, 92
ground set (of matroid) носiй

матроїда 94

H
Hamiltonain cycle гамiльтонiв цикл

117
Hamiltonain graph гамiльтонiв

граф 117
Hamiltonain path гамiльтонiв шлях

117
hyperedge гiперребро 13
hypergraph гiперграф 12

I
incidence matrix матриця

iнцидентностi 27
incidence вiдповiдний 17
incident iнцидентний 13
independent cocycles незалежнi

коцикли 135
independent cycles незалежнi цикли

124
independent set (of vertex)

незалежна множина
вершин 53

independent sets (of matroid)
незалежнi множини
матроїда 94

invariant iнварiант 204
isomorphism iзоморфiзм 203

K
Kruskal’s algorithm алгоритм

Краскала 105

L
line-covering реберне покриття 57
loop петля 12

M
matching паросполучення 45
matroid матроїд 94, 123
maximum flow problem задача про

максимальний потiк 190
minimum cut-set мiнiмальний

розрiз 194
minimum regular edge coloring

мiнiмальна правильна
розфарбовка ребер 86

minimum regular vertex coloring
мiнiмальна правильна
розфарбовка вершин 81

multigraph мультиграф 12

N
network мережа 185
node вузол 10
null graph нуль-граф 15
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O
order of a graph розмiр графа 10
Ore theorem теорема Оре 118
oriented cycle орiєнтований цикл

145

P
packing (edge) реберне пакування

45
packing (vertex) вершинне

пакування 53
partial order частково

упорядковане 143
partition matroid матроїд розбиттiв

94
path шлях, маршрут 98
perfect matching довершене

паросполучення 46
peripheral vertex периферiйна

вершина 181
PERT 197
preorder передупорядковане 143
Prim’s algorithm алгоритм Прiма

102
pseudograph псевдограф 12

Q
quasiorder квазiупорядковане 143

R
radius of a graph радiус графа 181
Rado-Edmonds theorem теорема

Радо-Едмондса 97
Randič index iндекс Рандича 208
rank of matroid ранг матроїда 96
reflexive рефлексивне 143
regular edge coloring правильна

розфарбовка ребер 86
regular vertex coloring правильна

розфарбовка вершин 81
relaxation релаксацiя 167

S
semi-Eulerian multigraph

напiвейлерiв мультиграф

111
semi-Hamiltonain graph

напiвгамiльтонiв граф
118

shortest path найкоротший шлях
166

simple cycle простий цикл 99
simple path простий шлях 98
sink кiнцева вершина 185
size of a graph потужнiсть графа 11
source початкова вершина 185
spanning tree остовне дерево 99
stable set (of vertex) внутрiшньо

стiйка множина вершин
53

strongly connected component
компонента сильної
зв’язностi 145

strongly connected сильно зв’язанi
144

symmetric симетричне 143

T
tail кiнцева вершина 185
task робота 197
total order повнiстю упорядковане

143
total повне 143
transitive транзитивне 143
transversal set (vertex)

трансверсальна множина
вершин 61

tree дерево 101
triangle relaxation релаксацiя

трикутника 177

V
vertex вершина 10
Vizing theorem теорема Вiзiнга 86

W
weight вага 14
weighted зважений 13
Wiener index iндекс Вiнера 205
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