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Введение 
 
Анализ динамических процессов различной 
физической природы, имеющих место в тех-
нических системах, сводится к составлению 

и последующему решению совокупности 
дифференциальных, интегральных или инте-
гро-дифференциальных уравнений [1-6]. 
Многие из этих систем адекватно представ-
ляются их структурно-сложными дискрет-
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ными моделями большой размерности 
(большое количество параметров и степеней 
свободы), что затрудняет составление урав-
нений и получение их решений. Кроме того, 
исследование взаимовлияния указанных 
процессов придает задачам анализа дополни-
тельную сложность. В этой связи, актуаль-
ным становится создание на базе специаль-
ных систем компьютерной алгебры (СКА) 
программных комплексов (ПК) для автома-
тизированного построения уравнений и эф-
фективного поиска решений задач анализа 
динамических процессов в таких системах [3, 
5, 6]. Таким образом, разработка ПК для ана-
лиза динамических процессов в дискретных 
электрических и электромеханических си-
стемах имеют важное прикладное значение, 
например, для решения проблем электриче-
ского транспорта. 
 

Анализ публикаций 
 
Отдельные публикации, например [1-4], по-
священы математическому моделированию 
динамических процессов разной физической 
природы в дискретных системах. В основу 
построения обобщенных моделей положены 
известные гидромеханические и электроме-
ханические аналогии, использующие универ-
сальность дифференциальных уравнений, 
описывающих динамические процессы раз-
ной физической природы. Так, например, 
основываясь на электромеханических анало-
гиях для электрических цепей (ЭЦ) и элек-
тромагнитных систем (ЭМС), применяют 
довольно универсальные приемы построения 
математических моделей, которые хорошо 
формализованы благодаря использованию 
законов Кирхгофа и ориентированных гра-
фов [1, 4]. Вместе с тем, на основе электро-
механических аналогий, в [2] получены диф-
ференциальные уравнения ЭЦ с использова-
нием уравнений Лагранжа второго рода. К 
настоящему времени имеются разработки 
ПК, в основе которых лежат специальные 
СКА, предназначенные для анализа динами-
ческих процессов в дискретных механиче-
ских системах. Например, в работах [3, 5, 6] 
дано описание ПК «КИДИМ», который ис-
пользуется для решения задач анализа кине-
матики, динамики и статики силовых пере-
дач транспортных систем, в том числе и с 
гидрообъемными передачами. Однако в ли-
тературе практически отсутствуют теорети-
ческие и прикладные разработки ПК, осно-
ванные на СКА и предназначенные для ана-

лиза динамических процессов в дискретных 
электрических и электромеханических си-
стемах. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Целью данной работы является изложение 
теоретических основ автоматизированного 
построения дифференциальных уравнений, 
описывающих динамические процессы в 
дискретных электрических и электромехани-
ческих системах, на базе общего вариацион-
ного уравнения динамики, записанного в 
векторно-матричной форме, с использовани-
ем электромеханических аналогий и аппара-
та структурных матриц. 
 
Построение обобщенной математической 

модели 
 
Представим электрическую систему с сосре-
доточенными параметрами в виде множества 
l  индуктивных элементов с индуктивностя-
ми   1

l
k k

L


, множества r  омических сопро-

тивлений  r
kkR 1 , множества c  конденсато-

ров с емкостями  c
kkC 1  и множества e  

источников ЭДС  e
kkE 1 . Воспользуемся 

электромеханической аналогией и составим 
вариационное равенство в форме, которая 
отвечает общему вариационному уравнению 
динамики: 
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где  L

kq ,  R
kq ,  C

kq ,  E
kq  - заряды, которые 

проходят через индуктивный элемент kL , 

омическое сопротивление kR , конденсатор 

kC  и источник ЭДС kE . Учитывая равен-
ство зарядов, проходящих через последова-
тельно соединенные элементы электрической 
системы, а также первый закон Кирхгофа, 
можно определить n  независимых зарядов 
 n

kkq 1 , определяющих все остальные заря-
ды, проходящие через каждый элемент элек-
трической системы: 
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Учитывая независимость вариаций  L
kq ,  R

kq

,  C
kq ,  E

kq  и соотношение (2)-(6), с (1) по-
лучим дифференциальные уравнения второго 
закона Кирхгофа для ЭЦ: 
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Таким образом, для построения дифференци-
альных уравнений,  описывающих процессы, 
протекающие в ЭЦ, достаточно определить 
множество l  индуктивных элементов с ин-
дуктивностями   1

l
k kL

 , множество r  омиче-

ских сопротивлений   1
r

k kR
 , множество c  

конденсаторов с емкостями   1
c

k kC
  и мно-

жество e  источников ЭДС   1
r

k kE
  и заряды, 

которые протекают через них, выразить че-
рез независимые величины. Данный подход, 
основанный на традиционном использовании 
вариационного уравнения динамики, не яв-
ляется единственно возможным и, тем более, 
оптимальным, с точки зрения реализации на 
ЭВМ. Более перспективным в этом смысле 
является использование векторно-матричной 
формы представления общего вариационного 
уравнения динамики и использование аппа-
рата структурных матриц. Согласно [3,5,6], 
модель дискретной механической системы  
представляется совокупностью ее инерцион-
ных, диссипативных, упругих и силовых 
элементов. Введем в рассмотрение векторы 
значений этих элементов: 
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векторы их координат 
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а также вектор обобщенных координат   

 1 2, ,..., n   


. Кроме того, введем век-
торные функции (структуры): 
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которые разрешают однозначно выразить 
координаты инерционных, упругих, диссипа-
тивных и силовых элементов через обобщен-
ные координаты 
 
         1 2 3 4, , ,f f f f          

           (11) 
 
Используя введенные величины, можно 
определить векторы различных сил (инер-
ции, диссипации, упругости), необходимые 
для составления уравнений движения на ос-
нове общего вариационного уравнения ди-
намики, которое представим в виде  
 

         , , , ,J D C P        
       , (12) 



113 

 
Автомобіль і електроніка. Сучасні технології, 6/2014 

где , ,J D C - симметричные матрицы инер-
ции, диссипации и упругости, размерность 
которых определяется соответственно раз-
мерностью векторов , ,J D C

 
. При этом: 
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Введя обозначение для структурных матриц: 
инерции, демпфирования, упругости и сило-
вых воздействий 
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запишем (12) в виде 
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Воспользовавшись свойством скалярного 
произведения, будем кметь 
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Для голономных систем вариации обобщен-
ных координат 


- произвольные, поэтому 

из (15) получим систему дифференциальных 
уравнений в векторно-матричной форме 
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Заменим векторы координат векторными 
функциями, которые определяют структуры 
 
 1 1 2 2 3 3 4

T T T TS Jf S Df S Cf S P  
     . (17) 

 
Уравнение (17) является обобщенной мате-
матической моделью динамических процес-

сов, которые имеют место в дискретных го-
лономных системах. Для широкого класса 
систем структуры   ( 1,4)jf j 

 
 являются 

постоянными и линейными. С учетом этого 
уравнения (17) приобретет вид: 
 
 1 1 2 2 3 3 4

T T T TS JS S DS S CS S P    
     , (18) 

 
где ( 1,4)jS j   числовые структурные мат-
рицы. 
 
Наличие компьютерных систем аналитиче-
ских вычислений разрешит автоматизировать 
процесс построения уравнений, описываю-
щих процессы в электрических и электроме-
ханических системах с сосредоточенными 
параметрами. 
 
Предложенный подход к составлению урав-
нений реализован в ПК «КИДИМ», создан-
ному на основе специальной СКА, для ком-
пьютерного моделирования задач динамики, 
кинематики и статики дискретных механиче-
ских систем. Он позволяет решать задачи 
анализа сколь угодно сложных моделей ре-
альных технических устройств. Но в данной 
работе с целью упрощения выкладок и для 
наглядности иллюстрации использования 
аппарата структурных матриц рассматрива-
ются только самые простые модели электри-
ческих и электромеханических систем. Ис-
пользование уравнений вида (7) для электри-
ческой цепи, представленной на рис. 1, поз-
волит получить ее дифференциальные урав-
нения в виде, который отвечает векторно-
матричному уравнению (17). 
 

 
 

Рис. 1. Схема электрической цепи 
 
Воспользуемся первым вариантом электро-
механической аналогии между характери-
стиками электрической цепи и механической 
системы. Примем следующие соответствия: 
- зарядам в ветвях контура отвечают пере-
мещения точек материальной системы; 
- напряжениям - внешние силы; 
- силам тока - скорости материальных точек; 
- сопротивлениям тока - внутренние (вязкие) 



114 

 
Автомобіль і електроніка. Сучасні технології, 6/2014 

трения; 
- емкостям – податливости связей; 
- индуктивностям – инерционные характери-
стики точек механической системы. 
 
В качестве обобщенных координат выберем 
заряды в контурах схемы. Уравнения (16), 
(17) могут быть применены для составления 
дифференциальных уравнений электриче-
ских цепей. Если цепи линейные, то целесо-
образно воспользоваться уравнением (18). 
 
Структурные матрицы и матрицы значений 
«инерционных», «диссипативных», «упру-
гих» элементов и вектор внешних «силовых» 
элементов запишем так: 
 

    

1 2

3 4

1 0 0
1 0 0

1 1 0
0 1 0 ; ;

1 0 0
1 0 1

1 0 1

1 1 0 1
0 0 1 ; 0 .
1 0 1 0

T

S S

S S

 
          
      

   
       
      

 (19) 
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R
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C

 
   
       
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 
 
 
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 
 
  



 (20) 

 
После подстановки (19), (20) в (18) и выпол-
нение операций имеем векторно-матричное 
уравнение: 
 

  

1 3 3 1 2 3 4 2 4

2 2 2

3 3 4 4

1 3 1 3 1

1 1

3 2 3

0
0 0 0

0 0

1/ 1/ 1/ 1/
1/ 1/ 0 0
1/ 0 1/ 1/ 0

L L L R R R R R R
L q R R q

L L R R

C C C C e t
C C q
C C C

         
          
      

    
       
      

  


(21) 

 
окончательно, система дифференциальных 
уравнений ЭЦ примет вид: 

   

   

1 3 1 3 3 1 2 3 4 1

1 3 1 2 3 1
1 3

2 2 2 2 2 1 2 1
1 1

3 3 3 1 4 3 4 1 3 1
2 3 3

1 11/ 1/

1 1 0

1 1 1 0

L L q L q R R R R q

C C q q q e t
C C

L q R q R q q q
C C

L q L q R q R q q q
C C C

       

     

     

            



  

  

   

 (22) 

 
В табл. 1 представлены значения собствен-
ных частот электрической цепи, а на рис. 2, 3 
- амплитудно-частотные характеристики за-
рядов, которые протекают через элементы 
системы. На вход электрической цепи, пред-
ставленной на рис. 1, подавался синусои-
дальный сигнал амплитудой 10 вольт. 
 
Таблица 1 Значения собственных частот электри-

ческой цепи 
Номер  
частоты 

Значения собственных частот 

Гц рад/ сек. 
1 336178.004 2112268.696 
2 909467.889 5714355.282 
3 2197619.398 13808049.915 

 

 
 
Рис.2 Амплитудно-частотная характеристика 

заряда на конденсаторе 2C  
 

 
 
Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристи-

ка заряда на индуктивности 3L  
 
В качестве простейшей электромеханической 
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системы рассмотрим конденсаторный мик-
рофон, представленный на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4. Конденсаторный микрофон 
 
Правая пластина конденсатора имеет массу 
m  и связана с левой неподвижной пластиной 
пружинами общей жесткости k . Конденса-
тор имеет переменную емкость 

0( ) /( )C x C a a x  , где x - деформация пру-
жин, a - расстояние между пластинами, ко-
гда пружины нейтральны, x a . В качестве 
обобщенных координат выбираем x  и q . 
Применяя приведенный выше алгоритм со-
ставления уравнений в векторно-матричной 
форме с использованием структурных мат-
риц для емкостного микрофона, имеем: 
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Окончательно имеем систему уравнений: 
 

 
 
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2
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/
/

mx kx q C a F t
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 (23) 

 
Систему уравнений (23) можно получить, 
воспользовавшись уравнениями Лагранжа 2-
го рода: 
 

   
,

x

q
q

d T T П Q
dt x x x

d T T П Ф Q
dt q q q q
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
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 (24) 

 
где выражения для кинетической и потенци-
альной энергии электромеханической систе-
мы, а также выражения для функции Рэлея и 
обобщенных сил имеют вид: 
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Результаты расчета с помощью комплекса 
КИДИМ приведены на рис. 5-8. Иллюстра-
тивно параметры электромеханической си-
стемы и характер их изменения имели сле-
дующие значения и выражения: 
m=0,01; L=0,1 ; a=1e-3; Co=1e-6; k=1e3; 
R=1e6; 
F=0,01sin(100t);     E=0,01cos(500t); 
 

 
 
Рис. 5. Перемещение правой пластины кон-

денсатора 
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Рис. 6. Скорость правой пластины конденса-

тора 
 

 
 

Рис. 7. Изменение заряда цепи 
 

 
 

Рис. 8. Изменение силы тока в цепи 
 

Выводы 
 
Используя методику построения уравнений 
движения дискретных механических систем 
на основе общего вариационного уравнения 
динамики, представленного в векторно-
матричной форме с использованием аппарата 
структурных матриц, и электромеханических 

аналогий, проиллюстрировано получение 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, описывающих процессы в электриче-
ских и электромеханических системах. 
 
Рассмотрены вопросы компьютерного со-
ставления уравнений электромеханических 
систем, а также примеры моделирования ди-
намических процессов в таких системах. 
 
На основе свойства инвариантности вида 
дифференциальных уравнений, описываю-
щих процессы разной физической природы в 
дискретных системах, имеется возможность 
автоматизировать построение обобщенных 
математических моделей электромеханиче-
ских систем. 
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