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УДК 621.391: 517. 518:510.52 
 

В.М. УДОВИЧЕНКО, канд. техн. наук, НТУ ”ХПІ”, (м. Харків) 
 

ВЗАЄМОЗВ’ЯЗОК ДВОВИМІРНИХ ІНТЕГРАЛІВ 
ФУР’Є ТА ХАРТЛІ ДЛЯ ФІНІТНИХ ФУНКЦІЙ 
 

Сформульовані та доведені теореми, що встановлюють взаємозв’язок двовимірних інтегралів 
Фур’є та Хартлі для фінітних функцій. Дані теореми є узагальненням відповідних теорем, які 
встановлюють взаємозв’язок між операторами обчислення дискретних та дискретно-неперервних 
двовимірних перетворень Фур’є та Хартлі. 
 
The theorems establishing interrelation between integrals of Fourier and integrals of Hartley for limited 
function are formulated and proved. These theorems are generalisation of the corresponding theorems, 
establishing interrelation between operators of calculations of discrete and is discrete-continuous 
transformations of Fourier and transformations of Hartley. 

 
Проблема, яку ми розв’язуємо в даній статті, полягає в доповнені 

інструментарію інформаційних технологій у базисах Фур’є та Хартлі 
(скорочено &F H ) [1, 2] відповідними теоремами, які встановлюють зв’язок 
між двовимірними інтегралами &F H  для фінітних функцій. Ці теореми є 
узагальненням відповідних теорем, які були раніше сформульовані автором 
для операторів обчислення двовимірних перетворень &F H  і потрібні для 
подальшої розбудови інструментарію інформаційних технологій у базисах 

&F H . Тому проблема є актуальною. 
У літературі, присвяченій застосуванню перетворень & ,F H  основними 

напрямками досліджень є теоретичні аспекти перетворень &F H  та їх 
застосування для вирішення практичних задач обробки сигналів [3-6], 
порівняння швидких алгоритмів дискретних перетворень &F H  [7], 
створення багатовимірних варіантів дискретних перетворень &F H  [8] але 
відсутні теореми, що встановлюють взаємозв’язок двовимірних інтегралів 
Фур’є та Хартлі для фінітних двовимірних функцій.. 

Метою роботи є формулювання та доведення теорем, що встановлюють 
взаємозв’язок двовимірних інтегралів Фур’є та Хартлі для двовимірних 
фінітних функцій з метою подальшого їх застосування для розбудови 
інструментарію інформаційних технологій в базисах Фур’є та Хартлі. 

Побудова теорем, що встановлюють взаємозв’язок двовимірних 
інтегралів Фур’є та Хартлі для фінітних функцій. Не зменшуючи загальності 
ми вважаємо, що носій фінітних функції ( , )f x y , 

  2supp ( , ) , ,f x y D D     . Відомо [4, 6], прямі двовимірні перетворення 
F & H  фінітної, абсолютно інтегрованої функції ( , )f x y , 
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( , ) ( ) ( )r
pf x y C D L D  , 1,2,3..;r  1,2p , можуть бути представлені у 

вигляді: 
 
 

\
, 2

exp 2 ( )1( ) ( , ) ,
2 ( )4

F H j x y
f f x y dx dy

CaS x y

 

 
 

  

    

      
  

   (1) 

( , ) , ( ) cos ( ) sin ( )C CaS       . 
Представимо   у вигляді: 

1

1
k

k
 


  , (2) 

де 1 0 0 0 1, 0. , 0. , 0.C C C C C C C C C                 
Представимо   у вигляді: 

1

1
k

k
 


  , (3) 

де 1 0 0 0 1, 0. , 0. , 0.C C C C C C C C C                 
З урахуванням (2), (3) представимо елементи (1) у вигляді: 

1 1

1 1\
, 2

1 1

exp 2 ( )1( ) ( , ) ,
4 2 ( )

F H
j x y

f f x y dx dy
CaS x y

 

 
 

  

    

 

  

        
    

  (4) 

1 0

1\
, 2 1

exp ( 2 )1( ) ( , ) ,
( 2 )4

F H j x
f f x y dx dy

CaS x

 

 
 

 

 



 

 
   

  
   (5) 

1 1

1 1\
, 2

1 1

exp 2 ( )1( ) ( , ) ,
4 2 ( )

F H
j x y

f f x y dx dy
CaS x y

 

 
 

  

    

 

  

        
    

   (6) 

0 1

1\
, 2 1

exp ( 2 )1( ) ( , ) ,
( 2 )4

F H j y
f f x y dx dy

CaS y

 

 
 

 

 



 

 
   

  
   (7) 

0 1

1\
, 2 1

exp ( 2 )1( ) ( , ) ,
( 2 )4

F H j y
f f x y dx dy

CaS y

 

 
 

 

 



 

 
   

  
   (8) 

1 1

1 1\
, 2

1 1

exp 2 ( )1( ) ( , ) ,
4 2 ( )

F H
j x y

f f x y dx dy
CaS x y

 

 
 

  

    

 

  

        
    

   (9) 
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1 0

1\
, 2 1

exp ( 2 )1( ) ( , ) ,
( 2 )4

F H j x
f f x y dx dy

CaS x

 

 
 

 

 



 

 
   

  
   (10) 

1 1

1 1\
, 2

1 1

exp 2 ( )1( ) ( , ) ,
4 2 ( )

F H
j x y

f f x y dx dy
CaS x y

 

 
 

  

    

 

  

        
    

    (11) 

0 0
\
, 2

1( ) ( , ) .
4

F H f f x y dx dy
 

 
   

     

Для подальшого застосування наводимо пряму та обернену теореми 
Удовиченка В.М. [9, 10]: 

1

1 1exp( ) ( ) ( ), ,
2 2

n
i i

i

j jCaS CaS z z   


           
   

 . (12) 

1

1 1( ) exp( ) exp( ), ,
2 2

n
i i

i

j jCaS j j z z   


           
   

  (13) 

Теорема 1. Для інтегралів 
1 1

\
, ( )F H f 

 
 (4), (11), 

1 1
\

, ( )H F f 
 

 (4), (11), 

 
1 1
\

, ( )H F f  
  (11), (4) виконується наступне: 

1 1 1 1 1 1
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f f      

          
      

 . (14) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
1 1

\
, ( )F H f 

 
 теорем 

(12), (13). 
Теорема 2. Для інтегралів 

1 0
\

, ( )F H f 


 (5), (10), 
1 0
\

, ( )H F f 


 (5), (10), 

1 0
\

, ( )H F f 
  (10), (5) виконується наступне: 

1 0 1 0 1 0
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f f     

          
    

 . (15) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
1 0

\
, ( )F H f 


 теорем 

(12), (13). 
Теорема 3. Для інтегралів 

1 1
\

, ( )F H f  



 (6), (9), 

1 1
\

, ( )H F f  



 (6), (9), 

1 1
\

, ( )H F f 



 (9), (6) виконується наступне: 
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1 1 1 1 1 1
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( ).

2 2
F H H F H Fj jf f f       

          
     

 . (16) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
1 1

\
, ( )F H f  




 теорем 

(12), (13). 
Теорема 4. Для інтегралів 

0 1
\
, ( )F H f 


 (7), (8), 
0 1
\
, ( )H F f 


 (7), (8), 

0 1
\
, ( )H F f  

  (8),(7) виконується наступне: 

0 1 0 1 0 1
\ \ \
, , ,

1 1( ) ( ) ( )
2 2

F H H F H Fj jf f f      

          
    

 . (17) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
0 1
\
, ( )F H f 


 теорем 

(12), (13). 
Теорема 5. Для інтегралів 

0 1
\
, ( )F H f  

  (8), (7), 
0 1
\
, ( )H F f  

  (8), (7), 

 
0 1
\
, ( )H F f 


 (7), (8) виконується наступне: 

0 1 0 1 0 1
\ \ \
, , ,

1 1( ) ( ) ( )
2 2

F H H F H Fj jf f f      

          
    

 . (18) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
0 1
\
, ( )F H f  

  теорем 

(12), (13). 
Теорема 6. Для інтегралів 

1 1
\

, ( )F H f 



 (9), (6), 

1 1
\

, ( )H F f 



 (9), (6), 

 
1 1
\

, ( )H F f  



 (6), (9) виконується наступне: 

1 1 1 1 1 1
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f f       

          
     

 . (19) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
1 1

\
, ( )F H f 




 теорем 

(12), (13). 
Теорема 7. Для інтегралів 

1 0
\

, ( )F H f 
  (10), (5), 

1 0
\

, ( )H F f 
  (10), (5), 

1 0
\

, ( )H F f 


 (5), (10) виконується наступне: 

1 0 1 0 1 0
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f f      

          
    

 . (20) 
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Доведення виконується шляхом застосування до 
1 0

\
, ( )F H f 

  теорем 

(12), (13). 
Теорема 8. Для інтегралів 

1 1
\

, ( )F H f  
  (11), (4), 

1 1, ( )H f  
  (11), (4), 

 
1 1
\

, ( )H F f 
 

 (4), (11) виконується наступне: 

1 1 1 1 1 1
\ \ \

, , ,
1 1( ) ( ) ( )

2 2
F H H F H Fj jf f f        

          
     

 . (21) 

Доведення виконується шляхом застосування до 
1 1

\
, ( )F H f  

  теорем 

(12), (13). 
Тестовий приклад. У табл. наведені результати обчислення інтегралів 

(4)-(11) для функції 2( , ) exp ( ) sin ( ( ) / 7)f x y x y x y         при 

значеннях 1 10,173, 0,377    . 
Таблиця 1 – Обчислені значення інтегралів 

 

1 1, ( )F f  
  –9,0795E–3– 

–1,1729jE–2 1 1, ( )H f  
  2,649929E–3 

1 0, ( )F f 
  –3,392851E–3+ 

+2,557089jE–3 1 0, ( )H f 
  –5,94994E–3 

1 1, ( )F f  
  –5,127361E–3+ 

+1,257593jE–4 1 1, ( )H f  
  –5,253121E–3 

0 1, ( )F f  
  5,876979E–3+ 

+2,902733jE–3 0 1, ( )H f  
  2,974246E–3 

0 1, ( )F f  
  5,876979E–3– 

–2,902733jE–3 0 1, ( )H f  
  8,779712E–3 

1 1, ( )F f  
  –5,127361E–3– 

–1,257593jE–4 1 1, ( )H f  
  –5,001602E–3 

1 0, ( )F f 
  –3,392851E–3– 

–2,557089jE–3 1 0, ( )H f 
  –8,357616E–4 

1 1, ( )F f  
  –9,0795E–3+ 

+1,1729jE–2 1 1, ( )H f  
  –2,080893E–2 

 
Наведені в табл. результати задовольняють вимогам теорем (14) - (21), 

тобто підтверджують їх справедливість. 
Висновки. 1.Сформульовані і доведені теореми (14) – (21), які 

встановлюють зв’язок між двовимірними інтегралами &F H  фінітної 
функції. 2. Наведено тестовий приклад, який підтверджує отримані 
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теоретичні твердження. 
Перспективи досліджень у даному напрямку автор вбачає у 

застосуванні запропонованих теорем, які встановлюють зв’язок між 
двовимірними інтегралами F & H  при вирішені деяких задач інформаційних 
технологій у базисах Фур’є та Хартлі, наприклад, в системах автоматичного 
управління та регулювання, які застосовують сигнальні методи; в задачах 
математичного моделювання та комп’ютерної діагностики, у відомих 
непараметричних та параметричних методах спектрального оцінювання 
сигналів у цифровій обробці сигналів, у електроенергетиці та 
перетворювальній техніці, у вимірювальній техніці при побудові 
комп’ютерних вимірювальних засобів, при побудові різноманітних систем 
кріптографії тощо. 
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