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Представлено методику для проведення експериментального дослідження в’язкопружних властивостей ортотропного матеріалу. Розв’язана 
задача розтягнення та зсуву постійними навантаженнями тонкої в’язкопружної ортотропної пластинки. Розроблено спосіб апроксимації 
експериментальних даних, отриманих у різні моменти часу та для різних температурних точок, з метою визначення пружних властивостей 
та ядра релаксації ортотропного матеріалу, якому характерна в’язкопружність, ступінь анізотропії якої визначається ступенем анізотропії 
пружних властивостей, за допомогою методу найменших квадратів. 

Ключові слова: в’язкопружність, ортотропія, ядро релаксації, метод найменших квадратів. 
 

                                                           
© В.Г. Мартиненко, 2015 

Вступ. В наш час промисловість, що швидко роз-
вивається, виставляє жорсткі вимоги до продуктивно-
сті машин. Це означає, що вони повинні бути достат-
ньо міцними, щоб витримати високий рівень наванта-
жень на них, та водночас легкими, що дозволяє розви-
вати великі швидкості їм у цілому або їхнім рухомим 
частям. Прикладом цих машин можуть служити літак 
або космічний апарат. 

Задля досягнення таких показників використо-
вують композитні матеріали, зокрема склопластик або 
вуглепластик (рис. 1). В процесі навантаження вони 
проявляють складні механічні властивості: ортотро-
пію та в’язкопружність [1]. Для визначення механіч-
ної поведінки та висновків щодо міцності конструк-
цій, елементи яких виконані з композитних матеріалів, 
ці властивості потребують адекватного математичного 
моделювання, що тягне за собою необхідність прове-
дення експериментальних досліджень, спрямованих 
на визначення параметрів тієї чи іншої моделі механі-

чної поведінки матеріалу. 
Саме тому розробка теоретичної бази та методи-

ки проведення експерименту з визначення таких влас-
тивостей є актуальною на даний момент задачею. 

Найчастіше для визначення пружних та в’язко-
пружних властивостей ортотропного матеріалу вико-
ристовують тонкостінні елементи, такі як пластинки 
та оболонки. Зокрема, в роботі [2] продемонстрована 
методика визначення пружних характеристик ортот-
ропних пластин довільної форми за допомогою стати-
чного згинального навантаження її зосередженими 
силами в певних точках. Стаття [3] описує спосіб 
отримання пружних характеристик ортотропної пря-
мокутної пластини при збудженні в ній так званих 
хвиль Ламба. В праці [4] йдеться мова про визначення 
пружних характеристик ортотропної пластини, що має 
різні напрямки армування, за допомогою динамічного 
експерименту. 

 

 
Рисунок 1 – Вуглепластикові елементи корпусу космічного апарату 

 
В той же час, велика увага приділяється експери-

ментальному визначенню в’язкопружних властивос-
тей композитних матеріалів. Так, робота [5] описує 

теорію та методологію числової оцінки лінійної 
в’язкопружності на прикладі тонкого циліндричного 
зразка матеріалу. Стаття [6] провадить натурне дослі-
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дження коливань ортотропних в’язкопружних плас-
тин. В [7] наведено теоретичне прогнозування та ана-
ліз експериментальних даних з визначення динаміч-
них характеристик ортотропної в’язкопружної плас-
тинки. 

Дана робота пропонує розв’язання задачі розтя-
гування тонкої ортотропної в’язкопружної пластинки 
як теоретичну основу для проведення аналогічного 
експерименту з визначення ортотропних пружних та 
в’язкопружних механічних характеристик матеріалу з 
описом методики та способів проведення експеримен-
ту. 

Постановка такої задачі для пружного випадку 
була зроблена в книгах [8, с. 6] та [9, с. 103]. В них 
наведено тензорне рівняння фізичних співвідношень 
для тонкої пружної ортотропної пластини, тобто для 
задачі узагальненого плоского напруженого стану, а 
також вираження матриці податливості через технічні 
пружні постійні. Розв’язання такої задачі для випадку 
пружного ізотропного матеріалу за допомогою вве-
дення спеціальної функції напружень наведено в літе-
ратурі [10, с. 60] та [11, с. 49], при цьому в [11, с. 53] 
детально описується можливість отримання її 
розв’язку за допомогою поліномів при різних наборах 
статичних граничних умов. Робота [12] наводить по-
становку задачі навантаження тонкої анізотропної 
пластини з врахуванням температурних та в’язко-
пружних ефектів матеріалу. 

Розв’язання ж задачі розтягування тонкої ортот-
ропної пружної пластини було виконано навіть із вра-
хуванням внутрішніх концентраторів в ній. Так, в 
статтях [13] та [14] проводяться аналітичне та чисель-
не дослідження концентрації напружень в навантаже-
ній розтягуючими постійними розподіленими силами 
ортотропній пластині, що послаблена внутрішнім елі-
птичним вирізом. Робота [15] дає аналітичний 
розв’язок задачі розтягування диску, що має полярну 
ортотропію пружних властивостей та змінну за радіу-
сом товщину. Нарешті, в книзі [16] наведено розв’язки 
задачі розтягування та згину тонких анізотропних 
пластин різноманітних форм при певних наборах кі-
нематичних та статичних умов. 

Також велика увага приділялась й дослідженню 
узагальненого плоского напруженого стану із враху-
ванням в’язкопружності матеріалу. Наприклад, в стат-
ті [17] наводиться аналітичне моделювання такого 
напруженого стану в в’язкопружній ізотропній плас-
тині із круглим вирізом всередині. В [18] демонстру-
ється аналіз перехідних процесів в ізотропній 
в’язкопружній пластині на пружній основі. Робота 
[19] дає розв’язок рівняння поздовжніх хвиль для 
в’язкопружної нескінченної пластини. 

Водночас, ні в одній з вищенаведених робіт не 
дається розв’язок задачі про навантаження тонкої ор-
тотропної в’язкопружної пластини. Саме тому дана 
стаття присвячена розгляду цього питання з теоретич-
ної та експериментальної точок зору. 

 
1 Постановка задачі. Розглянемо тонку прямо-

кутну пластину, виготовлену з ортотропного в’язко-
пружного матеріалу, осі ортотропії якого співпадають 
із осями координат, та навантажену постійними розтя-

гуючими та зсувними розподіленими навантаженнями 
на краях (рис. 2). 

 

 
Рисунок 2 – Тонка прямокутна пластина під дією постійних 

навантажень 
 
Ставиться задача визначення змінного у часі на-

пружено-деформованого стану конструкції, а також 
розробки методики проведення миттєвих та тривалих 
експериментальних досліджень з визначення пружних 
та в’язкопружних параметрів матеріалу для різних 
температурних точок й адекватної апроксимації отри-
маних даних для застосування їх на практиці при тео-
ретичному дослідженні механічної поведінки склад-
них конструкцій, які виготовлені з матеріалу, що роз-
глядається. 

 
2  Теоретичні положення. Задача знаходження 

напружено-деформованого стану конструкції, що роз-
глядається, належить до класу задач узагальненого 
плоского напруженого стану [11]. Запишемо рівняння 
рівноваги для даного випадку: 
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де x, y – просторові координати, напрямки осей яких 
співпадають із напрямками осей ортотропії матеріалу, 
σx, σy – нормальні напруження в напрямках відповід-
них координатних осей, τxy – дотичне напруження, X, 
Y – об’ємні сили в пластині. 

Фізичні співвідношення в прямій формі для да-
ного класу задач, записані через тензор миттєвих по-
датливостей 2S із компонентами Sij та тензор функцій 
швидкості повзучості 2П із компонентами 
П*ij = SijПij(t), де сумування за індексами, що повто-
рюються, не передбачається, а самі індекси i, j = 1..6 
[20, с. 12]: 
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де εx, εy – лінійні деформації в напрямках відповідних 
координатних осей, γxy – кутова деформація, τ – час, 
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що сплинув, t – даний момент часу (часова координа-
та). 

Введемо функцію напружень φ(x, y, t) таким чи-
ном, щоб задовольнити рівняння рівноваги (1) при 
постійних об’ємних силах: 
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Для задачі навантаження прямокутної пластини 
постійними нормальними та дотичними навантажен-
нями на краях функція напружень може бути записана 
у вигляді полінома другого ступеню, як це було ви-
значено в [11, с. 53]: 
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При цьому можна показати, що коефіцієнти k1, k3 
та k2 відповідають нормальному в напрямку y, норма-
льному в напрямку x та зсувному постійним наванта-
женням на краях пластини. 

Запишемо тепер вирази для деформацій (2) із 
врахуванням (3) та (4) за умови відсутності об’ємних 
навантажень: 
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Проінтегрувавши рівняння для лінійних дефор-
мацій в співвідношеннях Коши [10], отримаємо зага-
льні розв’язки для переміщень: 
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де u, v – переміщення в напрямках осей x та y відпові-
дно, C(y, t), C(x, t) – функції інтегрування, що повинні 
бути знайдені з додаткових умов. 

Враховуючи той факт, що напруження при по-
стійних навантаженнях на краях є постійними за ко-
ординатами, переміщення мають бути лінійними фун-
кціями координат. Це означає, що функції C(y, t) та 
C(x, t) також повинні мати лінійний відносно коорди-
нат вигляд: 
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де C1(t), C2(t), C3(t), C4(t) – невідомі функції часу, що 
потребують для їхнього знаходження чотири умови. 

Перша умова може бути отримана, якщо підста-
вити вирази для переміщень (6) у співвідношення Ко-
ши для зсувної деформації та прирівняти його до пра-
вої частини виразу для зсувної деформації з (5): 
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Підставивши в (8) загальний вид для функцій 
C(y, t) та C(x, t), отримаємо: 
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Ще три умови для знаходження невідомих функ-

цій витікають з умов закріплення пластини. Нехай 
закріплені точка в початку координат та нескінченно 
малий відрізок dx, який співпадає з віссю x, що на 
рис. 2 показано штриховкою. Таке закріплення озна-
чає наступні граничні умови: 
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Підставивши вирази (7) в (6), а потім в систему 
(10), отримаємо: 
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Тоді з виразу (9) маємо значення останньої неві-
домої функції часу: 
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В такому випадку розв’язок задачі для перемі-

щень буде мати вигляд: 
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За аналогією у випадку закріплення нескінченно 
малого відрізку dy, що співпадає з віссю y, розв’язок 
задачі набуде вигляду: 
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У випадку ж відсутності дотичних напружень на 
краях пластини, тобто коли k2 = 0, розв’язок задачі 
спроститься: 
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При цьому для визначення переміщень в конс-
трукції за формулами (13)-(15) коефіцієнти тензору 
податливості матеріалу повинні бути виражені через 
технічні пружні постійні [8, с. 6]): 
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3 Методика проведення експериментальних 

досліджень. Як видно з п. 2 даної роботи, механічні 
характеристики тонкого зразку композитного матеріа-
лу, що розглядається, містять в собі чотири пружні 
постійні S11, S22, S12, S66 та чотири функції швидкості 
повзучості П*11(t), П*22(t), П*12(t), П*66(t). Дуже часто 
такі матеріали проявляють механічну поведінку, при 
якій анізотропія в’язкопружних властивостей визнача-
ється анізотропією пружних властивостей, що означає 
в нашому випадку наступне співвідношення [21]: 

)()(* tSt ijij Π=Π .                            (17) 
Таким чином для визначення в’язкопружних ха-

рактеристик матеріалу достатньо задатися виглядом 
ядра повзучості П(t), яке може бути апроксимоване 
експоненціальними рядами Проні [20]: 

∑
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−=Π
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k
kk tbat

1
)exp()( ,                       (18) 

де ak, bk – параметри повзучості, K – число членів ряду 
Проні. 

Оскільки ми маємо тензор податливості 2S із чо-
тирма компонентами, для визначення пружних пара-
метрів ортотропної пластини необхідно провести се-
рію миттєвих експериментів [22] із врахуванням того, 
що t = 0. 

Нехай до пластини прикладено розтягуюче роз-
поділене навантаження P1, що діє у напрямку осі x, як 
це показано на рис. 3, а. Тоді система (5) для миттєвих 
деформацій набуде вигляду: 
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де εx(I), εy(I) – значення миттєвих лінійних деформацій в 
напрямках відповідних координатних осей для першо-
го експерименту, γxy(I) – кутова деформація для першо-
го експерименту, що повинна дорівнювати нулю. 

Тоді із системи (19) можна знайти дві пружні по-
стійні: 
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Повторюючи процедуру для випадку прикладен-
ня розтягуючого розподіленого навантаження P2, що 
діє у напрямку осі y (рис. 3, б), можна отримати зна-
чення ще однієї пружної постійної: 

2)(22 / PS y ΙΙε= .                             (21) 
При цьому очевидно, що згідно прийнятих при-

пущень повинно також виконуватись співвідношення: 
1)(2)( // PP yx ΙΙΙ ε=ε .                        (22) 

Як видно з третього виразу в системі (5), для зна-
ходження останньої константи S66 потрібно прикласти 
до пластини дотичне навантаження. Реалізувати такий 
тип навантаження можливо за допомогою прикладен-
ня сили P3 під кутом 45° до осей x та y, як показано на 
рис. 3, в. 

 

 
                                                           а                                             б                                        в  

Рисунок 3 – Схеми навантаження пластини 
 
В такому випадку при перерахуванні наванта-

жень на площадки, що паралельні координатним осям, 
отримаємо наступну систему: 
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Перші два вирази в даній системі можуть служи-

ти для перевірки отриманих за допомогою попередніх 
експериментів пружних констант, а третій – для отри-
мання значення останньої невідомої: 

3)(66 /2 PS xy ΙΙΙγ−= .                        (24) 
Таким чином після проведення трьох описаних 

вище експериментів формули (20), (21) та (24) дають 
повну інформацію про компоненти тензору податли-
вості ортотропної пластини. 

Для визначення в’язкопружних характеристик 
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матеріалу при певній температурі у випадку, коли во-
ни визначаються функціями швидкості повзучості, що 
мають вигляд (17), достатньо одного експерименту 
[23, с. 57]. 

Нехай на пластину діє постійне розподілене на-
вантаження P в напрямку осі x. Тоді за формулою (5) 
із врахуванням припущень (17) та (18) маємо для по-
здовжньої деформації у напрямку x: 

]))(exp(1[)( 0
1

11 ττ−−+=ε ∫ ∑
=

dtbaPSt t K

k
kkx .         (25) 

Проінтегрувавши за часом члени ряду Проні та 
поставивши усі невідомі параметри в ліву частину, 
маємо наступний вираз: 
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Якщо ввести змінений параметр ck = ak/bk, то 
отримаємо: 

PSttbc x

K

k
kk 11

1
/)(1)exp( ε−=−∑

=
.              (27) 

Нехай (εx)l, (εy)l – виміряні значення лінійних де-
формацій для моментів часу tl, де l = 1..L, L – число 
проведених вимірювань. 

Очевидно, що для досягнення певного рівня точ-
ності можливо провести L вимірювань деформацій 
(εx)l або ж L/2 деформацій (εx)l та L/2 деформацій (εy)l, 
тобто час проведення вимірювань можна скоротити 
вдвічі. 

Якщо число вимірювань співпадає з подвоєним 
числом членів ряду Проні, тобто L = 2K, то можливе 
досягнення повного співпадіння експериментальних 
результатів із апроксимуючою кривою повзучості 
шляхом розв’язання нелінійної системи алгебраїчних 
рівнянь: 
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або ж системи: 
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Для апроксимації кривої повзучості за допомо-
гою ряду Проні, подвоєне число членів ряду якого 
менше за число вимірювань, тобто L > 2K, може вико-
ристовуватись метод найменших квадратів [24]. Для 
його застосування проводиться побудова квадратичної 
похибки [25] у випадку вимірювань лише однієї або 
двох деформацій відповідно: 
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Тоді, мінімізуючи цю похибку, можемо отримати 
систему 2K лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
коефіцієнтів bk та ck: 
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де p = 1 або 2 в залежності від способу вимірювань 
деформацій (в одному або в двох напрямках відповід-
но). 

Таким чином можемо отримати значення всіх ко-
ефіцієнтів апроксимації ak = ck/bk та bk й аналітично 
повністю описати в’язкопружну поведінку ортотроп-
ного матеріалу для певного рівня температури. 

Оскільки пружні та в’язкопружні властивості ма-
теріалу залежать від його температури, коефіцієнти 
апроксимації, як і коефіцієнти тензору податливості в 
загальному випадку є залежними від температури T: 
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В такому випадку доцільно задатись певним ап-
роксимуючим виглядом функцій (33) та, провівши 
замірювання для різних рівнів температур, також ап-
роксимувати їх за допомогою методу найменших ква-
дратів [23]. 

Нехай (ak)r, (bk)r та (Sij)r – відповідно коефіцієнти 
ряду Проні та тензор податливості матеріалу, визна-
чені за описаною вище схемою для певної температу-
рної точки із індексом r. 

Загальний вигляд апроксимуючих форм для ви-
разів (33) можна записати наступним чином: 
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де M, N, Q – число членів для відповідних апрокси-
муючих рядів. 

Квадратичні похибки для відповідних коефіцієн-
тів запишуться у вигляді: 
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Тоді для визначення коефіцієнтів akm, bkn та qSij 
маємо наступну систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь: 
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В загальному випадку система (36) представляє 
собою систему [K*(M + N) + 4Q] алгебраїчних рівнянь 
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відносно невідомих коефіцієнтів апроксимації. Її роз-
мірність можна знизити на 3Q, якщо врахувати, що усі 
пружні константи при зміні температури змінюються 
пропорційно, що характерно для великого числа ком-
позитних матеріалів [22]. 

В такому випадку потрібно провести три експе-
рименти, що описуються системами (19), (21) та (23), 
для визначення компонентів тензору податливості для 
однієї температурної точки – наприклад, для першої: 
(S11)1, (S12)1, (S22)1, (S66)1. Для інших температурних 
точок r = 2…R проводимо експеримент, що описуєть-
ся, наприклад, системою (19), для визначення пружної 
константи (S11)r, а інші пружні константи визначаємо з 
умов пропорції: 
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Неважко визначити, що залежність між апрокси-
муючими коефіцієнтами буде аналогічною системі 
(37): 
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Тоді система (36) буде мати вигляд: 
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Отже з врахуванням зазначених припущень щодо 
залежності в’язкопружних властивостей матеріалу від 
пружних та пружних властивостей від температури 
потрібно провести три експерименти з визначення 
пружних властивостей матеріалу та R–1 експеримент 
для визначення залежності пружних та в’язкопружних 
властивостей матеріалу від температури. При цьому 
число вимірювань деформацій становить [2+R*(L+1)]. 

В загальному випадку для перевірки обраних 
припущень та усереднення апроксимованих результа-
тів доцільно при збереженні числа експериментів R+2 
провести 3R*(L+1) вимірювань, тобто по три вимірю-
вання для початкового моменту й подальших момен-
тів часу на кожній температурній точці. 

 
Висновки. В рамках підготовки теоретичної бази 

для проведення експериментального дослідження 
пружних та в’язкопружних властивостей ортотропно-
го матеріалу була розв’язана задача про плоский на-
пружений стан ортотропної в’язкопружної пластини. 
Аналітичний нестаціонарний вигляд лінійних та зсув-
ної деформацій пластини дозволив визначити схему 
проведення експериментів з її навантаження та вста-

новити необхідну їхню кількість. На основі методу 
найменших квадратів розроблена методика апрокси-
мації залежностей пружних констант ортотропного 
матеріалу та його ядра релаксації від температури. 
Наведена процедура експериментальних досліджень 
може бути використана при проведенні емпіричних 
дослідів пружних та в’язкопружних властивостей 
композитного матеріалу. 
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