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Вступ
Методичнi вказiвки вiдповiдають навчальним (робочим) програмам з

дисциплiни «Вища математика». Головна мета — надати студентам певний
мiнiмум теоретичного матерiалу, а також практичних навикiв з основних пи-
тань для розв’язання задач за темою «Iнтегрування функцiї однiєї змiнної»,
допомогти студентам в їх самостiйнiй роботi.

У кожному роздiлi наведено достатня кiлькiсть розв’язаних задач та
прикладiв, пояснюючих та закрiплюючих теоретичний матерiал. Серед розв’я-
заних задач чимало таких, якi можна назвати типовими; в будь-якому випад-
ку ознайомлення з ними дозволяє студенту при мiнiмальнiй допомозi з боку
викладача оволодiти основними методами розв’язання задач даного роздi-
лу. Наприкiнцi наведено добiрку iндивiдуальних завдань. Також розiбранi
зразки виконання iндивiдуальних завдань.
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1. Невизначений iнтеграл

1.1. Первiсна функцiя

Означення 1.1. Функцiя F (x) називається первiсною для функцiї f(x) на
деякому промiжку, якщо на цьому промiжку вiконується умова

F ′(x) = f(x). (1.1)

Зауважимо, що функцiя може мати нескiнчену кiлькiсть первiсних, якi
вiдрiзняються на сталу величину.

Означення 1.2. Множина усiх первiсних функцiй для функцiї f(x) нази-
вається невизначеним iнтегралом i позначається символом:

∫

f(x) dx.

Тут f(x) називається пiдiнтегральною функцiєю, f(x)dx називається пi-

дiнтегральним виразом, x — змiнна iнтегрування, dx — диференцiал змiнної

iнтегрування,
∫

— символ iнтегралу.

Таким чином, якщо функцiя F (x) є первiсною для функцiї f(x), тодi

∫

f(x) dx = F (x) + C. (1.2)

Тут C — довiльна стала, яка називається сталою iнтегрування.

Зауваження 1.1. Змiнною iнтегрування може бути будь–яка диферецiйовна
функцiя!
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1.2. Таблиця основних iнтегралiв

1.

∫

0 · dx = C.

2.

∫

1 · dx = x+ C.

3.

∫

xn dx =
xn+1

n+ 1
+ C, (n 6= −1).

4.

∫

dx

x
= ln |x|+ C.

5.

∫

dx√
x
= 2

√
x+ C.

6.

∫

ax dx =
ax

ln a
+ C, (a > 0, a 6= 1).

7.

∫

ex dx = ex + C.

8.

∫

sinx dx = − cosx+ C.

9.

∫

cosx dx = sinx+ C.

10.

∫

1

cos2 x
dx = tg x+ C.

11.

∫

1

sin2 x
dx = − ctg x+ C.

12.

∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C = − arcctg x+ C.

13.

∫

dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C = −1

a
arcctg

x

a
+ C.

14.

∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

x+ a

x− a

∣

∣

∣

∣

+ C.

15.

∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C = − arccosx+ C.

16.

∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C = − arccos

x

a
+ C.

17.

∫

dx√
x2 ± a2

= ln
(

x+
√

x2 ± a2
)

+ C.

6



1.3. Властивостi невизначеного iнтеграла

1.

(
∫

f(x) dx

)′
= f(x),

2. d

(
∫

f(x) dx

)

= f(x)dx,

3.

∫

F ′(x) dx = F (x) + C,

4.

∫

dF (x) = F (x) + C,

5.

∫

A · f(x) dx = A ·
∫

f(x) dx, A = const,

6.

∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫

f(x) dx±
∫

g(x) dx.

Зауваження 1.2. Властивостi 5 i 6 виконуються умовно, тобто лiва i права
частини цих рiвностей можуть вiдрiзнятися на сталу величину. Справа в
тому, що в обох частинах цих рiвностей є невизначенi iнтеграли i кожен з
них мiстить довiльну сталу.

Зауваження 1.3. Властивiстю 1 можна користуватися для перевiрки обчи-
слення невизначеного iнтеграла.
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2. Основнi методи iнтегрування

2.1. Метод розкладання

Знаходження iнтеграла називається iнтегруванням.
Найважливiшi методи iнтегрування: метод розкладання, метод пiдста-

новки та метод iнтегрування частинами.
Усi методи iнтегрування дозволяють звести невизначений iнтеграл до

табличного. Щоб отримати табличний iнтеграл, як правило, пiдiнтегральну
функцiю доводиться перетворювати.

Найпростiший метод iнтегрування — це метод розкладання, вiн базує-
ться на властивостях 5 i 6 невизначеного iнтеграла:

∫

A · f(x) dx = A ·
∫

f(x) dx, A = const,
∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫

f(x) dx±
∫

g(x) dx.

Тобто, якщо пiдiнтегральна функцiя є сумою двох (або бiльше) функцiй,
тодi одержимо два (або бiльше) iнтегралiв. Також потрiбно виносити стали
множники за знак iнтеграла.

Приклад 2.1.

∫
(

5x2 − 3x+
2

x

)

dx =

∫

5x2 dx−
∫

3x dx+

∫

2

x
dx =

= 5

∫

x2 dx− 3

∫

x dx+ 2

∫

1

x
dx = 5

x2+1

2 + 1
− 3

x1+1

1 + 1
+ 2 ln |x|+ C =

= 5
x3

3
− 3

x2

2
+ 2 ln |x|+ C.

Пiдiнтегральна функцiя мiстить суму трьох доданкiв (функцiй). Тому вихi-
дний iнтеграли було розкладено на три iнтеграла, потiм винесли стали мно-
жники за знак iнтегралiв. Одержанi iнтеграли є табличними (вони мiстять
степеневу функцiю).
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Звернемо увагу на те, що iнтегрування степеневої функцiї виконується
за рiзними формулами: першi два iнтеграли — за формулою 3 таблицi, остан-
нiй iнтеграл — за формулою 5.

Приклад 2.2.

∫

(

1−
√
x
)2

dx =

∫

(

1− 2
√
x+ x

)

dx =

∫

dx− 2

∫ √
x dx+

∫

x dx =

= x− 2

∫

x
1

2 dx+
x1+1

1 + 1
= x− 2

x
1

2
+1

1
2 + 1

+
1

2
x2 + C = x− 4

3
x

3

2 +
1

2
x2 + C.

Спочатку пiдiнтегральну функцiю було розкладено за формулою ква-
драта рiзницi:

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

i враховано, що (
√
x)2 =

√
x · √x = x. Крiм того, як i при диференцiюваннi

функцiй, радикал було уявлено у виглядi степеневої функцiї

√
x = x

1

2 , k
√
xn = x

n

k .

Зауваження 2.1. Тому що сума сталих є також стала, то не треба при iнте-
груваннi пiсля кожного доданка ставити сталу iнтегрування. Сталу iнтегру-
вання слiд ставити, коли виконується останнє iнтегрування.

Приклад 2.3.

∫

6x3 − 5

x2
dx =

∫

6x3

x2
dx−

∫

5

x2
dx = 6

∫

x dx− 5

∫

x−2 dx =

= 6
x1+1

1 + 1
− 5

x−2+1

−2 + 1
+ C = 3x2 + 5x−1 + C = 3x2 +

5

x
+ C.

Виконуючи почленне дiлення, одержали два доданка (два iнтеграли). Тут
було враховано, що степенева функцiя має таку властивiсть:

xn

xk
= xn−k,

1

xk
= x−k, тодi

1

x2
= x−2.

Приклад 2.4. Знайти iнтеграл
∫

x2 + 2

x2 − 1
dx.

9



Розв’язання. Запишемо пiдiнтегральну функцiю у виглядi

x2 + 2

x2 − 1
=

x2 − 1 + 1 + 2

x2 − 1
= 1 +

3

x2 − 1
.

Тодi маємо
∫

x2 + 2

x2 − 1
dx =

∫
(

1 +
3

x2 − 1

)

dx =

=

∫

1 · dx+ 3

∫

1

x2 − 1
dx = x +

3

2
ln

∣

∣

∣

∣

x− 1

x+ 1

∣

∣

∣

∣

+ C.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли, використовуючи таблицю iнтегралiв та їх вла-
стивостi.

1.
∫
(

5x2 − 4x+ 3− 2

x

)

dx.

2.
∫
(

2

1 + x2
− 3√

1− x2

)

dx.

3.
∫

2x+ 3

x3
dx.

4.
∫ √

x− x3ex + x2

x3
dx.

5.
∫

3x3 −√
x+ 5x

x
dx.

6.
∫
(

1− x

x

)2

dx.

2.2. Метод пiдстановки

2.2.1. Змiнна iнтегрування

Нагадаємо, що змiнною iнтегрування може бути функцiя. Бiльш того, можна
довести, що формули iнтегрування залишаться незмiнними, якщо незалежну
змiнну x замiнити на будь–яку диференцiйовну функцiю u(x). Тобто, якщо

∫

f(x) dx = F (x) + C,
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то
∫

f (u(x)) du(x) = F (u(x)) + C,

або
∫

f (u) du = F (u) + C.

Ця властивiсть дозволяє одержати таблицю iнтегралiв в наступному виглядi:

∫

un du =
un+1

n+ 1
+ C,

∫

du

u
= ln |u|+ C, . . . ,

де u — будь–яка диференцiйовна функцiя
Наприклад, розглянемо табличний iнтеграл

∫

u du =
u1+1

1 + 1
+ C =

u2

2
+ C.

Тодi, за цiєю властивiстю, маємо

∫

sinx d (sin x) =
sin2 x

2
+ C,

або
∫

ln x d (ln x) =
ln2 x

2
+ C.

Таким чином, у першому випадку змiнною iнтегрування є функцiя u = sinx,
у другому — функцiя u = ln x. Справдi, пiдставимо в перший iнтеграл символ
u замiсть sin x. Тодi маємо табличний iнтеграл

∫

sinx d (sin x) = ‖u = sin x‖ =

∫

u du =
u2

2
+ C =

sin2 x

2
+ C.

2.2.2. Пiдведення сталих пiд знак диференцiала

Нагадаємо формулу диференцiала

df(x) = f ′(x)dx,
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i наведемо деякi перетворення диференцiала. Нехай a = const, b = const,
тодi

d(x+ b) = (x+ b)′dx = (x′ + b′)dx = (1 + 0)dx = dx, ⇒ dx = d(x+ b),

d(ax) = (ax)′dx = a(x)′dx = a dx, ⇒ dx =
1

a
d(ax),

d(ax+ b) = (ax+ b)′dx = a dx ⇒ dx =
1

a
d(ax+ b).

Таким чином, до виразу, що мiститься пiд знаком диференцiала, можна зав-
жди додати сталу b, тобто

∫

f(x) dx =

∫

f(x) d(x+ b),

також, якщо вираз, що мiститься пiд знаком диференцiала, помножити на
сталу (число) a, то iнтеграл потрiбно подiлити на цю сталу a:

∫

f(x) dx =
1

a

∫

f(x) d(ax).

Отже, маємо таке правило пiдведення сталих пiд знак диференцiала:
∫

f(x) dx =
1

a

∫

f(x) d(ax+ b).

Приклад 2.5. Знайти iнтеграл
∫

cos(7x− 5) dx.

Розв’язання. Звернемо увагу, що в таблицi iнтегралiв аргумент пiдiнтеграль-
ної функцiї i змiнна iнтегрування це одна i та ж сама величина, а в цьому
прикладi — рiзнi величини: аргумент функцiї дорiвнює (7x− 5), а змiнна iн-
тегрування — це x. Тому зробимо перетворення диференцiала: спочатку за-
несемо пiд знак диференцiала множник 7; далi додамо сталу −5.
Пiсля перетворення змiнна iнтегрування також дорiвнює (7x − 5) i маємо
табличний iнтеграл.

∫

cos(7x− 5) dx =
1

7

∫

cos(7x− 5)d(7x) =

=
1

7

∫

cos(7x− 5)d(7x− 5) =
1

7
sin(7x− 5) + C.
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Цей iнтеграл можна знайти iнакше. Зробимо замiну змiнної iнтегрування:
аргумент пiдiнтегральної функцiї не дорiвнює змiнної iнтегрування, тому
аргумент пiдiнтегральної функцiї позначимо як допомiжну функцiю u:

u = 7x− 5.

Обчислимо диференцiал цiєї функцiї

du = u′dx, ⇒ du = (7x− 5)′dx = 7dx.

Звiдси одержимо диференцiал вихiдної змiнної iнтегрування dx:

dx =
1

7
du

i пiдставимо його в вихiдний iнтеграл. Одержимо табличний iнтеграл. Остан-
нiй крок: пiсля знаходження iнтеграла ми повиннi повернутися до початкової
змiнної x.

∫

cos(7x− 5) dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 7x− 5,

du = (7x− 5)′dx = 7 dx,

dx =
1

7
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
1

7

∫

cosu du =

=
1

7
sinu + C =

1

7
sin(7x− 5) + C.

Приклад 2.6.
∫ √

2x− 3 dx =
1

2

∫

(2x− 3)
1

2 d(2x− 3) =

=
1

2

(2x− 3)
1

2
+1

1
2 + 1

+ C =
1

3
(2x− 3)

3

2 + C.

∫ √
2x− 3 dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 2x− 3,

du = (2x− 3)′dx = 2 dx,

dx =
1

2
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
1

2

∫

(u)
1

2 du =

=
1

2

u
1

2
+1

1
2 + 1

+ C =
1

3
(2x− 3)

3

2 + C.
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Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись диференцiалами:

dx = d(x+ b), dx =
1

a
d(ax), dx =

1

a
d (ax+ b) .

1.
∫

cosx dx.

2.
∫

cos(2x) d(2x)

3.
∫

cos(2x) dx

4. cos(2x− 1) d(2x− 1)

5.
∫

cos(2x− 1) dx

6.
∫

cos(1− 2x) dx

7.
∫

sin x dx

8.
∫

sin(3 + x) d(3 + x)

9.
∫

sin(3− 4x) d

10.
∫

(2 + x)7 d(2 + x).

11.
∫

(2 + x)7 dx.

12.
∫

(2 + 3x)7 dx.

13.
∫

(2− 3x)11 dx.

14.
∫ √

2− 3x dx.

15.
∫
√

(2− 3x)3 dx.

16.
∫

d(x+ 3)

(x+ 3)2
.

17.
∫

dx

(x+ 3)2
.

18.
∫

dx

3

√

(5− 7x)2
.
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19.
∫

e2x d(2x).

20.
∫

e2x dx.

21.
∫

e−x dx.

22.
∫

e3x−2 dx.

23.
∫

e3−2x dx.

24.
∫

28−5x dx.

25.
∫

dx

x
.

26.
∫

d(x− 1)

x− 1
.

27.
∫

dx

x− 1
.

28.
∫

dx

2x− 1
.

29.
∫

dx

2− 3x
.

30.
∫

dx√
1− x2

.

31.
∫

d(3x)
√

1− (3x)2
.

32.
∫

dx√
1− 9x2

.

33.
∫

dx√
4− x2

.

34.
∫

dx√
2− 3x2

.

35.
∫

dx

1 + x2
.

36.
∫

d(5x)

1 + (5x)2
.

37.
∫

dx

1 + 25x2
.

38.
∫

dx

4 + x2
.
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39.
∫

dx

4 + 9x2
. 40.

∫

dx

2 + 3x2
.

41.
∫

dx√
x2 + 9

.

42.
∫

dx√
3x2 + 5

.

43.
∫

dx√
x2 − 4

.

44.
∫

dx√
5x2 − 2

.

45.
∫

dx

4− x2
.

46.
∫

dx

4− x2
.

47.
∫

dx

4− 25x2
.

48.
∫

dx

2− 5x2
.

2.2.3. Пiдведення функцiї пiд знак диференцiала

Пiдвести пiд знак диференцiала можна не тiлькi сталi, а й функцiї. Розгля-
немо iнтеграл

∫

f(x) dx.

Нехай пiдiнтегральну функцiю f(x) можна уявити як добуток двох функцiй,
одина з яких є похiдна певної функцiї u(x):

f(x) = g(x)u′(x).

Тому що, за ознакою, диференцiал функцiї u(x) дорiвнює

du = u′(x)dx,

маємо
∫

f(x) dx =

∫

g(u(x))u′(x) dx =

∫

g(u) du.

Таким чином, якщо пiдiнтегральну функцiю можна розкласти на два мно-

жника, один з яких є похiдна певної функцiї u(x), то цю функцiю можна
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пiдвести пiд знак диференцiала в надiї, що одержаний iнтеграл буде про-

стiше.

Приклад 2.7. Знайти iнтеграл
∫

xex
2

dx.

Розв’язання. В цьому прикладi пiдiнтегральна функцiя — добуток функцiї
x на функцiю ex

2

. Функцiя 2x цє похiдна функцiї x2, тому функцiю x можна
пiдвести пiд знак диференцiала.

∫

xex
2

dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

d
(

x2
)

=
(

x2
)′

dx = 2x dx

x dx =
1

2
d
(

x2
)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
1

2

∫

ex
2

d
(

x2
)

=
1

2
ex

2

+ C.

Звернемо увагу на те, що можна зробити замiну змiнної iнтегрування, тобто
позначити функцiю x2 (аргумент експоненти) як допомiжну змiнну iнтегру-
вання u = x2:

∫

xex
2

dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = x2,

du = u′dx =
(

x2
)′

dx = 2x dx

x dx =
1

2
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=
1

2

∫

eu du =
1

2
eu + C =

1

2
ex

2

+ C.

Щоразу розглядаючи пiдiнтегральну функцiю, ми шукаємо складну фун-
кцiю та її аргумент. Також з’ясовуємо чи є похiдна цього аргументу, чи нi.
Якщо пiдiнтегральна функцiя має похiдну аргумента складної функцiї, то
цей аргумент можна взяти як допомiжну функцiю, тобто занести цю фун-
кцiю пiд знак диференцiалу. Корисною при цьому може бути таблиця дифе-
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ренцiалiв:

1. d (xn) = nxn−1 dx. 2. d
(√

x
)

=
1

2
√
x
dx.

3. d (ax) = ax ln a dx. 4. d (ex) = ex dx.

5. d (loga x) =
1

x ln a
dx. 6. d (ln x) =

1

x
dx.

7. d (sinx) = cosx dx. 8. d (cosx) = − sinx dx.

9. d (tg x) =
1

cos2 x
dx. 10. d (ctg x) = − 1

sin2 x
dx.

11. d (arcsinx) =
1√

1− x2
dx. 12. d (arccosx) = − 1√

1− x2
dx.

13. d (arctgx) =
1

1 + x2
dx. 14. d (arcctg x) = − 1

1 + x2
dx.

Наведемо такi приклади:
∫

e
√
x dx√

x
=

∥

∥

∥

∥

dx√
x
= 2d

√
x

∥

∥

∥

∥

= 2

∫

e
√
x d(

√
x) = 2e

√
x + C.

Аргументом експоненти є
√
x i пiдiнтегральна функцiя мiстить похiдну цiєї

функцiї (
√
x)

′
=

1

2
√
x

, тому її можна занести пiд знак диференцiала.
∫

etg x
dx

cos2 x
=

∥

∥

∥

∥

dx

cos2 x
= d tg x

∥

∥

∥

∥

=

∫

etg x d(tg x) = etg x + C.

∫

earctg x
dx

1 + x2
=

∥

∥

∥

∥

dx

1 + x2
= d arctg x

∥

∥

∥

∥

=

=

∫

earctg x d(arctgx) = earctg x + C.

∫

earcsinx
dx√
1− x2

=

∥

∥

∥

∥

dx√
1− x2

= d arcsinx

∥

∥

∥

∥

=

=

∫

earcsinx d(arcsinx) = earcsinx + C.

Розглянемо ще декiлька прикладiв.
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Приклад 2.8.
∫

sin3 x cosx dx = ‖d(sinx) = cosx dx‖ =

=

∫

sin3 x d(sinx) =
sin3+1 x

3 + 1
+ C =

sin4 x

4
+ C;

∫

sin3 x cosx dx =

∥

∥

∥

∥

u = sin x,

du = (sinx)′ dx

∥

∥

∥

∥

=

∫

u3 du =
u3+1

3 + 1
+ C =

sin4

4
+ C.

Приклад 2.9.
∫

sin (ln x)

x
dx =

∥

∥

∥

∥

dx

x
= d ln x

∥

∥

∥

∥

=

∫

sin (lnx) d (ln x) = − cos (ln x) + C.

∫

sin (lnx)

x
dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = ln x,

du =
dx

x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∫

sin u du = − cosu+ C = − cos (lnx) + C.

Приклад 2.10.
∫

x dx√
x2 − 3

=

∥

∥

∥

∥

x dx =
1

2
d(x2) =

1

2
d(x2 − 3)

∥

∥

∥

∥

=

∫

d(x2 − 3)

2
√
x2 − 3

=
√

x2 − 3 + C.

Або

∫

x dx√
x2 − 3

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = x2 − 3,

du = u′dx =
(

x2 − 3
)′

dx = 2x dx

x dx =
1

2
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=

∫

du

2
√
u
=

√
u+ C =

√

x2 − 3 + C.

Завдання для самостiйної роботи

1. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись диференцiалами:

xdx =
1

2
d
(

x2
)

, x2dx =
1

3
d
(

x3
)

.
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1.
∫

xdx.

2.
∫

d(x2.

3.
∫

sin
(

x2
)

d
(

x2
)

.

4.
∫

x sinx2dx.

5.
∫

x sin
(

2x2 − 3
)

dx.

6.
∫

x2 sin
(

2x3 − 3
)

d.

7.
∫

x sin
(

4− 3x2
)

d.

8.
∫

cos
(

x2
)

d
(

x2

9.
∫

x cos
(

x2
)

dx.

10.
∫

x cos
(

3x2 − 1
)

dx.

11.
∫

ex
2

d
(

x2
)

.

12.
∫

xex
2

dx.

13.
∫

ex
2+3 d

(

x2 + 3
)

.

14.
∫

xex
2+3 dx.

15.
∫

xe1−2x2

dx.

16.
∫ √

1− xdx.

17.
∫

√

1− x2d
(

x2
)

.

18.
∫

2x
√

1− x2dx.

19.
∫

x
√

3 + x2dx.

20.
∫

x
√

4− 9x2dx.

21.
∫

dx√
x+ 1

.

22.
∫

xdx√
x2 + 1

.

23.
∫

xdx√
2− 3x2

.

24.
∫

xdx√
5x2 − 2

.

25.
∫

xdx

1 + x2
.
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26.
∫

xdx

1 + x4
.

27.
∫

x2
√

1 + x3dx.

28.
∫

x2 6

√

1− 7x3d.

29.
∫

x2dx√
x3 + 1

.

30.
∫

x+ 1√
1− 4x2

dx.

2. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись диференцiалами:

dx√
x
= 2d

(√
x
)

,
dx

x
= d (ln x) ,

cosx dx = d (sin x) , sin x dx = −d (cosx) .

31.
∫

d
(√

x
)

.

32.
∫

dx√
x
.

33.
∫

cos
(√

x
)

d
(√

x
)

.

34.
∫

cos
(√

x
) dx√

x
.

35.
∫

e
√
x dx√

x
.

36.
∫

dx

x
.

37.
∫

d (ln x) .

38.
∫

cos (ln x) d (ln x) .

39.
∫

cos (ln x)
dx

x
.

40.
√
ln x

dx

x
.

41.
∫

dx

x lnx
.

42.
∫

sin3 (ln x)
dx

x
.

43.
∫

cosx dx.

44.
∫

d (sinx) .

45.
∫

sin2 x d (sin x) .

46.
∫

sin2 x cosx dx.
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47.
∫

esinx cosx dx.

48.
∫

sin x dx.

49.
∫

d (cosx) .

50.
∫

cos3 x d (cosx

51.
∫

cos3 x sin x dx.

52.
∫

3
√
1 + 4 cosx sin x d.

3. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись диференцiалами:

exdx = d (ex) ,
dx

1 + x2
= d (arctg x) ,

dx√
1− x2

= d (arcsinx) ,
dx

cos2 x
= d (tg x) .

53.
∫

ex dx.

54.
∫

ex dx

ex − 1
.

55.
∫

ex dx√
e2x − 1

.

56.
∫

ex dx

e2x + 1
.

57.
∫

dx

1 + x2
.

58.
∫

d (arctg x

59.
∫

(arctgx)2 d (arctg x) .

60.
∫

(arctgx)2
dx

1 + x2
.

61.
∫

earctg x
dx

1 + x2
.

62.
∫

dx√
1− x2

.

63.
∫

d (arcsinx) .

64.
∫

dx

(arcsinx)3
√
1− x2

.

65.
∫

earcsinx
dx√
1− x2

.

66.
∫

dx

cos2 x
.

67.
∫

d (tg x) .

68.
∫

3

√

1 + tg x
dx

cos2 x
.
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2.2.4. Замiна змiнної iнтегрування

Нагадаємо, що змiнна iнтегрування може бути функцiя. Тому можна зроби-
ти замiну змiнної iнтегрування. Нехай x є певна диферецiйовна монотонна
функцiя x = u(t) змiнної t. Тому що

dx = u′(t) dt,

маємо формулу замiни змiнної iнтегрування:
∫

f(x) dx =

∫

f(u(t))u′(t) dt =

∫

g(t) dt, (2.1)

i можливо, що одержаний iнтеграл буде простiше.

Приклад 2.11. Обчислити iнтеграл
∫

dx

x
√
x− 1

.

Розв’язання. Цей iнтеграл не є табличним, вiн мiстить радикал. Позначимо
цей радикал як нову допомiжну функцiю:

t =
√
x− 1.

Звiдси знайдемо вихiдну змiнну iнтегрування x та її диференцiал:

t2 = x− 1,

x = t2 + 1,

dx = (t2 + 1)′ dt = 2t dt.

Пiдставляючи замiсть змiнної x та її диференцiала одержанi вирази, отри-
маємо табличний iнтеграл:

∫

dx

x
√
x− 1

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t =
√
x− 1,

t2 = x− 1,

x = t2 + 1,

dx = (t2 + 1)′ dt = 2t dt

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∫

2t dt

(t2 + 1)t
= 2

∫

dt

t2 + 1
=

= 2 arctg t+ C = 2 arctg
√
x− 1 + C.
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Зауваження 2.2. Пiсля знаходження iнтеграла ми повиннi повернутися до
вихiдної змiнної x, тому що невизначений iнтеграл це функцiя.

Нехай пiдiнтегральна функцiя мiстить радикал вигляду

√

a2 − x2,
√

a2 + x2,
√

x2 − a2.

Позбавиться радикалу можна за допомогою тригонометричних пiдстановок:

√

a2 − x2, ⇒ x = a sin t, ⇒
√

a2 − x2 =
√

a2 − a2 sin2 t = a cos t;
√

a2 + x2, ⇒ x = a tg t, ⇒
√

a2 + x2 =
√

a2 + a2 tg2 t =
a

cos t
;

√

x2 − a2, ⇒ x =
a

cos t
, ⇒

√

x2 − a2 =

√

a2

cos2 t
− a2 = a tg t.

Приклад 2.12. Знайти iнтеграл
∫

dx√
a2 − x2

.

Розв’язання. Це табличний iнтеграл, але знайдемо його за допомогою вка-
заної пiдстановки:

∫

dx√
a2 − x2

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x = a sin t,

dx = a cos t dt,

t = arcsin
x

a

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∫

a cos t dt
√

a2 − a2 sin2 t
=

=

∫

a cos t

a cos t
dt =

∫

dt = t+ C = arcsin
x

a
+ C.

Приклад 2.13. Знайти iнтеграл
∫

√

a2 − x2 dx.
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Розв’язання.

∫

√

a2 − x2 dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x = a sin t,

dx = a cos t dt,

t = arcsin
x

a

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∫

√

a2 − a2 sin2 t a cos t dt =

= a2
∫

cos2 t dt =
a2

2

∫

(1 + cos 2t) dt =

=
a2

2

(

t+
sin 2t

2

)

+ C =
a2

2

(

t+
2 sin t cos t

2

)

+ C =

=
a2

2

(

arcsin
x

a
+ sin arcsin

x

a

√

1−
(

sin arcsin
x

a

)2
)

+ C =

=
a2

2

(

arcsin
x

a
+

x

a

√

a2 − x2
)

+ C.

Тут була використана формула зниження степеня:

cos2 t =
1 + cos 2t

2
.

Приклад 2.14. Знайти iнтеграл
∫

dx

(x2 + 1)3/2
.

Розв’язання.

∫

dx

(x2 + 1)3/2
=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x = tg t,

dx =
dt

cos2 t
,

t = arctg x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

∫

dt

cos2 t (tg2 t+ 1)
3/2

=

=

∫

dt

cos2 t
1

cos3 t

=

∫

cos t dt = sin t+ C =

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1 + ctg2 t =
1

sin2 t
,

sin t =

√

1

1 + ctg2 t
=

√

tg2 t

1 + tg2 t

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
x√

1 + x2
+ C.
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Приклад 2.15. Знайти iнтеграл
∫

dx

x
√
x2 − 1

.

Розв’язання.

∫

dx

x
√
x2 − 1

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x =
1

cos t
,

dx = − sin t

cos2 t
dt,

t = arccos
1

x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= −
∫

sin t dt

1

cos t
cos2 t

√

1

cos2 t
− 1

=

= −
∫

dt = −t+ C = − arccos
1

x
+ C.

Завдання для самостiйної роботи

1. Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись вказаними пiдстановками.

1.
∫

dx

1 +
√
x

(

t =
√
x
)

.

2.
∫

x
√
x− 5 dx

(

t =
√
x− 5

)

.

3.
∫

dx√
x− 3

√
x

(

t = 6
√
x
)

.

4.
∫

x− 1√
x+ 1

dx
(

t =
√
x+ 1

)

.

5.
∫

ex

1 + e2x
dx (t = ex) .

6.
∫

dx

1 + 2ex
(

t = e−x
)

.

2. Знайти невизначенi iнтеграли.

7.
∫

dx

x2
√
x2 + 9

.

8.
∫

√
x2 − 9

x2
dx.

9.
∫

√
9− x2

x4
dx.

10.
∫

dx
√

(x2 − 1)3
.

11.
∫

dx
√

(1 + x2)5
.

12.
∫

√
1− x2

x4
dx.
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2.3. Iнтегрування частинами

Нехай функцiї u(x) i v(x) є неперервно диферецiйовнi, тодi справедлива фор-
мула iнтегрування частинами

∫

u dv = uv −
∫

v du.

Таким чином, якщо треба знайти певний iнтеграл
∫

f(x) dx,

то за формулою iнтегрування частинами, пiдiнтегральний вираз f(x) dx роз-
кладається на два множника u i dv:

f(x) dx = u dv.

Далi, обчислюючи диференцiал du = u′ dx i iнтеграл v =
∫

dv, одержимо
iнший iнтеграл

∫

v du,

який може бути бiльш простим.

Зауваження 2.3. Формулу iнтегрування частинами можна застосовувати де-
кiлька разiв.

Загальних правил вибору функцiй u i v немає, однак умовно можна видiлити
три рiзнi групи iнтегралiв.
1 група. Пiд iнтегралом мiститься трансцендентна функцiя, похiдна якої є
функцiя рацiональна. Це такi функцiї:

ln x, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctg x, та iншi.

Нагадаємо похiднi цих функцiй

(lnx)′ =
1

x
, (arcsinx)′ =

1√
1− x2

, (arctg x)′ =
1

1 + x2
, та iншi.

Позначимо цю функцiю за u, решту пiдiнтегрального виразу приймають за
dv. Тодi, пiсля застосування формули iнтегрування частинами (диференцi-
ювання функцiї u) позбавимось трансцендентної функцiї.
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Приклад 2.16. Знайти iнтеграл
∫

x lnx dx.

Розв’язання.

∫

x lnx dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = ln x, du = (lnx)′dx =
dx

x

dv = x dx, v =

∫

dv =

∫

x dx =
x2

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=
x2

2
ln x−

∫

x2

2

dx

x
=

x2

2
lnx− 1

2

∫

x dx =

=
x2

2
lnx− 1

2

x2

2
+ C =

1

2
x2 ln x− 1

4
x2 + C.

Зауваження 2.4. Сталої iнтегрування при знаходженнi функцiї v не пишемо,
її запишемо при знаходженнi останнього iнтеграла

∫

v du.

Приклад 2.17. Знайти iнтеграл
∫

arcsinx dx.

Розв’язання.

∫

arcsinx dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = arcsinx, du = (arcsinx)′dx =
dx√
1− x2

dv = dx, v =

∫

dv =

∫

dx = x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= x arcsinx−
∫

x dx√
1− x2

= x arcsinx−
∫

d(x2)

2
√
1− x2

=

= x arcsinx+

∫

d(1− x2)

2
√
1− x2

= x arcsinx+
√

1− x2 + C.

2 група. Пiд iнтегралом мiститься добуток многочлена на синус, косинус або
експоненту:

Pn(x) sinax, Pn(x) cosax, Pn(x)e
ax.

Iнтеграли цiєї групи знаходяться шляхом застосування формули iнтегрува-
ння частинами n−разiв, причому за функцiю u приймають многочлен.
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Приклад 2.18. Знайти iнтеграл
∫

(3x− 5) sinx dx.

Розв’язання.

∫

(3x− 5) sinx dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 3x− 5, du = (3x− 5)′dx = 3 dx

dv = sin xdx, v =

∫

dv =

∫

sin x dx = − cosx

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −(3x− 5) cosx+ 3

∫

cosx dx = −(3x− 5) cosx+ 3 sinx + C.

3 група. Пiд iнтегралом мiститься добуток експоненти на синус або косинус:

eax sin bx, eax cos bx.

Тут потрiбно двiчi скористатися формулою iнтегрування частинами, при-
чому немає значення яку функцiю позначити як u. В результатi одержимо
алгебраїчне рiвняння вiдносно шуканого iнтегралу.

Приклад 2.19. Знайти iнтеграл
∫

e−3x sin 2x dx.

Розв’язання.

∫

e−3x sin 2x dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = e−3x, du = (e−3x)′dx = −3e−3x dx

dv = sin 2x dx, v =

∫

sin 2x dx = −1

2
cos 2x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −1

2
e−3x cos 2x− 3

2

∫

e−3x cos 2x dx =

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = e−3x, du = (e−3x)′dx = −3e−3x dx

dv = cos 2x dx, v =

∫

cos 2x dx =
1

2
sin 2x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −1

2
e−3x cos 2x− 3

2

(

1

2
e−3x sin 2x+

3

2

∫

e−3x sin 2x dx

)

.

Позначимо шуканий iнтеграл:

J =

∫

e−3x sin 2x dx,
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тодi маємо рiвняння вiдносно цього iнтегралу:

J = −1

2
e−3x cos 2x− 3

4
e−3x sin 2x− 9

4
J

або
13

4
J = −1

2
e−3x

(

cos 2x+
3

2
sin 2x

)

.

Розв’язуючи це рiвняння, знаходимо iнтеграл:

J =

∫

e−3x sin 2x dx = − 2

13
e−3x

(

cos 2x+
3

2
sin 2x

)

+ C.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли, користуючись методом iнтегрування частина-
ми.

1.
∫

arctg x dx.

2.
∫

(

x2 − x+ 1
)

ln x dx.

3.
∫

ln
(

x2 + 1
)

dx.

4.
∫

x arctgx dx.

5.
∫

xexdx.

6.
∫

(2x− 1) cosx d.

7.
∫

x sin (2x) dx.

8.
∫

x2exdx.

9.
∫

ln x

x2
dx.

10.
∫

(lnx)2 dx.

11.
∫

e−2x cos 3x dx.
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3. Iнтегрування алгебраїчних

функцiй

3.1. Iнтегрування простих рацiональних

функцiй

Означення 3.1. Функцiя виду

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0,

де a0, a1, . . . , an — дiйснi числа, називається цiлою рацiональною функцiєю

або многочленом, а числа a0, a1, . . . , an — коефiцiєнтами многочлена.

Iнтеграл вiд многочлена зводиться до iнтегралiв вiд степеневої функцiї:
∫

Pn(x) dx =

∫

(

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0
)

dx =

= an

∫

xn dx+ an−1

∫

xn−1 dx+ . . .+ a1

∫

x dx+ a0

∫

dx =

= an
xn+1

n+ 1
+ an−1

xn

n
+ . . .+ a1

x2

2
+ a0x + C.

3.2. Iнтегрування дробово–рацiональних

функцiй

3.2.1. Дробово–рацiональна функцiя

Означення 3.2. Частка двох многочленiв

Pn(x)

Qm(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + . . .+ b1x + b0

називається дробово–рацiональною функцiєю.
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Означення 3.3. Алгебраїчний дрiб називається правильним, якщо степiнь
чисельника менший за степiнь знаменника (n < m).
В iншому випадку (n > m) алгебраїчний дрiб назiвається неправильним.

При iнтегруваннi дробово–рацiональної функцiї, якщо дрiб неправильний,

потрiбно видiлити цiлу частину.

Приклад 3.1. Обчислити iнтеграл
∫

x

x+ 1
dx.

Розв’язання.

∫

x

x+ 1
dx =

∫

x+ 1− 1

x+ 1
dx =

∫
(

x+ 1

x+ 1
− 1

x+ 1

)

dx =

=

∫
(

1− 1

x+ 1

)

dx =

∫

dx−
∫

dx

x+ 1
= x− ln |x+ 1|+ C.

Тут степiнь чисельника дорiвнює степенi знаменника, тому дрiб неправиль-
ний i було видiлено цiлу частину.

Видiлити цiлу частину можна також шляхом дiлення чисельника на знамен-
ник дробу.

Приклад 3.2. Обчислити iнтеграл
∫

x2 + 2x− 12

x− 3
dx.

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя — неправильний дрiб. Видiлимо цiлу
частину:

x2 + 2x − 12 x− 3
x2 − 3x x+ 5

5x − 12
5x − 15

3

Таким чином, пiдiнтегральну функцiю можна уявити як:

x2 + 2x− 12

x− 3
= x+ 5 +

3

x− 3
.
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Враховуючи цей вираз, одержимо

∫

x2 + 2x− 12

x− 3
dx =

∫
(

x+ 5 +
3

x− 3

)

dx =

=

∫

x dx+ 5

∫

dx+ 3

∫

dx

x− 3
=

x2

2
+ 5x+ ln |x− 3|+ C.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли вiд алгебраїчних дробiв, видiливши цiлу ча-
стину.

1.
∫

x2

1− x
dx.

2.
∫

x4

x2 + 1
dx.

3.
∫

x2

3 + x2
dx.

4.
∫

x2 − 2x+ 3

x2 − 4
dx.

5.
∫

(x+ 1)2

x2 + 1
dx.

3.2.2. Розкладання дробово–рацiональної функцiї на про-

стi дроби

Означення 3.4. Дроби вигляду

A

x− a
,

A

(x− a)k
,

Mx +N

x2 + px+ q
,

Mx +N

(x2 + px+ q)k

називаються простими дробами.

33



При iнтегруваннi дробово–рацiональної функцiї корисно розкласти правиль-

ний дрiб на сумму простих дробiв.
Розглянемо деякi випадки.
1. Коренi знаменника — простi дiйснi числа x1, x2, . . . , xn.
В цьому випадку знаменник вихiдного дробу можна уявити таким чином

Qm(x) = bm (x− x1) (x− x2) . . . (x− xn) , (3.1)

i розкладання алгебраїчного дробу має такий вигляд:

Pn(x)

Qm(x)
=

A1

x− x1
+

A2

x− x2
+ . . .+

An

x− xn
. (3.2)

Тут A1, A2, . . . , An — невизначенi коефiцiєнти.

Приклад 3.3. Розкласти на простi дроби

P1(x)

Q2(x)
=

x+ 2

x2 + 2x− 8
. (3.3)

Розв’язання. Тому що степiнь чисельника (n = 1) менший за степiнь зна-
менника (m = 2), то дрiб (3.3) правильний.
Коренi знаменника дробу простi дiйснi числа:

x1 = −4, x2 = 2.

За формулою (3.1) розкладемо знаменник дробу на простi множники:

x2 + 2x− 8 = (x+ 4) (x− 2) . (3.4)

Уявимо вихiдной дрiб (3.3) у виглядi розкладання на простi дроби (див.
(3.2)):

x+ 2

x2 + 2x− 8
=

x+ 2

(x+ 4) (x− 2)
=

A

x+ 4
+

B

x− 2
. (3.5)

Приведемо дроби правої частини до спiльного знаменника

x+ 2

(x+ 4) (x− 2)
=

A

x+ 4
+

B

x− 2
=

A (x− 2) + B (x+ 4)

(x+ 4) (x− 2)

та порiвняємо чисельники дробiв обох частин:

x+ 2 = A (x− 2) +B (x+ 4) . (3.6)
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Розкриємо дужки та запишемо многочлен у правiй частинi за спадаючими
степенями x:

x+ 2 = (A+B) x− 2A+ 4B.

Порiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x у правiй i левiй части-
нах, одержимо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невизначених
коефiцiєнтiв A, B:

x
x0

∣

∣

∣

∣

A + B = 1,
−2A + 4B = 2,

розв’язавши яку, знайдемо цi коефiцiєнти:

A =
1

3
, B =

2

3
. (3.7)

Тодi вихiдну функцiю (3.3) можна записати через простi дроби так:

x+ 2

x2 + 2x− 8
=

1
3

x+ 4
+

2
3

x− 2
. (3.8)

Зауваження 3.1. Iнтеграл вiд функцiя (3.8) є сума двох табличних iнтегра-
лiв.

Розглянутий приклад має небагато обчислювань, тому що було тiльки два
невизначених коефiцiєнти. Але для обчислювання невизначених коефiцiєн-
тiв потрiбно було простi дроби зводити до спiльного знаменника, будувати
систему лiнiйних рiвняннь i розв’язувати її. Коли невизначених коефiцiєнтiв
бiльше, нiж два, то i роботи значно бiльше. Звернемо увагу на те, що можна
обчислити коефiцiєнти простiше.
Рiвнiсть (3.6) можна розглядати як тотожнiсть, тобто як рiвнiсть, що викону-
ється при будь-якому довiльному x. Якщо надати x певнi значення (стiльки,
скiльки невизначених коефiцiєнтiв), то можна одержати лiнiйну систему для
знаходження цих коефiцiєнтiв. Зручно надавати x значення, якi є коренями
знаменника вихiдного дробу. Наприклад, нехай

x = x1 = −4.
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Пiдставимо це значення в (3.6). Тодi маємо:

(x+ 2)|x=−4 = (A(x− 2) + B(x+ 4))|x=−4 ,

−4 + 2 = A(−4− 2),

−2 = −6A,

A =
1

3
.

Аналогiчно, пiдставляючи замiсть x значення x2 = 2 в (3.6), одержимо:

(x+ 2)|x=2 = (A(x− 2) + B(x+ 4))|x=2 ,

2 + 2 = B(2 + 4),

4 = 6B,

B =
2

3
.

Знайденi тут коефiцiєнти A i B збiгаються з (3.7).
Є i iнший метод знаходження невизначених коефiцiєнтiв. Можна розглядати
як тотожнiсть рiвнiсть (3.5):

x+ 2

(x+ 4) (x− 2)
=

A

x+ 4
+

B

x− 2
. (3.9)

Якщо помножити (3.9) на (x + 4) i пiдставити замiсть x значення x1 = −4,
то одержимо

x+ 2

x− 2

∣

∣

∣

∣

x=−4

=

(

A+
B (x+ 4)

x− 2

)∣

∣

∣

∣

x=−4

,

−4 + 2

−4− 2
= A,

−2

−6
= A,

A =
1

3
.

Аналогiчно, помножимо (3.9) на (x − 2) i пiдставимо замiсть x значення
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x2 = 2, тодi знайдемо

x+ 2

(x+ 4)

∣

∣

∣

∣

x=2

=

(

A (x− 2)

x+ 4
+ B

)
∣

∣

∣

∣

x=2

,

2 + 2

2 + 4
= B,

4

6
= B,

B =
2

3
.

Маємо тiж самi результати, але обчислювання тут простiше.

Приклад 3.4. Розкласти на простi дроби

P2(x)

Q3(x)
=

x2 + x− 3

(x− 1) (x+ 3) (x− 5)
. (3.10)

Розв’язання. Цей дрiб є правильний. Знаменник вже розкладено на простi
множники:

(x− 1) (x+ 3) (x− 5) .

Тому заданий дрiб набирає вигляду:

x2 + x− 3

(x− 1) (x+ 3) (x− 5)
=

A

x− 1
+

B

x+ 3
+

C

x− 5
. (3.11)

Далi, послiдовно помножуючи рiвнiсть (3.11) на множники (x− 1), (x+ 3) i
(x− 5) та пiдставляючи замiсть x вiдповiднi значення x = 1, x = −3 i x = 5,
одержимо:

A =
x2 + x− 3

(x+ 3) (x− 5)

∣

∣

∣

∣

x=1

=
1 + 1− 3

(1 + 3)(1− 5)
=

−1

4(−4)
=

1

16
,

B =
x2 + x− 3

(x− 1) (x− 5)

∣

∣

∣

∣

x=−3

=
9− 3− 3

(−3− 1)(−3− 5)
=

3

(−4)(−8)
=

3

32
,

C =
x2 + x− 3

(x− 1) (x+ 3)

∣

∣

∣

∣

x=5

=
25 + 5− 3

(5− 1)(5 + 3)
=

27

4 · 8 =
27

32
.

Таким чином, маємо

P2(x)

Q3(x)
=

x2 + x− 3

(x− 1) (x+ 3) (x− 5)
=

1

16
x− 1

+

3

32
x+ 3

+

27

32
x− 5

.
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2. Коренi знаменника — дiйснi числа, але деякi коренi кратнi.

Нехай число z — корiнь знаменника Qm(x) кратностi k. В цьому випадку
знаменник мiстить множник (x − z)k. В курсi алгебри доведено, що в роз-

кладаннi алгебраїчного дробу
Pn(x)

Qn(x)
цьому множнику вiдповiдає така сума

з k простих дробiв:

A1

x− z
+

A2

(x− z)2
+ . . .+

Ak

(x− z)k
. (3.12)

Приклад 3.5. Розкласти на простi дроби:

P1(x)

Q3(x)
=

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
. (3.13)

Розв’язання. Цей дрiб є правильним. Знаменник вже розкладено на простi
множники. Звернемо увагу на те, що корiнь знаменника x = 1 простий, а
корiнь x = 2 — двократний. Тому дрiб (3.13) через простi дроби можна
записати так:

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
. (3.14)

Таким чином, в розкладаннi (3.14) множнику знаменника (x− 2)2 вiдповiд-
ають два дроба

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
.

Можна, як i в попереднiх прикладах, для визначення коефiцiєнтiв привести
праву частину (3.14) до спiльного знаменника, прирiвняти коефiцiєнти чи-
сельникiв при однакових степенях x i розв’язати вiдповiдну лiнiйну систему.
Зробимо iнакше. Послiдовно помножимо (3.14) на множники (x− 1), (x− 2)2

i пiдставимо замiсть x вiдповiднi значення x = 1, x = 2, тодi одержимо:

A =
2x− 3

(x− 2)2

∣

∣

∣

∣

x=1

=
2− 3

(1− 2)2
=

−1

1
= −1,

C =
2x− 3

x− 1

∣

∣

∣

∣

x=2

=
2 · 2− 3

2− 1
=

1

1
= 1.
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Останнiй коефiцiєнт B знайдемо таким чином. Пiдставимо в (3.14) знайденi
коефiцiєнти A = −1 i C = 1:

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
=

−1

x− 1
+

B

x− 2
+

1

(x− 2)2
. (3.15)

Помножимо цю рiвнiсть на (x− 2) i надамо x значення x = 2. Тодi маємо

B =

(

2x− 3

(x− 1) (x− 2)
+

x− 2

x− 1
− 1

x− 2

)
∣

∣

∣

∣

x=2

=

=
2x− 3 + (x− 2)2 − x+ 1

(x− 1) (x− 2)

∣

∣

∣

∣

∣

x=2

=
x− 2 + (x− 2)2

(x− 1) (x− 2)

∣

∣

∣

∣

∣

x=2

=

=
x− 1

x− 1

∣

∣

∣

∣

x=2

= 1.

Таким чином, шукане розкладання приймає вигляд:

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
=

−1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

(x− 2)2
. (3.16)

3. Коренi знаменника — комплекснi числа.
Нехай комплексне число ζ є коренем знаменника Qm(x) алгебраїчного дробу
Pn(x)

Qn(x)
кратностi κ. Тому що коефiцiєнти цього дробу дiйснi числа, то зна-

менник також має комплексно-спряжений корiнь ζ. Тодi знаменник мiстить
множник

(

x2 + px+ q
)

κ

з дiйсними коефiцiєнтами p i q. Цьому множнику в розкладаннi дробу
Pn(x)

Qn(x)
вiдповiдає така сума κ простих дробiв:

M1x+N1

x2 + px+ q
+

M2x+N2

(x2 + xs+ q)2
+ . . .+

Mκx+Nκ

(x2 + px+ q)κ
.

Приклад 3.6. Розглянемо дрiб:
P0(x)

Q3(x)
=

1

x3 − 1
.

За формулою рiзницi кубiв маємо:

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).
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Зауваження 3.2. Дискримiнант квадратного тричлена x2+x+1— вiд’ємний.

Вихiдний дрiб уявимо у виглядi:

1

x3 − 1
=

1

(x− 1)(x2 + x+ 1)
=

A

x− 1
+

Mx +N

x2 + x+ 1
.

Зводимо праву частину до спiльного знаменника та прирiвнюємо чисельники
дробiв. Тодi маємо тотожнiсть:

1 = A(x2 + x+ 1) + (Mx+N)(x− 1). (3.17)

В (3.17) надамо x значення x = 1. Тодi одержимо

1 = A(1 + 1 + 1), ⇒ A =
1

3
.

Пiдставимо в (3.17) знайдене значення A =
1

3
та наведемо подiбнi доданкi

−1

3
x2 − 1

3
x+

2

3
= Mx2 + (−M +N) x−N.

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях s, одержимо си-
стему лiнiйних рiвнянь:

x2

x
x0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

M = −1/3,
−M + N = −1/3,

− N = 2/3.

Розв’язавши цю систему, знайдемо коефiцiєнти M i N :

M = −1

3
, N = −2

3
. (3.18)

Таким чином, маємо:

1

x3 − 1
=

1

3

1

x− 1
− 1

3

x− 2

x2 + x+ 1
.

3.2.3. Iнтегрування дробово–рацiональних

функцiй

1. При iнтегруваннi дробово–рацiональної функцiї, якщо дрiб неправильний,

потрiбно вилучити цiлу частину.

2. При iнтегруваннi дробово–рацiональної функцiї треба розкласти пра-

вильний дрiб на сумму простих дробiв.
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Приклад 3.7. Знайти невизначений iнтеграл
∫

x+ 2

x2 + 2x− 8
dx.

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя цiього iнтеграла є правильний дрiб.
Розкладання цього дробу на простi дроби вже знайдено в прикладi 3.3 (див.
(3.8)):

x+ 2

x2 + 2x− 8
=

1
3

x+ 4
+

2
3

x− 2
.

Враховуючи це розкладання, одержимо

∫

x+ 2

x2 + 2x− 8
dx =

∫
( 1

3

x+ 4
+

2
3

x− 2

)

dx =

=
1

3

∫

dx

x+ 4
+

2

3

∫

dx

x− 2
= ln |x+ 4|+ ln |x− 2|+ C.

Приклад 3.8. Знайти невизначений iнтеграл
∫

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
dx.

Розв’язання. Пiд iнтегралом мiститься правiльний дрiб, причому знаменник
цiього дробу має кратнi коренi. Розкладання цього дробу на простi дроби
наведено в прикладi 3.5:

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
=

−1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

(x− 2)2
.

Тому маємо
∫

2x− 3

(x− 1) (x− 2)2
dx =

∫
( −1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

(x− 2)2

)

dx =

= −
∫

dx

x− 1
+

∫

dx

x− 2
+

∫

dx

(x− 2)2
=

= − ln |x− 1|+ ln |x− 2| − 1

x− 2
+ C =

= ln

∣

∣

∣

∣

x− 2

x− 1

∣

∣

∣

∣

− 1

x− 2
+ C.

41



Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли вiд алгебраїчних дробiв.

1.
∫

2x4 + 8x3 − 45x2 − 61

(x− 1) (x2 + 5x+ 6)
dx.

2.
∫

8x

(x2 + 6x+ 5) (x+ 3)
dx.

3.
∫

4x2

x2 − 2x+ 1
dx.

4.
∫

2x2 − 2x− 1

x2 − x3
dx.

5.
∫

36

(x+ 2) (x2 − 2x+ 10)
dx.

6.
∫

9x− 9

(x+ 1) (x2 − 4x+ 13)
dx.

7.
∫

x3 + x2 − x− 3

x4 − x2
dx.

8.
∫

x3 − x− 5

x4 + 3x2 − 4
dx.

3.2.4. Iнтегрування виразiв, що мiстять квадратний три-

член

1. При iнтегруваннi iнтегралiв вигляду
∫

dx

ax2 + bx+ c
,

∫

dx√
ax2 + bx+ c

треба видiлити повний квадрат. Якщо скористатися формулой

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

то одержимо

ax2 + bx+ c = a

(

x2 +
b

a
x

)

+ c =

= a

(

x2 +
b

a
x+

(

b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
)

+ c = a

(

x+
b

2a

)2

− b2

2a
+ c.

Позначимо

u = x+
b

2a
, ±q2 = − b2

2a
+ c.
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Тодi вихiднi iнтеграли зводяться до табличних
∫

du

u2 ± q2
,

∫

du
√

u2 ± q2
,

∫

du
√

q2 ± u2
.

Приклад 3.9. Знайти невизначений iнтеграл
∫

dx

3x2 − 2x+ 5
.

Розв’язання. Видiлимо в квадратному тричленi повний квадрат

3x2 − 2x+ 5 = 3(x2 − 2

3
x) + 5 = 3

(

x2 − 2

3
x+

(

1

3

)2

−
(

1

3

)2
)

+ 5 =

= 3

(

x− 1

3

)2

− 1

3
+ 5 = 3

(

x− 1

3

)2

+
14

3
.

Тодi маємо

∫

dx

3x2 − 2x+ 5
=

∫

dx

3

(

x− 1

3

)2

+
14

3

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = x− 1

3
du = dx

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=

∫

du

3u2 +
14

3

=
1

3

∫

du

u2 +
14

32

=

=
1

3

3√
14

arctg
3u√
14

+ C =
1√
14

arctg
3x− 1√

14
+ C.

Приклад 3.10. Знайти невизначений iнтеграл
∫

dx√
x2 + 4x+ 8

.

Розв’язання. Видiлимо в квадратному тричленi повний квадрат

x2 + 4x+ 8 = x2 + 2 · 2x+ 4− 4 + 8 = (x+ 2)2 + 4

Тодi маємо
∫

dx√
x2 + 4x+ 8

=

∫

dx
√

(x+ 2)2 + 4
=

∥

∥

∥

∥

u = x+ 2

du = dx

∥

∥

∥

∥

=

=

∫

du√
u2 + 22

= ln
∣

∣

∣
u+

√

u2 + 22
∣

∣

∣
+ C = ln

∣

∣

∣
x+ 2 +

√

x2 + 4x+ 8
∣

∣

∣
+ C.
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2. При iнтегруваннi iнтегралiв вигляду
∫

Mx +N

ax2 + bx+ c
dx,

∫

Mx +N√
ax2 + bx+ c

dx

спочатку потрiбно видiлити в чисельнику похiдну квадратного тричлена.
Тодi одержимо два iнтеграли: один буде логарифм (або квадратний корiнь),
iнший iнтеграл було розглянуто у попередньому пунктi.

Приклад 3.11. Знайти iнтеграл
∫

7x+ 3

2x2 + 4x+ 9
dx.

Розв’язання. Обчислимо похiдну квадратного тричлена:
(

2x2 + 4x+ 9
)′
= 4x+ 4 = 4 (x+ 1) .

Видiлимо в чисельнику пiдiнтегральної функцiї цю похiдну:

∫

7x+ 3

2x2 + 4x+ 9
dx = 7

∫ x+
3

7
2x2 + 4x+ 9

dx =

= 7

∫ x+ 1− 1 +
3

7
2x2 + 4x+ 9

dx = 7

∫ x+ 1− 4

7
2x2 + 4x+ 9

dx =

= 7

∫

x+ 1

2x2 + 4x+ 9
dx− 4

∫

dx

2x2 + 4x+ 9
.

Знайдемо цi iнтеграли.

7

∫

x+ 1

2x2 + 4x+ 9
dx =

7

4

∫

d
(

2x2 + 4x+ 9
)

2x2 + 4x+ 9
=

7

4
ln
∣

∣2x2 + 4x+ 9
∣

∣+ C.

Видiлимо в квадратному тричленi другого iнтеграла повний квадрат

2x2 + 4x+ 9 = 2
(

x2 + 2x+ 1− 1
)

+ 9 = 2 (x+ 1)2 − 2 + 9 = 2 (x+ 1)2 + 7.

Тодi маємо

4

∫

dx

2x2 + 4x+ 9
= 4

∫

dx

2 (x+ 1)2 + 7
=

∥

∥

∥

∥

u = x+ 1

du = dx

∥

∥

∥

∥

= 2

∫

du

u2 +
7

2

=

= 2

√

2

7
arctg

√

2

7
u+ C = 2

√

2

7
arctg

√

2

7
(x+ 1) + C.
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Враховуючи одержанi iнтеграли, маємо
∫

7x+ 3

2x2 + 4x+ 9
dx =

7

4
ln
∣

∣2x2 + 4x+ 9
∣

∣+ 2

√

2

7
arctg

√

2

7
(x+ 1) + C.

Приклад 3.12. Знайти iнтеграл
∫

2x− 3√
x2 + 6x+ 1

dx.

Розв’язання. Обчислимо похiдну квадратного тричлена:
(

x2 + 6x+ 1
)′
= 2x+ 6 = 2 (x+ 3) .

Видiлимо в чисельнику пiдiнтегральної функцiї цю похiдну:
∫

2x− 3√
x2 + 6x+ 1

dx =

∫

2x+ 6− 6− 3√
x2 + 6x+ 1

dx =

=

∫

2x+ 6− 9√
x2 + 6x+ 1

dx =

∫

2x+ 6√
x2 + 6x+ 1

dx−
∫

9√
x2 + 6x+ 1

dx.

Знайдемо цi iнтеграли.
∫

2x+ 6√
x2 + 6x+ 1

dx =

∫

d
(

x2 + 6x+ 1
)

√
x2 + 6x+ 1

= 2
√

x2 + 6x+ 1 + C.

Видiлимо в квадратному тричленi другого iнтеграла повний квадрат

x2 + 6x+ 1 =
(

x2 + 2 · 3 · x+ 9− 9 + 1
)

+ 9 = (x+ 3)2 − 8.

Тодi маємо
∫

9√
x2 + 6x+ 1

dx = 9

∫

dx
√

(x+ 3)2 − 8
=

∥

∥

∥

∥

u = x+ 3

du = dx

∥

∥

∥

∥

= 9

∫

du√
u2 − 8

=

= 9 ln
∣

∣

∣
u+

√

u2 − 8
∣

∣

∣
+ C = 9 ln

∣

∣

∣
x+ 3 +

√

x2 + 6x+ 1
∣

∣

∣
+ C.

Враховуючи одержанi iнтеграли, отримаємо
∫

7x+ 3

2x2 + 4x+ 9
dx = 2

√

x2 + 6x+ 1− 9 ln
∣

∣

∣
x+ 3 +

√

x2 + 6x+ 1
∣

∣

∣
+ C.
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Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли.

1.
∫

dx

1 + x+ x2
.

2.
∫

dx

x2 − 10x+ 16
.

3.
∫

dx

x2 + 8x− 9
.

4.
∫

dx

x2 + 2x+ 5
.

5.
∫

dx

x2 + 8x+ 15
.

6.
∫

dx√
x2 + x

.

7.
∫

dx√
1 + 2x− x2

.

8.
∫

dx√
x2 + 4x+ 3

.
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4. Iнтегрування

тригонометричних функцiй

1. Маємо табличнi iнтеграли:
∫

cosx dx = sinx+ C,

∫

sin x dx = − cosx+ C,
∫

dx

cos2 x
= tg x + C,

∫

dx

sin2 x
= − ctg x+ C.

Решта iнтегралiв зводяться до табличних шляхом тотожних перетворень,
причому користуються такими формулами:

cos2 α+ sin2 α = 1, sin 2α = 2 sinα cosα, cos 2α = cos2 α− sin2 α.

Приклад 4.1.
∫

tg x dx =

∫

sinx

cosx
dx = −

∫

d (cosx)

cosx
= − ln |cosx|+ C.

Приклад 4.2.
∫

dx

sinx
=

∫

sinx

sin2 x
dx = −

∫

d cosx

1− cos2 x
= ‖u = cosx‖ =

= −
∫

du

1− u2
= −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

u+ 1

u− 1

∣

∣

∣

∣

+ C = −1

2
ln

∣

∣

∣

∣

cosx+ 1

cosx− 1

∣

∣

∣

∣

+ C.

Звернемо увагу, що iнодi зручно перейти до половинного аргументу.

∫

dx

sinx
=

∫ cos2
x

2
+ sin2

x

2

2 sin
x

2
cos

x

2

dx =
1

2

∫ cos
x

2

sin
x

2

dx+
1

2

∫ sin
x

2

cos
x

2

dx =

=

∫ d sin
x

2

sin
x

2

−
∫ d cos

x

2

cos
x

2

= ln
∣

∣

∣
sin

x

2

∣

∣

∣
− ln

∣

∣

∣
cos

x

2

∣

∣

∣
+ C = ln

∣

∣

∣
tg

x

2

∣

∣

∣
+ C.
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2. При iнтегруваннi квадратiв та iнших парних степенiв вiд синусiв та коси-
нусiв обчислюються за допомогою формул зниження степеня:

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α

2
.

Приклад 4.3.
∫

sin2 x dx =
1

2

∫

(1− cos 2x) dx =
1

2

∫

dx−1

2

∫

cos 2x dx =
x

2
−1

4
sin 2x+C.

3. При iнтегруваннi синусiв та косинусiв непарного степеня зручно вiдокре-
мити множник у першому степенi та занести його пiд знак диференцiала, а
решту замiнити, скориставшись формулою

cos2 α + sin2 α = 1.

Приклад 4.4.

∫

sin3 x dx =

∫

sin2 x · sin x dx =

∥

∥

∥

∥

∥

d cosx = − sinx dx

sin2 x = 1− cos2 x

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −
∫

(

1− cos2 x
)

d cosx = −
∫

d cosx+

∫

cos2 x d cos = − cosx+
1

3
cos3 x+C.

4. При iнтегруваннi tg2 x та ctg2 x звичайно користуються формулами:

tg2 x =
1

cos2 x
− 1, ctg2 x =

1

sin2 x
− 1.

Приклад 4.5.
∫

tg2 x dx =

∫
(

1

cos2 x
− 1

)

dx =

∫

dx

cos2 x
−
∫

dx = tg x− x+ C.

Приклад 4.6.

∫

tg3 x dx =

∫

tg x · tg2 x dx =

∫

tg x

(

1

cos2 x
− 1

)

dx =

=

∫

tg x
dx

cos2 x
−
∫

tg x dx =

∫

tg x d tgx−
∫

sin x

cosx
dx =

=
1

2
tg2 x− ln |cosx|+ C.
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5. Iнтеграли вигляду
∫

R (sin x, cosx) dx,

де R(u, v)— рацiональна функцiя двох змiнних, унiверсальною тригономе-
тричною пiдстановкою

tg
x

2
= t

зводяться до iнтегралiв вiд рацiонального аргументу змiнної t. Тут допомо-
гають формули

sin x =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

Приклад 4.7. Знайти iнтеграл
∫ dx

4 cosx+ 3 sinx+ 5
.

Розв’язання.

∫

dx

4 cosx+ 3 sinx+ 5
=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

tg
x

2
= t, dx =

2dt

1 + t2
,

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= 2

∫

dt
(

4 · 1− t2

1 + t2
+ 3 · 2t

1 + t2
+ 5

)

(1 + t2)

=

= 2

∫

dt

t2 + 6t+ 9
= 2

∫

dt

(t+ 3)2
= 2

∫

d (t+ 3)

(t+ 3)2
=

= − 2

t+ 3
+ C = − 2

tg
x

2
+ 3

+ C.
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Завдання для самостiйної роботи

Знайти невизначенi iнтеграли.

1.
∫

dx

3 sinx− cosx
.

2.
∫

6 sinx+ cosx

1 + cosx
dx.

3.
∫

cos3 x
3
√
sin2 x

dx.

4.
∫

dx

2− 3 cosx+ sinx
.

5.
∫

dx

4 sin2 x− 5 cos2 x
.

6.
∫

tg x

1− ctg2 x
dx.

7.
∫

cos2 3x sin4 3x dx.

8.
∫

cos4 x sin3 x dx.
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5. Iндивiдуальнi завдання

1. Знайти невизначенi iнтеграли.

1.1.
∫

3 +
3
√
x2 − 2x√
x

dx.

1.2.
∫

2x2 + 3
√
x− 1

2x
dx.

1.3.
∫

3
√
x+ 4x2 − 5

2x2
dx.

1.4.
∫

2
√
x− x2 + 3

3
√
x

dx.

1.5.
∫

4
√
x− 2x+ 5

x2
dx.

1.6.
∫

2x3 −√
x+ 4√
x

dx.

1.7.
∫
(

3
√
x− 2 4

√
x

x
+ x

)

dx.

1.8.
∫

2x3 −
√
x5 + 1√
x

dx.

1.9.
∫

3x2 − 5
√
x+ 2

x2
dx.

1.10.
∫

2x3 −√
x+ 4

x2
dx.

1.11.
∫ 6

√
x5 − 5x2 + 3

x
dx.

1.12.
∫
(

x
√
x− 1√

x3
+ 1

)

dx.

1.14.
∫ 3

√
x2 − 2x5 + 3

x
dx.

1.13.
∫
(

x2 −
6
√
x

x
− 3

)

dx.

1.15.
∫
(

3
√
x

x
+ 2x3 − 4

)

dx.

1.16.
∫

3
√
x− 3x4 + 2

x
dx.

1.17.
∫
(

2x3 − 3
√
x5 +

4

x

)

dx.

1.18.
∫

2x3 −
√
x5 + 5

x2
dx.

1.19.
∫

3x2 −
√
x3 + 7

x3
dx.

1.20.
∫

3x4 − 3
√
x2 + 1

x2
dx.
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1.21.
∫
(

5
√
x2 − 2

x3
+ 4

)

dx.

1.22.
∫ √

x− 2x3 + 6

x
dx.

1.23.
∫

5
√
x− 2x3 + 4

x2
dx.

1.24.
∫
(√

x− 2x2

√
x3

+ 2

)

dx.

1.25.
∫

7
√
x− 3x2 + x

x
√
x

dx.

1.26.
∫

3
√
x− 5x+ 3

x
dx.

1.27.
∫

x2 − 3
√
x+ 5

3
√
x

dx.

1.28.
∫ 7

√
x2 − 3x2 +

√
x

x
√
x

dx.

1.29.
∫ 3

√
x5 − 7x+ 3

x2
dx.

1.30.
∫

x2 − 3
√
x+ 5

x 3
√
x

dx.

2. Знайти невизначенi iнтеграли.

2.1.
∫ √

3 + x dx.

2.2.
∫

3
√
1 + x dx.

2.3.
∫

3

√

(1 + x)2 dx.

2.4.
∫

dx√
1 + x

.

2.5.
∫

dx
√

(1− x)3
.

2.6.
∫

dx
3
√
2 + x

.

2.7.
∫

(1− 4x)7 dx.

2.8.
∫

(1 + 4x)5 dx.

2.9.
∫

(1− 3x)3 dx.

2.10.
∫ √

1 + 3x dx.

2.11.
∫ √

5− 4x dx.

2.12.
∫

dx
3
√
5 + 3x

.

2.13.
∫

dx

3

√

(1− 4x)5
.

2.14.
∫

dx

3

√

(3− 4x)2
.

2.15.
∫

dx
3
√
2− 5x

.

2.16.
∫

5
√
3− 2x dx.

2.17.
∫

dx
√

(3− x)5
.

2.18.
∫

dx
3
√
3 + x

.

2.19.
∫

4
√
1 + 3x dx.

2.20.
∫

3
√
3 + 2x dx.

2.21.
∫

dx

(2 + x)3
.
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2.22.
∫

5

√

(6− 5x)2 dx.

2.23.
∫ √

5− 4x dx.

2.24.
∫

3
√
5− 2x dx.

2.25.
∫

dx

3

√

(7− 5x)2
.

2.26.
∫

dx√
2 + 5x

.

2.27.
∫

3

√

(4 + x)2 dx.

2.28.
∫

3
√
3− x dx.

2.29.
∫

dx
√

(3 + 7x)3
.

2.30.
∫

dx

4

√

(9− 7x)5
.

3. Знайти невизначенi iнтеграли.

3.1.
∫

dx

3− x
.

3.2.
∫

dx

3x+ 9
.

3.3.
∫

dx

2− 3x
.

3.4.
∫

dx

1− 4x
.

3.5.
∫

dx

2 + 3x
.

3.6.
∫

dx

2− 5x
.

3.7.
∫

dx

3x− 2
.

3.8.
∫

dx

2x+ 3
.

3.9.
∫

dx

3x− 4
.

3.10.
∫

dx

4− 3x
.

3.11.
∫

dx

3x+ 4
.

3.12.
∫

dx

4x− 2
.

3.13.
∫

dx

5− 3x
.

3.14.
∫

dx

4− 7x
.

3.15.
∫

dx

5x− 3
.

3.16.
∫

dx

3− 2x
.

3.17.
∫

dx

5 + 3x
.

3.18.
∫

dx

3− 5x
.

3.19.
∫

dx

5 + 4x
.

3.20.
∫

dx

6− 3x
.

3.21.
∫

dx

6 + 5x
.

3.22.
∫

dx

1− 7x
.

3.23
∫

dx

1 + 6x
.

3.24.
∫

dx

2 + 7x
.

3.25.
∫

dx

7− 2x
.

3.26.
∫

dx

7− 2x
.

3.27.
∫

dx

2 + 7x
.

3.28.
∫

dx

1− 5x
.

3.29.
∫

dx

7 + 5x
.

3.30.
∫

dx

4− 3x
.
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4. Знайти невизначенi iнтеграли.

4.1.
∫

sin(2− 3x) dx.

4.2.
∫

sin(3− 2x) dx.

4.3.
∫

sin(5− 3x) dx.

4.4.
∫

cos(2 + 3x) dx.

4.5.
∫

cos(3 + 2x) dx.

4.6.
∫

sin(4− 2x) dx.

4.7.
∫

cos(5− 2x) dx.

4.8.
∫

cos(7x+ 3) dx.

4.9.
∫

sin(8x− 3) dx.

4.10.
∫

sin(3 + 4x) dx.

4.11.
∫

sin(3− 4x) dx.

4.12.
∫

cos(3 + 4x) dx.

4.13.
∫

cos(3− 4x) dx.

4.14.
∫

cos(2 + 5x) dx.

4.15.
∫

cos(3x+ 5) dx.

4.16.
∫

sin(5x− 3) dx.

4.17.
∫

sin(5− 3x) dx.

4.18.
∫

sin(3x+ 6) dx.

4.19.
∫

cos(5x− 8) dx.

4.20.
∫

cos(3x− 7) dx.

4.21.
∫

cos(5x− 6) dx.

4.22.
∫

sin(7x+ 1) dx.

4.23.
∫

cos(5x− 6) dx.

4.24.
∫

sin(7− 4x) dx.

4.25.
∫

sin(3− x) dx.

4.26.
∫

cos(5 + 3x) dx.

4.27.
∫

cos(2x− 1) dx.

4.28.
∫

sin(5x− 7) dx.

4.29.
∫

sin(4− 9x) dx.

4.30.
∫

cos(5 + 7x) dx.

5. Знайти невизначенi iнтеграли.

5.1.
∫

√
3 dx

9x2 − 3
.

5.2.
∫

dx√
9x2 + 3

.

5.3.
∫

dx

9x2 + 3
.

5.4.
∫

9 dx√
9x2 − 3

.

5.5.
∫

dx√
3− 9x2

.

5.6.
∫

dx

7x2 − 4
.
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5.7.
∫

3 dx√
7x2 − 4

.

5.8.
∫

dx

5x2 + 3
.

5.9.
∫

dx

5x2 − 3
.

5.10.
∫

dx√
3− 5x2

.

5.11.
∫

dx√
5x2 + 3

.

5.12.
∫

dx√
4− 7x2

.

5.13.
∫

√
5 dx√

3− 4x2
.

5.14.
∫

dx√
2x2 − 9

.

5.15.
∫

dx

2x2 + 7
.

5.16.
∫

dx√
3x2 + 1

.

5.17.
∫

dx

3x2 + 1
.

5.18.
∫

√
2 dx√

7− 2x2
.

5.19.
∫

√
14 dx

2x2 − 7
.

5.20.
∫

dx

8x2 + 9
.

5.21.
∫

dx

3x2 − 2
.

5.22.
∫

dx

4x2 + 9
.

5.23.
∫

dx√
4x2 + 3

.

5.24.
∫

dx√
3− 4x2

.

5.25.
∫

dx√
5− 4x2

.

5.26.
∫

dx

4x2 − 9
.

5.27.
∫

√
3 dx√

3x2 − 25
.

5.28.
∫

dx

7x2 + 3
.

5.29.
∫

dx√
4− 9x2

.

5.30.
∫

dx

9x2 − 5
.

6. Знайти невизначенi iнтеграли.

6.1.
∫

e2x−7dx.

6.2.
∫

e3+5xdx.

6.3.
∫

e2−3xdx.

6.4.
∫

e2x+1dx.

6.5.
∫

e7x−2dx.

6.6.
∫

e5x−7dx.

6.7.
∫

e5x+7dx.

6.8.
∫

e7−2xdx.

6.9.
∫

e3−4xdx.

6.10.
∫

e10x+2dx.

6.11.
∫

e2x−10dx.

6.12.
∫

e4x+3dx.

6.13.
∫

e4x+5dx.

6.14.
∫

e6x−1dx.

6.15.
∫

e5−2xdx.
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6.16.
∫

e4−3xdx.

6.17.
∫

e3−5xdx.

6.18.
∫

e1−4xdx.

6.19.
∫

e2−5xdx.

6.20.
∫

e6x−4dx.

6.21.
∫

e8x+1dx.

6.22.
∫

e2−6xdx.

6.23.
∫

e2−4xdx.

6.24.
∫

e3−6xdx.

6.25.
∫

e4−3xdx.

6.26.
∫

e2x+5dx.

6.27.
∫

e5x−7dx.

6.28.
∫

e3x+11dx.

6.29.
∫

e11x−3dx.

6.30.
∫

e11−9xdx.

7. Знайти невизначенi iнтеграли.

7.1.
∫

2x dx√
5− 4x2

.

7.2.
∫

x dx√
5− 3x2

.

7.3.
∫

3x dx

4x2 + 1
.

7.4.
∫

4x dx√
3− 4x2

.

7.5.
∫

2x dx√
8x2 − 9

.

7.6.
∫

4x dx√
4x2 + 3

.

7.7.
∫

x dx√
9− 8x2

.

7.8.
∫

√
3x dx

3x2 − 2
.

7.9.
∫

2x dx√
3x2 − 2

.

7.10.
∫

2x dx

7− 2x2
.

7.11.
∫

x dx

2x2 − 7
.

7.12.
∫

x dx

3x2 + 8
.

7.13.
∫

2x dx

3x2 − 7
.

7.14.
∫

2x dx√
2x2 + 5

.

7.15.
∫

x dx√
7− 3x2

.

7.16.
∫

x dx

2x2 + 9
.

7.17.
∫

5x dx√
3− 5x2

.

7.18.
∫

x dx√
3x2 + 8

.

7.19.
∫

5x dx√
5x2 + 3

.

7.20.
∫

x dx

3x2 − 6
.

7.21.
∫

x dx

5x2 + 1
.

7.22.
∫

5x dx

5x2 − 3
.

7.23.
∫

x dx

2x2 − 7
.

7.24.
∫

9x dx√
1− 9x2

.
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7.25.
∫

√
3xdx

3x2 − 2
.

7.26.
∫

xdx

4x2 + 9
.

7.27.
∫

2xdx√
4x2 + 3

.

7.28.
∫

xdx√
3− 4x2

.

7.29.
∫

xdx

25− 9x2
.

7.30.
∫

√
2xdx

2x2 − 11
.

8. Знайти невизначенi iнтеграли.

8.1.
∫

7− x2

1− x
dx.

8.2.
∫

x3 + 2

x2 − 1
dx.

8.3.
∫

8x3 − 1

2x+ 1
dx.

8.4.
∫

x5 − 2

x2 − 4
dx.

8.5.
∫

2x4 − 3

x2 + 1
dx.

8.6.
∫

x3 − 1

2x+ 1
dx.

8.7.
∫

x5

1− x3
dx.

8.8.
∫

x2

x2 + 3
dx.

8.9.
∫

x4

x2 − 3
dx.

8.10.
∫

x3 + 5x

x2 + 1
dx.

8.11.
∫

x3 − 1

x + 3
dx.

8.12.
∫

x3

x2 − 1
dx.

8.13.
∫

x4 + 1

x2 + 1
dx.

8.14.
∫

x3 − 3

x + 5
dx.

8.15.
∫

x3 + 1

x2 + 1
dx.

8.16.
∫

1− 2x4

x2 + 1
dx.

8.17.
∫

2x3 − 3

x− 2
dx.

8.18.
∫

2x2 + 5

x+ 1
dx.

8.19.
∫

x2 + x

2− x
dx.

8.20.
∫

2x2 + 5

x− 7
dx.

8.21.
∫

2x3 + 3

x− 1
dx.

8.22.
∫

1− x4

x2 + 4
dx.

8.23.
∫

x2 + 4

x− 3
dx.

8.24.
∫

2x2 + 3

2x2 − 1
dx.

8.25.
∫

x3 + x− 1

x2 + 1
dx.

8.26.
∫

x2 − 5

x2 + 3
dx.

8.27.
∫

3x2 − 1

x+ 7
dx.

8.28.
∫

x3 − x+ 3

x2 − 1
dx.

8.29.
∫

x3 + x− 1

x+ 1
dx.

8.30.
∫

5− x2

x2 + 7
dx.
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9. Знайти невизначенi iнтеграли.

9.1.
∫

x cos 5x dx.

9.2.
∫

xe3x−5 dx.

9.3.
∫

(

x3 + 1
)

ln x dx.

9.4.
∫

(x+ 1) cos 2x dx.

9.5.
∫

(2− x) cos 3x dx.

9.6.
∫

ln(x− 1) dx.

9.7.
∫

(2x+1) arctgx dx.

9.8.
∫

arctg
√
2x− 1 dx.

9.9.
∫

arcsinx dx.

9.10.
∫

arctg
√
4x− 1 dx.

9.11.
∫

ln
(

x2 + 4
)

dx.

9.12.
∫

(x+ 5) sin 3x dx.

9.13.
∫

(2− 9x)e−3x dx.

9.14.
∫

(3x−2) cos 5x dx.

9.15.
∫

(2−3x) sin 2x dx.

9.16.
∫

(4x− 2)e−2x dx.

9.17.
∫

x3 lnx dx.

9.18.
∫

xe−3x dx.

9.19.
∫

(4x−1) cos 2x dx.

9.20.
∫

(5x− 2)e3x dx.

9.21.
∫

(

x2 + 4x
)

cosx dx.

9.22.
∫

(3x+ 5) sinx dx.

9.23.
∫

(x+5) arctgx dx.

9.24.
∫

arccos 2x dx.

9.25.
∫

(4x− 1) lnx dx.

9.26.
∫

(7x− 2)e−x dx.

9.27.
∫

(

x2 + 4x
)

lnx dx.

9.28.
∫

(1−3x) cos 7x dx.

9.29.
∫

(9x− 1)e7x dx.

9.30.
∫

(

1− x2
)

ln 2x dx.
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Приклад виконання iндивiдуального завдання

1.

∫

3x2 − 2
√
x+ 5

5
√
x3

x
√
x

dx = 3

∫

x2

x3/2
dx− 2

∫

x1/2

x3/2
dx+ 5

∫

x3/5

x3/2
dx =

= 3

∫

x2− 3

2 dx− 2

∫

x
1

2
− 3

2 dx+ 5

∫

x
3

5
− 3

2 dx =

= 3

∫

x1/2 dx− 2

∫

dx

x
+ 5

∫

x−9/10 dx =

= 3
x

1

2
+1

1
2 + 1

− 2 ln |x|+ 5
x− 9

10
+1

− 9
10 + 1

+ C =

= 3
x3/2

3
2

− 2 ln |x|+ 5
x1/10

1
10

+ C = 2x3/2 − 2 ln |x|+ 50x1/10 + C.

2.

∫

3
√
5− 2x dx =

∫

(5− 2x)
1

3 dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 5− 2x,

du = (5− 2x)′dx = −2dx

dx = −1

2
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −1

2

∫

u
1

3 du = −1

2

u
1

3
+1

1
3 + 1

+ C = −1

2

(5− 2x)
4

3

4
3

+ C = −3

8
(5− 2x)

4

3 + C.

3.

∫

dx

2 + 7x
=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 2 + 7x,

du = (2 + 7x)′dx = 7dx

dx =
1

7
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=
1

7

∫

1

u
du =

1

7
ln |u|+ C =

1

7
ln |2 + 7x|+ C.

4.

∫

sin(3x+ 1) dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 3x+ 1,

du = (3x+ 1)′dx = 3dx

dx =
1

3
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=
1

3

∫

sinu du = − cosu+ C = −1

3
cos (3x+ 1) + C.
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5.

∫

dx

7x2 + 3
=

∫

dx
(√

7x
)2

+
(√

3
)2 =

1√
7

∫

d
(√

7x
)

(√
7x
)2

+
(√

3
)2 =

=
1√
7
√
3
arctg

√
7x√
3

+ C =
1√
21

arctg

√

7

3
x+ C.

6.

∫

e(11−3x) dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 11− 3x,

du = (11− 3x)′dx = −3dx

dx = −1

3
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −1

3

∫

eu du = −− 1

3
eu + C = −1

3
e11−3xC.

7.

∫

2xdx√
4x2 + 3

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

xdx =
1

2
dx2

u = 4x2 + 3,

du = (4x2 + 3)′dx = 8xdx

xdx =
1

8
du

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

=
2

8

∫

du√
u
=

1

2

√
u+ C =

1

2

√

4x2 + 3 + C.

8.

∫

x2 − 5

x2 + 3
dx =

∫
(

1− 8

x2 + 3

)

dx =

=

∫

dx− 8

∫

dx

x2 + 3
= x− 8√

3
arctg

x√
3
+ C.

9.

∫

(7x− 2)e−x dx =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

u = 7x− 2 dv = e−x dx

du = (7x− 2)′dx = 7dx v =

∫

e−x dx = −e−x

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=

= −(7x− 2)e−x +

∫

e−x dx = −(7x− 2)e−x − e−x + C.
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