
ISSN 2078-9130                                                              Динаміка і міцність машин 

Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 26 (1198)                                                                                                                    89 

УДК 621.646.45: 621.05: 621.454.2 
 
С.А. ШЕВЧЕНКО, А.Л. ГРИГОРЬЕВ, М.С. СТЕПАНОВ 
 
ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ РЕГУЛЯТОРА ДАВЛЕНИЯ  
С ПНЕВМАТИЧЕСКИМ УПРАВЛЕНИЕМ ПРИ УЧЕТЕ КОЛЕБАНИЙ СТОЛБОВ ГАЗА  
В ТРУБОПРОВОДАХ 
 

Составлена дискретно-континуальная нелинейная модель и выведено трансцендентное характеристическое уравнение для 
исследования свободных колебаний регулятора пневмосистемы запуска ракетного двигателя. Разработан метод нахождения 
границы динамической устойчивости системы и критерий устойчивости ее предельного цикла. Описан порядок настройки 
системы на автоколебания малой амплитуды. 

Ключевые слова: пневмосистема, дискретно-континуальная модель, гармоническая линеаризация, механический им-
педанс, динамическая устойчивость, автоколебания. 

 

                                                           
DOI: http://dx.doi.org/10.20998/2078-9130.2016.26.79937                                                  © С.А. Шевченко, А.Л. Григорьев, М.С. Степанов, 2016 

Введение и постановка задачи. Исследуемый 
регулятор давления устанавливается в пневмосистеме 
запуска ЖРД третьей ступени ракеты-носителя (РН) и 
предназначен для стабилизации параметров рабочего 
тела (сжатого гелия), посредством которого осуществ-
ляется раскрутка турбонасосного агрегата при вклю-
чении двигателя. Подробное описание особенностей 
работы пневмосистемы и ее математических моделей 
приведены в статьях [1-4]. Расчетная схема пневмоси-
стемы показана на рис. 1; в ней трубопроводы и пру-
жины рассматриваются как континуальные подсисте-

мы с распределенными параметрами, а полости, кла-
паны и поршни – как подсистемы с сосредоточенными 
параметрами. Сопоставление расчетных и экспери-
ментальных данных, полученных при стендовых и 
огневых испытаниях опытного образца такой системы 
на двигателе РД861К, подтвердило правильность ос-
новных принципов, использованных при моделирова-
нии, и открыло дорогу для использования разработан-
ного программного комплекса при решении задач 
проектирования новых устройств подобного назначе-
ния. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема пневмосистемы запуска ЖРД: 1, 17 – шаробаллоны; 2, 5 – входной и выходной трубопроводы; 
3 – пневмоклапан; 4,14 – регуляторы давления; 6,7,24–26 –жиклер;8,10,11,13,15,16,18-23–трубопроводы линии управления; 

9– тройник; 12– электропневмоклапан. 
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Одной из важнейших задач, которую приходится 
решать при создании новой пневмосистемы, является 
обеспечение динамической устойчивости регулятора 
давления газа. Решению этой проблемы посвящено 
множество работ (напр., [5-7]), но в них не учитыва-
ются связанные колебания столбов газа во входном и 
выходном трубопроводах, а также в многочисленных 
трубопроводах системы управления. В то же время, 
как свидетельствуют результаты расчетного исследо-
вания (рис.2), а также опыт длительной доводки 
опытного образца,  

– эта пневмосистема работает на пределе дина-

мической устойчивости; 
– изменение длин трубопроводов влияет на ус-

тойчивость ее работы. 
Использование программного комплекса [1-4] 

позволяет в десятки раз сократить затраты на разра-
ботку новой пневмосистемы; в том числе, с его помо-
щью можно проверить спроектированный образец на 
динамическую устойчивость. Но, к сожалению, ре-
шаемые дифференциальные уравнения являются не-
линейными и сложными, что препятствует использо-
ванию стандартных для теории регулирования мето-
дов проверки линейной системы на устойчивость. 

 

       
а                                                                          б 

        
в                                                                          г 

Рисунок 2 – Влияние длин трубопроводов на колебания давления газа до и после регулятора:  
а – L1 = 4,3 м; L2 = 1,9 м; L5 = 1,7 м; б – изменено L1 = 5,3 м; в – L2 = 2,4 м; г – L5 = 2,7 м  

 
Для устранения этого препятствия нелинейную 

систему уравнений линеаризуют [8,9]; при этом полу-
чают условие устойчивости для колебаний малой ам-
плитуды, где, напр., размах колебаний клапана не 
превышает 10% от его подъема. Заметим, что такие 
колебания, даже если они не затухают со временем, 
здесь не опасны; более того, они желательны, по-
скольку устраняют трение покоя в уплотнительных 
манжетах [10]. Поэтому вывод критерия устойчивости 
для малых колебаний не актуален.  

Однако, как следует из экспериментальных дан-

ных, после своего открытия клапан регулятора этой 
пневмосистемы имеет значительную амплитуду коле-
баний, составляющую 15-20% от его подъема. Кроме 
того, далее будет показано, что устойчивость регуля-
тора зависит от амплитуды колебаний клапана. По-
этому линеаризацию следует проводить с учетом ам-
плитуды колебаний как дополнительного нелинейного 
фактора. 

Целью работы является получение аналитиче-
ских и графоаналитических зависимостей между па-
раметрами пневмосистемы, обеспечивающих ее ус-
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тойчивость при больших амплитудах колебаний. Для 
достижения цели необходимо решить следующие за-
дачи: 

– линеаризовать формулы Сен-Венана с учетом 
установившихся колебаний клапана, имеющих боль-
шую амплитуду, и вывести формулы для колебаний 
расхода газа через дроссели и клапанную щель регу-
лятора; 

– получить аналитические зависимости амплиту-
ды колебаний давлений газа во входной, выходной и 
управляющей полостях регулятора от амплитуды и 
частоты колебаний скорости клапана (то есть найти 
удельный механический импеданс для входного, вы-
ходного и управляющего трубопроводов);  

– вывести уравнение для частот свободных коле-
баний пневмосистемы, имеющих известную амплиту-
ду, и сформулировать достаточные условия для обес-
печения устойчивости при больших амплитудах,  

– указать условия выбора параметров, приводя-
щие к автоколебаниям малой амплитуды. 

Подобные задачи рассматривались в научной ли-
тературе, в частности, в трудах В.А. Бесекерского и 
Е.П. Попова [8], Б.Ф. Гликмана [9], Б.В. Булгакова 
[11], ставших классическими. Метод гармонической 
линеаризации, описанный в давней работе Л.С. Гольд-
фарба [12], в дальнейшем получил широкую извест-
ность и часто используется для исследования колеба-
ний при нелинейном трении. Механический импеданс 
для исследования трубопроводных систем был введен 
в науку Б.Ф. Гликманом, проф. В.А. Бесекерским раз-
рабатывались методы динамического исследования 
континуальных систем, для которых выводилось 
трансцендентное характеристическое уравнение. Од-
нако для исследования сложной пневмосистемы, по-
казанной на рис.1, при применении известных резуль-
татов потребовалась, как показала практика, их суще-
ственная доработка.   

 
Уравнение движения клапана и его аналог для 

комплексных амплитуд колебаний. В конструкции 
регулятора 4 (рис. 1) площадь тарелки по запорному 
контуру близка к площади штока f4 и отличается от 
нее на малую величину Δf4 дифференциальной пло-
щадки клапана, посредством которой частично ком-
пенсируется влияние отрывающей газодинамической 
силы. Поэтому в отношении основного перепада дав-
ления p1 − p2, изменяющегося за время многократных 
включений пневмосистемы в широких пределах от 
35 МПа до 6 МПа, этот клапан практически разгру-
жен. Уравнение движения клапана регулятора 4 (см. 
рис.1) имеет вид: 

кл 5 5 0 3 3 0

4 4 4 1 4 4 6

6 6 2 г.д кл 1 2

тр.м кл кл.0

m h f (p p ) f (p p )
(f f ) (p p ) f (p p )
f (p p ) K f (h) (p p )

F (h) z (h h ),

= ⋅ − − ⋅ − −

− −Δ ⋅ − − Δ ⋅ − −

− ⋅ − − μ ⋅ − −

− − +

            (1) 

где кл 4 пр.клm m (1/ 3) m= +  – приведенная масса кла-

пана и движущихся витков его пружины; кл кл.0z , h  – 
коэффициент жесткости и предварительная деформа-
ция этой пружины; h – совместное перемещение h4 

клапана и его поршней; f3, f5 – площади поршней ре-
гулирования и управления; f6 – площадь поперечного 
сечения полости пружины; г.д клK , fμ  – коэффициент 
газодинамической силы [1] и эффективное проходное 
сечение клапана; Fтр.м – суммарное трение в трех ман-
жетах регулятора, определяемое формулами работы 
[10], 

тр.м пр.cF 0,3N (v)sign(h)= χ , v h= ,              (2) 
Nпр.с – прижимающая сила; χ = χ(v) – коэффициент 
трения, зависящий от скорости скольжения (рис. 3, а); 
p0 – давление газа за поршнями (в двигательном отсе-
ке РН или в лабораторном боксе). 

Если в дифференциальных уравнениях [1], опи-
сывающих работу пневмосистемы, обнулить произ-
водные по времени, то получим параметры устано-
вившегося режима подачи газа – подъем клапана h*, 
давления *

jp , силу трения *
тр.мF  и др. Будем искать 

перемещение клапана и изменения давлений и сил в 
форме незатухающих гармонических колебаний с 
комплексной частотой λ: 

* *
j j jh h h exp( t); p p p exp( t);= + λ = + λ  

тр.м тр.м тр.мF F F exp( t),∗= + λ  
где λ = i · ω; i – это мнимая единица; ω – круговая час-
тота колебаний; h , jp , тр.мF  – вообще говоря, ком-
плексные числа. Тогда подобно (1) получим анало-
гичное уравнение для комплексных амплитуд: 

2
кл 5 5 3 3 4 4 4 1

4 4 6 6 6 2
*

г.д кл 1 2
*

г.д кл 1 2 тр.м кл

m h f p f p (f f ) (p p )
f (p p ) f (p p )

K f (h ) (p p )

K f (h ) (p p ) h F z h,∗ ∗

λ = − − − Δ − −
−Δ − − − −

− μ − −

′− μ − − −

     (3) 

где штрихом обозначена производная клd f (h) / dhμ . 
Заметим, что уравнение (3), так же как и (1), 

содержит много неизвестных и не является замкну-
тым, но это положение можно исправить, если ука-
зать формулы, связывающие амплитуды колебания 
давлений с комплексной амплитудой v  и ком-
плексной частотой λ колебаний скорости клапана; 
такие зависимости называют удельными механиче-
скими импедансами [9]. Мы получим эти зависимо-
сти далее, но начнем с анализа колебаний сухого 
трения в манжетах.  

 
Гармоническая линеаризация сухого трения в 

манжетах. В работе [13] описан метод гармонической 
линеаризации для анализа колебаний расхода газа че-
рез дроссель при малых перепадах давления 

p( ) p sinΔ ϕ = Δ ϕ ,  tϕ = ω⋅ . 
Используется нелинейная расходная характери-

стика Бернулли вида 
G( ) f 2 p sin sign(sin )ϕ = μ ρΔ ϕ ϕ , 

где ρ – это плотность газа; характеристика преобразу-
ется к виду:  

G( ) [ f 2 p ] K( )ϕ = μ ρΔ ϕ , 
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после чего переменный множитель K(φ) заменяется 
его коэффициентом Фурье 

3 / 2
1 0 0

2 2b K( ) sin d sin d 10 / 9
π π

= ⋅ ϕ ⋅ ϕ ϕ = ⋅ ϕ ϕ ≈
π π∫ ∫ . 

В результате получили зависимость для ампли-

туд колебаний   

пр.дрG k f 2 p= μ ρΔ ,  

где коэффициент приведения kпр.др = 1,11. 

 

 
а                                                                          б 

Рисунок 3 – Зависимость коэффициентов трения χ и χпр:  
а –  от скорости скольжения v фторопласта-4, б – от амплитуды колебаний Δ скорости клапана 

 
Аналогичную процедуру применим к формуле 

(2), в которой зависимость коэффициента трения от 
скорости скольжения аппроксимируем формулой 

0

0

, v v ;
(v)

v / v , v v ,
∗

∗ ∗

χ ≤⎡
χ = ⎢χ ⋅ >⎣

 

где v* ≈ 0,04 м/с; коэффициент χ0≈ 0,03 (см. рис. 3, а). 
Если амплитуда Δ колебаний скорости мала, то 

есть Δ ≤ v*, то трение в манжетах является сухим, и 
коэффициент Фурье 

1 0 00
2 4b sin d

π
= ⋅ χ ϕ ϕ = ⋅χ
π π∫ , 

откуда коэффициент приведения 
пр.мк ( ) 4 / 1, 27Δ = π ≈ . 

Для больших амплитуд трение в манжете явля-
ется смешанным – при малых скоростях скольжения 
сухим, а при больших – сухим и вязким одновре-
менно. При нахождении коэффициента Фурье вос-
пользуемся симметрией графика функции 
y( ) (v sin )ϕ = χ ⋅ ϕ  относительно вертикальной оси 
φ = π/2 и получим: 

/ 2
1 0

/ 2 2
0 0 *

4b (v sin )sin d

4 4 (v / v ) sin d ,

π

π

ψ

= χ ϕ ϕ ϕ =
π

= χ + χ ϕ ϕ
π π

∫

∫
 

*sin v / vψ = . 
Вычисляя этот интеграл, находим искомый ко-

эффициент приведения 

( )

пр.м

2
* * *

к ( ) 4 / (2 / )

[( / v ) arccos(v / ) 1 v / ].

Δ = π+ π ×

× Δ Δ − − Δ
 

Характер изменения приведенного коэффициента 
трения пр пр.м 0кχ = χ  в рабочем диапазоне скоростей 

клапана Mv 0,15м / cΔ < =  показан на рис. 3, б. 
Следовательно,  

тр.м пр.c 0 пр.мF 0.3N k ( )= χ Δ .                    (4) 
 

Линеаризация пульсирующего расхода при 
критических перепадах давления. В клапанной ще-
ли регулятора, а также в выходном дросселе иссле-
дуемой пневмосистемы наблюдается критический 
режим течения сжатого гелия. Расход газа вычисляет-
ся по уточненной формуле Сен-Венана [4], в которой 
учтен эффект Джоуля-Томсона: 

j
2 j j

j

f p 3 15G (1 0,24 b p / T ))
16RT

μ
= ⋅ − , 

где pj, Tj – давление и температура газа перед дроссе-
лем; R – газовая постоянная; 2b 1,378 [K /МПа]=  – 
вириальный коэффициент в уравнении состояния ре-
ального газа Абеля. 

Для анализа колебаний используется адиабатиче-
ская модель, поэтому колебания давления и темпера-
туры имеют связанные амплитуды: 

*
j j j

* * 1/ k * *
j j j j j j j

p p p sin( t);

T T (p / p ) T (1 (1/ k) (p / p ) sin( t)),

= + ω

= ≈ + ω
 

где k – это показатель адиабаты; звездочка здесь и 
далее обозначает параметры установившегося режима 
течения газа. 

Следовательно, 

j j j
*
jj j

p p pk 1(1 sin( t))
2k pT T

∗

∗

+
≈ ⋅ + ⋅ ⋅ ω ; 

2 2
j j j
3 / 2 3/ 2 *

j j j

p (p ) pk 3(1 sin( t))
2k(T ) (T ) p

∗

∗
+

≈ ⋅ + ⋅ ⋅ ω . 

Подставим эти значения в формулу для расхода и 
получим: 

*
j j

j j2

j j

G G [1 (k 1) /(2k) (p / p ) sin( t)]

p f p0,24 b 3 15sin( t) .
k 16T RT

∗

∗

∗ ∗

≈ + + ⋅ ⋅ ω −

μ
− ⋅ ⋅ ω ⋅

 

Второе слагаемое мало, и им можно пренебречь. 
Нашли искомую формулу для амплитуды пульсации 
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расхода 
*

kr j jG k (p / p )G∗= , 

где krk (k 1) /(2k) 0,8= + ≈ . 
Полученный результат был проверен при исполь-

зовании метода гармонической линеаризации; при 
условии *

j jp / p 0,2≤  коэффициент приведения kkr от-
клоняется от указанного выше значения не более чем 
на 1,5 %. То есть этим результатом можно пользовать-
ся и для анализа больших амплитуд колебаний. 

Заметим, что при исследовании колебаний пара-
метров газа в трубопроводах и полостях пневмосисте-
мы используем акустическое приближение [14], в 
рамках которого плотность ρ и скорость звука a счи-
таются постоянными величинами: *

j jρ = ρ  и *
j ja a= . 

Поэтому для амплитуд колебаний Q  объемной скоро-
сти газа, прошедшего через дроссель, получаем фор-
мулы, аналогичные формулам для расхода массы: 

пр.дрQ k f (2 / ) p∗= μ ρ Δ ;      *
kr j jQ k (p / p )Q∗= .    (5) 

 

 
Рисунок 4 – Схема полости с жиклером 

 
Механический импеданс при колебаниях 

поршня в полости с жиклером. Схема исследуемой 
подсистемы показана на рис. 4, на рис.1 ей соответст-
вуют камера над штоком клапана, полость пружины,  
камеры регулирования и управления регулятора 4. 

Случай, когда сжимаемостью газа в полости 
можно пренебречь, изучен в [13]; здесь исследуется  
общий случай. Как и в [13], изменением плотности 
газа ρ при дросселировании пренебрежем, а для расче-
та мгновенной объемной скорости Q пульсирующего 
течения газа через дроссель используем результат гар-
монической линеаризации формулы Бернулли  

пр.дрQ к f 2 /( p ) p= μ ρ Δ Δ , 

где пр.дрк 1,11; p= Δ  – амплитуда изменения перепада 
давления Δp. 

В начале этой части исследования будем считать, 
что полость за дросселем имеет большой объем и по-
стоянное давление газа p0, тогда Δp = p − p0.  

Запишем уравнение сжимаемости газа в полости, 
предполагая этот процесс адиабатическим: 

п п2
V dp f C Q

dta
⋅ = −

ρ
,  

то есть 

 п п2
V d p f C Z p

dta
Δ

⋅ = − ⋅Δ
ρ

, 

где a – это скорость звука в газе, V – объем полости; fп 
– площадь поршня, 

прZ f 2 /( p )= μ ρ Δ ,       пр пр.дрf к fμ = μ , 
и для нахождения гармонического решения этого 
уравнения воспользуемся методом комплексных ам-
плитуд: 

пC exp( t); p p exp( t) ; i= Δ λ Δ = Δ λ λ = ω , 
причем будем считать, что амплитуда Δ > 0, а pΔ  – 
это комплексное число. 

Подстановка и сокращение экспонент дает равен-
ство 

( )2
пV /(a ) Z p fλ ρ + Δ = Δ ,                 (6) 

откуда 

( ) 22 2 2 2 2
п( V /(a )) Z p fω⋅ ρ + ⋅ Δ = Δ . 

Учтем формулу для коэффициента Z и получим 
квадратное уравнение для амплитуды колебаний дав-
ления: 

22 2 2 2 2
пр п( V /(a )) p ( f ) (2 / ) p fω⋅ ρ Δ + μ ρ Δ = Δ . 

Его решение имеет вид: 
2 2 2

п прp (f / f ) /(1 1 )Δ = ρ μ Δ + +β , 
где β – это коэффициент сдвига фазы, 

2 2
п прf V /(a f )β = Δω μ . 

Если коэффициент β = 0, то есть V = 0, то коле-
бания давления будут иметь ту же фазу, что и колеба-
ния скорости, здесь импеданс Z положительный, про-
порциональный амплитуде колебаний скорости и не 
зависящий от частоты: 

2
п прZ (f / f )= ρ μ Δ . 

Это характеристика квадратичного трения. В 
исследуемой пневмосистеме характерные значения 
коэффициентов сдвига фазы, вычисленные при часто-
тах ω = 600 1/c и скоростях Δ = 0,05 м/с, составляют:  

– для жиклера μf4.пр верхней камеры – β = 0,0001; 
– для жиклера μf3.пр камеры регулирования – 

β = 0,038; 
– для жиклера μf5.пр камеры управления – 

β = 1,419; 
– для дросселирующих пазов в тарели клапана 

μf6.пр полости пружины – β = 0,002. 
Как видим, в трех случаях перепад давления ме-

жду полостями определяется квадратичным трением, 
и в уравнении (3) можно принять, что 

2
24

4 1 1
4.пр

f
p p

f
∗ ⎛ ⎞

= + ρ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟μ⎝ ⎠
;  

2
23

3 2 2
3.пр

fp p
f

∗ ⎛ ⎞
= +ρ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟μ⎝ ⎠

;   

2
26

6 2 2
6.пр

f
p p

f
∗ ⎛ ⎞

= + ρ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟μ⎝ ⎠
. 

После чего это уравнение упростится и с учетом 
полученных выше результатов примет вид: 
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2
кл kv м кл г.д

5 5 1 1 3 1 2

m h ( / ) h (z z )h
f p f p (f f ) p ,

λ + χ Δ + χ Δ λ + + =

= −Δ − − Δ
       (7) 

где χkv, χм – коэффициенты трения в дросселях и в 
манжетах,  

3 2 3 2 3 2
kv 1 4 4.пр 2 3 3.пр 2 6 6.прf / f f / f f / f∗ ∗ ∗χ = ρ μ +ρ μ +ρ μ ;    (8) 

м пр.c 0 пр.м0,3N k ( )χ = χ Δ , 
zг.д – коэффициент жесткости для газодинамической 
силы, 

*
г.д г.д кл 1 2z K f (h ) (p p )∗ ∗′= μ − ; 

площадь 1 4 г.д клf f K f (h )∗Δ = Δ − μ .  
В камере управления сдвиг фаз является сущест-

венным, и вместе с силой квадратичного трения воз-
никает заметная сила упругости. Из равенства (6) най-
дем комплексную амплитуду колебаний давления 

п
2 2 2 2

2 2 2 2

п п

f Vp Z
( V /(a )) Z a

p Z p ( V /(a ))1 .
f f

⎛ ⎞Δ λ
Δ = ⋅ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟ω ρ + ρ⎝ ⎠

Δ Δ ω ρ
= + ⋅

Δ λ Δ

 

Первое слагаемое правой части отвечает квадра-
тичному трению, а соответствующая компонента дав-
ления изменяется в фазе со скоростью поршня: 

3 / 22 2
п пр

пр2 2

кв
п п

2 2
п пр

2 3/ 2

(f / f )
f 2 /

1 1p Z
p

f f

(f / f ) 2
.

(1 1 )

⎡ ⎤ρ μ Δ
⎢ ⎥ μ ρ
⎢ ⎥+ +βΔ ⎣ ⎦Δ = = =

Δ Δ

ρ μ Δ
=

+ +β

  (9) 

Второе слагаемое отвечает силе упругости газо-
вой пружины, образующейся между поршнем и жик-
лером; соответствующая компонента давления изме-
няется в одной фазе с перемещением поршня: 

2 22 2
п пр

упр 2 2п

(f / f )p ( V /(a ))
p

f (1 1 )

ρ μ ΔωβΔ ω ρ Δ
Δ = = ⋅

λ Δ λ+ +β
.  (10) 

В результате пульсации давления представляют-
ся в виде суммы 

кв упрp p cos t p sin tΔ = Δ ω + Δ ω , 
где перемещения hп и скорости Cп поршня изменяются 
по закону 

п пh sin t / ; С cos t= Δ ω ω = Δ ω . 
 
Оптимизация квадратичного трения. Один из 

постулатов теории динамической устойчивости гласит, 
что увеличение трения повышает устойчивость. Далее 
мы покажем, что этот закон справедлив и для исследуе-
мой системы. Увеличение силы сухого трения в манже-
тах возможно при их удлинении, что вступает в проти-
воречие с требованием обеспечить минимальную массу 
и габариты. Вязкое трение, возникающее в тех же ман-
жетах при больших скоростях скольжения, а также в 
трубопроводах, является следствием соответствующих 
физических эффектов, и повлиять на величину этой силы 
непросто. Другое дело – квадратичное трение, которое 

возникает при течении газа через дроссели и сильно за-
висит от диаметра дросселя. Но и здесь при проектиро-
вании пневмосистемы многоразового запуска ЖРД воз-
никают ограничения: 

– уменьшение площади  проходного сечения μf4 
и/или μf6 препятствует своевременному заполнению 
соответствующих полостей сжатым гелием, что уве-
личивает начальный заброс клапана регулятора и при-
водит к недопустимо высокой колебательности пере-
ходного процесса [15]; 

– уменьшение площади проходного сечения μf3 
замедляет и ослабляет действие отрицательной обрат-
ной связи, что снижает устойчивость; 

– при выборе площади проходного сечения μf5 
необходимо, с одной стороны, отсрочить начало подъ-
ема клапана регулятора до начала открытия пневмок-
лапана, а с другой – не допустить заметного уменьше-
ния крутизны заднего фронта у импульса подачи газа. 

Последнее условие предоставляет конструктору 
некоторую свободу в выборе диаметра d5 управляю-
щего жиклера. В этом пункте мы найдем значение 
этого диаметра, обеспечивающее максимум квадра-
тичного трения. 

В формулу (9) площадь μfпр входит непосредст-
венно, а также через коэффициент сдвига фазы β. 
Приведем формулу (9) к виду: 

2
2 3/2

кв
ap [2 / (1 1 )]

2V
ρ

Δ = ⋅β ⋅ + +β
ω

. 

 

 
Рисунок 5 – Зависимость оптимального диаметра дросселя 

dопт от частоты и амплитуды колебаний δh 
 
Используемая здесь функция 

2 3/2
d ( ) [2 / (1 1 )]χ β = β⋅ + +β  

имеет максимум при 2 2 2,82β = ≈ , что нетрудно 
установить путем дифференцирования. Учтем, что 

2 2
п прf V /(a f )β = Δω μ     и    п 0V f (h h )∗= ⋅ + , 

где ход клапана h0 отвечает начальному значению 
объема полости. 

Следовательно, 
2
пр 0
2 4
п

f (h h ) h
2 2 af

∗μ ω + Δ
=   или    

0
4

пр.др

(h h ) hd
D k 2 2 a

∗ω + Δ
=

μ
,                     (11) 
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где d, D – диаметры дросселя и поршня; Δh = Δ/ω – 
амплитуда колебаний для перемещений клапана. 

Как видим, оптимальное значение диаметра 
дросселя dопт зависит от частоты и относительной ам-
плитуды 

0h h /(h h )∗δ = Δ +  
колебаний (рис. 5), но эта зависимость слабая; кроме 
того, вблизи максимума сила трения изменяется мед-
ленно (рис. 6). Для значений 

ω = 600 1/c; Δh = 0,15 мм; h0 + h* = 1,5 мм; μ = 0,7 

формула (11) приводит к соотношению d/D = 1/60, а 
диапазон оптимального выбора составляет 

1/ 80 d / D 1/ 40< < . 
 

 
Рисунок 6 – Характеры зависимости сил трения χd и упруго-

сти ζd в полости управления от коэффициента β 
 
Для управляющей полости пневмосистемы име-

ем d5/D5 = 1/45, то есть это соотношение обеспечивает 
предельно большое квадратичное трение. Для верхней 
камеры d4/D4 = 1/4, для полости регулирования 
d3/D3 = 1/20, и эти соотношения, по указанной выше 
причине, далеки от оптимальных значений. 

Что касается упругого давления упрpΔ , формула 
(10), то по мере уменьшения диаметра жиклера оно 
монотонно возрастает вместе с функцией 

2 2
d ( ) ( /(1 1 ))ζ β = β + +β , 

но имеет очевидный предел, который отвечает моду-
лю сжимаемости газа в полости и составляет 

2
упр.м пp f a h / VΔ = ρΔ ; 

с практической точки зрения предел достигается при 
значениях β > 4 (рис. 6).  

 
Импеданс полости управления. Компоненты (9) 

и (10) комплексного импеданса 

5 кв упр( , ) p p /Ψ λ Δ = Δ + Δ λ  

камеры управления пропорциональны функциям χd(β), 
ζd(β) и зависят от частоты и амплитуды колебаний, как 
это показано выше. Но ограничиться использованием 
этих зависимостей в уравнении (7) не удастся, по-
скольку давление за управляющим жиклером является 
переменным; кроме того, сжимаемость газа в этой 
камере влияет на амплитуду пульсации расхода в 
жиклере, что необходимо учесть при расчете импе-
данса трубопровода управления.  

Поэтому мы усложним расчетную схему (рис. 7), 
объем V0 будем здесь считать небольшим, а давление 
p0 – переменным. Кроме того, учтем, что комплексные 
амплитуды пульсации давления 0p  и скорости 0u  

газа в концевом сечении трубопровода связаны зави-
симостью  

0 cnt 0p ( ) u= Ψ λ ,                            (12) 

где Ψcnt(λ) – импеданс трубопровода, который в этой 
задаче считается известной функцией (он получен 
далее). 

 

 
Рисунок 7 – Схема управляющей полости 

 
Запишем уравнения сжимаемости для полостей 

рассматриваемой системы  

п п 02
V dp f C Q(p p )

dta
⋅ = − −

ρ
;      

0 0
0 тр 02

V dp
Q (p p ) f u

dta
⋅ = ⋅ − −

ρ
, 

а также их очевидное следствие 

0 0
п п 02 2

d(p p ) dpV Vf C Q(p p )
dt dta a

−
⋅ = − ⋅ − −

ρ ρ
,  (13) 

где fтр – это площадь поперечного сечения трубопро-
вода. 

Уравнение вида (13) мы решали выше, поэтому 
сразу можем записать равенство для комплексных 
амплитуд гармонических колебаний 

2
0 5 п 0p p ( , ) ( [( V) /(f a )]p )− = Ψ λ Δ Δ − λ ρ .      (14) 

Перейдем в уравнениях сжимаемости к ком-
плексным амплитудам: 

п2
V p f Q

a
λ

⋅ = Δ −
ρ

;      0
тр 02

V
p Q f u

a

λ
⋅ = −

ρ
,       (15) 

и дополним соотношения (14) и (15) равенством (12).  
Пришли к системе 4-ех линейных уравнений для 

4-ех неизвестных 0p, p , 0u  и Q . Решая эту систему, 
получаем искомую зависимость 

тр 0
5 п 52 2

cnt п

тр 0
52 2 2

cnt

f V V( , ) f ( , ) 1
( ) a a fp

f V V V( , ) 1
( ) a a a

⎛ ⎞⎛ ⎞λ⋅ λ
Ψ λ Δ + − Ψ λ Δ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ψ λ ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

Δ ⎛ ⎞λ λ λ
+ − Ψ λ Δ − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟Ψ λ ρ ρ ρ⎝ ⎠

, 

или 
5

2
п

5 cnt2
тр п

cnt
0 52 2

п тр

p ( , )

f V1 ( , ) ( )
f f a

.
( )V1 V V 1 ( , )

f a f a

= Ψ λ Δ Δ +

⎛ ⎞λ
⋅ − Ψ λ Δ Ψ λ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠+

⎡ ⎤⎛ ⎞ λΨ λλ
+ + − Ψ λ Δ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ρ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (16) 



Динаміка і міцність машин                                                              ISSN 2078-9130 

96                                                                                                                    Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 26 (1198) 

Таким образом, механический импеданс полости 
управления включает в себя импеданс управляющего 
дросселя Ψ5(λ,Δ) как отдельное слагаемое; поэтому 
аналитические зависимости, полученные в предыду-
щем пункте, остаются актуальными и для общего слу-
чая. Что касается второго слагаемого равенства (16), 
то выделение его компонент аналитическим методом 
затруднительно, но легко осуществимо при помощи 
компьютерной программы. 

Пусть соответствующий импеданс имеет описа-
ние вида Z(λ,Δ). Тогда суммы 

( )u.кв ( , ) 0,5 Z( , ) Z( , )Ψ λ Δ = λ Δ + −λ Δ  и 

( )u.упр ( , ) 0,5 Z( , ) Z( , ) /Ψ λ Δ = λ Δ − −λ Δ λ  

являются аналитическими функциями от величины 
λ2 (то есть, четными по круговой частоте ω) и пред-
ставляют трение и упругое сопротивление газовой 
пружины, расположенной за дросселем управления 
и вибрирующей с указанной частотой и амплиту-
дой. 

Импеданс имеет такую же физическую размер-
ность, как волновое сопротивление aρ, и этот множи-
тель присутствует в формулах для импеданса трубо-
проводов. Поэтому на него можно разделить все им-
педансы и перейти к безразмерным величинам. Тогда 
равенство (16) примет вид 

5

2
п

5 cnt
тр п

cnt
0 5

п тр

p ( , )
a

f V1 ( , ) ( )
f f a

.
( )V1 V V 1 ( , )

f a f a

= Ψ λ Δ Δ +
ρ

⎛ ⎞λ
⋅ − Ψ λ Δ Ψ λ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠+

⎡ ⎤⎛ ⎞ λΨ λλ
+ + − Ψ λ Δ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

   (17) 

 
Импеданс газовой пружины. Простейшая рас-

четная схема блока управления пневмосистемы пока-
зана на рис. 8, а. Если для этой схемы дополнительно 
принять допущение, что объем тупиковой полости 
VT = 0, то мы получим классическую газовую пружи-
ну, которую в акустическом приближении рассчиты-
вают по тем же формулам [14], что и цилиндрическую 
пружину сжатия [16]. В частности, давления в конце-
вых сечениях столба газа представляются в виде сле-
дующих бесконечных сумм: 

2 4
0 0 0 0p (t) a u (t) 2 K u (t 2 ) 2K u (t 4 ) ...⎡ ⎤= ρ + − τ + − τ +⎣ ⎦ ; 

3
т 0 0

5
0

p (t) a 2K u (t ) 2K u (t 3 )

2K u (t 5 ) ... ,

⎡= ρ − τ + − τ +⎣
⎤+ − τ + ⎦

 

где τ = L/a – запаздывание волны на длине трубопро-
вода L; K = exp(−ξτ) – коэффициент ее затухания. 

 

 
                     а                                    б                                                                                             в   

Рисунок 8 – Расчетные схемы пневмоблока управления: а – простейшая; б – разветвленная; в – реальная. 
На схеме приняты сокращения: ПК – пневмоклапан; ЭПК – электропневмоклапан; РД – регулятор давления 

 
Фактор затухания ξ для трубопроводов блока 

управления вычисляется при использовании законо-
мерностей неустановившегося ламинарного режима 
течения по формуле из работы [17] 

2
л г г6 / d (8 / d) /( )ξ = υ + υ πτ , 

где υг – кинематическая вязкость газа; d – диаметр 
трубопровода. 

Фактор ξл значительно (на порядок) превосходит 
аналогичный результат, получающийся по теории 

Пуазейля для стационарного течения. 
Учтем равенство 

0 0u (t) u exp( t)= λ  
и используем формулу для суммы геометрической 
прогрессии; тогда эти формулы примут вид: 

2 2
0 0p a u (1 K exp( 2 )) /(1 K exp( 2 ))⎡ ⎤= ρ + − λτ − − λτ⎣ ⎦ ; (18) 

2
т 0p a u 2K exp( ) /(1 K exp( 2 ))⎡ ⎤= ρ −λτ − − λτ⎣ ⎦ .      (19) 

В результате несложных преобразований равен-
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ства (18) и (19) сворачиваются: 
0 л 0p a cth(( ) ) u= ρ λ + ξ τ ; 

т л 0p a [1/ sh(( ) )] u= ρ λ + ξ τ ,                (20) 
но для (18) нам понадобится еще одна форма. Вос-
пользуемся равенством 

exp( 2 ) (1 th( )) /(1 th( ))− λτ = − λτ + λτ  
и получим: 

[ ]0 0p a (1 th( )) /( th( )) u= ρ + δ λτ δ + λτ ,       (21) 
где 

2 2(1 K ) /(1 K )δ = − + . 
Таким образом, для простейшей схемы управле-

ния импеданс имеет вид 
[ ]cnt ( ) a (1 th( )) /( th( ))Ψ λ = ρ + δ λτ δ + λτ , 

но, чтобы правильно моделировать нижние частоты 
колебаний пружины [16], этот результат нужно уточ-
нить и дополнить слагаемым cnt( / ) ( )ξ λ Ψ λ : 

[ ]cnt ( ) a (1 th( )) /( th( )) (1 / )Ψ λ = ρ + δ λτ δ + λτ + ξ λ .   (22) 
Формулы (20) - (21) уточняют теорию работы [8] 

о передаточной функции и импедансе механического 
четырехполюсника с распределенными параметрами: 
в них газодинамическое сопротивление трубопровода 
учтено как распределенное, а не местное. 

Теперь учтем сжимаемость газа в тупиковой по-
лости, имеющей объем VТ > 0, для чего запишем 

уравнение сжимаемости: 

( )трт
2

fV d (F W) F W
dt aa
⋅ + = ⋅ −

ρρ
,   или    

т

тр

V d (F W) F W
f a dt

⋅ + = − , 

где F, W – прямая и отраженная волны давления,  
т тF W p , (F W) /(a ) u+ = − ρ = , 

и перейдем в этом дифференциальном соотношении к 
комплексным амплитудам гармонических колебаний: 

т тр[ V /(f a)] (F W) F Wλ ⋅ + = − ,   

откуда VW K F= ⋅ ; 
здесь коэффициент отражения 

( ) ( )V т тр т трK 1 V /(f a) / 1 V /(f a)= − λ + λ . 

В результате равенство (18) принимает вид 
[

]
0 0 V л

V л

p a u (1 K exp( 2( ) )) /

/(1 K exp( 2( ) )) ,

= ρ + − λ + ξ τ

− − λ + ξ τ
 

или 
[ ]0 л л 0p a (1 th(( ) )) /( th(( ) )) u= ρ +δ λ+ξ τ δ+ λ+ξ τ , (23) 

где 
V V т тр(1 K ) /(1 K ) ( V ) /(f a)δ = − + = λ . 

 

 
       а                                                              б 

Рисунок 9 – Зависимости коэффициента жесткости от частоты и амплитуды колебаний клапана (Δ1 = 0 м/c, Δ2 = 0,05 м/c,  
Δ3 = 0,1 м/c): а – простейшая схема; б – разветвленная схема блока управления  

 
Значения коэффициента жесткости zcnt газовой 

пружины, полученные как реактивная составляющая 
импеданса по формулам (16), (22) и (23) для разных 
частот и амплитуд колебаний клапана, показаны на 
графиках рис. 9, а. Начальный участок соответствует 
зависимости 

2 2 2
cnt 5 т cnt cnt

2
cnt 5 cnt cnt

z a (f /(V V )) m ;

m (f / f ) V ,

= ρ + + λ

= ρ
         (24) 

где первое слагаемое описывает сжимаемость газа в 
суммарном объеме трубопровода Vcnt и тупиковой 
полости VT, а второе – инерцию газа в трубопроводе. 

 
Метод расчета механического импеданса для 

пневмоблока управления. К сожалению, простейшая 

схема, показанная на рис. 8, а, плохо соответствует 
реальной схеме блока управления. Причиной является 
то, что к началу работы пневмосистемы запуска ЖРД 
уже открыты длинные линии управления, ведущие к 
другим потребителям. Более реалистичной является 
расчетная схема, показанная на рис. 8, б, и именно она 
использована в программном комплексе [1-4]. Здесь 
выделена центральная полость объемом Vц, от кото-
рой идут трубопроводы к тупиковым полостям, а так-
же к полости управления регулятора.  

Заметим, что сеть трубопроводов управления яв-
ляется непроточной и не имеет параллельных цепей и 
активных элементов, возбуждающих колебания. Это 
позволило отказаться от сложных методов [9], исполь-
зующих передаточные матрицы или графы, и предло-
жить прямой метод расчета импеданса, который 
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опирается на разработанные правила пересчета этой 
величины при последовательном соединении труб.  

Напомним, что величина, обратная импедансу, 
называется адмиттансом [12]. Будем считать, что 
адмиттанс c входит в соотношение 

u c p /(a )= ρ , 
то есть с точки зрения физики это безразмерная вели-
чина. Сформулируем и докажем две теоремы.  

 
Теорема 1. Пусть в полость объемом V прихо-

дит один трубопровод с площадью сечения f0, а ухо-
дят n трубопроводов, имеющих площади f1, …, fn и 
адмиттансы c1, …, cn. Тогда входной трубопровод на 
стыке с полостью имеет адмиттанс  

0 1 0 1 n 0 n 0c (f / f ) c ... (f / f ) c (V / f ) / a= + + + λ .     (25) 
Доказательство. Запишем уравнение сжимаемо-

сти для полости и перейдем в нем к комплексным ам-
плитудам колебаний: 

0 0 j j2
j 1,...,n

0 0 j j2
j 1,...,n

V dp f u f u
dta

V p f u f u .
a

=

=

⋅ = − ⇒
ρ

λ
⇒ ⋅ = −

ρ

∑

∑
 

Воспользуемся определением j ju c p /(a )= ρ , 
j = 0,1,…,n и получим 

j j0 0
2

j 1,...,n

f c pf c pV p
a aa =

λ
⋅ = −

ρ ρρ
∑ ,  

откуда 

 0 0 j j
j 1,...,n

V f c f c
a =

λ
= − ∑ . 

Утверждение доказано. 
 
Теорема 2. Пусть у трубопровода с газом длина 

равна L, а в его выходном сечении адмиттанс равен 
cкон. Тогда адмиттанс во входном сечении вычисляет-
ся по формуле 

нач кон тр кон трc (c с ) /(1 c с )= + + ,                (26) 
где cтр – это адмиттанс трубопровода при закрытом 
выходе,  

[ ]трс ( ) ( th( )) /(1 th( ))λ = δ + λτ + δ λτ ; 
2 2(1 K ) /(1 K )δ = − + ;    τ = L/a. 

Доказательство. Воспользуемся равенствами (20), 
а также симметрией столба газа в отношении выбора 
концевых сечений и линейностью его уравнений, от-
куда вытекают следующие формулы для комплексных 
амплитуд: 

нач 1 нач 2 кон

кон 2 нач 1 кон

p /(a ) u u ;
p /(a ) u u ,

ρ = Ψ −Ψ

ρ = Ψ −Ψ
 

где 1 cth(( ) )Ψ = λ −ξ τ ;   2 1/ sh(( ) )Ψ = λ −ξ τ . 
Учтем, что по условию теоремы 

кон кон конu c p /(a )= ρ , 
следовательно 

кон 2 нач 1 кон
2

нач 1 2 кон 1 кон нач

p u /(1 c )

p ( c /(1 c )) u ,

= Ψ +Ψ ⇒

⇒ = Ψ −Ψ +Ψ
 

то есть 

2 2 11 кон
нач 1 2 1 тр2 2

1 1 2 кон

тр кон

тр кон

1 c
c 1, c

( )c
с c

.
1 с c

−+Ψ
= = Ψ −Ψ = Ψ = =
Ψ + Ψ −Ψ

+
=

+

 

Теорема доказана. 
 
Заметим, что в блоке управления большинство 

трубопроводов имеет одинаковую площадь, а адмит-
тансом трубопровода является гиперболический тан-
генс и формула (25) соответствует правилу вычисле-
ния гиперболического тангенса суммы. Поэтому 
смысл доказанных теорем можно передать следующей 
фразой: при параллельном соединении трубопроводов 
суммируются значения адмиттансов – гиперболиче-
ских тангенсов, а при последовательном соединении – 
суммируются значения их аргументов (то есть арктан-
генсы от адмиттансов). 

Результат применения теорем 1 и 2 к расчетной 
схеме, показанной на рис. 8, б, проиллюстрирован на 
рис. 9, б, где показаны графики реактивной состав-
ляющей удельного механического импеданса. Срав-
нивая с рис. 9, а, замечаем существенные отличия по 
расположению резонансных частот; кроме того, при 
одинаковом объеме газа уточненная схема обладает 
вдвое большей приведенной массой. Поэтому для ре-
шения задач этого исследования представляется целе-
сообразным не заниматься упрощениями, а перейти к 
реальной схеме блока управления, показанной на 
рис. 8, в. При использовании формул (25) и (26) ана-
лиз схемы, содержащей около 20-ти трубопроводов, 
не представляет больших трудностей. 

Метод расчета импеданса блока управления ис-
пользует обычный алгоритм обработки графа, в кото-
ром от мелких ветвей переходят к более крупным вет-
вям, а затем по стволу дерева спускаются к корню, 
который в этой модели располагается в полости за 
управляющим дросселем. Адмиттанс крайней ветви 
вычисляем по формуле   

j j j j j j j

j j j

с ( th(( ) )) /(1 th(( ) ));

V /(f a),

= δ + λ + ξ τ + δ λ + ξ τ

δ = λ
 

а адмиттанс тройника – по формуле 

l l m n l l l m n

l l

с ( c c th(( ) )) /(1 ( c c )
th(( ) )),

= δ + + + λ + ξ τ + δ + + ×

× λ + ξ τ
 

где индексы m и n отвечают мелким ветвям, которые 
объединяются в более крупную ветвь с индексом l. 

Тройники на схеме рис. 8, в, обозначены цифра-
ми 1,2,…,9. Результат реализации этого метода расче-
та близок к графикам рис. 9, б.  

После расчета реактивной zcnt и активной fcnt со-
ставляющей импеданса блока управления уравнение 
(7) принимает вид: 

2
кл kv.с cnt м

кл г.д др.5 cnt 1 1 3 1 2

m h ( / ) h

(z z z z ) h f p (f f ) p ,

λ + χ Δ + χ + χ Δ λ +

+ + + + = −Δ − −Δ
(27) 

где kv.с kv др.5χ = χ + χ ; др.5χ , др.5z  – коэффициенты 
трения и упругой силы в управляющем дросселе,  
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3 2 2 2 3/ 2
др.5 5 5 5.пр( , ) 0.5 (f / f ) [2 /(1 1 )]∗χ ω Δ = ρ μ Δ + +β ; 

3 2 2 2
др.5 5 5 5.прz ( , ) f / f /(1 1 )∗ω Δ = ρ μ Δωβ + +β ;  

2 2
5 5 5 5.прf V /(a f )∗β = Δω μ . 

Таким образом, для выполнения поставленных 
задач осталось найти связь между амплитудами 1 2p , p  

и h  колебаний давления газа и подъема клапана. 
 
Импеданс входного и выходного трубопрово-

дов. В отличие от блока управления, по этим трубо-
проводам течет турбулентный поток газа, имеющий 
постоянную среднюю скорость 1,2u∗  и пульсирующую 
составляющую скорости u1,2. Поэтому фактор затуха-
ния волны вычисляется по формуле Прандтля 

3 / 4 1/ 4 5 / 4
1,2 1,2 г 1,20,079u / d∗ξ = υ . 

Суммарный коэффициент потерь давления заме-
няется эквивалентным распределенным сопротивле-
нием, которое увеличивает значение фактора ξ.  

Объем баллона принимается бесконечно боль-
шим, поэтому предельный переход в (18) при условии 
Δ → ∞ приводит к равенству 

1 1 1 1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1

p a th(( ) )) u
th( ) th( )

a u ,
1 th( ) th( )

= − ρ λ + ξ τ =
λτ + ξ τ

= − ρ ⋅ ⋅
+ λτ ξ τ

                  (28) 

где a1, ρ1, τ1 – скорость звука, плотность газа и запаз-
дывание волны на длине входного трубопровода.   

Свяжем пульсацию давления с пульсацией ско-
рости клапана. Сжимаемостью газа в полости перед 
клапаном пренебрегаем. Тогда вместо уравнения сжи-
маемости имеем равенство объемных скоростей: 

1 1 1 1f u Q f h= + Δ , 
откуда, с учетом (5), получаем 

* *
1 1 kr 1 1 1 1 1f u k (p / p )Q K (h / h )Q f h∗ ∗

μ= + + Δ λ , 
или 

* *
1 1 kr 1 1 1 1 1u / u k p / p K h / h ( f / f ) ( h / u )∗ ∗

μ= + + Δ λ ,   (29) 

где множитель K [0,9; 1, 2]μ ∈ ; его величина зависит 
от характера изменения коэффициента расхода:   

* * * *
4 кл клK (h ) 1 h ( (h )) / (h )μ ′= + μ μ . 

Учтем, что 1 1f / f 0,005Δ <  и 1/ u 0,01∗Δ < , поэто-
му последнее слагаемое в (29) можно отбросить. Из 
системы равенств (28) и (29) получаем 

1

T 11

1 1 1

T 1 1 1 1 1 T

Ku h
1 Au h

K (1 th( ) th( )) h ;
1 A th( ) th( ) (th( ) A ) h

μ
∗ ∗

μ
∗

= ⋅ =
+ Ψ

+ λτ ξ τ
= ⋅

+ ξ τ + λτ ξ τ +

     (30) 

11

T 11 1 1

1 1 1

T 1 1 1 1 1 T

Kp h
1 Aa u h

K (th( ) th( )) h ,
1 A th( ) th( ) (th( ) A ) h

μ
∗ ∗

μ
∗

Ψ−
= ⋅ =

+ Ψρ
ξ τ + λτ

= ⋅
+ ξ τ + λτ ξ τ +

   (31) 

где 
*

T kr 1 1 1 1 kr 1 1 1A k u a / p k (u / a ) z∗ ∗= ρ = ; 

1 1 1th(( ) )Ψ = λ + ξ τ , 
z1 – фактор сжимаемости гелия во входном трубопро-
воде 

Воспользуемся равенством 
2 2 2 2(a b) /(c d) (ac bd) /(c d ) (ad bc) /(c d )+ + = − − + − −  

и после несложных преобразований приведем форму-
лу (31) к следующему каноническому виду: 

2 2
1 1 1 p1,a p1,rp /(a ) ( ) h ( ) h− ρ = Ψ λ λ +Ψ λ ,         (32) 

где p1,aΨ , p1,rΨ  – это активная и реактивная состав-
ляющие импеданса входного трубопровода, которые 
являются четными функциями от частоты колебаний. 

К аналогичному виду приводится формула (30): 
2 2

1 1 a1 r1u / u ( ) h ( ) h∗ = Ψ λ λ +Ψ λ ;                (33) 

графики используемых функций приведены на 
рис. 10, а.  

 

 
      а                                                          б 

Рисунок 10 – Зависимость активной Ψa и реактивной Ψr компоненты импеданса от частоты: 
 а – входной трубопровод; б – выходной трубопровод 

 
Для анализа выходного трубопровода  запишем 

условие отражения волн у выходного дросселя: 
( )kr 2 2 2 2k [(F W) / p ]u F W /(a )∗ ∗+ = − ρ , 

откуда получаем  
W=KотрF, 

где                          2
2 2 2 2p a /(k z )∗ = ρ ; 

отр 2 2 2 2 2 2K (1 0.5(k 1) z u / a ) /(1 0.5(k 1) z u / a )∗ ∗= − + + + , 
F, W – прямая и отраженная волны давления; a2, 

ρ2, z2 – скорость звука, плотность и фактор сжимаемо-
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сти гелия в выходном трубопроводе; K2 – искомый 
коэффициент отражения, который, как оказалось, в 
основном зависит от числа Маха 2 2u / a∗  и показателя 
адиабаты k; krk (k 1) /(2k)= +  – коэффициент линеа-
ризации критического расхода (формула (5)). 

Равенство (18) для выходного трубопровода по-
лучает вид 

2
отр 2

2 2 2 2 2
отр 2

1 K K exp( 2 )
p a u ,

1 K K exp( 2 )

+ − λτ
= ρ

− − λτ
 

или 
[ ]2 2 2 2 2 2 2 2p a (1 th( )) /( th( )) u= ρ + δ λ τ δ + λ τ ,     (34) 

где 
2 2

2 отр отр 2 2 2(1 K K ) /(1 K K ) 0,5(k 1) z u / a∗δ = − + ≈ + . 

У анализируемой системы 2 [0,2;0,3]δ ∈ , а если 
принять δ2 = 0, то при низких частотах 

2 2 2 2 2p a /( ) u≈ ρ λ τ . 

Поэтому, используя аналогичные выкладки, равенство 
(34) было приведено к своему каноническому виду: 

( ) 1 2 2
2 2 2 2 2,a 2,r 2p /(a ) [ ( ) ( )] u−ρ = λτ Ψ λ λ +Ψ λ ;   (35) 

такая форма представления этой зависимости оказа-
лась удобной для дальнейшего решения. Используе-
мые здесь функции описываются формулами 

2
a2 2 2 2

2 2 2
2
2 2 2

r2 2 2
2 2

;
cosh ( ) sinh ( )

(1 ) th( ) ( )
,

th ( )

δ
Ψ =

δ λ τ − λ τ

− δ λ τ λτ
Ψ =

λ τ − δ

              (36) 

а их графики показаны на рис. 10, б.  
Теперь, пренебрегая сжимаемостью газа в полос-

ти после клапана, а также площадью Δf1, запишем 
равенство для объемных скоростей: 

2 2 1 2 1 1 3f u ( / )f u f h= ρ ρ + ,   
откуда    

2 1 1 2 2 1 3 2u ( f / f ) u (f / f ) h= ρ ρ + λ ,  или 

2 2
2 1 1 2 2 1 a1 r1 3 2u [(( f ) /( f ))u [ ( ) ( )] f / f ]h∗= ρ ρ Ψ λ λ+Ψ λ +λ . 

Учтем равенство (35) и получим искомую фор-
мулу для импеданса выходного трубопровода:  

[ ]2 2
2 a2 r2

2

31 1 r1
1 a1

2 2 2

a
p

ff
u h.

f f
∗

ρ
= ⋅ Ψ λ +Ψ ×

λτ

⎡ ⎤ρ Ψ⎛ ⎞× ⋅ ⋅ + Ψ + ⋅λ⎢ ⎥⎜ ⎟ρ λ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 
Уравнение для частот и амплитуд свободных 

нелинейных колебаний пневмосистемы. В преды-
дущем пункте фактически пренебрегли величиной 
площади Δf1 в уравнениях сжимаемости газа; следова-
тельно, чтобы сохранить симметрию уравнений меха-
ники, должны пренебречь этой величиной в уравне-
нии движения (27). Подставим в это уравнение фор-
мулу (37) и после сокращения на амплитуду h  и дру-
гих очевидных преобразований получим вековое урав-
нение для частот λ (и амплитуд Δ) свободных нели-

нейных колебаний системы: 
3 2 2 2 2

0 1 2 3A A ( , ) A ( , ) A ( , ) 0λ + λ Δ λ + λ Δ λ + λ Δ = , (37) 

где  
0 клA m= ; 

( ) 1
1 kv.с cnt м a2 V T a1 2A / M M −= χ Δ + χ + χ Δ +Ψ + Ψ τ ; 

2 кл г.д др.5 cnt T a2 r1
2

r2 V T a1 2 cnt л

A z z z z K

(M M ) ;−

= + + + + Ψ Ψ +

+Ψ + Ψ τ + χ ξ
 

3 T r2 r1 cnt лA K z= Ψ Ψ + ξ ; 

2
T 3 2 2 4 T T T 2 1 2K K (f / f )a G / h ; M A K k (L / L )∗ ∗ ∗

μ= = τ ; 
2

V 3 2 2 2 2M (f / f ) f L∗= ρ . 

Напомним, что в этих формулах от амплитуды Δ 
колебаний скорости клапана зависят также коэффици-
енты χkv.c, χM, χcnt, zдр.5, zcnt.  

Величины MT и MV имеют физическую размер-
ность массы, причем MV – это приведенная (к регули-
рующему поршню клапана) масса газа в выпускном 
трубопроводе, а MT – общая приведенная масса газа 
во впускном и выпускном трубопроводах. Величина 
KT имеет размерность Н/м, это коэффициент жест-
кости обратной связи регулятора. 

Формально уравнение (37) записано как кубиче-
ское для частоты λ, что дает один из ключей к его ре-
шению, но оно является не алгебраическим, а транс-
цендентным, и это существенно усложняет анализ.  

Простейший метод решения (37) описывается 
итерационной схемой  

3 2 2 2 2
0 j 1 1 j j 1 2 j j 1 3 jA A ( , ) A ( , ) A ( , ) 0,

j 0,1,2,...,
+ + +λ + λ Δ λ + λ Δ λ + λ Δ =

=
 

где для некоторой фиксированной амплитуды Δ вы-
бирается начальное значение искомой частоты λ0 из 
диапазона 100i…500i, а затем это значение уточняется 
путем последовательного решения кубических урав-
нений. После каждой итерации из трех частот выбира-
ется минимальное по модулю число λj.1.   

Результат такого решения  проиллюстрирован на 
рис. 11, а. Величина  

zK exp(2 / ), i , 0= πα ω α+ ⋅ω = λ ω>  
определяет коэффициент затухания (или, в других 
случаях, возрастания) колебаний. Для амплитуды 

0,008...0,035 м / сΔ =  алгоритм сходится к решению, 
которое является комплексным числом, а на других 
участках не сходится. Полученные решения отвечают 
затухающим колебаниям. 

Для малых амплитуд, как показано далее, зави-
симость коэффициентов Ak от частоты λ ослабевает, и 
в алгоритме допустимо использовать среднее значе-
ние λcp.j, вычисляемое по двум минимальным (по мо-
дулю) корням кубического уравнения λj.1,2: 

ср. j j.1 j.2 j.1 j.20.5 Re( ) 0.5 Im( )λ = ⋅ λ + λ + ⋅ λ − λ . 
В результате достигается сходимость метода 

(рис. 11, б), но полученные зависимости являются 
приближенными.  
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а                                                                          б 

Рисунок 11 – Зависимости частоты ν и коэффициента затухания колебаний Kz от их амплитуды Δ: 
а – метод простых итераций; б – итерации с усреднением частот 

 
Заметим, что вековое уравнение (37) полезно 

представить в виде: 
2 2 2

1 2B ( , ) B ( , ) 0λ + λ Δ λ + λ Δ = .                 (38) 

где 2
1 1 3 0B (A A / ) / A= + λ ; 2 2 0B A / A= . 
Если в (38) значения B1, B2 зафиксировать, полу-

чим квадратное уравнение, описывающее частоты 
колебаний одномассовой системы.  

 
Случай малых амплитуд колебаний. Коэффи-

циент жесткости обратной связи и статическая ус-
тойчивость. Из формулы для коэффициента A1 сле-
дует, что при условии Δ → 0 и частота λ → 0. Если 
частоты колебаний малы, то в коэффициентах уравне-
ния (38) допустимы замены 

2
j j jth( ) (1 ( ) / 3)λ τ ≈ λ τ − λ τ ,                  (39) 

которые означают, что трубопроводы с газом модели-
руются как равномерно сжимаемые цилиндрические 
пружины, где учитывается жесткость и приведенная 
масса витков. Поскольку малы и амплитуды колеба-
ний, можно пренебречь квадратичным трением. В ре-
зультате вековое уравнение (38) из трансцендентного 
превращается в квадратное уравнение 

2 1
пр м пр 2 2 прM ( / M ) Z 0−λ + χ Δ − δ τ λ + = ,         (40) 

где 
2 2 2 3

пр T 2 2 2 cnt кл T 2 2M K (1/ 1) / m m K /= δ − τ δ + + ≈ τ δ ;  

пр T 2 г.д cnt T 2Z K / z z ... K /= δ + + + ≈ δ  
– масса и коэффициент жесткости, для которых в этом 
уравнении оставлены главные (по величине) слагае-
мые.  

Так, 
пр г.дZ /( z ) 10− > , 

и это означает, что условие статической устойчивости 
для положения равновесия клапана, которое обеспе-
чивается восстанавливающей силой, выполнено с 
большим запасом. Спонтанным отклонениям от рав-
новесия (напр., при включении новых потребителей) 
препятствует большая сила инерции; величина приве-
денной к клапану массы газа Mпр превышает 350 кг, а 
масса самого клапана mкл ≈ 0,3 кг. Заметим, что боль-

шие значения приведенной массы и жесткости харак-
терны для низких частот, и при переходе к частотам 
υ ≈ 60 Гц они уменьшаются на два порядка. 

Из уравнения (40) можно получить зависимость 
частоты от амплитуды: 

1 1 2 2
0 2 2 0 2 2 00,5(1 / ) (0,5(1 / ) )− −λ = −Δ Δ δ τ + −Δ Δ δ τ −ω , 

где         0 M 2 пр 2/(М ) 0,0017м / с;Δ = χ τ δ ≈  

        0 пр прZ / M ;ω =  0 0 /(2 ) 24,6Гцν = ω π ≈ . 

При Δ > 0,005 м/с числа λ являются комплексны-
ми и описывают гармонические колебания, при 
Δ < 0,005 м/с колебания апериодические (рис. 12). 

 

 
Рисунок 12 – Результаты упрощенного моделирования 

инерции газа в трубопроводах 
 
Сопоставление рис. 11, б и рис. 12 показывает, 

что зависимости ν(Δ) и Kz(Δ) близки при частотах 
ν < 10 Гц, где аппроксимация (39) выполняется с вы-
сокой точностью. Но при частотах ν > 20 Гц расхож-
дение результатов носит качественный характер. 
Уравнение (40) предсказывает динамическую неус-
тойчивость при частотах ν ≈ 24 Гц и амплитудах 
Δ > Δ0, чего у этой пневмосистемы нет. Следователь-
но, при ее исследовании на динамическую устойчи-
вость необходимо учитывать не инерционность, а ко-
лебания газа в трубопроводах. 
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Метод нахождения частот и амплитуд пре-
дельных циклов. В теории автоматического управле-
ния [8] уравнения вида (37) преобразуют к равенству 
для характеристического комплекса Михайлова 

2 2
0 1C( , ) C ( , ) C ( , ) 0λ Δ = λ Δ + λ Δ λ = ,            (41) 

где, для этого случая, можно использовать две конку-
рирующие факторизации: 

А –  2 2
0 0 2 1 1 3C A A ; C A A /= λ + = + λ   и    

Б  –  2 2
0 1 3 1 0 2C A A ; C A A= λ + = λ + . 

Колебательную границу области динамической 
устойчивости образуют мнимые числа λ = i · ω и соот-
ветствующие им амплитуды колебаний скорости 

[ ]M0, vΔ∈ ; Mv 0,15 м / с= , 
которые являются решениями системы  

{ 2 2
0 1C ( , ) 0; C ( , ) 0−ω Δ = −ω Δ = .           (42) 

Система (42) содержит два нелинейных уравне-
ния для двух неизвестных, но может быть сведена к 
одному уравнению при использовании метода исклю-
чения неизвестной. Для исключения используют пер-
вое уравнение, которое решают численно.  

Как это следует из приведенных выше формул, 
для факторизации А выполняется условие монотонно-
сти 0C / 0∂ ∂Δ > , и здесь решение единственно. Для 
факторизации Б условие 0C / 0∂ ∂Δ >  выполняется 
при [ ]0, v∗Δ∈ , но при [ ]Мv , v∗Δ∈  имеем  неравенст-
во 0C / 0∂ ∂Δ < ; в этом случае задача исключения не-

известной может иметь одно или два решения.  
Зафиксируем в первом уравнении круговую час-

тоту ω и найдем отвечающую ему амплитуду Δ, для 
чего вычислим значения функции  

2
0 MC ( , v j/100); j 1...100−ω ⋅ = , 

после чего локализуем корень этого уравнения и 
уточним значение Δ(ω), используя линейную интер-
поляцию. Подставим это значение во второе уравне-
ние и получим функцию невязки, которую определим 
следующим образом: 

2
1( ) C ( , ( ))ς ω =− −ω Δ ω .                     (43) 

Для факторизаций А и Б соответственно 

а 0 3 1 2 2(A A A A ) / Aς = −     и    

b 0 3 1 2 1(A A A A ) / Aς = − , 

то есть невязка содержит минор Гурвица из одноимен-
ного алгебраического критерия устойчивости [18]. 

Графики этой функции показаны на рис. 13. 
При визуализации невязка ζa умножается на вели-
чину Δ и получает смысл недостающей (избыточ-
ной) силы трения в манжете. Для факторизации Б 
графики имеют две ветви, что объясняется немоно-
тонной формой зависимости суммарной силы тре-
ния от амплитуды колебаний. Корни ν1, ν2 невязки 
(и соответствующие амплитуды Δ1 и Δ2), присутст-
вующие на рис. 13, отвечают границе устойчивости, 
или соответствующему предельному циклу колеба-
ний. 

 

 
а                                                                          б 

Рисунок 13 – Определение частот и амплитуд предельных циклов и проверка устойчивости:  
а – факторизация A; б – факторизация Б 

 
Графоаналитический критерий устойчивости 

предельного цикла. Известно, что устойчивый пре-
дельный цикл соответствует автоколебаниям.  Пред-
ложенный в этом пункте и использованный в нашей 
работе критерий устойчивости является развитием 
известных методов, описанных в [8, гл.18]. 

Если известны частоты νj всех предельных цик-
лов,  

1 2 30 ...< ν < ν < ν < , 
и циклы простые (невязка не имеет кратных корней), 
то частоты с четными номерами отвечают автоколе-
баниям, с нечетными – неустойчивым циклам, и 

– при ν < ν1 и в интервалах 2 j 2 j 1( , ),+ν ν  j = 1,2,… 
свободные колебания затухают, 

– в интервалах 2 j 1 2 j( , ), j 1,2,...−ν ν =  свободные 
колебания растут. 

Следовательно, если при частотах ν < 50 Гц 
предельных циклов нет, то при ν2 ≈ 62 Гц система 
имеет автоколебания, а при ν1 ≈ 58 Гц начинается 
интервал частот, где амплитуды ее колебаний рас-
тут. Но, как оказалось, к этому выводу можно прий-
ти без использования информации о других пре-
дельных циклах.  

Критерий опирается на вспомогательные ут-
верждения, которые имеют несложное доказатель-
ство, поэтому мы его опускаем. Числители приве-
денных ниже дробей можно найти в аналитическом 
методе исследования устойчивости из [8], которые 
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там также даны без доказательства. Но в такой 
форме, как указано ниже, утверждения сформули-
рованы впервые. 

 
 
Лемма 1. Пусть зависимость комплексной час-

тоты i , ,λ = α + ⋅ω α ω∈  от амплитуды Δ описы-
вается неявным уравнением (41) C( , ) 0λ Δ = , и выпол-
нено условие 0 0C( , ) 0λ Δ = , где 0 0i ;λ = ⋅ω  0 0, 0ω Δ > . 
Тогда в точке λ = λ0, Δ = Δ0 для зависимости α(Δ) вы-
полнено равенство 

2 2
0 1 1 0

2 2 2
0 1 1

C / C / C / C /d 1
d 2 ( C / ) ( C / )

∂ ∂Δ ⋅∂ ∂λ − ∂ ∂Δ ⋅∂ ∂λα
= ⋅

Δ ω ⋅∂ ∂λ + ∂ ∂Δ
.  (44) 

 
 
Лемма 2. Для функции невязки (43) в каждой 

точке ее графика выполнено условие 
2 20

0 1 1 0
0

2d ( C / C / C / C / )
d C /

ως
= ⋅ ∂ ∂Δ⋅∂ ∂λ −∂ ∂Δ⋅∂ ∂λ

ω ∂ ∂Δ
. (45) 

Рассмотрим следствия из этих результатов. Ус-
тойчивость предельного цикла эквивалентна усло-
вию d / d 0α Δ < ; тогда, напр., спонтанное увеличение 
амплитуды приводит к затухающим колебаниям, что 
уменьшает амплитуду. Сравнивая правые части (44) и 
(45), приходим к равенству 

0sign(d / d ) sign(d / d ) sign( C / )α Δ = ς ω ⋅ ∂ ∂Δ . 
Таким образом, если производная 0C / 0∂ ∂Δ > , 

а в корне невязки производная d / d 0ς ω < , то пре-
дельный цикл соответствует автоколебаниям; при 
положительных производных 0C / 0∂ ∂Δ >  и 
d / d 0ς ω >  он неустойчивый. Кроме того, если при 
выполнении условия 0C / 0∂ ∂Δ >  имеем ( ) 0ς ω < , то 
свободные колебания являются затухающими, а ес-
ли ( ) 0ς ω >  – то при этой частоте они растущие по 
амплитуде. 

Заметим, что сформулированное и доказанное 
утверждение объединяет два равноправных критерия, 
связанные с двумя факторизациями, и на практике 
должен использоваться тот критерий, который удобен 
для данной задачи. При анализе пневмосистемы за-
пуска ЖРД более удобной является факторизация А, 
поскольку здесь функция 2

0C ( , )−ω Δ  монотонно за-
висит от амплитуды Δ.   

Кроме того, как это следует из доказанного ут-
верждения, увеличение силы трения повышает запас 
динамической устойчивости пневмосистемы. 

Следует особо подчеркнуть, что графики рис. 13 
описывают зависимость амплитуды от частоты только 
лишь для окрестностей предельных циклов; для ос-
тальных частот они столь же условны, как и известная 
кривая Михайлова.  

 
 
Графоаналитический метод решения векового 

уравнения для затухающих или растущих колеба-
ний. В основе метода использован следующий прием.  

Вернемся к исходной точке исследования, а 
именно к уравнению (3), и к мнимому числу λ = iω 
добавим вещественную часть α, то есть от числа λ 
перейдем к сумме iα +λ = α + ⋅ω . Теперь при усло-
вии α < 0 мы будем анализировать затухающие, а 
при условии α > 0 – растущие гармонические коле-
бания. 

Такое изменение приведет к появлению дополни-
тельного экспоненциального множителя рядом с ко-
эффициентом затухания волны в формуле (18): 

2
0 0

2

p a u (1 (K exp( )) exp( 2 )) /

/(1 (K exp( )) exp( 2 )) ,

⎡= ρ + −ατ − λτ⎣
⎤− −ατ − λτ ⎦

 

и в других аналогичных формулах, то есть оно скор-
ректирует значения этих коэффициентов. В результате 
уравнение (37) примет вид 

3 2 2
0 1

2 2
2 3

A ( ) A ( , , ) ( )

A ( , , ) ( ) A ( , , ) 0,

α + λ + λ Δ α α + λ +

+ λ Δ α α + λ + λ Δ α =
 

где Aj – это скорректированные указанным образом 
вещественные функции, зависящие от трех аргумен-
тов. Далее получаем уравнение  

3 2 2
0 1 0 2 0 1

3 2
3 0 1 2

A (A 3 A ) (A 3 A 2 A )

(A A A A ) 0,

λ + + α λ + + α + α λ +

+ +α +α +α =
 

которое преобразуется к равенству вида (41):  
2 2

0 1C( , , ) C ( , , ) C ( , , ) 0λ Δ α = λ Δ α + λ Δ α λ = .   (46) 
В уравнении (46) вещественное число α (либо 

связанный с ним коэффициент затухания волны Kz, 
что удобней для интерпретации результатов исследо-
вания) играет роль параметра. Этот параметр фикси-
руем на некотором уровне, а полученное уравнение 
для двух переменных λ и Δ решаем описанным выше 
графоаналитическим методом. 

Практическая реализация такого подхода для 
исследования колебаний низкой частоты показана 
на рис. 14, а. Для сканирования комплексной плос-
кости частот использовалось значение Kz = 0,1. 
Корни невязки отвечают парам близких частот, 
причем, в силу доказанного критерия, в каждой па-
ре большая частота является стабильной, а меньшая 
– неустойчивой. Однако когда за период колебаний 
амплитуда уменьшается в 10 раз, стабильность име-
ет теоретическое значение. Для практики важно, что 
при частотах 20…30 Гц колебания быстро затухают, 
а их максимальная амплитуда не превосходит зна-
чения 0,004 м/с. 

Этот же метод использован для исследования 
растущих колебаний при частотах 1 2( , )ν∈ ν ν . Ко-
эффициент Kz = 1,04 обеспечил получение кратного 
корня νcp невязки (см. рис. 14, б). Амплитуда коле-
баний Δcp больше Δ1 на 35 %. Следовательно, изме-
нение частот  ν1 → νcp занимает 12 периодов коле-
баний, или 0,2 c. Это 30 % длительности устано-
вившегося режима подачи газа. Участки медленного 
изменения амплитуды колебаний присутствуют на 
рис. 2, а – в. 
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а                                                                          б 

Рисунок 14 – Исследование затухающих колебаний низкой частоты и растущих колебаний в интервале частот 
между предельными циклами: а –  Kz = 0,1; б – Kz = 1,04 

 
Достаточное условие динамической устойчи-

вости пневмосистемы. Получим простейшее условие 
указанного типа, которое накладывается на основные 
параметры системы. Из свойства монотонности 

2 0A / C / 0∂ ∂Δ = ∂ ∂Δ >  

следует, что система не имеет предельных циклов, 
если при всех частотах выполняется неравенство 

2 2
0 2A A ( ,0) 0− ω + −ω > .                      (47) 

Учтем формулы для коэффициентов, но оставим 
в них только старшие по величине слагаемые: 

0 клA m ;=      2 T a2 r1 г.д cntA K ( ) ( ) z z≈ Ψ ω Ψ ω + + . 

Величины zг.д, а также zcnt при средних частотах 
(см. рис. 9), отрицательны. После использования фор-
мулы (24) и отбрасывания второстепенных положи-
тельных чисел неравенство 

2
T a2 r1 cnt кл г.дK ( ) ( ) (m m ) zΨ ω Ψ ω − + ω > −  

оказывается более сильным, чем (47). Минимум его 
правой части достигается при частоте m 20.5 /ω ≈ π τ  и 
составляет примерно 0,5 δ2.  

Причем, если принять условие mcnt = 0, то попра-
вочный коэффициент 0,5 нужно заменить на 0,8, что 
лишний раз подчеркивает сильное влияние колебаний 
газа в управляющих трубопроводах на динамическую 
устойчивость.  

При поправочном коэффициенте 0,5 получаем 
следующее неравенство: 

2 T г.д0,5 K zδ > − , 

или, после подстановок и сокращений, 

2 3 2 M(f / f )δ > Λ ,                          (48) 
где 

M г.д кл 1 2 2 г.д2K f (p p ) /(G a ) 2K / (h )∗ ∗ ∗ ∗ ∗Λ = − ⋅ − ≈ − μ ; 

клf , μ – площадь проходного сечения по седлу клапа-
на и соответствующий коэффициент расхода, завися-
щий от подъема клапана; коэффициент Kг.д газодина-
мической силы для клапанов такого типа отрицатель-
ный и лежит в пределах −0,5…−0,3 [1]. 

Получено простое и удобное для практики усло-

вие, а если его заменить равенством, то вплотную при-
близимся к границе динамической устойчивости. Ко-
эффициент δ2, в основном, определяется числом Маха, 
поэтому правая часть (48) изменяется примерно про-
порционально изменению (1/f2)2, а динамическая ус-
тойчивость пневмосистемы сильно зависит от выбора 
диаметра выходного трубопровода. В анализируемой 
конструкции на первом включении пневмосистемы 

2 3 2 M(f / f ) 0,8δ ≈ Λ  

и если, напр., уменьшить диаметр выходного трубо-
провода на 5 %, то устройство будет работать без ав-
токолебаний. Однако корректировки диаметра выход-
ного трубопровода для тонкой настройки на автоколе-
бания малой амплитуды  недостаточно; кроме того 
необходимо учесть изменение коэффициента расхода 

j(h ), j 1,5∗μ ∈  для различных включений двигателя.   
 
Настройка пневмосистемы на автоколебания 

малой амплитуды. Как следует из (48), выполнение 
неравенства 

2 3 2 M(f / f )δ < Λ ,                             (49) 
является необходимым условием возникновения авто-
колебаний. Но для получения автоколебаний малой 
амплитуды оно не является достаточным, поскольку 
его выполнение не зависит от выбора диаметра d5 
управляющего жиклера. 

При большом диаметре жиклера основным фак-
тором нелинейности становится сухое трение; значе-
ния коэффициента эквивалентного вязкого трения 

( ) 1
c kv.с cnt м a2 V T a1 2/ M M −χ = χ Δ + χ + χ Δ +Ψ + Ψ τ  

для этого случая показаны на рис. 15, а. В уравнении 
2

0C ( , ) 0−ω Δ =  зависимость левой части от Δ стано-
вится слабой, и частоты ν1,2 предельных циклов сбли-
жаются. Следовательно, в этом случае амплитуды Δ1,2 
отвечают точкам пересечения одного из графиков, 
показанных на рис. 14, а, с горизонтальной линией  

2 2
3 1,2y A ( ) / ; 2 i= ω ω ω = π ν , 

которая там не показана. При этом амплитуда Δ2 ус-
тойчивого цикла размещается за точкой v* = 0,04 м/с 
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минимума силы трения и, как следствие, оказывается 
недопустимо большой. 

Если диаметр управляющего жиклера близок к 
своему оптимальному значению 0,7…0,9 мм, то у сис-
темы появляется значительный коэффициент жестко-
сти др.5z ( )Δ , благодаря чему между частотами ν1,2 

предельных циклов образуется зазор. Теперь значения 
χc(Δ,ν1,2) располагаются на разных кривых (рис. 15, б), 
а амплитуды Δ1,2 (при благоприятных значениях дру-
гих параметров) получают возможность сместиться от 
значения v* в одну сторону и удовлетворять условию 
Δ1,2 < 0,04 м/с (табл. 1). 

 
 

 
         а                                                             б 

Рисунок 15 – Зависимости суммарного коэффициента трения χc от амплитуды Δ  
и частоты колебаний ν (ν1 = 50 Гц, ν2 = 60 Гц, ν3 = 70 Гц) при разных диаметрах управляющего дросселя:  

а – диаметр d5 = 2 мм; б –  диаметр d5 = 0,8 мм  
 
Таблица 1 – Частота и амплитуда автоколебаний при варьировании диаметра управляющего дросселя  

d5, мм 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 
Первое включение системы, p1

*= 30 МПа; T1
*= 293 K 

ν2, Гц – 60,6 62,8 63,4 63,7 63,8 63,8 63,7 63,6 
Δ2, м/с – 0,029 0,041 0,051 0,062 0,076 0,093 0,114 0,138 

Третье включение системы, p1
*= 22 МПа; T1

*= 253 K 
ν2, Гц – 55,1 56,4 56,7 56,9 56,9 56,8 56,7 56,6 
Δ2, м/с – 0,032 0,044 0,056 0,071 0,088 0,108 0,130 0,156 

Пятое включение системы, p1
*= 15 МПа; T1

*= 213 K 
ν2, Гц – 48,2 49,4 49,7 49,8 49,8 49,7 49,7 49,5 
Δ2, м/с – 0,030 0,042 0,054 0,068 0,084 0,102 0,124 0,148 
 
 
Таким образом, второе необходимое условие за-

ключается в (приближенном) выполнении соотноше-
ния (11) по оптимальному выбору диаметра d5. 

Частота и амплитуда автоколебаний зависят от 
многих факторов, в том числе и от длин трубопрово-
дов (рис. 2). Но, как показывает табл. 1, если путем 
корректировки размеров трубопроводов выполнить 
условие (49), то поставленную задачу можно решить 
за счет выбора диаметра управляющего жиклера. Ока-
залось, что при изменении параметров газа в баллоне, 
происходящем по мере использования рабочего тела 
на включения двигателя, амплитуды автоколебаний 
сохраняются, а частоты смещаются вместе со сниже-
нием скорости звука в трубопроводах с газом.   

Третье необходимое условие заключается в обес-
печении высокой интенсивности возбуждения колеба-
ний, имеющих частоты 1 58Гцν > ν ≈ , и его выполне-
ние зависит от номера включения ЖРД.  

При первом включении начальный уровень дав-
ления p1 ≈ 1 атм, поэтому после открытия пневмокла-

пана из входного трубопровода происходит заброс 
газа в практически пустую полость. Что приводит к 
интенсивным колебаниям давления газа и скорости 
клапана на переходном режиме работы устройства 
(рис.16, а) и автоколебаниям на установившемся ре-
жиме (рис. 17, а). Перестройка давлений на проме-
жутке времени t (2,15, 2,25) , с∈  объясняется под-
ключением новых потребителей, что, кроме прочего, 
изменяет импеданс блока управления и влияет на ам-
плитуды автоколебаний. 

К началу последующих включений между пнев-
моклапаном и регулятором сохраняется остаточное 
давление p1 ≈ 0,3…0,6 pb. Поэтому интенсивность за-
броса газа в эту полость по сравнению с первым 
включением снижается: амплитуды высокочастотных 
колебаний уменьшаются в 2-3 раза (рис.16, б), а их 
суммарная энергия – в 5 раз и более. Вместо автоко-
лебаний получаем динамическую устойчивость (рис. 
17, б), причем эта же закономерность наблюдается и 
при других длинах трубопроводов (рис. 18).  
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а                                                                                                  б 

Рисунок 16 – Амплитуды преобразования Фурье для расчетных значений давления газа перед регулятором и скорости кла-
пана регулятора на переходном режиме: а – первое включение; б – второе включение. 

Расчет переходного режима выполнен по методу, описанному в [1-4] 
 

 
а                                                                                                   б  

Рисунок 17 – Давление газа в выходном трубопроводе пневмосистемы запуска  
при огневых испытаниях двигателя: а – первое включение; б – второе включение ЖРД 

 

 
а                                                                                                   б  

Рисунок 18 – Давление газа во входном pin.pk и в выходном p2 трубопроводе пневмосистемы запуска  
при огневых испытаниях двигателя c увеличенной длиной входного трубопровода: а – первое включение; б – второе вклю-

чение ЖРД 
 
Но, если настроить систему на автоколебания 

малой амплитуды при первом включении двигателя, 
то такое решение сохраняет эффективность и для дру-
гих включений, поскольку оно обеспечивает:  

– минимально возможное затухание и макси-
мальную продолжительность колебаний клапана на 

установившемся режиме подачи газа; 
– максимальный участок подъемов клапана 

h < h1
*, отвечающих динамической неустойчивости, и 

предельно крутые фронты импульса подачи газа. 
Динамическая неустойчивость пневмосистемы 

при малых подъемах клапана подтверждена в экспе-
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риментах по нестационарной продувке металлорукава 
[19]. Для снижения расхода газа диаметр жиклера 6 
уменьшали в 1,5…2 раза. Упругопластические дефор-
мации уплотнительного кольца изменяют геометрию 
клапанной щели, поэтому при малых подъемах клапа-
на его коэффициент расхода также мал. Что нарушает 
условие (48) и приводит к неустойчивости, которая в 
экспериментах [19] проявлялась в форме пульсаций 
давления и расхода газа.  

Возможности аналитического решения задачи на 
этом исчерпаны, и окончательную (тонкую) настройку 
на автоколебания малой амплитуды проводим при 
использовании разработанных программ расчета, а ее 
результат проверяем на испытательных стендах. 

 
Выводы. 
Для исследования динамической устойчивости 

составлена упрощенная дискретно-континуальная не-
линейная динамическая модель пневмосистемы за-
пуска ЖРД, описывающая подачу сжатого гелия из 
баллона по трубопроводам через регулятор с пневма-
тическим управлением.  

При использовании метода гармонической ли-
неаризации выведены формулы для расчета амплитуд 
колебаний расхода газа через дроссель и клапанную 
щель, а также амплитуд пульсации силы трения в 
манжетах, при установившихся колебаниях клапана.  

Разработан метод расчета удельного механиче-
ского импеданса для процесса установившихся коле-
баний столбов газа в разветвленных системах трубо-
проводов и получены формулы для импеданса вход-
ного, выходного и управляющего трубопроводов ис-
следуемой пневмосистемы. 

Выведено трансцендентное характеристическое 
уравнение, связывающее частоты и амплитуды гармо-
нических нелинейных свободных колебаний клапана 
регулятора пневмосистемы. Разработаны методы ре-
шения этого уравнения для случаев установившихся, 
затухающих и растущих колебаний. 

Предложен и использован новый графоаналити-
ческий метод нахождения мнимых корней характери-
стического уравнения, определяющих колебательную 
границу динамической устойчивости системы, а также 
получен новый критерий устойчивости для соответст-
вующих предельных циклов. 

Показано, что устойчивость и колебательность 
пневмосистемы зависит от размеров трубопроводов и 
диаметра управляющего жиклера. Описан порядок 
настройки исследуемой системы на автоколебания 
малой амплитуды.  
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