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ВЛИЯНИЕ ОТВЕРСТИЙ НА СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ КОНСТРУКТИВНО  
НЕОДНОРОДНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 
 

Исследованы свободные колебания тонких упругих цилиндрических оболочек, ослабленных прямоугольными отверстиями. С использова-
нием метода конечных элементов разработана уточненная математическая модель, учитывающая конструктивную неоднородность оболоч-
ки. Приведены результаты расчета амплитудно-частотных характеристик оболочечной системы. Выполнено сопоставление полученных 
данных с численными результатами для аналогичных задач, а также с экспериментальными данными. 
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Введение. Оболочечные конструкции нашли ши-
рокое применение в турбиностроении и других слож-
ных технических объектах современной техники. В 
реальных условиях эксплуатации они часто находятся 
в поле стационарного динамического нагружения. 
Наличие отверстий и ребер жесткости создает локаль-
ную инерционную неоднородность применяемых тон-
костенных оболочек и оказывает существенное влия-
ние на их амплитудно-частотные характеристики. По-
этому особое место в расчетной практике занимают 
задачи о свободных колебаниях сложных оболочеч-
ных систем с конструктивными особенностями.  

 
Анализ последних исследований и литерату-

ры. Влиянию отверстий на свободные колебания тон-
ких упругих оболочек посвящено сравнительно не-
большое число теоретических и экспериментальных 
исследований, обзор которых приведен в работах [3-
10, 12]. Их анализ показывает, что традиционными 
приемами, основанными на использовании вариаци-
онных принципов [5], удается определить с приемле-
мой точностью только низшие частоты и формы коле-
баний оболочек. На практике этого оказывается не-
достаточно, поскольку для тонкостенных конструк-
ций, в силу их повышенной чувствительности к виб-
рациям и в связи с ростом динамичности действую-
щих нагрузок, предусматривается определение более 
широкой части спектра собственных частот и форм. В 
основном рассматривались гладкие шарнирно опер-
тые оболочки с одним отверстием. В работах [3, 6, 9, 
12] с использованием различных численных методов 
получены решения ряда задач определения основных 
частот колебаний гладких оболочек с неподкреплен-
ным отверстием. Однако характер влияния отверстий 
на собственные колебания конструктивно неоднород-
ных оболочек достаточно сложный и имеет ряд харак-
терных особенностей. Аналитических решений задач 
свободных колебаний оболочек с отверстиями, на-
сколько известно авторам из опубликованных работ, 
не существует. 

 
Целью данной работы является разработка 

уточненной математической модели свободных коле-
баний тонких упругих конструктивно неоднородных 
оболочек вращения и исследование влияния отверстий 
и подкрепляющих ребер на их амплитудно-частотные 
характеристики. 

 
Постановка задачи. Рассматриваются свобод-

ные колебания как гладких, так и оребренных тонких 
упругих цилиндрических оболочек вращения посто-
янной толщины h, ослабленных отверстиями с сво-
бодным и подкрепленным контуром (рис. 1). Геомет-
рия срединной поверхности оболочки задана в гло-
бальной декартовой системе координат (X, Y, Z) с 
началом координат в нижнем торце, ось ОХ которой 
направлена по оси цилиндра, а ось OZ проходит через 
центр одного из отверстий. Геометрические и физиче-
ские соотношения представим в криволинейной орто-
гональной системе координат (α1,α2,α3) с началом в 
нижнем торце оболочки, линии α1 и α2 которой совпа-
дают с линиями главных кривизн оболочки, α3 – нор-
мальная к поверхности координата. Подкрепляющие 
ребра обладают жесткостью на изгиб в радиальной и 
продольной плоскостях, на растяжение-сжатие и кру-
тильной жесткостью. Оболочка и ребра изготовлена 
из однородного изотропного материала, работают в 
упругой стадии деформирования и могут существенно 
различаться по своими физико-механическим свойст-
вам.  

 

 
Рисунок 1 – Модель подкрепленной оболочки  
с вырезами для расчетов свободных колебаний  

 
Оболочка подкреплена I стрингерами и J шпан-

гоутами вдоль координатных осей α1, α2 и имеет N0 
прямоугольных отверстий, контуры которых распо-
ложены вдоль линий главной кривизны 
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( νν ≤α≤ 20110 xx ; νν θ≤α≤θ 02201 ). Отверстия имеют 
свободные края или подкреплены по контуру жестки-
ми рамами. Подкрепляющие отверстия ребра рассмат-
риваются как дискретные одномерные упругие стерж-
ни, обладающие жесткостью на изгиб в радиальной и 
продольной плоскостях, на растяжение-сжатие и кру-
тильной жесткостью. На торцах оболочки заданы со-
ответствующие граничные условия, а на контурах от-
верстий необходимо дополнительно удовлетворять 
условиям равенства нулю перерезывающих сил и из-
гибающих моментов. 

Оболочка и ребра работают в упругой стадии де-
формирования и могут различаться по своим физико-
механическим свойствам. Рассматривается общий 
случай деформации ребер, оболочки и рамы, подкреп-
ляющей отверстие. 

Учитывая, что согласно принятым гипотезам 
имеют место постоянство радиальных прогибов по 
высоте сечений, а также вытекающие из условий же-
сткого соединения ребер с оболочкой равенства соот-
ветствующих углов закручивания, записываем сле-
дующие соотношения для перемещений:  

);α(αη)α(α 21112111 iiii ,,uu ϕ+=  

);α(αη)α(α 21212122 iiii ,,uu ϕ+=  

;)α(α 2133 ii ,uu =   );α(α 2111 ii ,ϕ=ϕ  

);α(α 2121p ii ,ϕ=ϕк   

);α(αη)α(α 21122111 ,,uu jjjj ϕ+=               (1) 

);α(αη)α(α 21222122 ,,uu jjjj ϕ+=  

);α(α 2133 ,uu jj =   );α(α 212j2 ,jϕ=ϕ  

  ).α(α 2112p ,jj ϕ=ϕк  
Здесь u1(α1,α2i), u2(α1,α2i), u3(α1,α2i), u1(α1j,α2), 

u2(α1j,α2), u3(α1j,α2) – компоненты перемещений сре-
динной поверхности обшивки оболочки на линиях 
контакта ребер; φ1(α1,α2i), φ2(α1,α2i), φ1(α1j,α2), 
φ2(α1j,α2) – углы поворота нормали к поверхности 
оболочки относительно координатных осей α1 и α2;  

,, ji 2p1p кк ϕϕ  ji , 21 ϕϕ  – углы закручивания и пово-
рота поперечных сечений продольных и попереч-
ных ребер, соответственно; 1

1 0,5 ii H  h +=η , 
2

2 0,5 jj H  h +=η  – эксцентриситеты ребер; 1
iH , 2

jH  
– расстояния от осей i–го продольного и j–го попе-
речного стержня до поверхности оболочки; α1j, α2i – 
координаты линий сопряжения ребер с обшивкой.  

Для получения дифференциальных уравнений 
напряженно-деформированного состояния разбиваем 
область (S) изменения координат (α1,α2) на Ne криво-
линейных четырехугольных элементов, в каждом из 
которых вводим локальную косоугольную систему 
координат (ξ,η). 

Связь между компонентами тензора деформаций 
и вектора перемещений точек срединной поверхности 
оболочки и ребер согласно гипотез Кирхгофа-Лява и 
Кирхгофа-Клебша запишем в виде [6]: 

;
α

1

1

1

1
1 ∂

∂
=

u
A

e      ;
αα

1 3

1

2

21

1

2

2

2
2 R

uA
AA

uu
A

e −
∂
∂

+
∂
∂

=  

;
αα

1

2

2

11

2

2

1

2
3 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
A
u

A
Au

A
e  

   ;
α

1
α

1

1

3

111
4 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
u

AA
e  

;
α

11
α

1
α

1

1

3

11

2

21

2

2

3

222
5 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

α∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

∂
∂

=
u

A
A

AAR
uu

AA
e  

;
α

1
α

1 2

2

3

211
6 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

∂
∂

=
R

uu
AA

e   ;1

1

1

1
1 α∂

∂
=

i
i

u

A
e      (2) 

;
α

1
α

1

1

3

111
4 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂

∂
∂

=
i

i
u

AA
e   ;

α
1

1

1p

1
6

i
i A

e кϕ∂=  

   ;
α

1 3

2

2

2
2 R

uu
A

e jj

j
j −

∂

∂
=  

;
α

1 3

2

2

2
2 R

uu
A

e jj

j
j −

∂

∂
=     ;1

2
3

2
2

3
2

2
2

5
R

uu

A
e jj

j
j +

α∂

∂
=  

2

2p

2
6 α

1
∂

ϕ∂
= j

j
j A

e к . 

Представим компоненты деформации (2) в мат-
ричной форме  [12]: 

{ } [ ]{ }uB εε =                                                    (3) 

где { } { }Te,e,e,e,e,e  654321ε =  – вектор компонентов де-

формации; { } { }Тuuuu 321 ,,=  – вектор перемещений 
точек срединной поверхности оболочки, которые 
представлены в виде проекций на орты континуальной 
криволинейной системы координат (α1,α2,α3); 
{ } { }Т, 21 ϕϕ=ϕ – вектор углов поворота нормали к по-
верхности относительно координатных осей; [Bε] – 
матрица линейных операций дифференцирования; A1, 
A2, A2j, R – коэффициенты Ляме и главные радиусы 
кривизны срединной поверхности оболочки и попе-
речных ребер; epi, epj, uki, ukj – компоненты деформаций 
и перемещений подкрепляющих ребер ( 61,p = ; 

3,1=k ). 
 
Материалы исследований. Решение задачи для 

конструктивно неоднородной подкрепленной оболоч-
ки выполняется методом конечных элементов (МКЭ) 
[1, 2, 11, 12]с использованием вариационного принци-
па Лагранжа [12]: 
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где L = П − T – функция Лагранжа; П, T – потенциаль-
ная и кинетическая энергии деформации и колебаний 
дискретно подкрепленной оболочки; qi – обобщенные 
координаты i-го узла; N − число узлов конечно-
элементной модели. 

Кинетическая энергия колебаний оболочки в 
матричном виде определяется по формуле: 

{ } [ ] [ ] [ ][ ]{ } { } [ ]{ }( )qMqdSqNBNBqT T
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Потенциальную энергию деформации оболочки 
представим в виде: 

{ } [ ]{ } { } [ ] [ ][ ]{ }
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где { } [ ]{ }qB=ε  – вектор деформаций оболочки; ρ, ε – 
плотность материала и деформации конечного эле-
мента; [Do] – матрица жесткостей оболочки; [N] – мат-
рица функций формы элемента; [B] = [Dε] [N] – мат-
рица градиентов конечного элемента; [M] – матрица 
масс; S – область срединной поверхности оболочки.  

Разрешающие уравнения в перемещениях теории 
тонких упругих оболочек получаются из условий ста-
ционарности функционала Лагранжа, в котором углы 
поворота нормали φ1 и φ2 вычисляются через вектор 
перемещений. При этом геометрические и физические 
соотношения записываются в глобальной криволи-
нейной ортогональной системе координат (α1,α2,α3), а 
дифференцирование и интегрирование выполняются в 
косоугольной системе (ξ1,ξ2,ξ3). 

Для получения дифференциальных уравнений 
напряженно-деформированного состояния область S 
изменения координат α1, α2 разбивается на Ne криво-
линейных четырехугольных конечных элементов 
(КЭ), в каждом из которых вводится локальная косо-
угольная система координат (ξ1,ξ2,ξ3). 

При этом  проекции вектора перемещений КЭ на 
оси глобальной декартовой системы координат ап-
проксимируем билинейными функциями: 
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где )(i
ku  – проекции вектора перемещений в i-ом узле; 

Ni(ξ1,ξ2) – функции формы элемента в локальной сис-
теме координат ξ1,ξ2. Стороны конечных элементов 
совпадают с координатными линиями (ξ1,ξ2) косо-
угольных координат.   

Проекции вектора углов поворота нормали к по-
верхности относительно координатных осей на оси 
глобальной системы координат представим в виде 
биквадратичных полиномов: 
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где )(i
kϕ  – проекции вектора углов поворота в i–ом 

узле, которые определяются через узловые значения 
углов поворота )(

1
iϕ  и )(

2
iϕ ; )( 21 ξξϕ ,Ni  – функции 

формы (положения узлов) элемента. 
Для того, чтобы гипотезы Кирхгофа-Лява выпол-

нялись в узлах и чтобы количество узловых неизвест-
ных было минимальным, аппроксимируем проекции 
вектора перемещений { } { }Тuuuq 321 ,,=  вдоль сторон 
элемента кубическими сплайнами. Также примем, что 
угол поворота нормали вокруг касательной к контуру 
элемента изменяется вдоль сторон по линейному за-
кону. Построенные таким образом элементы удовле-
творяют условиям непрерывности первых производ-

ных от прогиба. 
Формулы (3) для компонент деформации оболоч-

ки с учетом аппроксимаций (7) и (8)  примут вид: 
{ } [ ]{ })()( ee qB=ε ,                                 (9) 

где [B(e)] – матрица дифференцирования функций 
формы; {q(e)} – вектор степеней свободы конечного 
элемента (e).  

Используя соотношения (6) и (9), полную энер-
гию оболочки можно представить в виде: 
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Из условий стационарности функционала Ла-
гранжа (3) получим систему разрешающих уравнений 
в перемещениях, которая в матричной форме имеет 
вид: 

[ ]{ } [ ]{ } 0=+ qKqM && ,    ) ..., 1,( Ni =                (11) 
где [K], [M] – матрицы жесткости и масс конечно-
элементной модели; ω – круговая частота колебаний; 
{q} – вектор обобщенных перемещений узлов элемен-
та;  N – число степеней свободы оболочечной модели. 

Матрица жесткости определяется зависимостью 

[ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] .
1

о dSBDBK e
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e S

Te∑∫∫
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=  

Решение системы (11) для малых колебаний 
ищем в следующем виде  

{ } { } tqq ω= sino ,                                 (12) 
где  {qo} – вектор амплитуд перемещений узлов; ω – 
круговая частота собственных колебаний. 

С учетом выражения (12), уравнения колебаний 
примут вид 

[ ] [ ]( ){ } 0ω o
2 =− qMK .                       (13) 

Полученное матричное выражение представляет 
собой систему однородных линейных алгебраических 
уравнений, решение которых дает вектор собственных 
частот и матрицу форм колебаний оболочечной сис-
темы. Задача сводится к вычислению матриц жестко-
сти [K] и масс [M] оболочки, которые формируются из 
матриц жесткости [k] и масс [m] составляющих ее ко-
нечных элементов. 

Соотношения (13) определяют собой, так назы-
ваемую, обобщенную проблему собственных значе-
ний, которая в общем виде сводится к определению 
собственных значений систем вида: 

[A] x – λ [B] x = 0,                             (14) 
где [A] и [B] – симметричные матрицы. 

Уравнение (14) может быть решено с помощью 
прямого разложения Холецкого для ленточных мат-
риц с последующим применением метода Хаусхоль-
дера для перехода к трехдиагональным симметрич-
ным матрицам и непосредственного определения час-
тот колебаний оболочки. 

 
Результаты численных исследований. Числен-

ные исследования влияния отверстий и подкреплений 
на собственные частоты и формы колебаний выполне-
ны для однородной жестко защемленной цилиндриче-
ской оболочки с геометрическими характеристиками: 
R/h = 100; L/R = 3; R = 0,1 м. Механические характери-
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стики и плотность материала составляют: 
E = 197 ГПа; G = 75,77 ГПа; ν = 0,3; 
ρ = 7,71 ⋅ 103 кг/м3. Для неподкрепленной оболочки с 
центральным прямоугольным отверстием, располо-
женным симметрично относительно ее торцов, на 
рис.2 изображена зависимость частотного параметра 

oωω=ω /  от высоты отверстия L0, где ωo − низшая  
круговая частота однородной сплошной оболочки, ω − 
круговая частота колебаний конструктивно неодно-
родной оболочки.  Кривые 1, 2, 3 соответствуют раз-
мерам отверстия в окружном направлении − π/4, π/2, 
3π/4. Кривая 2 соответствует оболочке с двумя диа-
метрально расположенными отверстиями (θ0 = π/4). 

 

 
Рисунок 2 – Зависимость частотного параметра  ω   

от высоты отверстия 
 

 
Рисунок 3 – Зависимость частотного параметра ω   

от  относительной высоты подкрепляющих отверстие ребер 
 
Уменьшение собственной частоты сопровожда-

ется сменой форм колебаний. Форма колебаний 
сплошной оболочки трансформируется в форму, для 
которой максимум прогибов расположен по обе сто-
роны от образующей, проходящей через центр отвер-
стия. Эта форма сохраняется и при дальнейшем росте 
размера отверстия. Из приведенных зависимостей 
следует, что увеличение высоты отверстия приводит к 
понижению основной частоты колебаний неподкреп-
ленной оболочки, а увеличение его ширины в мень-
шей степени сказывается на изменении частот. Пони-
жение основной собственной частоты вызвано ло-
кальными колебаниями участков поверхности у краев 
отверстия. Понижение собственной частоты может 
сопровождаться сменой форм колебаний, на которых 
максимум погибов достигается в окрестности отвер-
стия. 

При этом формы колебаний с различными волно-
выми числами в окружном и осевом направлениях, 
полученные в результате расчетов, оказываются свя-
занными между собой и могут отличаться от форм 
колебаний сплошной однородной оболочки. Макси-
мумы прогибов достигаются в окрестности отверстия, 
что согласуется с экспериментальными данными, по-
лученными для оболочек с одним и двумя отверстия-
ми [8, 10]. Формы колебаний при удалении от отвер-
стия носят регулярный характер, характерный для 
оболочек без вырезов. Ослабление оболочки двумя 
диаметрально расположенными отверстиями еще бо-
лее понижает низшую частоту. 

Для оболочки с центральным прямоугольным от-
верстием (L0 = L/2; θ0 = π/2) выполнен анализ влияния 
геометрических характеристик подкрепляющих его 
контур тонкостенных ребер прямоугольного сечения 
на собственные частоты и формы колебаний.  Толщи-
на ребер составляет 2 мм. Оболочка и подкрепляющие 
ребра выполнены из одного материала. 

Результаты численного анализа влияния подкре-
плений приведены на рис. 3 в виде зависимости час-
тотного параметра ω  от относительной высоты ho/R 
подкрепляющих ребер. Кривая 1 соответствует под-
креплению оболочки двумя шпангоутами (J = 2), про-
ходящими по контуру отверстия, кривая 2 – подкреп-
лению четырьмя стрингерами (I = 4), два из которых 
располагаются вдоль контура отверстия, кривая 3 – 
подкреплению продольных краев отверстия, кривая 4 
– поперечных краев отверстия, кривая 5 – подкрепле-
нию рамой всего контура отверстия. 

Подкрепление контура отверстия приводит к не-
значительному повышению низшей частоты колеба-
ний, а также других частот спектра, однако в меньшей 
степени влияет на формообразования.  Если подкре-
пить не отверстие, а оболочку двумя шпангоутами, 
расположенными на расстоянии L/4 от ее торцов, и 
равномерно распределенными стрингерами так, чтобы 
они располагались по краям отверстия, то в первом 
случае частоты колебаний значительно возрастают, а 
волновые числа в окружном направлении уменьшают-
ся, во втором случае подкрепления влияют незначи-
тельно. 

Таким образом, наличие отверстий и подкрепле-
ний оказывает влияние на собственные частоты, фор-
мы колебаний и распределение внутренних напряже-
ний и деформаций в оболочках. Подкрепление конту-
ра отверстий увеличивает локальную жесткость кон-
струкции и позволяет незначительно повысить часто-
ты колебаний до значений, соответствующих одно-
родным сплошным оболочкам. 

 
Выводы. С использованием метода конечных 

элементов (МКЭ) решена задача расчета частот и 
форм свободных колебаний тонких упругих конструк-
тивно неоднородных цилиндрических оболочек вра-
щения. Исследовано влияние отверстий и подкреп-
ляющих ребер на их амплитудно-частотные характе-
ристики. Для решения данной задачи разработана 
уточненная математическая модель, позволяющая в 
достаточно полной мере учитывать особенности кон-
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струкции оболочечной системы. Анализ полученных 
результатов подтверждает адекватность данной моде-
ли и указывает на то, что для повышения спектра 
низших частот колебаний оболочечной системы, не-
обходимо применять подкрепление оболочки соответ-
ствующими шпангоутами. Разработанная математиче-
ская модель может быть использована для исследова-
ния колебаний сложных оболочечных конструкций, 
применяемых в качестве элементов турбомашин, ко-
торые имеют вырезы и подкрепления. 
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