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Вступ
Методичнi вказiвки вiдповiдають навчальним (робочим) програмам з

дисциплiни «Вища математика». Головна мета — надати студентам певний
мiнiмум теоретичного матерiалу, а також практичних навикiв з основних
питань для розв’язання задач за темою «Диференцiювання функцiї однiєї
змiнної», допомогти студентам в їх самостiйнiй роботi.

У кожному роздiлi наведено достатня кiлькiсть розв’язаних задач та
прикладiв, пояснюючих та закрiплюючих теоретичний матерiал. Серед розв’я-
заних задач чимало таких, якi можна назвати типовими; в будь-якому випад-
ку ознайомлення з ними дозволяє студенту при мiнiмальнiй допомозi з боку
викладача оволодiти основними методами розв’язання задач даного роздi-
лу. Наприкiнцi наведено добiрку iндивiдуальних завдань. Також розiбранi
зразки виконання iндивiдуальних завдань.
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1. Похiдна

1.1. Передмова

1.1.1. Задача про миттєву швидкiсть

Нехай матерiальна точка рухається прямолiнiйно i закон її руху (залеж-
нiсть довжини шляху s вiд часу t) задається функцiєю:

s = f(t).

Розглянемо два рiзнi моменти часу: t i t + △t, де △t— прирiст часу.
Довжину шляху, який матерiальна точка проходить за час △t, позначимо
через △s, це прирiст довжини шляху:

△s = s(t+△t)− s(t).

Тодi середня швидкiсть за час △t дорiвнює:

vср =
△s

△t
=

s(t+△t)− s(t)

△t
.

В певний момент часу t середня швидкiсть залежить вiд приросту часу △t,
тобто вiд промiжку часу △t, за який вона обчислюється, i при рiзних значе-
ннях △t вона набуває рiзних значень.

Означення 1. Миттєвою швидкiстю точки в момент часу t називається
границя середньої швидкостi vср на промiжку △t при △t → 0:

lim
△t→0

vср = lim
△t→0

△s

△t
= lim

△t→0

s(t+△t)− s(t)

△t
. (1.1)

Границя, яка мiститься праворуч рiвностi (1.1), називається похiдною
функцiї s(t) в точцi t.
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1.1.2. Задача про дотичну до кривої

Розглянемо довiльну криву L. Вiзьмемо на кривiй L двi точки M0 та M1

i проведемо через цi точки пряму M0M1. Пряма M0M1 називається сiчною.
Зафiксуємо точку M0 i будемо перемiщати точку M1 вздовж кривої L

до точки M0. Тодi положення сiчної буде змiнюватися i може статися, що
сiчна M0M1 наближається до певного граничного положення M0T . Гранична
пряма M0T називається дотичною до кривої L в точцi M0.

Означення 2. Дотичною до кривої L в точцi M0 називається граничне
положення сiчної M0M1, якщо точка M1 прямує вздовж кривої до точки M0.

M0

M1

L

T

Рис. 1.1. Сiчна M0M1 та дотична M0T

Зауваження 1. Граничне положення сiчної може не iснувати, тобто не у
кожнiй точцi кривiй можна провести дотичну до кривої.

Розглянемо криву L, яка в декартовiй системi координат задана рiвнян-
ням

y = f(x). (1.2)

Припустимо, що y = f(x) є неперервна функцiя. Побудуємо рiвняння дотич-
ної, для чого скористаємося рiвнянням прямої з кутовим коефiцiєнтом:

y = kx+ b.
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Вiзьмемо на кривiй L двi точки: M0(x0, y0) та M1(x1, y1). Очевидно, що

y0 = f(x0), y1 = f(x1).

Позначимо

△x = x1 − x0 – прирiст аргумента функцiї,

△y = y1 − y0 = f(x1)− f(x0) – прирiст (значення) функцiї.

Проведемо через точки M0 та M1 сiчну M0M1. Позначимо кут, якiй
вона утворює з додатним напрямом осi Ox через α. Тодi з прямокутного
трикутника M0M1N випливає, що кутовий коефiцiєнт сiчної M0M1 дорiвнює:

k1 = tgα =
△y

△x
. (1.3)

xx0 x1

y

y = f(x)

M0

M1

T

△x

△y

N

αϕ

0

Рис. 1.2. Сiчна M0M1 та дотична M0T

Нехай крива L в точцi M0 має дотичну M0T , яка з вiссю Ox утворює
кут ϕ. Очевидно, що коли точка M1 прямує до M0, то △x → 0 i α → ϕ.
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Звiдси маємо кутовий коефiцiєнт дотичної до кривої в точцi M0:

k = tgϕ = lim
△x→0

tgα = lim
△x→0

△y

△x
. (1.4)

Границя, яка мiститься праворуч в цiй формулi називається похiдною функ-
цiї y = f(x) в точцi M0(x0, y0) i позначається символом

y′ = f ′(x0) = lim
△x→0

△y

△x
. (1.5)

Таким чином, кутовий коефiцiєнт дотичної до графику функцiї дорiвнює її
похiднiй у точцi дотику.

Дотична проходить через точку M0(x0, y0), тому можна записати рiвнян-
ня дотичної до кривої в точцi M0(x0, y0) у такому виглядi:

y − y0 = f ′(x0) (x− x0) (1.6)

1.2. Похiдна

Нехай на певному промiжку X задана неперервна функцiя y = f(x).
1) Вiзьмемо будь–яку точку x0 промiжку X i обчислимо значення функ-

цiї в цiй точцi:
y0 = f(x0).

2) Надамо аргументу функцiї прирiст △x i обчислимо значення функцiї
у точцi x1 = x0 +△x:

y1 = f(x0 +△x).

3) Вiднiмаючи з нового значення y1 попереднє значення y0, одержимо
прирiст функцiї:

△y = y1 − y0 = f(x0 +△x)− f(x0).

4) Побудуємо вiдношення:

△y

△x
=

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
.

5) Перейдемо в цьому вiдношеннi до границi при △x → 0:

lim
△x→0

△y

△x
= lim

△x→0

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
.

7



Означення 3. Якщо iснує границя вiдношення приросту функцiї △y до
приросту аргументу △x за умовою, що прирiст аргументу прямує до нуля,
тобто

lim
△x→0

△y

△x
= lim

△x→0

f(x0 +△x)− f(x0)

△x
, (1.7)

то функцiя називається диференцiйовною в точцi x = x0, а границя (1.7)
називається похiдною функцiї y = f(x) в точцi x = x0.

Позначається похiдна функцiї y = f(x) так:

y′ = f ′(x) (читається: «iгрек штрих»),

dy

dx
=

df(x)

dx
(читається: «де iгрек по де iкс»),

Зауваження 2. Можна замiсть точки x0 взяти iншу точку, тодi одержимо
iнше значення похiдної, тобто похiдна функцiї f(x) також є функцiєю.

Зауваження 3. Якщо функцiя f(x) є диференцiйовною у кожнiй точцi де-
якого промiжка, то вона називається диференцiйовною на цьому промiжку.

Знаходження похiдної називається диференцiюванням.
За формулою (1.7) можна знайти похiдну будь–якой функцiї.

Приклад 1. Знайти похiдну функцiї y = x2.

Розв’язання. Нехай x будь–яке значення аргументу функцiї, тодi в цiй точцi
маємо таке значення функцiї:

f(x) = x2.

Надамо аргументу x прирiст △x, тодi одержимо iнше значення функцiї:

f(x+△x) = (x+△x)2 .

Звiдси випливає прирiст △y функцiї y = x2 у точцi x, який вiдповiдає при-
росту аргументу △x:

△y = f(x+△x)− f(x) = (x+△x)2 − x2 = 2x · △x+ (△x)2 .

Тодi за формулою (1.7) одержимо похiдну функцiї y = x2 у точцi x:

(

x2
)′
= lim

△x→0

△y

△x
= lim

△x→0

2x · △x+ (△x)2

△x
= lim

△x→0
(2x+△x) = 2x.
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Звичайно при диференцiюваннi користуються правилами диференцiю-
вання та таблицею похiдних.

Таблиця похiдних

1. (C)′ = 0, C = const .

2. (x)′ = 1.

3. (xn)′ = nxn−1.

4.
(√

x
)′
=

1

2
√
x
.

5. (ax)′ = ax ln a.

6. (ex)′ = ex.

7. (loga x)
′ =

1

x ln a
.

8. (ln x)′ =
1

x
.

9. (sin x)′ = cosx.

10. (cosx)′ = − sin x.

11. (tg x)′ =
1

cos2 x
.

12. (ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

13. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

14. (arccosx)′ = − 1√
1− x2

.

15. (arctg x)′ =
1

1 + x2
.

16. (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.
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Зауваження 4. Диференцiювання степеневих функцiй виконується за фор-
мулою 3 з таблицi похiдних:

(xn)′ = nxn−1,

причому слiд враховувати властивостi степеневих функцiй:

x0 = 1, xn · xk = xn+k,
xn

xk
= xn−k, (xn)k = xn·k, k

√
xn = xn/k.

Наприклад:
(x)′ =

(

x1
)′
= 1 · x1−1 = 1 · x0 = 1.

(

x2
)′
= 2x2−1 = 2x,

(

x3
)′
= 3x3−1 = 3x2.

(

1

x4

)′
=
(

x−4
)′
= −4x−4−1 = −4x−5 = − 4

x5
.

(√
x
)′
=
(

x1/2
)′

=
1

2
x
1
2−1 =

1

2
x−1

2 =
1

2

1

x1/2
=

1

2
√
x
.

(

3
√
x
)′
=
(

x1/3
)′

=
1

3
x
1
3−1 =

1

3
x−2

3 =
1

3

1

x2/3
=

1

3
3
√
x2

.

1.3. Правила диференцiювання

1. (C)′ = 0, C = const .

2. (C · f(x))′ = C · f ′(x), C = const .

3. (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x).

4. (f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x).

5.

(

f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
g2(x)

.

6. (f(u(x)))′ = f ′
u · u′

x.
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1. Похiдна сталої дорiвнює нулю.

Приклад 2.

(3)′ = 0, (2, 34)′ = 0,

(

2

3

)′
= 0, (π)′ = 0.

Число 3, десятковий дрiб 2, 34, рацiональний дрiб
2

3
i трансцендентне

число π = 3, 14159 . . .— це сталi величини, тому їх похiдна дорiвнює
нулю.

2. Сталий множник можна виносити за знак похiдної.

3. Похiдна суми функцiй дорiвнює сумi похiдних цих функцiй.

Приклад 3. Знайти похiдну функцiї y = 3x2 − 4x+ 5.

Розв’язання.

y′ =
(

3x2 − 4x+ 5
)′
=
(

3x2
)′ − (4x)′ + (5)′ =

= 3
(

x2
)′ − 4 (x)′ + 0 = 3 · 2x− 4 · 1 = 6x− 4.

4. Похiдна добутку двох функцiй дорiвнює добутку похiдної першої фун-
кцiї на другу функцiю плюс добуток першої функцiї на похiдну другої
функцiї.

Приклад 4. Знайти похiдну функцiї y = x2 cosx.

Розв’язання.

y′ =
(

x2 cosx
)′
=
(

x2
)′
cosx+ x2 (cosx)′ =

= 2x cosx+ x2 (− sin x) = x (2 cosx− x sinx) .
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Приклад 5. Знайти похiдну функцiї y = ex sinx.

Розв’язання.

y′ = (ex sin x)′ = (ex)′ sin x+ ex (sinx)′ =

= ex sinx+ ex cosx = ex (sinx + cosx) .

5. Похiдна частки двох функцiй дорiвнює дробу, знаменник якого є квад-
ратом знаменника вихiдного дробу, а чисельник — добутку похiдної
чисельника на знаменник мiнус добуток чисельника на похiдну зна-
менника.

Приклад 6. Знайти похiдну функцiї y =
x2 − 1

x2 + 1
.

Розв’язання.

y′ =

(

x2 − 1

x2 + 1

)′
=

(

x2 − 1
)′ (

x2 + 1
)

−
(

x2 − 1
) (

x2 + 1
)′

(x2 + 1)2
=

=
2x
(

x2 + 1
)

−
(

x2 − 1
)

2x

(x2 + 1)2
=

4x

(x2 + 1)2
.

Приклад 7. Знайти похiдну функцiї y = tg x.

Розв’язання.

y′ = (tg x)′ =

(

sinx

cosx

)′
=

(sin x)′ cosx− sin x (cosx)′

(cosx)2
=

=
cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

6. Похiдна складної функцiї дорiвнює добутку похiдної зовнiшньої функ-
цiї за промiжним аргументом на похiдну промiжного аргументу за
незалежним аргументом.

12



Завдання для самостiйної роботи

Знайти похiднi:

1. y =
x3

3
− 2x2 +

x

4
− 5.

2. y =
√
x+

2√
x

.

3. y = x− 2

x
+

1

x2
− 1

5x5
.

4. y =
x5

3
− 2x3

5
+ x.

5. y = 6 3
√
x− 4

4
√
x

.

6. y =
1

2x2
− 3

x3
.

7. y = 3x− 6
√
x.

8. y =
1

x
− 2

x2
+

3

x3
.

9. y =
8
4
√
x
− 6

3
√
x

.

10. y = x2 (2x− 1).

11. y = (x+ 1)
√
x.

12. y =
(

x2 − 1
) (

9− x3
)

.

13. y = x2 sinx.

14. y =
x

1− 4x
.

15. y =
2 +

√
x

2−√
x

.

16. y =
1 + 3x2

√
2π

.

17. y =
tg x√
x

.

18. y = (
√
x− 1)

(

1√
x
+ 1

)

.

19. y =
cosx

1 + sin x
.

20. y =
x2

1− x2
.

21. Для функцiї f(x) =
x3

3
− x2 + x обчислити f ′(0), f ′(1), f ′(−1).

22. Для функцiї f(x) =
x

2x− 1
обчислити f ′(0), f ′(2), f ′(−2).
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1.4. Диференцiювання складної функцiї

Означення 4. Накладання двох або бiльше функцiй називається складною
функцiєю.

Наприклад, нехай на промiжку X визначена певна функцiя

u = ϕ(x),

а на областi її значень визначена iнша функцiя

y = f(u).

Тодi говорять, що на промiжку X визначена складна функцiя y, яка зале-
жить вiд незалежної величини x (аргументу функцiї) за допомогою промiж-
ної величини u (промiжного аргументу). Цей факт позначають символом:

y = f(u(x)).

Функцiю y = f(u) називають зовнiшньою функцiєю.
Iнодi корисно уявити складну функцiю у виглядi ланцюжка простих

функцiй:
x → u = ϕ(x) → y = f(u).

Похiдна складної функцiї обчислюється за формулою (правило 6):

(f(u(x)))′ = f ′
u · u′

x. (1.8)

Похiдна складної функцiї дорiвнює добутку похiдної зовнiшньої функцiї за
промiжним аргументом на похiдну промiжного аргументу за незалежним
аргументом.

Такий розклад складної функцiї на простi функцiї дозволяє скористати-
ся таблицею похiдних та правилами диференцiювання. Звернемо увагу, що
спочатку виконується диференцiювання зовнiшньої функцiї f(u).

Приклад 8. Знайти похiдну функцiї y = sin 3x.

Розв’язання. Тому що аргумент синуса дорiвнює 3x, маємо складну функ-
цiю:

y = sin u, u = 3x,
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тобто маємо такий ланцюжок елементарних функцiй:

x → u = 3x → y = sin u.

Скориставшись табличними похiдними

(sinx)′ = cosx, (x)′ = 1,

одержимо:

y′u = (sinu)′u = cosu = cos 3x, u′
x = (3x)′ = 3 · x′ = 3.

Тут замiсть промiжного аргументу u було пiдставлено його значення 3x.
Таким чином, за формулою диференцiювання складної функцiї остаточно
маємо:

(sin 3x)′ = 3 cos 3x.

Приклад 9. Знайти похiдну функцiї y = ln sin x.

Розв’язання. Позначимо промiжний аргумент u = sin x. Отже, маємо скла-
дну функцiю:

y = ln u, u = sin x

i за формулою диференцiювання складної функцiї дiстанемо:

y′ = f ′
u · u′

x = (ln u)′u · (sin x)
′
x =

1

u
· cosx.

Звернемо увагу, що в похiдну

(lnu)′u =
1

u
,

треба пiдставити замiсть промiжного аргументу u функцiю sin x. Тодi остаточ-
но одержимо:

y′ = (ln sinx)′ =
1

sinx
· (sinx)′ = cosx

sinx
= ctg x.
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Зауваження 5. Вводити промiжний аргумент немає потреби, тому що в кiн-
цевий результат доводиться пiдставляти його значення. Звичайно, як в да-
ному прикладi, промiжну змiнну u = sinx можна тiльки уявляти. Це уяв-
лення спрощує користування таблицею похiдних. Таким чином, спочатку
обчислюємо похiдну зовнiшньої функцiї за її аргументом sinx i множимо її
на похiдну аргументу зовнiшньої функцiї (sinx)′.

Приклад 10. Знайти похiдну функцiї y =
√
1 + x2.

Розв’язання. Маємо складну функцiю. Уявимо ланцюжок простих функцiй:

x → u = 1 + x2 → y =
√
u.

Зовнiшня функцiя y =
√
u, її похiдна є в таблицi похiдних:

(√
u
)′
=

1

2
√
u
.

Врахуємо цю формулу та одразу пiдставимо аргумент радикалу, тодi одер-
жимо:

y′ =
(

√

1 + x2
)′

=
1

2
√
1 + x2

·
(

1 + x2
)′
=

1

2
√
1 + x2

· 2x =
x√

1 + x2
.

Приклад 11. Знайти похiдну функцiї y = arctg
1

x
.

Розв’язання. Тут зовнiшня функцiя: y = arctg u, її похiдна:

(arctgu)′ =
1

1 + u2
.

Тодi маємо:

y′ =

(

arctg
1

x

)′
=

1

1 +

(

1

x

)2

(

1

x

)′
=

x2

1 + x2

(

x−1
)′
=

=
x2

1 + x2

(

−x−2
)

= − x2

1 + x2

1

x2
= − 1

1 + x2
.
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Приклад 12. Знайти похiдну функцiї y = 3tg
2 x.

Розв’язання. Маємо накладання трьох функцiй: обчислення тангенса, пiд-
несення до другого степеня i показникова функцiя:

x → v = tg x → u = v2 → y = 3u.

Тут зовнiшня функцiя — показникова функцiя: y = 3u. Її похiдна:

(3u)′ = 3u ln 3.

Отже, маємо:

y′ =
(

3tg
2 x
)′

= 3tg
2 x ln 3 ·

(

tg2 x
)′
=

= 3tg
2 x ln 3 · 2 tg x · (tg x)′ = 3tg

2 x ln 3 · 2 tg x 1

cos2 x
.

Звернемо увагу, що функцiя tg2 x – складна функцiя, тобто накладання
степеневої функцiї та тангенса, i її диференцiювання виконується за прави-
лом диференцiювання складної функцiї.

Приклад 13. Знайти похiдну функцiї y = earctg
√
x.

Розв’язання.

y′ =
(

earctg
√
x
)′

= earctg
√
x ·
(

arctg
√
x
)′
=

= earctg
√
x · 1

1 + (
√
x)

2 ·
(√

x
)′
= earctg

√
x · 1

1 + x
· 1

2
√
x
.

Тут зовнiшня функцiя — експонента ex:

(ex)′ = ex,

промiжна функцiя арктангенс arctgx:

(arctg x)′ =
1

1 + x2

та ще одна промiжна функцiя — квадратний корень
√
x:

(√
x
)′
=

1

2
√
x
.
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Приклад 14. Знайти похiдну функцiї y = ln |x|.
Розв’язання. Функцiя y = ln |x| визначена при x ∈ (−∞; 0)∪(0; +∞), x 6= 0.
Тодi, враховуючи означення модуля, маємо:

ln |x| =
{

ln x, x > 0,

ln(−x), x < 0.

Звiдси випливає:

x > 0, (ln |x|)′ = (ln x)′ =
1

x
,

x < 0, (ln |x|)′ = (ln(−x))′ =
1

−x
(−x)′ =

1

−x
(−1) =

1

x
.

Таким чином, маємо:

(ln |x|)′ = 1

x
, x 6= 0.

Зауваження 6. Функцiя y = ln(−x) розглядається як складна функцiя:

y = lnu, u = −x.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти похiднi:

1. y =
√
1 + 2x.

2. y = (1− 5x)4.

3. y = 3

√

(4 + 3x)2.

4. y =
1

(1− x2)5
.

5. y =
1√

3x2 + 7
.

6. y = cos 2x.

7. y = cos2 x.

8. y =
√
sin x.

9. y = sin
√
x.

10. y =
√
cos 2x.

11. y = sin
3x

2
.
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12. y =
√
2x− sin 2x.

13. y = x
√
x2 − 1.

14. y =

√
2x− 1

x
.

15. y =

√

1 + x2

1− x2
.

16. y = ln ln x.

17. y = ln2 x.

18. y = ln tg
x

2
.

19. y = ln
(

x+
√
x2 + 1

)

.

20. y = e−x.

21. y = ex/2.

22. y = ex
2

.

23. y = e−x2

.

24. y = e1/x.

25. y = 3−x/2.

26. y = arcsin
x

2
.

27. y = arccos
1

x
.

28. y = arctg
1

x
.

29. y =

√

arcctg
x

2
.
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1.5. Логарифмiчне диференцiювання

Означення 5. Логарифмiчною похiдною функцiї y = f(x) називається по-
хiдна вiд логарифма цiєї функцiї, тобто

(ln y)′ =
y′

y
. (1.9)

За допомогою логарифмичного диференцiювання знаходять похiднi сте-
пенево–показникової функцiї. Також зручно користуватися цим методом для
диференцiювання добуткiв i частки. У цих випадках враховуємо такi власти-
востi логарифма:

ln ab = b ln a, ln(a · b) = ln a+ ln b, ln
a

b
= ln a− ln b.

Приклад 15. Знайти похiдну функцiї y = (cosx)sinx.

Розв’язання. Ця функцiя степенево–показникова i немає загальних правил
її диференцiювання. Тому прологарифмуємо цю рiвнiсть та скористаємося
властивостями логарифма:

ln y = sin x · ln cosx.

Продифенцiювавши останню рiвнiсть, знайдемо логарифмичну похiдну:

(ln y)′ =
y′

y
= (sinx · ln cosx)′ =

= (sinx)′ · ln cosx+ sinx · (ln cosx)′ =

= cosx · ln cosx+ sin x · 1

cosx
(cosx)′ =

= cosx · ln cosx− sinx · sinx
cosx

=

= cosx · ln cosx− sin2 x

cosx
.

Звiдси остаточно знаходимо:

y′ = (ln y)′ · y = (cosx)sinx
(

cosx · ln cosx− sin2 x

cosx

)

.
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Приклад 16. Знайти похiдну функцiї y =

√

x (x− 1)

x− 2
.

Розв’язання. Прологарифмуємо цю рiвнiсть та скористаємося властивостя-
ми логарифма:

ln y =
1

2
(lnx+ ln |x− 1| − ln |x− 2|) .

Продифенцiювавши останню рiвнiсть, знайдемо

(ln y)′ =
y′

y
=

1

2

(

1

x
+

1

x− 1
− 1

x− 2

)

.

Звiдси випливає

y′ = (ln y)′ · y =
1

2

(

1

x
+

1

x− 1
− 1

x− 2

)

√

x (x− 1)

x− 2
=

=
x2 − 4x+ 2

2
√

x (x− 1) (x− 2)3
.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти похiднi методом логарифмiчного диференцiювання.

1. y = xx.

2. y = xsinx.

3. y = xlnx.

4. y = (tg x)cosx.

5. y = (sin x)arcsinx.

6. y = (ln x)1/x.

7. y =
(x− 3)2 (2x− 1)

(x+ 1)
.

8. y =
3

√

(x+ 2) (x− 1)2

x
.
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1.6. Диференцiал

Означення 6. Рiзниця x− x0 двох значень x i x0 аргументiв функцiї нази-
вається приростом аргументу в точцi x0 i позначається символом

△x = x− x0. (1.10)

Означення 7. Рiзниця f(x) − f(x0) значень функцiї в двох точках x i x0

називається приростом функцiї у точцi x0 i позначається

△f(x0) = f(x)− f(x0). (1.11)

Приклад 17. Обчислити прирiст функцiї f(x) = 2x2− 1 в точцi x0 = 3, якщо
прирiст аргументу △x = −0, 2.

Розв’язання. За умовами маємо одну точку x0 = 3. В цiй точцi дана функцiя
набуває таке значення:

f(x0) = 2 · 32 − 1 = 17.

Знайдемо iншу точку:

x = x0 +△x = 3− 0, 2 = 2, 8.

Тодi за формулою (1.11) одержимо прирiст функцiї:

△f(x) = f(x)− f(x0) =

=
(

2 · 2, 82 − 1
)

−
(

2 · 32
)

= (2 · 7, 84− 1)− (2 · 9− 1) =

= 15, 68− 1− (18− 1) = 14, 68− 17 = −2, 32.

Прирiст функцiї вказує, як i наскiльки змiниться значення функцiї, коли
перейдемо вiд точцi x0 = 3 до точки x = 2, 8.

Звернемо увагу на те, що прирiст аргументу може бути як бiльше, так
i менше нуля: знак приросту аргументу вказує, де на осi абсцис мiститься
точка x вiдносно точцi x0 — праворуч, або лiворуч.

Прирiст функцiї також може бути як бiльше, так i менше нуля. Знак
приросту функцiї вказує зменшиться або збiльшиться значення функцiї, коли
аргументу x буде надано певний прирiст △x.
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Отже, прирiст функцiї y = f(x) в певнiй точцi x, вiдповiднiй приросту
аргументу функцiї △x визначається формулою:

△y = f(x+△x)− f(x).

Нагадаємо, що це рiзниця значень функцiї в двох точках.
Нехай функцiя y = f(x) є диференцiйовна, тобто iснує скiнченна грани-

ця:

lim
△x→0

△y

△x
= lim

△x→0

f(x+△x)− f(x)

△x
= f ′(x). (1.12)

Звiдси випливає, що

f(x+△x)− f(x)

△x
= f ′(x) + α(△x),

або
△y = f ′(x) · △x + α(△x) · △x.

Тут α(△x)— нескiнченно мала при △x → 0 величина.
Таким чином, прирiст диференцiйовної функцiї складається з двох ча-

стин:
– перша частина є лiнiйна однорiдна функцiя змiнної △x;
– друга частина при △x → 0 є нескiнченно мала величина вищого по-

рядку вiдносно △x.

Означення 8. Лiнiйна (головна) частина приросту диференцiйовної функ-
цiї називається диференцiалом функцiї y = f(x) в точцi x i позначається
символом

dy = f ′(x)△x. (1.13)

Крiм диференцiала функцiї розглядається також диференцiал незалеж-
ної змiнної.

Означення 9. Диференцiалом незалежної змiнної dx називається її при-
рiст △x, тобто

dx = △x. (1.14)

Зауваження 7. Диференцiал dx незалежної змiнної може приймати будь–яке
значення, а диференцiал функцiї обчислюється за формулою dy = f ′(x)dx.

Приклад 18. Знайти диференцiал функцiї y = x2.
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Розв’язання. Знайдемо похiдну функцiї y = x2:

y′ =
(

x2
)′
= 2x.

Тодi маємо
dy = f ′(x)dx = 2xdx.

Завдання для самостiйної роботи

А. Знайти диференцiал функцiї.

1. y = x3 − 3x2 + 3x.

2. y =
√
1 + x2.

3. y =
1

x
− 1

x2
.

4. y = ln cosx.

Б. Знайти △y i dy, якщо y = x3 та x змiнюється вiд 2 до 1, 98.

1.7. Геометричний змiст похiдної

та диференцiалу

Побудуємо рiвняння дотичної до кривої y = f(x) в точцi M0(x0, y0), для
чого скористаємось рiвнянням прямiй з кутовим коефiцiєнтом:

y = kx+ b. (1.15)

Очевидно, що y0 = f(x0).
Похiдна в данiй точцi дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної до гра-

фiка функцiї в цiй точцi:
k = f ′(x0). (1.16)

Тому що крива проходить через точку M0(x0, y0), маємо

y0 = kx0 + b. (1.17)

Вiднiмемо рiвняння (1.17) з рiвняння (1.15). Тодi, раховуючи (1.16), отрима-
ємо рiвняння похилої дотичної до кривої y = f(x) в точцi M0(x0, y0):

y − y0 = f ′(x0) (x− x0) , (1.18)

де y0 = f(x0).
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Означення 10. Нормаллю до кривої в точцi M0(x0, y0) називається пряма,
яка є перпендикулярною до дотичної в точцi дотику.

Тому що нормаль перпедикулярна до дотичної, її кутовий коефiцiєнт
kнор дорiвнює:

kнор = − 1

kдот

= − 1

f ′(x0)
.

Отже, рiвняння нормалi має вигляд:

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0) . (1.19)

Тут y0 = f(x0).

Приклад 19. Знайти рiвняння дотичної та нормалi до кривої y = x3 в точцi
M0(1, 1).

Розв’язання. Рiвняння дотичної до кривої має вигляд (1.18):

y − y0 = f ′(x0) (x− x0) .

Тут x0 = 1, y0 = f(x0) = x3
∣

∣

x=1
= 1.

Шукаємо похiдну функцiї y = x3 в точцi M0(1, 1):

y′ =
(

x3
)′
= 3x2.

Звiдси
f ′(x0) = f ′(1) = 3x2

∣

∣

x=1
= 3.

Тодi маємо рiвняння дотичної

y − 1 = 3(x− 1), або y = 3x− 2,

та нормалi

y − 1 = −1

3
(x− 1), або y = −1

3
x+

4

3
.

Очевидно, що рiвняння вертикальної дотичної до кривої з абсцисою x0

має вигляд
x = x0. (1.20)
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x

y

0

y =
√
x− x0

x0

x = x0

Рис. 1.3. Вертикальна дотична

Наприклад, функцiя y =
√
x− x0 в точцi x = x0 має вертикальну дотичну,

яка зображена на рис. 1.3.
За формулою (1.18) можна одержати геометричний змiст диференцiалу

функцiї. Насправдi величину x−x0 можна розглядати як прирiст аргументу

△x = x− x0,

а праву частину формули (1.18) як диференцiал

dy = f ′(x0)△x.

функцiї y = f(x) в точцi M0(x0, y0). Лiворуч маємо прирiст функцiї:

△y = y − y0.

Таким чином з (1.18) випливає: диференцiал функцiї дорiвнює приросту ор-
динати дотичної T в точцi M0(x0, y0). На рис. 1.4 дотична позначена лiте-
рою T .

Зауваження 8. Диференцiал функцiї dy не дорiвнює її приросту △y, ди-
ференцiал може бути як менше так i бiльше приросту функцiї. Але iнодi
при малих значеннях прирiсту аргументу △x можно прийняти, що прирiст
функцiї наближено дорiвнює її диференцiалу та скористатися цим для на-
ближених обчислень. Тобто, якщо прийняти

△f(x) = f(x)− f(x0) ≈ df(x) = f ′(x0) (x− x0) ,

тодi маємо таку формулу для наближеного обчислення значення функцiї у
точцi x, якщо вiдомо значення функцiї в точцi x0:

f(x) ≈ f(x0) + df(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) . (1.21)
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f(x0)

f(x1)

△x

x1 = x0 +△x

△y
dy

Рис. 1.4. Диференцiал функцiї та її прирiст

Приклад 20. Наближено обчислити arctg 0, 98.

Розв’язання. Звернемо увагу, що вiдомо таке значення:

arctg 1 = π/4 ≈ 0, 785 . . . .

Тому вiзьмемо число x0 = 1, як початкове значення. Тодi маємо

x = 0, 98, △x = x− x0 = 0, 98− 1 = −0, 02.

Враховуючи похiдну

(arctg x)′ =
1

1 + x2
,

за формулою (1.21) одержимо:

arctg 0, 98 ≈ arctg 1+
1

1 + 12
(−0, 02) = 0, 785−1

2
·0, 02 = 0, 785−0, 01 = 0, 775.

Можна перевiрити, що похибка вiдповiдi у цьому прикладi менше 0.001.

Завдання для самостiйної роботи

Скласти рiвняння дотичної та нормалi до кривої.

1. y = x2 в точцi M(2, 8);

2. y = sinx в точцi x = π.
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1.8. Похiднi вищих порядкiв.

Формула Лейбниця

1.8.1. Похiднi вищих порядкiв

Звернемо увагу, що похiдна залежить вiд точки x = x0, в якiй вона обчи-
слюється, тобто похiдна є функцiя, тому можна обчислити похiдну похiдної.

Означення 11. Похiдна вiд похiдної називається похiдною другого порядку,
або другою похiдною.

Позначають другу похiдну так:

y′′ = f ′′(x),
d2y

dx2
=

d2f(x)

dx2
.

Таким чином, щоб знайти похiдну другого порядку функцiї y = f(x),
треба спочатку знайти похiдну першого порядку y′ цiєї функцiї, а потiм зна-
йти похiдну похiдної першого порядку, тобто похiдну функцiї y′. Отже, треба
функцiю продиференцiювати два рази:

y′′ = (y′)
′
.

Аналогiчно визначаються iншi похiднi вищого порядку.
Третя похiдна — це похiдна похiдної другого порядку:

y′′′ = (y′′)
′
,

похiдна n–го порядку — похiдна похiдної (n− 1)–го порядку:

y(n) =
(

y(n−1)
)′
.

Зауваження 9. З визначення похiдних вищих порядкiв випливає, що похiднi
вищих порядкiв обчислюються рекурентно (послiдовно), похiдна похiдної.
Таким чином, для обчислення похiдних вищих порядкiв потрiбнi правила
диференцiювання та таблиця похiдних, тобто умiння обчислювати похiдну
першого порядку.

Приклад 21. Знайти похiдну другого порядку функцiї y = lnx.
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Розв’язання. Обчислюємо першу похiдну функцiї y = ln x. Очевидно, що

y′ = (ln x)′ =
1

x
.

Для находження похiдної другого порядку диференцiюємо y′:

y′′ = (y′)
′
=

(

1

x

)′
=
(

x−1
)′
= −x−1−1 = −x−2 = − 1

x2
.

Приклад 22. Знайти похiдну другого порядку функцiї y = x3 − 7x2 +4x+5.

Розв’язання. Знаходимо y′:

y′ =
(

x3 − 7x2 + 4x+ 5
)′
= 3x2 − 14x+ 4.

Для находження похiдної другого порядку диференцiюємо y′:

y′′ = (y′)
′
=
(

3x2 − 14x+ 4
)′
= 6x− 14.

Приклад 23. Знайти похiдну другого порядку функцiї y = ln
(

x+
√
1 + x2

)

.

Розв’язання. Маємо

y′ =
(

ln
(

x+
√

1 + x2
))′

=
1

x+
√
1 + x2

(

x+
√

1 + x2
)′

=

=
1

x +
√
1 + x2

(

1 +
1

2
√
1 + x2

(

1 + x2
)′
)

=

=
1

x+
√
1 + x2

(

1 +
x√

1 + x2

)

=
1√

1 + x2
.

Звiдси випливає

y′′ =

(

1√
1 + x2

)′
=
(

(

1 + x2
)−1/2

)′
= −1

2

(

1 + x2
)−3/2 (

1 + x2
)′
=

= −1

2

(

1 + x2
)−3/2

2x = − x

(1 + x2)3/2
.
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1.8.2. Формула Лейбниця

При обчислення похiдних вищого порядку iнодi зручно користуватися
загальними формулами:

(C · u)(n) = C (u)(n) , C = const, (1.22)

(u± v)(n) = (u)(n) ± (u)(n) , (1.23)

(u · v)(n) = C0
nu

(n)v(0) + C1
nu

(n−1)v′ + C2
nu

(n−2)v′′ + . . .+ Cn
nu

(0)v(n). (1.24)

Остання формула називається формулою Лейбнiца.
Тут v(0) = v(x), u(0) = u(x)— диференцiйвнi до n − го порядку фун-

кцiї. Коефiцiєнти формули Лейбнiца (бiномнi коефiцiєнти) обчислюється за
формулою:

Ck
n =

n!

k! (n− k)!
=

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · 3 · . . . · k .

Наприклад:

C0
n = 1, C1

n = n, C2
n =

n(n− 1)

1 · 2 , C3
n =

n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3 , . . . .

Тодi формулу Лейбница можна записати так:

(u · v)(n) = u(n)v+nu(n−1)v′+
n(n− 1)

1 · 2 u(n−2)v′′+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3 u(n−3)v(3)+

+ . . .+ uv(n).

Приклад 24. Знайти похiдну 5-го порядку функцiї y = sinx · e−x.

Розв’язання. Маємо:

(sinx)′ = cosx, (sinx)′′ = − sinx, (sinx)(3) = − cosx,

(sinx)(4) = sin x, (sinx)(5) = cosx,
(

e−x
)′
= −e−x,

(

e−x
)′′

= e−x,
(

e−x
)(3)

= −e−x,
(

e−x
)(4)

= e−x,
(

e−x
)(5)

= −e−x.
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Враховуючи цi вирази, за формулою Лейбнiца одержимо:

y(5) =
(

sinx · e−x
)(5)

=

= sin(5) x · e−x + 5 sin(4) x ·
(

e−x
)′
+

5 · 4
1 · 2 sin

(3) x ·
(

e−x
)′′

+

+
5 · 4 · 3
1 · 2 · 3 sin

′′ x ·
(

e−x
)(3)

+
5 · 4 · 3 · 2
1 · 2 · 3 · 4 sin

′ x ·
(

e−x
)(4)

+ sin x ·
(

e−x
)(5)

=

= cosx · e−x − 5 sinx · e−x − 10 cosx · e−x+

+ 10 sinx · e−x + 5 cosx · e−x − sin x · e−x =

= 4e−x (sin x− cosx) .

Завдання для самостiйної роботи

А. Знайти похiднi другого порядку.
Зауваження 10. При виконаннi двох останних завданнь скористатися мето-
дом логарифмичного диференцiювання.

1. y = cos2 x.

2. y = arctgx2.

3. y = e−x2

.

4. y = x+ sin x.

5. y = x2e−x.

6. y =
1 + x

1− x
.

7. y = x
√
x.

8. y =
arcsinx√
1− x2

.

Б. Знайти похiднi функцiї вказаного порядку.

1. y =
(

x2 + x+ 1
)

sinx, знайти y(15).

2. y =
(

x2 − x
)

ex, знайти y(20).

3. y = x log2 x, знайти y(10).
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1.9. Диференцiювання функцiї,

яка задана параметрично

Нехай величини x i y заданi як функцiї допомiжної величини (парамет-
ра) t:

{

x = x(t),

y = y(t).
(1.25)

Система (1.25) устанавлює зв’язок мiж величинами x i y, тобто визначає пев-
ну функцiю y = f(x). Похiдна параметрично заданої функцiї обчислюється
за формулою:

y′x =
y′(t)

x′(t)
. (1.26)

Ця формула дозволяє знаходити похiдну y′x вiд функцiї, заданої параметри-
чно, не знаходячи безпосередньо залежнiсть y вiд x .

Приклад 25. Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично
{

x = t2 + t,

y = t3 − 2t+ 1.

Розв’язання. Знайдемо похiднi функцiй x(t) i y(t) вiдносно параметра t:

x′
t =

(

t2 + t
)′
t
= 2t+ 1,

y′t =
(

t3 − 2t+ 1
)′
t
= 3t2 − 2.

Тодi за формулою (1.26) одержимо:

y′x =
y′(t)

x′(t)
=

2t+ 1

3t2 − 2
.

Друга похiдна функцiї y = f(x), яка задана параметрично, обчислює-
ться за формулою:

d2y

dx2
=

d

(

y′(t)

x′(t)

)

dx
=

y′′ttx
′
t − x′′

tty
′
t

(x′
t)
3 . (1.27)

32



Приклад 26. Знайти похiдну другого порядку функцiї, якщо






x = t2,

y =
t3

3
− t.

Розв’язання. Знайдемо похiднi функцiй x(t) i y(t) вiдносно параметру t:

x′
t =

(

t2
)′
t
= 2t,

y′t =

(

t3

3
− t

)′

t

= t2 − 1.

x′′
tt = (x′

t)
′
= (2t)′t = 2,

y′′t = (y′t)
′
=
(

t2 − 1
)′
t
= 2t.

Тодi за формулою (1.27) одержимо:

y′′xx =
y′′ttx

′
t − x′′

tty
′
t

(x′
t)
3 =

2t · 2t− 2 ·
(

t2 − 1
)

(2t)3
=

4t2 − 2t2 + 2

4t2
=

2t2 + 2

8t3
=

t2 + 1

4t3
.

Завдання для самостiйної роботи

А. Знайти похiднi другого порядку.

1.

{

x = 2 cos t,

y = sin t.

2.

{

x = e2t,

y = e3t.

3.

{

x = t2,

y = t+ t3.
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1.10. Iндивiдуальнi завдання

1. Знайти похiднi функцiй.

1.1. y = 2x5 − 4

x3
+

1

x
+ 3

√
x.

1.2. y =
3

x
+

5
√
x2 − 4x3 +

2

x4
.

1.3. y = 3x4 +
3
√
x5 − 2

x
− 4

x2
.

1.4. y = 7x+
5

x2
− 7
√
x4 +

6

x
.

1.5. y = 7x+
5

x2
−
√
7x4 +

6

x
.

1.6. y = 5x2 − 3
√
x4 +

4

x3
− 5

x
.

1.7. y = 3x5 − 3

x
−
√
x3 +

10

x5
.

1.8. y =
3
√
x7 +

3

x
− 4x6 +

4

x5
.

1.9. y = 8x2 +
3

x
−
√
x6 +

4

x5
.

1.10. y = 4x6 +
5

x
− 3
√
x4 − 7

x4
.

1.11. y = 2
√
x3 − 7

x
+ 3x2 − 2

x5
.

1.12. y = 4x3 − 3

x
− 5
√
x2 +

6

x2
.

1.13. y = 5x3 − 8

x2
+ 4

√
x+

1

x
.

1.14. y =
9

x3
+

3
√
x4 − 2

x
+ 5x4.

1.15. y =
4

x5
− 9

x
+

5
√
x2 − 7x3.

1.16. y =
8

x3
+

3

x
− 4

√
x3 + 2x7 .

1.17. y = 5x2 +
4

x
− 3
√
x7 − 2

x6
.

1.18. y = 10x2 +
√
x5 − 4

x
− 5

x4
.

1.19. y =
√
x5 − 3

x
+

4

x3
− 3x3.

1.20. y = 9x3 +
5

x
− 7

x4
+

3
√
x7.

1.21. y = 3
√
x+

4

x5
+

3
√
x2 − 7

x
.

1.22. y =
√
x3 +

2

x
− 4

x5
− 5x3.

1.23. y = 7x2 +
3

x
− 5
√
x4 +

8

x3
.

1.24. y = 8x3 − 4

x
− 7

x4
+

7
√
x2.

1.25. y = 8x− 5

x4
+

1

x
− 5

√
x4.

1.26. y =
4
√
x3 − 5

x
+

4

x5
+ 3x.
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1.27. y = 4x3 +
3

x
− 3
√
x5 − 2

x4
.

1.28. y = 4x5 − 5

x
−
√
x3 +

2

x3
.

1.29. y =
7

x
+

4

x3
− 5

√
x3 − 2x6.

1.30. y =
6

x4
− 3

x
+ 3x3 −

√
x7.

2. Знайти похiднi функцiй.

2.1. y =
3x− 2

3x2 + 8
.

2.2. y =
3x2 − 2

x− 1
.

2.3. y =
10x− 8

x2 + 4
.

2.4. y =
2x2 − 3

3x− 4
.

2.5. y =
7x− 12

11x+ 15
.

2.6. y =
x2 − 8

x2 − 6
.

2.7. y =
17x+ 35

x− 20
.

2.8. y =
2x2

x2 + 4
.

2.9. y =
x2 − 16x

5x− 2
.

2.10. y =
3x2 + 2x

x2 − 1
.

2.11. y =
x− 3

x2 + 7
.

2.12. y =
2x− 3

x− 1
.

2.13. y =
x2 + 5

x2
.

2.14. y =
14x− 5

6x+ 5
.

2.15. y =
3x2 + 2

x2 + 6
.

2.16. y =
9x+ 2

3x− 10
.

2.17. y =
5x2 + 1

x2 − 6
.

2.18. y =
x2

2x2 + 3
.

2.19. y =
x+ 6

4x− 3
.

2.20. y =
x2 + 5

x2 − 7
.

2.21. y =
−x− 12

4x+ 3
.

2.22. y =
7x− 2

x2
.
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2.23. y =
x2 − x

x+ 16
.

2.24. y =
x2 + 4

x− 3
.

2.25. y =
2− 3x

3− 2x2
.

2.26. y =
x2 − 2

x2 + 3
.

2.27. y =
3x− 14

7x+ 2
.

2.28. y =
x2 − 10

x2 − 3
.

2.29. y =
7x− 5

x2 + 5x
.

2.30. y =
x− 9

3x2 − 10
.

3. Знайти похiднi функцiй.

3.1. y = sin
√
x2 − 4.

3.2. y = cos
√
3− 2x2.

3.3. y = tg
√
x2 + 4.

3.4. y = ctg
√
6− x2.

3.5. y = arcsin
√
x+ 1.

3.6. y = arccos
√
2x+ 1.

3.7. y = e
√
9−x.

3.8. y = arctg
√
x2 − 16.

3.9. y = 2
√
2x+3.

3.10. y = ln
√
x2 + 9.

3.11. y = 3
√
5x+1.

3.12. y = sin
√
4− 3x.

3.13. y = cos
√
5x− 1.

3.14. y = tg
√
2x− 1.

3.15. y = ln
√
4x+ 1.

3.16. y = e
√
x2−25.

3.17. y = arcsin
√
9− x.

3.18. y = ctg
√
3x+ 10.

3.19. y = 2
√
9−4x.

3.20. y = ln
√
1− 2x.

3.21. y = sin
√
1− 3x2.

3.22. y = tg
√
2x2 − 1.

3.23. y = cos
√
1 + 3x.

3.24. y = arccos
√
2x− 1.

3.25. y = cos
√
6x+ 1.

3.26. y = arctg
√
x− 1.
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3.27. y = ln
√
x2 − 81.

3.28. y = e
√
x2−25.

3.29 y = arctg
√
x− 1.

3.30. y = arcctg
√
1− x2.

4. Знайти похiднi функцiй

4.1. y = (3x− 7) sin2 5x.

4.2. y = (5x− 3)3 cos 3x.

4.3. y = (2− 7x)2 arcsin 3x.

4.4. y = (2x− 3) tg2 x.

4.5. y = (3x− 4)4 arctg 2x.

4.6. y = (5x+ 1)5 sin 2x.

4.7. y = (4x+ 5) sin2 4x.

4.8. y = (7x− 3)2 arcsin 2x.

4.9. y = (1− 7x)−3 cos 4x.

4.10. y = (5x+ 2) arcsin2 x.

4.11. y = (2− x) tg2 4x.

4.12. y = (3x− 2)3 sin 5x.

4.13. y = (1− 7x)7 arctg 2x.

4.14. y = (7x+ 1)−2 cos 4x.

4.15. y = (2x− 3)4 arcsin 3x.

4.16. y = (4x+ 3) sin2 3x.

4.17. y = (1− x)5 tg 2x.

4.18. y = (7x− 5)−3 arctg 7x.

4.19. y = (4x− 2)7 cos 2x.

4.20. y = (5− 2x)9 sin 3x.

4.21. y = (1− 2x)2 arctg 3x.

4.22. y = (3x+ 2)3 tg 6x.

4.23. y = (3x+ 5)4 cos 4x.

4.24. y = (7− 3x)5 sin 2x.

4.25. y =
(

x2 − 1
)

arcsin2 5x.

4.26. y = (3x+ 7)2 tg 3x.

4.27. y = (6x− 7) sin2 5x.

4.28. y = (2x+ 9) arctg2 3x.

4.29. y = (2− 5x)3 tg 2x.

4.30. y = (5x+ 3)4 arcsin 2x.

5. Знайти похiдну другого порядку y′′ у точцi x0.
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5.1. y = sin2 x, x0 = π/2.

5.2. y = arctgx, x0 = 1.

5.3. y = ln(2 + x2), x0 = 0.

5.4. y = ex cosx, x0 = 0.

5.5. y = ex sin 2x, x0 = 0.

5.6. y = e−x cosx, x0 = 0.

5.7. y = sin 2x, x0 = π.

5.8. y = (2x+ 1)5 , x0 = 1.

5.9. y = ln(1 + x), x0 = 2.

5.10. y = x2ex, x0 = 0.

5.11. y = arcsinx, x0 = 0.

5.12. y = (5x− 4)5 , x0 = 2.

5.13. y = x arcsinx, x0 = 0.

5.14. y = x2 lnx, x0 = 1/3.

5.15. y = x cos 2x, x0 = π/12.

5.16. y = x sin 2x, x0 = −π/4.

5.17. y = x4 lnx, x0 = 1.

5.18. y = x+ arctg x, x0 = 1.

5.19. y = cos2 x, x0 = π/4.

5.20. y = ln
(

x2 − 4
)

, x0 = 3.

5.21. y = x2 cosx, x0 = π/2.

5.22. y = x arccosx, x0 =
√
3/2.

5.23. y = (x+ 1) ln(x+ 1),
x0 = −1/2.

5.24. y = ln3 x, x0 = 1.

5.25. y = 2x
2

, x0 = 1.

5.26. y = (4x− 3)5 , x0 = 1.

5.27. y = x arctgx, x0 = 2.

5.28. y = (7x− 4)5 , x0 = 1.

5.29. y = x sin 2x, x0 = π/4.

5.30. y = sin(x3 + π), x0 = 3
√
π.

6. Побудувати дотичну до кривої.

6.1. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2 − 7x+ 3 в точцi з абсциссою
x = 1.

6.2. Знайти рiвняння дотичної до кривої y =
√
x− 4 в точцi з абсциссою

x = 8.
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6.3. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2−16x+7 в точцi з абсциссою
x = 1.

6.4. Знайти рiвняння дотичної до кривої y =
√
x+ 4 в точцi з абсциссою

x = −3.

6.5. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3 − 2x2 + 4x− 7 в точцi (2, 1).

6.6. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3 − 5x2 + 7x− 2 в точцi (1, 1).

6.7. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2 − 6x+2 в точцi з абсциссою
x = 2.

6.8. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2/4−x+5 в точцi з абсциссою
x = 4.

6.9. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3/3 − 27x + 60 в точцi з аб-
сциссою x = 3.

6.10. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2/2 + 7x − 15 в точцi з аб-
сциссою x = 2.

6.11. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 3 tg 2x+1 в точцi з абсциссою
x = π/2.

6.12. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 4 tg 3x в точцi з абсциссою
x = π/9.

6.13. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 6 tg 5x в точцi з абсциссою
x = π/20.

6.14. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 4 sin 6x в точцi з абсциссою
x = π/18.

6.15. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = sin 2x в точцi з абсциссою
x = π/6.

6.16. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3 − x2 − 7x + 9 в точцi з
абсциссою x = 1.
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6.17. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3− 5x2+7x+4 в точцi (1, 7).

6.18. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x3−9x2+20x−7 в точцi (2, 5).

6.19. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x4/4 − 7 в точцi з абсциссою
x = 1.

6.20. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = −3x2+4x+7 в точцi з абсцис-
сою x = 1.

6.21. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 3x2/2 − 4x + 4 в точцi з аб-
сциссою x = 2.

6.22. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 5x2−4x+1 в точцi з абсциссою
x = 1.

6.23. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 3x2−5x−11 в точцi з абсциссою
x = 2.

6.24. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = −4x2 + 7x + 16 в точцi з
абсциссою x = 2.

6.25. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 5x2−7x+4 в точцi з абсциссою
x = 3.

6.26. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = 7x2−5x+1 в точцi з абсциссою
x = 1.

6.27. Знайти рiвняння дотичної до кривої y =
√
5− x2+1 в точцi з абсциссою

x = 1.

6.28. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = x2/4−7x+5 в точцi з абсциссою
x = 4.

6.29. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = arctg 5x в точцi з абсциссою
x = π/20.

6.30. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = sin2 2x в точцi з абсциссою
x = π/6.
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Зауваження 11. При диференцiюваннi степеневих функцiй треба врахову-
вати їх властивостi:

k
√
xm = x

m

k ,
xm

xk
= xm−k,

1

xk
= x−k.

Приклад виконання завдання

Вариант 30

Знайти похiднi функцiй:

1.30. y =
6

x4
− 3

x
+ 3x3 −

√
x7.

y′ =

(

6

x4
− 3

x
+ 3x3 −

√
x7

)′
=

=

(

6

x4

)′
−
(

3

x

)′
+
(

3x3
)′ −

(√
x7
)′

=

= 6
(

x−4
)′ − 3

(

x−1
)′
+ 3

(

x3
)′ −

(

x
7

2

)′
=

= 6 · (−4)x−4−1 − 3 · (−1)x−1−1 + 3 · 3x3−1 − 7

2
x

7

2
−1 =

= −24x−5 + 3x−2 − 9x2 − 7

2
x

5

2 =

= −24

x5
+

3

x2
− 9x2 − 7

2
x

5

2 .

2.30. y =
x− 9

3x2 − 10
.

y′ =

(

x− 9

3x2 − 10

)′
=

(x− 9)′(3x2 − 10)− (x− 9)(3x2 − 10)′

(3x2 − 10)2
=

=
1 · (3x2 − 10)− (x− 9) · 3 · 2x

(3x2 − 10)2
=

=
3x2 − 10− 6x2 + 36x

(3x2 − 10)2
=

−3x2 + 36x− 10

(3x2 − 10)2
.

3.30. y = arcctg
√
1− x2.
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y′ =
(

arcctg
√

1− x2
)′

= − 1

1 +
(√

1− x2
)2 ·

(

√

1− x2
)′

=

= − 1

1 + 1− x2
· 1

2
√
1− x2

·
(

1− x2
)′
=

= − 1

2− x2
· 1

2
√
1− x2

· (−2x) =
x

2− x2
· 1√

1− x2

4.30. y = (5x+ 3)4 arcsin 2x.

y′ =
(

(5x+ 3)4 arcsin 2x
)′

=
(

(5x+ 3)4
)′
·arcsin 2x+(5x+ 3)4·(arcsin 2x)′ =

= 4 (5x+ 3)4−1 · (5x+ 3)′ · arcsin 2x+ (5x+ 3)4 · 1
√

1− (2x)2
· (2x)′ =

= 4 (5x+ 3)3 · 5 · arcsin 2x+ (5x+ 3)4 · 1
√

1− (2x)2
· 2 =

= 20 (5x+ 3)3 arcsin 2x+
2 (5x+ 3)4
√

1− (2x)2
.

Знайти похiдну другого порядка y′′ в точцi x0.

5.30. y = sin(x3 + π), x0 = 3
√
π.

Розв’язання. Знайдемо похiдну першого порядку:

y′ =
(

sin(x3 + π)
)′
= cos(x3 + π) ·

(

x3 + π
)′
=

= cos(x3 + π) · 3x3−1 = cos(x3 + π) · 3x2.

Знайдемо похiдну другого порядку:

y′′ =
(

cos(x3 + π) · 3x2
)′
= 3

(

(

cos(x3 + π)
)′ · x2 + cos(x3 + π) ·

(

x2
)′)

=

= 3
(

− sin(x3 + π)
(

(x3 + π)
)′ · x2 + cos(x3 + π) · 2 · x

)

=

= 3
(

− sin(x3 + π) · 3 · x2 · x2 + 2x cos(x3 + π)
)

=

= −9x4 sin(x3 + π) + 6x cos(x3 + π).
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Знайдемо значення похiдної другого порядку в точцi x0 = 3
√
π:

y′′(x0) = y′′( 3
√
π) = −9 · ( 3

√
π)4 · sin(( 3

√
π)3 + π) + 6 · 3

√
π · cos(( 3

√
π)3 + π) =

= −9π
4

3 sin(π + π) + 6 3
√
π cos(π + π) =

= −9π
4

3 sin(2π) + 6( 3
√
π) cos(2π) = 6 3

√
π.

6.30. Знайти рiвняння дотичної до кривої y = sin2 2x в точцi з абсциссою
x = π/6.

Розв’язання. Рiвняння дотичної до кривої y = f(x) в точцi (x0, y0) має ви-
гляд:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).

Тут y0 = f(x0).
Знайдемо значення функцiї та її похiдної в данiй точцi x0 = π/6:

y′ =
(

sin2 2x
)′
= 2 sin 2x (sin 2x)′ = 2 sin 2x cos 2x(2x)′ = 4 sin 2x cos 2x.

y′
(π

6

)

= 4 sin(2 · π
6
) cos(2 · π

6
) = 4 sin

π

3
cos

π

3
= 4

√
3

2
· 1
2
=

√
3.

y
(π

6

)

= sin2
(

2 · π
6

)

= sin2
(π

3

)

=

(√
3

2

)2

=
3

4
.

Пiдставляючи знайденi значення до рiвняння дотичної, одержимо:

y − 3

4
=

√
3
(

x− π

6

)

.
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2. Застосування похiдної

2.1. Правила Лопiталя

Розглянемо вiдношення
f(x)

g(x)
,

де функцiї f(x) i g(x) визначенi i диференцiйовнi в деякому околi точцi x = a,
за винятком, можливо, x = a.

Нехай функцiї f(x) i g(x) є нескiнченно малi, або нескiнченно великi в

точцi x = a. Тодi вiдношення функцiй
f(x)

g(x)
являє невизначенiсть типу

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

,

або
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
. Вiдношення

f(x)

g(x)
може мати границю в точцi x = a.

Знаходження границi вiдношення
f(x)

g(x)
називають розкриття невизна-

ченостi.

Одним iз засобiв розкриття невизначеностей типу

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

, або
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
є пра-

вила Лопiталя.

Теорема 1. Границя вiдношення двох нескiнченно малих, або нескiнченно
великих функцiй дорiвнює границi похiдних цих функций, якщо остання
iснує:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)

Приклад 27. Користуючись правилом Лопiталя, знайти границю функцiї

lim
x→0

2x − 1

sin x
.

Розв’язання.

lim
x→0

2x − 1

sin x
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

= lim
x→0

(2x − 1)′

(sin x)′
= lim

x→0

2x ln 2

cosx
=

ln 2

1
= ln 2.
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Приклад 28. Користуючись правилом Лопiталя, знайти границю функцiї

lim
x→+∞

x2

lnx
.

Розв’язання.

lim
x→+∞

x2

ln x
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→+∞

(

x2
)′

(ln x)′
= lim

x→+∞
2x
1

x

= lim
x→+∞

2x2

1
= ∞.

Зауваження 12. Степенева функцiя зростає швидче, нiж логарифмiчна.

Приклад 29. Користуючись правилом Лопiталя, знайти границю функцiї

lim
x→+∞

ex

x2
.

Розв’язання.

lim
x→+∞

ex

x2
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→+∞
(ex)′

(x2)′
= lim

x→+∞
ex

2x
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→+∞

(ex)′

(2x)′
= lim

x→+∞
ex

2
= ∞.

Зауваження 13. В цьому прикладi правило Лопiталя було використовано
двiчi.

Зауваження 14. Експоненцiальна функцiя зростає швидче, нiж степенева.

При обчисленнi границi добутку двох функцiй lim
x→a

f(x) · g(x), де f(x)—

нескiнченно мала, а g(x)— нескiнченно велика функцiї при x → a, одержимо
невизначеннiсть типу ‖0 · ∞‖. Тому спочатку треба перетворити добуток до
дробу вигляду

f(x)

1/g(x)
,

(

або до дробу
g(x)

1/f(x)

)

тодi одержимо невизначеннiсть типу
∥

∥

0
0

∥

∥, (або
∥

∥

∞
∞
∥

∥) i можна буде скориста-
тися правилом Лопiталя.
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Приклад 30. Користуючись правилом Лопiталя, знайти границю функцiї

lim
x→+0

x lnx.

Розв’язання.

lim
x→+0

x lnx = ‖0 · ∞‖ = lim
x→+0

ln x
1

x

=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→+0

(lnx)′
(

1

x

)′ = lim
x→+0

1

x

− 1

x2

= lim
x→+0

(−x) = 0.

Приклад 31. Користуючись правилом Лопiталя, знайти границю функцiї

lim
x→π/2

(

tg x− 1

cosx

)

Розв’язання.

lim
x→π/2

(

tg x− 1

cosx

)

= ‖∞−∞‖ = lim
x→π/2

sinx− 1

cosx
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

=

= lim
x→π/2

(sin x− 1)′

(cosx)′
= lim

x→π/2

cosx

− sinx
=

0

−1
= 0.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти границi функцiй, використовуючи правила Лопiталя.

1. lim
x→4

x2 − 6x+ 8

x2 − 5x+ 4
;

2. lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x3 − x
.

3. lim
x→−2

x3 + 3x2 + 2

x2 − x− 6
.

4. lim
x→1/2

8x3 − 1

6x2 − 5x+ 1
.
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5. lim
x→0

√
1 + x2 − 1

x
.

6. lim
x→0

√
1 + x− 1

x2
.

7. lim
x→5

√
x− 1− 2

x− 5
.

8. lim
x→7

2−
√
x− 3

x2 − 49
.

9. lim
x→∞

5x2 − 3x+ 2

2x2 + 4x+ 1
.

10. lim
x→∞

3x− 1

x2 − x + 1
.

11. lim
x→∞

3x
√
x+ 1√

3x2 + 1
.

12. lim
x→∞

2x3 − 3x

5x3 + 4x− 3
.

13. lim
x→0

tg 3x

sin 2x
.

14. lim
x→0

1− cos 6x

x sin 3x
.

15. lim
x→0

esin 7x − 1

x2 + 3x
.

16. lim
x→0

arctg 5x

ln (1 + x)
.

17. lim
x→1

x2 − 1

2 lnx
.

18. lim
x→0

ln cosx

x
.

19. lim
x→1

(

x

x− 1
− 1

lnx

)

.

20. lim
x→0

x− sin x

x3
.

21. lim
x→0

3x − 2x

ln(1 + x)
.

22. lim
x→0

ex − e−x

sinx
.

23. lim
x→0

x− sin x

tg x− sin x
.

24. lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
.

25. lim
x→1

x

1

1− x .

26. lim
x→0

xx.

27. lim

x→
π

2

(

tg x− 1

cosx

)

.

28. lim

x→
π

2

(sin x)tg x.
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2.2. Дослiдження функцiї та

побудова її графiка

2.2.1. Деякi властивостi функцiй

Залежнiсть мiж двома змiнними величинами x i y, коли кожному значен-
ню змiнної величини x ставится у вiдповiднiсть певне значення величини y,
називається функцiєю y = f(x). Змiнна x називається незалежної змiнної
або аргументом функцiї, а змiнна y називається залежною змiнною або
функцiєю.

Означення 12. Сукупнiсть всiх значень незалежної змiнної величини x, при
яких функцiя визначена, називається областю визначення функцiї.

Звичайно функцiю задають аналiтично, тобто у виглядi формули, яка
описує алгоритм обчислення значення функцiї y. Щоб уявити поведiнку
функцiї, будують графiк функцiї.

Означення 13. Графiком функцiї y = f (x) називається геометричне мiсце
точок площини, координати (x, y) яких пов’язанi спiввiдношенням y = f (x).
Рiвнiсть y = f (x) називається рiвнянням графiка.

На осi Ox (абсцис) вiдкладається аргумент функцiї, а на осi Oy (ор-
динат) — її значення. Отже, график функцiї — це лiнiя, рiвнянням якой є
рiвнiсть y = f (x), яка визначаєть функцiю.

Означення 14. Функцiя f(x) називається парною, якщо область визначення
симметрична вiдносно початку координат (точки x = 0) i виконується умова

f(−x) = f(x). (2.1)

Якщо функцiя парна, то її графiк симетричен вiдносно осi ординат.
Наприклад, розглянемо функцiю f(x) = x2. Область визначення цiєї функцiї
вся множина дiйснiх чисел, тобто область визначення симметрична вiдносно
початку координат. Крiм того вiконується умова симетричностi (2.1):

f(−x) = (−x)2 = (x)2 = f(x).

Отже, функцiя f(x) = x2 парна. Iї график наведено на рис. 2.1. На графiку
позначенi значення функцii у симетричних точках x = 2 та x = −2, цi
значення рiвнi один одному.
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Рис. 2.1. Парна функцiя y = x2

Означення 15. Функцiя f(x) называется непарною, якщо область визначен-
ня симметрична вiдносно початку координат (точки x = 0) i виконується
умова

f(−x) = −f(x). (2.2)

Графiк непарної функцiї симетричен вiдносно початку координат.
Функцiя f(x) = x3 — непарна. Графiк функцiї f(x) = x3 наведено на

рис. 2.2. Її область визначення симетрична вiдносно початку координат i
виконується умова (2.2):

f(−x) = (−x)3 = − (x)3 = −f(x).

Функцiя загального виду симетрiї не має.
На рис. 2.3 наведено графiк функцiї y = ex. Це функцiя загального

вигляду, тому що для експоненти не виконуються нi умови парности, нi умови
непарности:

f(−x) = e−x =
1

ex
=

1

f(x)
6= ±f(x).

Зауважимо, що

f(1) = e1 = e = 2, 718 . . . , але f(−1) = e−1 =
1

e
= 0, 367 . . . .
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Рис. 2.2. Непарна функцiя y = x3

Означення 16. Функцiя f(x) называется перiодичною, якщо вона визначен-
на на всiй множинi дiйсних чисел та iснує таке додатне число T , що викону-
ється умова

f(x+ T ) = f(x). (2.3)

Найменше з таких чисел T називається перiодом функцiї.

Наприклад, функцiя f(x) = sin x перiодична с перiодом 2π: вона визна-
чена на всiй множинi дiйсних чисел i для неї виконується умова:

sin(x+ 2π) = sinx.

Функцiя tg x перiодична с перiодом π:

tg(x+ π) = tg x.
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Рис. 2.3. Функцiя загального вигляду y = ex

2.2.2. Зростання, спадання функцiї.

Точки екстремума

Означення 17. Функцiя f(x) називається спадною на певному промiжку,
якщо бiльшему значенню аргумента вiдповiдає менше значення функцiї.

Отже, якщо функцiя f(x) спадає на промiжку X, то для будь–яких двох
точок x1 i x2 з цього промiжка, таких що

x1 < x2,

виконується умова
f(x1) > f(x2)

(див. рис. 2.4).

Означення 18. Функцiя f(x) називається зростаючою на певному промiж-
ку, якщо бiльшему значенню аргумента вiдповiдає бiльше значення функцiї.

Таким чином, функцiя f(x) зростає на промiжку X, якщо з нерiвностi

x1 < x2,
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Рис. 2.4. Спадна функцiя

випливає умова
f(x1) < f(x2)

(див. рис. 2.5).

Теорема 2. Якщо функцiя f(x) має на промiжку X похiдну i ця похiдна
дотатна, то функцiя f(x) на промiжку X зростає; якщо похiдна вiд’ємна,
то функцiя f(x)— спадає.

Очевидно, що у точках змiни знаку похiдної похiдна або дорiвнює нулю,
або не iснує. Отже, точки змiни знаку похiдної дiлять область визначення
функцiї на iнтервали зростання та спадання функцiї. Такi iнтервали назива-
ються iнтервалами монотоностi.

Приклад 32. Знайти iнтервали зростання i спадання функцiї

f(x) = x3 − 3x+ 1.

Розв’язання. Ця функцiя визначена при будь–якому x:

x ∈ (−∞,+∞).

Знайдемо похiдну:

f ′(x) =
(

x3 − 3x+ 1
)′
= 3x2 − 3 = 3

(

x2 − 1
)

.
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Рис. 2.5. Зростаюча функцiя

Похiдна дорiвнює нулю в точках

x1 = −1, x2 = 1.

Цi точки дiлять область визначення (−∞,+∞) на три iнтервали:

(−∞,−1), (−1,+1), (+1,+∞),

на кожному з яких похiдна зберегає свiй знак.
В iнтервалах (−∞,−1) i (+1,+∞) похiдна додатна, тому функцiя зро-

стає. В iнтервалi (−1,+1) похiдна вiд’ємна i функцiя спадає. Результати
зручно помiстити до таблицi:

x (−∞;−1) (−1; 1) (1; +∞)
f ′(x) > 0 < 0 > 0
f(x) ր ց ր

График даної функцiї наведено на рис. 2.6.

Слiд зауважити, що коли неперервна функцiя спочатку зростає, а потiм
починає спадати, то iснує точка, в який функцiя набуває найбiльшего зна-
чення порiвняно iз значеннями, якi вона набуває в досiть близких точках.
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Рис. 2.6. Функцiя y = x3 − 3x+ 1

Аналогично, коли неперервна функцiя спочатку спадає, а потiм зростає, то
iснує точка, у який вона набуває найменше значення.

Означення 19. Якщо iснує такий окiл точки x0, в якому задовольняється
нерiвнiсть

f(x0) > f(x),

то точка x0 називається точкою локального максимуму функцiї f(x), а зна-
чення функцiї (число) f(x0) у точцi x0 називається максимумом функцiї
f(x) (рис. 2.7).

Аналогично визначається точка локального мiнiмума.

Означення 20. Якщо iснує такий окiл точки x0, в якому задовольняється
нерiвнiсть

f(x0) < f(x),

то точка x0 називається точкою локального мiнiмуму функцiї f(x), а значен-
ня функцiї (число) f(x0) у точцi x0 називається мiнiмумом функцiї f(x)
(рис. 2.8).
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Рис. 2.7. Локальний максимум
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Рис. 2.8. Локальний мiнiмум

Означення 21. Точки максимуму i мiнiмуму функцiї називаються точками
екстремуму функцiї, а значення функцiї в точках мiнiмуму и максимуму —
екстремумами функцiї.

Зауваження 15. Тому що похiдна функцiї в точках екстремуму дорiвнює
нулю означає, що дотична в точках екстремума паралельна осi абсцис.

На рис. 2.6 точками позначено екстремуми функцiї y = x3 − 3x + 1,
причому в точцi x = −1 функцiя набуває максимальне значення

f(−1) = (−1)3 − 3(−1) + 1 = −1 + 3 + 1 = 3,
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та у точцi x = 1 функцiя набуває мiнiмальне значення

f(1) = (1)3 − 3 · 1 + 1 = 1− 3 + 1 = −1.

Теорема 3 (Необхiдна умова iснування екстремуму). Якщо функцiя f(x)
має в точцi x = x0 екстремум, то похiдна функцiї або дорiвнює нулю, або
не iснує.

Насправдi, коли похiдна функцiї f(x) в точцi x = x0 додатна, то функцiя
в цiєї точцi зростає i екстремуму не має; якщо похiдна функцiї f(x) вiд’ємна
в точцi x = x0, то функцiя спадає i теж не має екстремуму. Таким чином,
функцiя може мати екстремум тiльки в тих точках, в яких похiдна дорiвнює
нулю, або не iснує.

Означення 22. Точки, в яких похiдна дорiвнює нулю або не iснує, назива-
ються критичними.

Теорема 4 (Достатня умова iснування екстремуму). Нехай x0 — критична
точка функцi f(x). Якщо похiдна f ′(x) при переходi через точку x0 змiнює
свiй знак, то функцiя має в точцi x0 екстремум, причому:

1) функцiя f(x) має максимум при x = x0, якщо знак похiдної змiню-
ється з плюса на мiнус;

2) функцiя f(x) має мiнiмум при x = x0, якщо знак похiдної змiнює-
ться з мiнуса на плюс.

Якщо похiдна знака не змiнює, то екстремуму в точцi x = x0 не має.

Приклад 33. Дослiдити на екстремум функцiю: y =
1

4
x4 +

2

3
x3.

Розв’язання. Область визначення має вигляд:

x ∈ (−∞,+∞).

Знайдемо критичнi точки, тобто точки, в яких похiдна дорiвнює нулю
або не iснує. Для цього знайдемо похiдну:

y′ =

(

1

4
x4 +

2

3
x3

)′
= x3 + 2x2 = x2 (x+ 2) .

Прирiвнюємо похiдну до нуля. Тодi одержимо такi критичнi точки:

x1 = −2, x2,3 = 0.
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Цi точки дiлять область визначення (−∞,+∞) на три iнтервали:

(−∞,−2), (−2, 0), (0,+∞),

на кожному з яких похiдна зберегає свiй знак.
В iнтервалi (−∞,−2) похiдна вiд’ємна, тому функцiя спадає. В iнтер-

валах (−2, 0) та (0,+∞) похiдна додатна i функцiя зростає.
Отже, при переходi через точку x1 = −2 похiдна змiнює знак з мiнуса

на плюс, тому у цiй точцi функцiя має мiнiмум, який дорiвнює

f(−2) =
1

4
(−2)4 +

2

3
(−2)3 =

16

4
− 16

3
= −4

3
.

При переходi через точку x1 = 0 похiдна знак не змiнює, тому в цiй
точцi функцiя екстремуму не має.

Результати дослiдження помiстимо до таблицi:

x (−∞;−2) −2 (−2; 0) 0 (0; +∞)
f ′(x) < 0 0 > 0 0 > 0

f(x) ց −4

3
ր 0 ր

min немає

Графiк функцiї y =
x4

4
+

2x3

3
наведено на рис. 2.9. Звернемо увагу, що

точка x = −2— це точка мiнiмуму, а у точцi x = 0 екстремуму немає, це
точка перегину.

Iнодi потрiбно знайти найбiльше i найменше значення неперервної фун-
кцiї, яка визначена на вiдрiзку. Цi значення неперервна функцiя може набу-
вати як у внутрiшнiх точках даного вiдрiзка, так на його кiнцях, причому
в серединi вiдрiзка функцiя може набувати найбiльшего i найменшего зна-
чень тiльки в критичних точках. В цьому випадку немає потреби перевiряти
достатнi умови iснування екстремуму функцiї в критичних точках. Досить
обчислити значення функцiї в критичних точках i на кiнцях вiдрiзка та по-
рiвняти цi значення. Найбiльше i найменше з усiх чисел й буде вiдповiдно
найбiльшим i найменьшим значенням функцiї на даному вiдрiзку.

57



−1

1

2

3

4

y

−3 −2 −1 1 2

x

O

y = 1
4
x4 − 2

3
x3

Рис. 2.9. Функцiя y =
1

4
x4 +

2

3
x3

Приклад 34. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї y = 3x − x3

на вiдрiзку [0; 3].

Розв’язання. Функцiя набуває найбiльшего i найменшего значень або в кри-
тичних точках, або на кiнцях даного вiдрiзка.

Знайдемо критичнi точки, тобто точки, в яких похiдна дорiвнює нулю
або не iснує. Для цього знайдемо похiдну:

y′ =
(

3x− x3
)′
= 3− 3x2 = 3

(

1− x2
)

.

Прирiвнюючи цю похiдну до нуля i розв’язуючи рiвняння

1− x2 = 0,

одержимо критичнi точки:

x1 = 1 ∈ [0; 3] , x2 = −1 /∈ [0; 3] .

Звернемо увагу, що точка x2 = −1 не належить даному вiдрiзку [0; 3].
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Обчислимо значення функцiї в точцi x1 = 1 i на кiнцях вiдрiзка:

y(0) = 0, y(1) = 2, y(3) = −18.

Отже, найбiльше значення функцiя набуває при x = 1:

max y = y(1) = 2.

Найменше значенння дорiвнює −18 при x = 3:

min y = y(3) = −18.

Завдання для самостiйної роботи

А. Знайти iнтервали зростання та спадання функцiї.

1. f(x) = x3 − 6x2 + 5;

2. f(x) = (x− 2)2(x+ 2).

3. f(x) =
2x2 − 1

x4
.

4. f(x) = x
√
1− x2.

5. f(x) =
2x

x2
+ 1.

Б. Дослiдити на екстремум функцiї:

1. f(x) = x3 − 9x2 + 15x. 2. f(x) =
x

1 + x2
.

В. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї y = −3x4 + 6x2 на
вiдрiзку [−2; 2].
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2.2.3. Опуклiсть i вгнутiсть кривої. Точки перегину

Нехай функцiя f(x) визначена i диференцiйовна в будь–якiй точцi ин-
тервалу (a, b). Тодi можна провести дотичну до кожної точцi M(x, f(x) гра-
фiка функцii y = f(x), причому ця дотична не паралельна осi Oy. Такi кривi
називаються гладкими.

Означення 23. Функцiя y = f(x) називається опуклою (вгнутою догори) на
iнтервалi (a, b), якщо у кожнiй точцi цього iнтервалу графiк функцiї y = f(x)
лежить не вище будь–якої своєї дотичної.

Означення 24. Функцiя y = f(x) називається вгнутою (вгнутою дони-
зу) на iнтервалi (a, b), якщо у кожнiй точцi цього iнтервалу графiк функцiї
y = f(x) лежить не нижче будь–якой своєї дотичної.

Теорема 5. Нехай крива задана на iнтервалi (a, b) функцiєю f(x), причому
f(x) двiчi неперервно диференцiйовна на цьому iнтервалi. Якщо друга похiд-
на додатна (f ′′(x) > 0) всюди на iнтервалi (a, b), то крива вгнута донизу
на цьому iнтервалi; якщо друга похiдна вiд’ємна (f ′′(x) < 0), то крива —
вгнута догори .

На рис. 2.10 зображена функцiя y = f(x), яка на iнтервалi (a, b) є опук-
лою, тому що всi точки графiка цiєї функцiї на iнтервалi (a, b) лежать пiд
дотичною, а на iнтервалi (b, c)— вгнута, тому що всi точки графiка цiєї функ-
цiї y = f(x) на iнтервалi (b, c) лежать над дотичною.

Звичайно область визначення функцiї f(x) можна розбити на скiнченну
кiлькiсть iнтервалiв, на яких зберiгається напрям вгнутостi. Кожен з цих
iнтервалiв обмежен точками, в яких f ′′(x) = 0 або f ′′(x) не iснує.

Означення 25. Точка, в який крива змiнює напрям вгнутостi на протилеж-
ний, називається точкою перегину.

На рис.2.10 зображена крива y = f(x), яка лiворуч точки x = b вгнута
догори, праворуч — вгнута донизу, тобто точка x = b є точкою перегину.

Теорема 6. Нехай функцiя f(x) двiчi неперервно диференцiйовна в певному
околi точки x0, дорiвнює нулю в самiй точцi x0 або не iснує. Якщо при
переходi через точку x0 друга похiдна f ′′(x) змiнює свiй знак, то точка
кривої з абсцисою x0 є точкою перегину.

Отже, якщо друга похiдна f ′′(x) має рiзнi знаки по рiзнi боки точки x0,
тодi точка кривої (x0, f(x0)) є точкою перегину.
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Рис. 2.10. Точка перегину

Приклад 35. Знайти iнтервали опуклостi та точки перегину кривої:

y =
1

3
x3 − x2 − 3x.

Розв’язання. Знаходимо другу похiдну:

y′ =

(

1

3
x3 − x2 − 3x

)′
= x2 − 2x− 3,

y′′ = (y′)
′
=
(

x2 − 2x− 3
)′
= 2x− 2.

Прирiвнюємо другу похiдну до нуля i розв’язуємо рiвняння:

2x− 2 = 0, 2(x− 1) = 0, x0 = 1.

Ця точка дiлить область визначення (−∞,+∞) на два iнтервали опуклостi:

(−∞, 1), (1,+∞).

На першому iнтервалi (−∞, 1) друга похiдна вiд’ємна, тому функцiя

y =
1

3
x3 − x2 − 3x

опукла. На другому iнтервалi (1,+∞) друга похiдна додатна, тому функ-
цiя — вгнута.

Точка x0 = 1 є точкою перегину, тому що друга похiдна в цей точцi
дорiвнює нулю i при переходi через цю точку друга похiдна змiнює свiй знак.
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Завдання для самостiйної роботи

Знайти iнтервали опуклостi та точки перегину кривої.

1. f(x) = x7 + 7x+ 1.

2. f(x) = x4 + 6x2.

3. f(x) = xe2x + 1.

4. f(x) =
1

x2 + 1
.

2.2.4. Асимптоти кривих

Означення 26. Асимптотою кривої y = f(x) називається пряма, до якої
необмежено наближається точка M кривої при вiддаленнi вiд початка коор-
динат в нескiнченнiсть.

Зауваження 16. Не кожна крива має асимптоти.

Розрiзняють вертикальнi i похилi асимптоти.

Означення 27. Якщо при вiддаленнi на нескiнченнiсть абсциса x точки M
кривої прагне до скiнченного числа a, то пряма x = a називається верти-
кальною асимптотою.

Для iснування вертикальної асимптоти x = a необхiдно i достатньо,
щоб в точцi з абсцисою x = a хоч одна з однобiчних границь дорiвнювала
нескiнчености, тобто

або lim
x→a+0

f(x) = ±∞, або lim
x→a−0

f(x) = ±∞.

Iснування таких границь можливо тiльки в точках розрива другого рода,
тому неперервнi функцiї вертикальних асимптот не мають.

Означення 28. Якщо при вiддаленнi точки M кривої на нескiнченнiсть

x → +∞,

i функцiю y = f(x) можна уявити в виглядi

f(x) = kx+ b+ α(x), где lim
x→+∞

α(x) = 0,

то пряма y = kx+b називається похилою асимптотою кривої при x → +∞.
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Теорема 7. Для iснування похилої асимптоти y = kx+ b кривої y = f(x)
при x → +∞ необхiдно i достатньо iснування двох скiнчених границь:

lim
x→+∞

f(x)

x
= k, lim

x→+∞
(f(x)− kx) = b.

Аналогично визначається похила асимптота y = kx+ b при x → −∞:

lim
x→−∞

f(x)

x
= k, lim

x→−∞
(f(x)− kx) = b.

Приклад 36. Знайти асимптоти кривої y =
x2

x− 1
.

Розв’язання. Ця функцiя визначена при будь–якому x, крiм точки x = 1.
Отже

x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; +∞).

Тому що:

lim
x→1−0

x2

x− 1
= −∞, lim

x→1+0

x2

x− 1
= +∞

у точцi x = 1 маємо розрив другого роду i пряма

x = 1

є вертикальною асимптотою.
З’ясуємо iснування похилої асимптоти:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
x

x− 1
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→+∞
x′

(x− 1)′
= lim

x→+∞
1

1
= 1,

тодi

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(

x2

x− 1
− x

)

=

= lim
x→+∞

(

x2 − x(x− 1)

x− 1

)

= lim
x→+∞

x

x− 1
= 1.

Таким чином, пряма y = x+ 1 є похилою асимптотою при x → +∞.
Аналогично можна одержати, що таж сама пряма є похилою асимпто-

тою при x → −∞:

k = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞
x

x− 1
= 1,
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b = lim
x→−∞

(f(x)− kx) = lim
x→−∞

(

x2

x− 1
− x

)

= lim
x→−∞

x

x− 1
= 1.

Вертикальна та похила асимптоти функцiї y =
x2

x− 1
зображенi на рис. 2.11.

−1

1

2

3

4

y

−3 −2 −1 1 2 3

x

O

y = x
2

x−1

y = x+ 1

x = 1

Рис. 2.11. Асимптоти функцiї

Зауваження 17. Звичайно при обчисленнi наведених границь зручно кори-
стуватися правилами Лопiталя.

Завдання для самостiйної роботи

Знайти асимптоти кривої.

1. y =
x2 + 3

x2 − 9
. 2. y = xex.
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2.3. Загальна схема дослiдження функцiї

1. Знайти область визначення функцiї.
2. Дослiдити функцiю на парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть.
3. Знайти точки розриву функцiї, дослiдити їх характер. Знайти верти-

кальнi асимптоти.
4. Знайти значення функцiї на кiнцях областi визначення. Знайти похилi

асимптоти графiка функцiї.
5. Знайти точки перетину графiка функцiї з осями координат i iнтерва-

ли, на яких знак функцiї не змiнюється.
6. Знайти точки екстремуму i iнтервали зростання та спадання функцiї.
7. Знайти точки перегину графiка функцiї i iнтервали вгнутости та опу-

клостi.
8. Побудувати графiк функцiї.

Приклад 37. Дослiдити функцiю та побудувати її графiк: f(x) =
(x+ 2)3

4(x− 1)2
.

Розв’язання. 1. Знайдемо область визначення функцiї.
Функцiя не визначена, якщо

x− 1 = 0,

тобто при x = 1. Отже, точка x = 1— точка розрива функцiї.
Область визначення має вигляд:

x ∈ (−∞; 1) ∪ (1;∞).

2. Дослiджуємо функцiю на парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть.

f(−x) =
(−x+ 2)3

4(−x− 1)2
= − (x− 2)3

4(x+ 1)2
6= ±f(x),

тобто ця функцiя загального виду i вона не перiодична.
3. Дослiджуємо функцiю в точцi розрива x = 1.
Обчислимо однобiчнi границi:

lim
x→1+0

(x+ 2)3

4(x− 1)2
= +∞, lim

x→1−0

(x+ 2)3

4(x− 1)2
= +∞.

Обидвi границi нескiнченi, рiвнi +∞. Таким чином, точка x = 1 — точка
розриву другого роду i пряма x = 1— вертикальна асимптота.
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4. Знайдемо похилi асимптоти y = kx+ b, де

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
(x+ 2)3

4x(x− 1)2
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→+∞

x3

(

1 +
2

x

)3

4x3

(

1− 1

x

)2 =
1

4
,

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(

(x+ 2)3

4(x− 1)2
− 1

4
x

)

= ‖∞−∞‖ =

=
1

4
lim

x→+∞
(x+ 2)3 − x(x− 1)2

(x− 1)2
=

1

4
lim

x→+∞
8x2 + 11x+ 8

(x− 1)2
=

=
1

4
lim

x→+∞

x2

(

8 +
11

x
+

8

x2

)

x2

(

1− 1

x

)2 = 2.

Таким чином, маємо похилу асимптоту при x → +∞

y =
1

4
x+ 2.

Звернемо увагу, що при x → −∞ одержимо теж самi границi, тобто ця
функцiя має тiльки одну похилу асимптоту.

5. Знайдемо точки перетину графiка функцiї з осями координат.
Очевидно, що точка перетину кривої з вiссю Ox (y = 0) буде при x = −2:

y =
(x+ 2)3

4(x− 1)2
= 0, ⇒ (x+ 2)3 = 0, ⇒ x = −2,

а з вiссю Oy (x = 0) — при y = 2:

y =
(x+ 2)3

4(x− 1)2

∣

∣

∣

∣

x=0

=
(0 + 2)3

4(0− 1)2
=

8

4
= 2.

Знайдемо iнтервали, на яких знак функцiї не змiнюється:

y =
(x+ 2)3

4(x− 1)2
< 0 ⇒ (x+ 2) < 0 ⇒ x ∈ (−∞;−2),

y =
(x+ 2)3

4(x− 1)2
> 0 ⇒ (x+ 2) > 0 ⇒ x ∈ (−2; +∞).
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6. Знайдемо точки екстремуму та iнтервали зростання та спадання фун-
кцiї.

Обчислимо похiдну функцiї та знайдемо критичнi точки функцiї:

y′ =

(

(x+ 2)3

4(x− 1)2

)′
=

3(x+ 2)2(x− 1)2 − 2(x+ 2)3(x− 1)

4(x− 1)4
=

=
3(x+ 2)2(x− 1)− 2(x+ 2)3

4(x− 1)3
=

(x+ 2)2(x− 7)

4(x− 1)3
.

Звiдси випливає, що: y′ = 0 при x1 = −2 i x2 = 7; y′ не iснує при x3 = 1.

Критичнi точки x1, x2 i x3 дiлять область визначення на чотире iнтер-
вали монотоностi

(−∞;−2), (−2; 1), (1; 7), (7; +∞).

Тому що f ′(x) > 0 при x ∈ (−∞;−2)∪(−2; 1)∪(7;+∞), то на цих iнтервалах
функцiя зростає.

При x ∈ (1; 7) похiдна вiд’ємна f ′(x) < 0 i функцiя спадає.

В точцi x = 7 функцiя набуває мiнiмуму f(7) =
81

16
.

Зауважемо, що в точцi x1 = −2 екстремума немає.

Результати зручно помiстити до таблицi:

x (−∞;−2) −2 (−2; 1) 1 (1; 7) 7 (7; +∞)
f ′(x) > 0 0 > 0 не iснує < 0 0 > 0

f(x) ր 0 ր не iснує ց 81

16
ր

7. Знайдемо точки перегину графiка функцiї й iнтервали опуклостi та
вгнутостi.

Обчислимо другу похiдну функцiї i знайдемо критичнi точки другої по-
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хiдної:

y′′ =

(

(x+ 2)2(x− 7)

4(x− 1)3

)′
=

=

[

2(x+ 2)(x− 7) + (x+ 2)2
]

(x− 1)3 − 3(x+ 2)2(x− 7)(x− 1)2

4(x− 1)6
=

=
(x+ 2) [(2(x− 7) + (x+ 2)) (x− 1)− 3(x+ 2)(x− 7)]

4(x− 1)4
=

=
54(x+ 2)

4(x− 1)4
=

27(x+ 2)

2(x− 1)4
.

Отже, критичними точками другої похiдної є точки x1 = −2 i x2 = 1, при-
чому в точцi x2 = 1 друга похiдна не iснує, а в точцi x1 = −2 вона дорiвнює
нулю.

Критичнi точки другої похiдної x1 i x2 дiлять область визначення фун-
кцiї на три iнтервала опуклостi:

(−∞;−2), (−2; 1), (1; +∞).

Тому що f ′′(x) < 0 в iнтервалi (−∞;−2), то на цьому iнтервалi функцiя f(x)
опукла, а на iнтервалах (−2; 1) i (1; +∞) друга похiдна додатна i функцiя
вгнута.

Точка x1 = −2 є точка перегину.
Одержанi результати помiстимо до таблицi:

x (−∞;−2) −2 (−2; 1) 1 (1; +∞)
f ′′(x) < 0 0 > 0 не iснує > 0
f(x) ⌢ 0 ⌣ не iснує ⌣

Обчислимо значення функцiї i її першої похiдної в точцi перегину:

f(−2) = 0, f ′(−2) = 0.

Таким чином, в точцi перегину (−2; 0) дотична до графiка функцiї пара-
лельна вiссi Ox (тому що точка перетину мiститься на осi абсцис, то дотична
збiгається з вiссю Ox).
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8. Побудуємо графiк функцiї:
– будуємо осi координат;
– будуємо похилу та вертикальну асимптоти;
– наносимо точки перетину графика з вiсями координат, точки екстре-

муму та перегину;
– у точках перегину проводимо дотичнi;
– проводимо лiнiю графика.
На рис. 2.12 побудован графiк функцii.

0

5

10y

−9 −6 −3 0 3 6 9 12
x

y = (x+2)3

4(x−1)2

y = 1
4
x+ 2

x = 1

Рис. 2.12. График функцiї f(x) =
(x+ 2)3

4(x− 1)2

Приклад 38. Дослiдити функцiю та побудувати її графiк: f(x) = 3
√
3x2 − x3.

Розв’язання. 1. Знайдемо область визначення функцiї.
Функцiя визначена при всiх x, тобто область визначення має вигляд:

x ∈ (−∞; +∞).

2. Дослiджуємо функцiю на парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть.

f(−x) = 3

√

3(−x)2 − (−x)3 =
3

√

3x2 + x3 6= ±f(x),

тобто ця функцiя загального виду i вона не перiодична.
3. Функцiя неперервна. Тому що дана функцiя неперервна, то верти-

кальних асимптот вона не має.
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4. Знайдемо похилi асимптоти y = kx+ b, де

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

3
√
3x2 − x3

x
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
= lim

x→±∞
3

√

3

x
− 1 = −1,

b = lim
x→±∞

(f(x)− kx) = lim
x→±∞

(

3

√

3x2 − x3 + x
)

= ‖∞−∞‖ =

= lim
x→±∞

(

3
√
3x2 − x3 + x

)

(

3

√

(3x2 − x3)2 − x 3
√
3x2 − x3 + x2

)

(

3

√

(3x2 − x3)2 − x 3
√
3x2 − x3 + x2

) =

= lim
x→±∞

(

3x2 − x3 + x3
)

(

3

√

(3x2 − x3)2 − x 3
√
3x2 − x3 + x2

) =

= lim
x→±∞

3

3

√

(

3

x
− 1

)2

− 3

√

3

x
− 1 + 1

= 1.

Таким чином, маємо похилу асимптоту при x → ±∞

y = −x+ 1.

5. Знайдемо точки перетину графiка функцiї з осями координат.
Якщо y = 0, то маємо 3x2 − x3 = 0. Звiдси випливає:

x1 = 0, x2 = 3,

тобто (0, 0), (3, 0)— точки перетину графiку з вiссю Ox.
Якщо x = 0, то маємо y = 0. Таким чином, (0, 0)— точка перетину

графiку з вiссю Oy.
6. Знайдемо точки екстремуму та iнтервали зростання та спадання фун-

кцiї.
Обчислимо похiдну функцiї i знайдемо критичнi точки функцiї:

y′ =
(

(

3x2 − x3
)1/3
)′

=
6x− 3x2

3 (3x2 − x3)2/3
=

2x− x2

(3x2 − x3)2/3
.

Звiдси випливає, що: y′ = 0 при x1 = 0 i x2 = 2; y′ не iснує при x3 = 3.
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Критичнi точки x1, x2 i x3 дiлять область визначення на чотири iнтер-
вали монотоностi

(−∞; 0), (0; 2), (2; 3), (3; +∞).

Тому що f ′(x) < 0 при x ∈ (−∞; 0) ∪ (2; 3) ∪ (3; +∞), то на цих iнтервалах
функцiя спадає.

При x ∈ (0; 2) похiдна f ′(x) > 0 i функцiя зростає.
В точцi x = 0 функцiя набуває мiнiмуму f(0) = 0, а в точцi x = 2

функцiя набуває максимуму f(2) = 3
√
4,

Зауважемо, що в точцi x = 3 екстремума немає.
Результати зручно помiстити до таблицi:

x (−∞; 0) 0 (0; 2) 2 (2; 3) 3 (3; +∞)
f ′(x) < 0 ∞ > 0 0 < 0 ∞ < 0
f(x) ց min ր max ց немає екст ց

7. Знайдём точки перегину графiка функцiї i iнтервали опуклостi та
вгнутостi.

Обчислимо другу похiдну функцiї i знайдемо критичнi точки другої по-
хiдної:

y′′ =

(

2x− x2

(3x2 − x3)2/3

)′

= − 2

3

√

x4 (3− x)5

Отже, критичними точками другої похiдної є точки x1 = 0 i x2 = 3, В цих
точках друга похiдна не iснує.

Критичнi точки другої похiдної x1 i x2 дiлять область визначення фун-
кцiї на три iнтервала опуклостi:

(−∞; 0), (0; 3), (3; +∞).

Тому що f ′′(x) < 0 в iнтервалах (−∞; 0) та (0; 3), то на цих iнтервалах
функцiя f(x) опукла, а в iнтервалi (3; +∞) друга похiдна додатна i функцiя
вгнута.

Точка x2 = 3 є точка перегину.
Одержанi результати помiстимо до таблицi:
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x (−∞; 0) 0 (0; 3) 3 (3; +∞)
f ′′(x) < 0 ∞ < 0 ∞ > 0
f(x) ⌢ перегину немає ⌢ точка перегину ⌣

Обчислимо значення функцiї та її першої похiдної в точцi перегину:

f(3) = 0, f ′(3) = ∞.

Таким чином, в точцi перегину (3; 0) дотична до графiка функцiї паралельна
вiссi Oy.

8. Побудуємо графiк функцiї:
– будуємо осi координат;
– будуємо похилу асимптоту;
– наносимо точки перетину графика з вiсями координат, точки екстре-

муму та перегину;
– у точках перегину проводимо дотичнi;
– проводимо лiнiю графика.
На рис. 2.13 побудован графiк функцii.

Приклад 39. Дослiдити функцiю та побудувати її графiк: f(x) =
3x2 − 4x

x− 2x2
.

Розв’язання. 1. Знайдемо область визначення функцiї.
Дана функцiя є алгебрачний дрiб i його знаменник

x− 2x2 = x (1− 2x)

дорiвнює нулю при x = 0 i при x = 1
2 , тобто в цих точках функцiя не-

визначена. Таким чином, область визначення функцiї складається з трьох
iнтервалiв:

(−∞; 0) ,

(

0;
1

2

)

,

(

1

2
; +∞

)

.

2. Дана функцiя загального вигляду, тому що область визначення не має
сiметрiї вiдносно початку координат, крiм того не виконують умови парностi
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Рис. 2.13. Функцiя y = 3
√
3x2 − x3

та непарности:

f(−x) =
3(−x)2 − 4(−x)

(−x)− 2(−x)2
=

3x2 + 4x

−x− 2x2
6= ±f(x).

3. З’ясуємо характер точок розриву. Обчислимо однобiчнi границi у то-
чцi x = 0:

lim
x→0+0

3x2 − 4x

x− 2x2
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

= lim
x→0+0

x (3x− 4)

x (1− 2x)
= lim

x→0+0

3x− 4

1− 2x
=

−4

1
= −4,

lim
x→0−0

3x2 − 4x

x− 2x2
=

∥

∥

∥

∥

0

0

∥

∥

∥

∥

= lim
x→0−0

x (3x− 4)

x (1− 2x)
= lim

x→0−0

3x− 4

1− 2x
=

−4

1
= −4,

Таким чином, у точцi x = 0 лiва та права однобiчнi границi рiвнi, тобто у
точцi x = 0 iснує скiнченна границя. Отже, точка x = 0— це точка усувного
розриву.

Звернемо увагу, що у всiх точках, крiм точки x = 0, дану функцiю
можна перетворити таким чином:

f(x) =
3x2 − 4x

x− 2x2
=

x (3x− 4)

x (1− 2x)
=

3x− 4

1− 2x
.
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З’ясуємо характер точки x = 1
2
:

lim
x→1

2+0

3x2 − 4x

x− 2x2
= lim

x→1
2+0

3x− 4

1− 2x
=

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x → 1
2

x > 1
2

x− 1
2
> 0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
3 · 1

2
− 4

−
∣

∣

∣

∣

1− 2 · 1
2

∣

∣

∣

∣

=
−2.5

−0
= +∞.

lim
x→1

2
−0

3x2 − 4x

x− 2x2
= lim

x→1
2
−0

3x− 4

1− 2x
=

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x → 1
2

x < 1
2

x− 1
2 < 0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

=
3 · 1

2
− 4

+

∣

∣

∣

∣

1− 2 · 1
2

∣

∣

∣

∣

=
−2.5

+0
= −∞.

Таким чином, точка x = 1
2 — це точка розриву другого роду i пряма x = 1

2 є
вертикальна асимптота.

4. Знайдемо похилi асимптоти y = kx+ b, де

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
3x− 4

(1− 2x)x
=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→+∞

x

(

3− 4

x

)

x2

(

1

x
− 2

) = lim
x→+∞

3− 4

x

x

(

1

x
− 2

) =
3− 4

∞
∞
(

1

∞ − 2

) =
3

∞ = 0.

b = lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(

3x− 4

1− 2x
− 0

)

=
∥

∥

∥

∞
∞
∥

∥

∥
=

= lim
x→+∞

x

(

3− 4

x

)

x

(

1

x
− 2

) = lim
x→+∞

3− 4

x
1

x
− 2

=
3− 4

∞
1

∞ − 2
=

3

−2
= −3

2
.
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Очевидно, що при x → −∞ одержимо тiж самi границi. Таким чином,
маємо похилу асимптоту при x → ±∞

y = −3

2
.

5. Знайдемо точки перетину графiка функцiї з осями координат.
Якщо y = 0, то маємо

y =
3x2 − 4x

x− 2x2
=

3x− 4

1− 2x
= 0, ⇒ 3x− 4 = 0, ⇒ x =

4

3
.

тобто (43, 0)— точка перетину графiку з вiссю Ox.
Якщо x = 0, то маємо

f(0) =
3x2 − 4x

x− 2x2
=

3 · 0− 4

1− 2 · 0 = −4.

Таким чином, (0,−4)— точка перетину графiку з вiссю Oy.
6. Знайдемо точки екстремуму та iнтервали зростання та спадання функ-

цiї.
Обчислимо похiдну функцiї i знайдемо критичнi точки функцiї:

f ′(x) =

(

3x− 4

1− 2x

)′
=

(3x− 4)′ (1− 2x)− (3x− 4) (1− 2x)′

(1− 2x)2
=

3 (1− 2x)− (3x− 4) (−2)

(1− 2x)2
=

−5

(1− 2x)2
.

Звiдси випливає, що f ′(x) не iснує при x = 1
2 , тобто точка x = 1

2 є критичною,
але знак похiдної у цiй точцi не змiнюється: перша похiдна вiд’ємна в усiй
областi визначення. Отже дана функцiя є спадною.

7. Знайдёмо точки перегину графiка функцiї i iнтервали опуклостi та
вгнутостi.

Обчислимо другу похiдну функцiї i знайдемо критичнi точки другої по-
хiдної:

f ′′(x) =

( −5

(1− 2x)2

)′
= − 20

(1− 2x)3
.

Отже, є одна критична точка x = 1
2 , де друга похiдна не iснує. Ця точка

розбиває область визначення на два iнтервалi
(

−∞; 1
2

) (

1
2
; +∞

)

,
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причому у першому iнтервалi друга похiдна вiд’ємна, тобто функцiя опукла;
у другому — друга похiдна додатна, тому функцiя — вгнута.

8. На рис. 2.14 побудован графiк функцii.

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

y

−3 −2 −1 1 2 3 4

x

y = 3x2
−4x

x−2x2
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2

x = 1
2

Рис. 2.14. Функцiя y =
3x2 − 4x

x− 2x2
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2.4. Iндивiдуальнi завдання

А. Знайти найбiльше i найменьше значення функцiї на вiдрiзку.

1. f(x) =
x+ 6

x3 + 13
, [−5; 5].

2. f(x) =
x

2
+ cosx, [0; π].

3. f(x) =
x− 3

x2 − 16
, [−5; 10].

4. f(x) =
x+ 3

x2 + 7
, [−3; 7].

5. f(x) =
x

2
− sin x,

[

−π

2
; π
]

.

6. f(x) =
x

x2 + 16
, [−3; 7].

7. f(x) =
x√
2
− cosx, [−π; π].

8. f(x) =
x− 4

x2 + 6
, [−4; 6].

9. f(x) =

√
3x

2
− cosx, [−π; π].

10. f(x) = cosx− x√
2
,
[

−π

2
;
π

2

]

.

11. f(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1, [−1; 2].

12. f(x) = x2e−x +
√
3, [−1; 4].

13. f(x) = x5 − 5

3
x3 +

1

2
, [0; 2].

14. f(x) = 2x2 − ln x+
1

2
,

[

1

4
; 1

]

.

15. f(x) =
x2

x+ 1
−

√
2,

[

−1

2
; 4

]

.

16. f(x) = x4 − 2x2 + 1, [−2; 0].

17. f(x) = sin 2x− x− 2,
[

−π

4
;
π

4

]

.

18. f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 3, [−2; 3].

19. f(x) = cosx+

√
3

2
x− 1

2
, [0; 2].

20. f(x) = 3x4 + 16x3 + 9, [−3; 1].

21. f(x) = x+
1

x
, [1; 20].

22. f(x) = sin 2x− x, [0; π].

23. f(x) =
x− 1

x2 + 3
, [−3; 3].

24. f(x) =
√
3x− 2 sinx, [0; π].

25. f(x) = sin x− x

2
,
[

−π

2
;
π

2

]

.

26. f(x) =
1− x

1 + x
, [−1; 1].

27. f(x) =
x

2
− sinx, [−π; π].
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28. f(x) =
x+ 4

x2 − 3
, [2; 4].

29. f(x) = 2 cosx+
√
3x, [0; π].

30. f(x) = cosx+

√
3x

2
,
[

−π

2
;
π

2

]

.

Б. Дослiдити функцiю та побудувати її графiк

1. f(x) =
x

(x− 1)2
.

2. f(x) =
x3 + 16

x
.

3. f(x) =
x3 − 1

4x2
.

4. f(x) =
x− 1

x2 − 2x
.

5. f(x) =
x3

2(x+ 1)2
.

6. f(x) =
x3 + 1

x
.

7. f(x) =
2x− 1

(x− 1)2
.

8. f(x) =
4x2

x3 − 1
.

9. f(x) =
x

x2 + 3
.

10. f(x) =
2x

x2 + 1
.

11. f(x) =
x3 + 3

x
.

12. f(x) =
x2 + 4

x
.

13. f(x) =
x2 − 2x+ 3

x− 1
.

14. f(x) =
x

x2 + 5
.

15. f(x) =
2x− 8

(x− 3)3
.

16. f(x) =
2x

(x− 2)2
.

17. f(x) =
x4

x3 − 1
.

18. f(x) =
x+ 3

2(x+ 2)2
.

19. f(x) =
2x

x2 + 1
.

20. f(x) =
16x2

x− 4
.

21. f(x) =
2x+ 1

(x+ 1)2
.

22. f(x) =
x

3− x2
.

23. f(x) =
x

x2 + 2
.

24. f(x) =
x3

3− x
.
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25. f(x) =
x

x2 + 3
.

26. f(x) =
2x3

x− 2
.

27. f(x) =
(x− 1)2

x2 + 1
.

28. f(x) =
x− 1

x2 + 2
.

29. f(x) =
x3

1− x2
.

30. f(x) =
x2 − 1

x2 + 1
.
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