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Составлено матричное уравнение движения непрерывного и дискретного 

наблюдающих устройств, восстанавливающих первую производную от сигнала задания. 
Получены их характеристические уравнения,  и определено максимально возможное 
значение периода дискретизации, при котором замкнутая цифровая система остается 
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Постановка проблемы. Последние достижения микропроцессорной 
и микроконтроллерной техники в разработке недорогих мощных 
микроконтроллеров создали предпосылки для модернизации 
существующих и создания новых систем управления 
электромеханическими объектами и технологическими процессами. 
Оптимизация таких систем по различным критериям позволяет улучшить 
характеристики систем управления и, как следствие, повысить качество 
выпускаемой продукции при одновременном снижении ее 
себестоимости. Одним из направлений оптимизации является 
использование в алгоритмах управления информации о старших 
производных отклонения регулируемой величины от ее желаемого 
значения [1]. Причем непосредственное дифференцирование этого 
отклонения в реальных технических системах осложнено наличием 
шумовой составляющей. Необходимость фильтрации шумов приводит к 
появлению в канале обратной связи системы управления инерционных 
элементов, которые вносят в алгоритм управления дополнительное 
запаздывание [2, 3] и ухудшают динамические характеристики 
соответствующей системы управления.  

Анализ литературы. На практике для определения старших 
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производных отклонения используются наблюдающие устройства [4, 5]. 
Вопросам анализа и синтеза систем управления с наблюдающими 
устройствами посвящено большое количество работ в отечественной [6, 
7] и зарубежной печати [8, 9]. Приведенные в этих работах результаты 
показывают, что использование в алгоритме управления производных 
высоких порядков улучшает динамические и статические характеристики 
систем управления электромеханическими объектами. Реализация этих 
систем на базе современной микроконтроллерной техники [10] создает 
предпосылки к построению автоматизированных систем управления 
отдельными технологическими процессами или всем производством в 
целом. Последнее обуславливает возникновение актуальной научной 
задачи анализа и синтеза цифровых наблюдающих устройств. Одним из 
подходов к решению указанной задачи является одновременное 
использование корневых и сеточных методов [2]. 

Целью настоящей работы является определение необходимых 
условий устойчивости цифрового наблюдающего устройства. 

Материалы исследования. Реализация наблюдающих устройств на 
микроконтроллерах осуществляется путем численного решения 
соответствующих дифференциальных уравнений. Поскольку такие 
устройства должны работать в режиме реального времени, то удобным 
является использование численных методов решения дифференциальных 
уравнений с постоянным периодом дискретизации, величина которого 
является одним из факторов, определяющих устойчивость модели. 

Для получения аналитических выражений, связывающих период 
дискретизации с параметрами и переменными состояния наблюдающего 
устройства, рассмотрим следующий динамический объект второго 
порядка 

 ,; 222121 Umpyyapy ==  (1) 

где 212 , ma  – параметры объекта управления; 21, yy  – переменные 
состояния; U  – управляющее воздействие.  

Если подаваемое на объект (1) управляющее воздействие 
обеспечивает равенство наблюдаемой координаты *

1y  и координаты 1y , 
то тогда переменная состояния 2y  наблюдателя будет пропорциональна 
искомой производной от наблюдаемой величины. Такой подход за счет 
наличия интегрирующих звеньев в наблюдающем устройстве не только 
позволяет определить производную от наблюдаемой величины, но и в 
результате использования интегрирующих звеньев осуществляет 
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автоматическую фильтрацию сигнала. При необходимости определения 
производных более высоких порядков должна быть увеличена 
размерность объекта управления. 

Будем считать, что управление объектом (1) осуществляется в 
соответствии со следующим алгоритмом управления 

 ])([ 221
*
11 ykyykgU −−= , (2) 

где g  – общий коэффициент усиления регулятора, который в общем 
случае может быть переменным; 21, kk  – некоторые коэффициенты, 
определяющие траектории движения объекта (1). 

Подстановка управляющего воздействия (2) в уравнения движения 
объекта (1) позволяет записать следующее матричное уравнение 

 *Yp BAYY += ; (3) 

 ( )Tyy 21=Y ; ( )Tgkm 120=B ; 







−−

=
2212

120
gkmgkm

a
A , (4) 

из которого легко может быть получено характеристическое уравнение 
наблюдающего устройства в непрерывном времени 

 ( ) 0=−λ=λ AED , (5) 

где E  – единичная матрица размерности 2×2, 
или в развернутом виде 

 ( ) 0++ 1211
2

121222
2 =+λ+λ=λλ=λ ddagkmgkmD . (6) 

Анализ уравнения (5) показывает, что назначением коэффициентов 
1k  и 2k  можно обеспечить любое желаемое распределение корней 
характеристического уравнения наблюдающего устройства, а значит 
сформировать требуемую траекторию его движения, причем 
коэффициенты характеристического уравнения непрерывного 
наблюдающего устройства зависят только от его параметров. 

Используя z-преобразование, выполним дискретизацию системы (3) 
по времени. При этом будем считать, что оператор дифференцирования 
p  аппроксимируется следующим выражением [2] 

 
z

z
T

p −
≈

11 , (7) 
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где T  – период дискретизации непрерывной системы (3) по времени; z  – 
оператор сдвига на один шаг назад. 

С учетом выражения (7) уравнение (3) примет вид 

 *YTzzTz BYAYY ++=  (8) 

или 

 *zYz DYCY += ; (9) 

 ( )TgkTm 120=D ;  







−−

=
2212

12

1
1

gkTmgkTm
Ta

C . (10) 

По аналогии с характеристическим уравнением (5) запишем 
характеристическое уравнение для системы (9) 

 ( ) 0=−λ=λ CED  (11) 
или 

 
( ) ( )

.0

1++2+

2221
2

221212
2

22
2

=+λ+λ=

=−+λ−λ=λ

dd

gkTmagkmTgkTmD
 (12) 

Анализ уравнения (12) показывает, что его коэффициенты зависят от 
периода дискретизации T , что позволяет определять его максимальную 
величину в зависимости от параметров наблюдающего устройства и 
желаемой траектории движения. Сравнение полиномов (6) и (12) 
позволяет утверждать, что коэффициенты характеристического полинома 
дискретной системы связаны с коэффициентами полинома непрерывной 
системы зависимостями 

 1112
2

221121 1;2 TddTdTdd −+=+−= , (13) 

которые позволяют записать характеристический полином дискретной 
системы по известному характеристическому полиному непрерывной 
системы без дискретизации уравнений ее движения. 

Максимальное значение периода дискретизации определяется в 
результате решения уравнений 

 01 221212
2 =−+ gkTmagkmT ; (14) 

 0+2 22 =− gkTm  (15) 

следующей зависимостью 
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 ( )321 ,,min TTTT = , (16) 

где  

 
22

1
2
gkm

T = ; (17) 

 
1212

1212
2
2

2
222

2 2
4

agkm
agkmkgmgkm

T
−+

= ; (18) 

 
1212

1212
2
2

2
222

3 2
4

agkm
agkmkgmgkm

T
−−

= . (19) 

На рис. приведены результаты математического моделирования 
отработки единичного ступенчатого воздействия синтезированным 
наблюдающим устройством, которое реализованo на базе платы Arduino 
Due, оснащенной микроконтроллером Atmel SAM3X8E Cortex-M3. 
Параметры наблюдающего устройства приняты следующие: 

112 === kgm , 212 =a , 32 =k . Значения периодов дискретизации 
2/1,1,3/2 321 === TTT  вычислены в соответствии с выражениями  (16) 

– (18). Кривые 1 – 3 получены при значениях периодов дискретизации 
1T – 3T  соответственно. На этом же рисунке показаны результаты 
моделирования непрерывной системы (3) (кривая 4). 

 
Рис.  Переходные функции моделируемой системы 
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Анализ результатов работы наблюдающего устройства 
подтверждает, что синтезированная система будет устойчива при 
значениях периода дискретизации cT 5.03 ≤ . В этом случае кривая 3 
приближается к эталонной кривой 4; в остальных случаях результаты 
работы дискретного наблюдающего устройства существенно отличаются 
от эталонного.  

Выводы. Приведенные выкладки и результаты экспериментальных 
исследований синтезированного наблюдающего устройства позволяют 
сделать вывод, что для наблюдающего устройства, осуществляющего 
восстановление первой производной от задающего сигнала, выражение 
(16) является необходимым условием устойчивости. В отличие от 
коэффициентов характеристического уравнения непрерывной системы, 
коэффициенты характеристического уравнения дискретной системы 
зависят от периода дискретизации и метода аппроксимации оператора 
дифференцирования. Аналогичные условия устойчивости могут быть 
получены для наблюдающих устройств большой размерности путем 
численного решения характеристического уравнения соответствующей 
дискретной системы. Несмотря на то, что в работе исследовалось 
наблюдающее устройство с линейным регулятором, управляющее 
воздействие которого не ограничено по модулю, применяемый подход 
позволяет определять период дискретизации наблюдающего устройства с 
нелинейной активационной функцией и нелинейными обратными 
связями. Указанные факторы представляют интерес с точки зрения 
повышения точности, быстродействия и порядка наблюдающего 
устройства и определяют направления дальнейших исследований. 
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