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ПОЧТИ АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ КАК КОМПАКТНЫЕ  
НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ НА ГРУППЕ 

 
Показано, що по будь-якій майже автоморфній функції, визначеної на групі, можна ввести топо-
логію і будь-яка компактна безперервна в цій топології функція є майже автоморфною; для абст-
рактних функцій справедлива теорема Віча – майже автоморфність всіх здвижок рівнозначна 
майже періодичності функції. 
 
В работе показано, что по любой почти автоморфной функции, заданной на группе, можно вве-
сти топологию и любая компактная непрерывная в этой топологии функция является почти ав-
томорфной; для абстрактных функциях справедлива теорема Вича - почти автоморфность всех 
сдвижек равносильна почти периодичности функции. 
 
In the paper is shown that for any almost automorphic function, defined on the group, the topology can 
be introduced, and any compact continuous function in this topology is almost automorphic function. 
Veech's theorem, stated that the almost automorphity of all translations is equivalent to almost periodic-
ity of the function, is true for abstract functions as well.  
 

Введение. Определения (по Бохнеру и по Бору) числовых почти авто-
морфных функций даны В. Вичем [5]. А. Райх [4] и Б. Болес [2] показали, что 
ограниченные числовые L  – почти периодические функции совпадают с не-
прерывными почти автоморфными функциями. Б. Болес [2] перенес этот ре-
зультат и  на функции со значениями в банаховых пространствах. В. Вич[5] 
показал, что если числовая функция  f x  почти автоморфна и любая полу-

ченная по ней предельная функция почти автоморфна, то она почти перио-
дична. Цель настоящей работы показать, что результаты Вича, Райха и Боле-
са переносятся на абстрактные функции со значениями в пространствах 
Фреше. Особенно полезно показать, что почти автоморфные функции явля-
ются непрерывными функциями в специальной топологии. Это дает возмож-
ность использовать хорошо разработанный аппарат для непрерывных функ-
ций. С другой стороны можно исследовать единым образом почти периоди-
ческие, L  – почти периодические и почти автоморфные функции как ком-
пактные равномерно непрерывные, как неограниченные непрерывные и как 
компактные непрерывные функции на группе, соответственно. 

 
Вспомогательные утверждения и определения. Работа является про-

должением статьи [3] и в ней использованы основные обозначения и опреде-
ления из [3]. G  – это   компактная топологическая группа, Y  – сепара-
бельное пространство Фреше,  f t  – абстрактная функция, отображающая 

G  в Y . Абстрактная функция    hf t f th  – сдвижка, когда h  – элемент 
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группы, а когда h  – последовательность элементов   1
h h G 


  , то  hf t  

– поточечный предел (если он существует) последовательности  hf th . С 

каждой функцией  f x  связано множество  

   , ,
,

: sup ;N f
a b N

B G f a b f ab    


         
, 

 .,.  – метрика в Y , N  – компактное множество в G , 0  . 

Определение 1. Непрерывная функция f  называется почти авто-

морфной, если из любой последовательности  
1

y G 




  можно извлечь 

подпоследовательность  
1

x 



  
так, что    lim ,f x t g t

  

   1lim g x t f t

   и    lim ,f tx g t
      1lim ,g tx f t t G

    . 

Определение 2. Согласно [3] непрерывная функция   :f x G Y  назы-

вается L  – почти периодической, если для любого 0   и любого компакта 
N G , существует относительно плотное  множество E G  такое, что 

1
, ,N fE E B 

  , где    , ,
,

: sup ;N f
a b N

B G f a b f ab    


         
. 

Определение 3. Как и в [3] будем говорить, что непрерывная функ-
ция  f x  обладает свойством  A , если: для каждого компактного множе-

ства N G  и для каждой последовательности  
1

x 




 из существования 

предела    1 1lim ,f sx x t g sx t  

 





 
для любых , , 1, 2,3,...s t G    следует 

существование подпоследовательности    
1 1

y x  

 

 
 , для которой 

   1lim , , .g sy t f st s t G

     

Предложение 1. Если для любого 0   и любого компакта N G , су-
ществует относительно плотное  множество E G  такое что 

1
, ,N fE E B 

  , то функция  f x  обладает свойством  A  [3]. 

Предложение 2. Если функция  f x  обладает свойством (А), то для 

любого множества , ,N fB   
существуют 0   и компактное множество 

M  такие, что 1
, , , , , ,.M f M f N fB B B  

   [3]. 

Из результатов работы [3] вытекает, что теоремы Б. Болеса [2] и А. Рай-
ха [4] о совпадении L  – почти периодических и почти автоморфных функ-



 84

ций, верны и для пространств Фреше. 
Следствие. В пространствах Фреше класс компактных L  – почти пе-

риодических функций совпадает с классом непрерывных почти автоморф-
ных функций. 

Доказательство. Пусть функция  f x  компактна. Из произвольной по-

следовательности  
1

y G 






 
выбираем подпоследовательность  

1
x 




 

так, чтобы существовали пределы    1 1lim ,f sx x t g sx t  

 



   1lim g sx t

   

 h st . 

Так как функция  f x  L – почти периодична, то по предложению 1 

следует, что функция обладает свойством  A , и тогда по определению 3 

   h x f x . Следовательно, функция  f x  почти автоморфна. 

Обратно, если функция  f x  почти автоморфна, то она обладает свой-

ством  A  и для нее справедливо предложение 2, то есть для любого множе-

ства , ,N fB   существует 0   и компактное множество M , такие, что 

1
, , , , , ,.M f M f N fB B B  

  , где множество , ,M fB   относительно плотно. Сле-

довательно, функция  f x  L  – почти периодична. 

По заданной почти автоморфной функции  f x  на группе G  можно 

ввести топологию f
 
с помощью относительно плотных множеств , ,N fB  . 

Пополненная группа является компактной, и её будем далее в работе обозна-
чать через T . Следствие доказано. 

 

Основные результаты.  
Теорема 1. Пусть задана почти автоморфная функция  f x  и по ней 

введена топология f  на группе G . Любая компактная функция  g x , за-

данная на группе G  и непрерывная в топологии f , почти автоморфна. 

Доказательство. Топологию f  вводим при помощи окрестностей 

, ,N fB  . Пусть задана последовательность  
1

y G 




 . Из нее выбираем 

подпоследовательность  
1

x 



  
такую, что существуют пределы 

   1 1lim ,g sx x t h sx t  

 
       1lim .h sx t l st

   

Выбираем сходящуюся подпоследовательность
 
   

1 1
z x  

 

 


 
в T . 
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Из сходимости 1

,
lim z z e  




 
  и непрерывности функции  g x  в тополо-

гии f  следует что,       1

,
lim .l st g sz z t g st  




 
   Следовательно, 

 g x  почти автоморфна. Теорема доказана. 

Теорема 2. Функция  f x  почти периодична тогда и только тогда, 

если она почти автоморфна, и для любой сдвижки функция  hf t  также 

почти автоморфна. 
Доказательство. Пусть  f x  – почти автоморфная функция и любая 

функция  hf t  также почти автоморфна. Возьмем * *y Y , тогда числовые 

функции,  ,y f t ,  , hy f t , * *y Y  удовлетворяют условиям теоремы 

В. Вича ([5] теорема 3.3.1) и значит, почти периодичны. Поскольку  f x  

слабо почти периодична, то она равномерно слабо непрерывна в топологии 

f . Любая компактная слабо непрерывная функция сильно непрерывна. Та-

ким образом, функция  f x  L  – почти периодична. Так как функция  f x  

компактна и равномерно слабо непрерывна, то ее можно доопределить на  
компактной группе T . Любая компактная слабо непрерывная функция силь-
но непрерывна на T  и значит, является сильно почти периодической функ-
цией. 

Обратно, из почти периодичности тривиально следует почти автоморф-
ность. Это верно и для предельных функций. Таким образом, они почти ав-
томорфны. 

 

Выводы. Полученные результаты показывают, что абстрактные почти 
автоморфные функции – это компактные L  – почти периодические функции 
и это функции, которые компактны и непрерывны в подходящей топологии, 
в которой окрестности относительно плотные множества. Дана характери-
стика почти периодических функций: в классе почти автоморфных функций 
– почти автоморфная функция почти периодична тогда и только тогда, если 
все ее сдвиги – почти автоморфные функции.  
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