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ВСТУП 

 

В технічних університетах України відбуваються зміни у про-

грамах і методиках викладання курсу математичного аналізу, що 

пов’язані з необхідністю наблизити курс до практичних потреб прик-

ладних інженерних дисциплін, водночас зберігаючи достатньо висо-

кий рівень фундаментальної освіти. 

Пропонований начально-методичний посібник містить  матері-

али курсу математичного аналізу за темою «Кратні інтеграли». Він 

призначений для студентів вищих технічних навчальних закладів із 

розширеною програмою з математичних дисциплін, зокрема для під-

готовки бакалаврів зі спеціальностей «Прикладна математика» та 

«Комп’ютерні науки». 

Посібник містить основні теоретичні відомості, приклади 

розв’язання типових задач, приблизний набір вправ і задач для роботи 

з викладачем в аудиторії, задачі для самостійної роботи, варіанти ін-

дивідуальних домашніх завдань і зразки модульних контрольних ро-

біт. 

В теоретичній частині даного посібника наведені тільки необ-

хідні відомості − визначення, формулювання теорем, формули. Вони 

ілюструються розібраними різноманітними прикладами та вправами, 

виконання яких сприяє засвоєнню таких фундаментальних понять ма-

тематичного аналізу, як кратний інтеграл, подвійні інтеграли, потрійні 

інтеграли тощо. Вивчення цієї частини не виключає необхідності ро-

боти з підручником і конспектом, але допомагає під час аудиторних 

занять та при виконанні домашньої роботи. 

У процесі вивчення матеріалу студенти виконують обов’язкові 

домашні завдання (ОДЗ), що сприяє більш глибокому засвоєнню ма-

теріалу. В останньому розділі посібника запропоновано 25 варіантів 

таких завдань приблизно однакової складності. Студенти захищають 

виконані ОДЗ напередодні написання модульної контрольної роботи. 

Зразки варіантів модульної контрольної роботи та перелік тео-

ретичних питань наведені в окремих розділах посібника. Ці питання 

можуть використовуватися також для самоперевірки. В кінці даного 

посібника представлено перелік рекомендованої літератури та 

довідковий матеріал. 
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Розділ 1.  

КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 

 

1.1. Подвійні інтеграли. Основні визначення. Властивості.  

Обчислення подвійного інтеграла по прямокутній області 

 

О с н о в н і  в и з н а ч е н н я  

1. Розглянемо деяку область G  у площині xOy , обмежену 

замкненою кривою L . Нехай в області G  задано функцію двох змін-

них  ,z f x y . Нехай P  – довільне розбиття області G  гладкими 

кривими на n  елементарних областей 
1G , 

2G , …, 
nG , площі яких 

відповідно дорівнюють 
1S , 

2S , ..., 
nS , а діаметр розбиття –  .  

У кожній з елементарних областей 
iG  виберемо довільно точку 

 ,i i iM   . Сукупність точок  1 2, ,..., nM M M  позначимо M  і назвемо 

вибором точок. 

Інтегральною сумою для функції  ,f x y , заданої в області G , 

що відповідає даному розбиттю P  і даному вибору точок M , назвемо 

вираз 

   
1

, , ,
n

n i i

i

J f G P M f M S


  . 

Якщо існує скінченна границя при 0    n   

 , , ,nJ f G P M , що не залежить від розбиття P  і вибору точок M , то 

функція  ,f x y  називається інтегровною функцією в області G , а 

сама границя – подвійним інтегралом функції  ,f x y  по області G  і 

позначається  ,
G

f x y ds . Отже, 

 
 

 
0

1

, lim ,
n

i i i

iG n

f x y ds f s


 




  . 
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2. Іншими словами (за  допомогою кванторів ). 

Число  ,
G

f x y ds  називається подвійним інтегралом функції 

 ,f x y  по області G , якщо 0     таке, що для всіх розбиттів 

P , таких, що їхній діаметр  diam P   і M  

   
1

, ,
n

i i i

i G

f s f x y ds  


    . 

3. Як і для визначеного інтеграла, зручно ввести верхні й нижні 

інтегральні суми Дарбу: 

 
1

n

n i i

i

L P m s


  ,  inf ,
i

i
G

m f x y


 ; 

 
1

n

n i i

i

U P M s


  ,  sup ,
i

i
G

M f x y


 . 

і поняття коливання функції  ,f x y  в області 
iG : 

   sup , inf ,
ii

i i i
GG

M m f x y f x y


    . 

4. Критерій інтегровності Коші в термінах коливань . 

Для того, щоб функція  ,f x y  була інтегровною в області G , 

необхідно і достатньо, щоб 0   P : 

1

n

i i

i

s 


  . 

5. Критерій інтегровності Коші в термінах сум Дарбу.  

Для того, щоб функція  ,f x y  була інтегровною в області G , 

необхідно і достатньо, щоб 

0   P : 
n nU L   . 
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К л а с и  і н т е г р о в н и х  ф у н к ц і й  

Теорема 1 (необхідна ознака інтегровності). Якщо функція 

 ,f x y  інтегровна в скінченній області G , то вона обмежена в цій 

області. 

Теорема 2 (достатня ознака інтегрованості). Якщо функція 

 ,f x y  неперервна в області G , то вона інтегровна в цій області. 

Теорема 3 (достатня ознака інтегровності). Обмежена в об-

ласті G  функція, що має розриви на скінченному числі кривих,  

інтегровна в області G . 

 

В л а с т и в о с т і  п о д в і й н о г о  і н т е г р а л а  

Подвійний інтеграл має всі властивості визначеного інтеграла, 

зокрема адитивність і лінійність. 

1. Властивість  адитивності . Нехай область G  розбито 

на дві області: 
1G  і 

2G   1 2G G G . Якщо  ,f x y  інтегровна в G , 

то вона інтегровна в областях 
1G  і 

2G , а також виконується рівність: 

     
1 2

, , ,
G G G

f x y ds f x y ds f x y ds    . 

2. Властивість  лінійності . Нехай функції  1 ,f x y  і 

 2 ,f x y  інтегровні в області G , тоді: 

 1)    1 2, ,f x y f x y  інтегровна в G  і 

          1 2 1 2, , , ,
G G G

f x y f x y ds f x y ds f x y ds     ; 

 2) C R   функція  1 ,C f x y  інтегровна в G  і 

     1 1, ,
G G

C f x y ds C f x y ds    . 
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3. Нехай  ,x y G      , ,f x y g x y  і обидві функції інтег-

ровні в області G . Тоді є справедливою нерівність  

   , ,
G G

f x y ds g x y ds  . 

Зокрема, якщо  , 0f x y  , то  , 0
G

f x y ds  . 

4. Якщо  ,f x y  інтегровна в області G  функція, то  ,f x y  

теж інтегровна в області G  функція і    , ,
G G

f x y ds f x y ds  . 

5. 
G

ds S , де S  – площа області G . 

6. Якщо  ,f x y  інтегровна в G  і  sup ,
G

M f x y , 

 inf ,
G

m f x y , то має місце оцінка  

 ,
G

m S f x y ds M S    . 

7. Теорема про середнє значення. Якщо  ,f x y  неперервна в 

області G , то  0 0,x y G   така, що    0 0, ,
G

f x y ds f x y S  . 

Середнім значенням функції на області G  називається: 

 
 

0 0

,

, G

f x y ds

f x y
S




. 

 

О б ч и сл е н н я  п о д в і йно г о  і н т е г ра ла  в  д ек а рт о в і й  

с и ст е м і  к о о р д и н ат  

1. Якщо  ,f x y  інтегровна в області G , що представляє со-

бою прямокутник a x b  , c y d  , то обчислення  ,
G

f x y ds  

зводиться до обчислення повторних інтегралів, причому кожний з  

інтегралів має постійні границі: 
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    , ,

b d

G a c

f x y ds f x y dy dx
 

  
 

    (1) 

або 

    , ,

d b

G c a

f x y ds f x y dx dy
 

  
 

   . (2) 

 

Приклади 

1. Обчисліть подвійні інтеграли. 

1.1.  
2 3

2

1 1

2dx x xy dy


  . 1.2. 
4 3

2 2

2 0

y
y

dy dx
x y  . 

2. Обчисліть інтеграли по прямокутних областях. 

2.1. 4

xy

G

ye ds , де G  – прямокутник 4 8x  , ln 2 ln3y  . 

2.2. sin
G

x xy ds , де G  – прямокутник 
2

x


  , 1 2y  . 

2.3.  2 2
G

x y dxdy , де G  – прямокутник 0 2x  , 0 1y  . 

 

Розв’язання 

1.1. Обчислювати починаємо з внутрішнього інтеграла по змін-

ній y ,  змінну x  при інтегруванні  вважаємо сталою: 

 

32 3 2 2
2 2

1 1 1 1

2 2
2

y
dx x xy dy x y x dx  

 

2 2
3

2 2 2 2 2

1
1 1

3 1 3 1x y xy dx x x dx  

 

2

2

1

далі обчислюємо зовнішній 

інтеграл, перетворивши 2 8

підінтегральний вираз

x x dx  
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      
2

3 2
3 23 2

1

2
2 8 2 1 4 2 1

3 2 3

x x



 
         
 

 

    
2 2

8 1 4 4 1 9 4 3 6 12 18
3 3

           . 

1.2. В цьому прикладі обчислювати починаємо з внутрішнього 

інтеграла по змінній x ; змінну y
 
при інтегруванні  вважаємо сталою. 

Потім інтегруємо по змінній y : 

 

4 43
3

2 2

2 0 2 0

1
arctg

yy
y x

dy dx y dy
y yx y

  
    

  
4 4

2 2

2 2

0
arctg arctg arctg1 arctg0

y
y dy y dy

y y

 
     

 
   

 

44 4 3
2 2

2 2 2

0
4 4 4 3

y
y dy y dy

   
      

 
   

    3 3 14
4 2 64 8 56

12 12 12 3

  
       . 

2.1. Оскільки область інтегрування – прямокутник (див. рис. 

1.1), то для обчислення інтеграла можна скористатися однією з фор-

мул, наведених у пункті 1. 

 

Рисунок 1.1 

y

 

x

 

4
 

ln3

 

ln 2
 

8  
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Вибір формули визначається видом підінтегральної функції. У 

цьому випадку інтегрування функції   4,
xy

f x y y e   по змінній x  є 

простішим, ніж інтегрування по змінній y . Тому з двох формул, наве-

дених у пункті 1, варто вибрати формулу (2): 

  

8

ln 3 8 ln 3 ln 34
24 4

ln 2 4 ln 2 ln 2

4

4 4

xy
xy xy

y y

G

e
ye ds ye dx dy y dy e e dy

y

 
     

 
      

  
ln 3

2 2ln3 2ln 2
ln3 ln 2

ln 2

4 4 4
2 2 2

y
ye e e

e e e
   

         
   

 

  
9 4 5

4 4 3 2 4 4 10 4 6
2 2 2

 
          

 
. 

2.2. Область інтегрування – прямокутник (див. рис. 1.2). У цьо-

му прикладі  , sinf x y x xy   простіше інтегрувати по змінній y , і 

краще скористатися формулою (1) пункту 1. 

 

Рисунок 1.2 

 

2

2 1

sin sin
G

x xy ds x xy dy dx x




 
  

 
  

 cos xy

x


2

2 1

dx




  

  
2 2

sin 2
cos2 cos sin

2

x
x x dx x



 

 
       

 
  

y

 

x

 

0

 2

   

1  

2  
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sin 2 sin

sin sin 1
2 2 2

  
       . 

2.3. Оскільки область інтегрування – прямокутник (див. рис. 

1.3), то для обчислення інтеграла можна скористатися однією з фор-

мул, (1) чи (2): 

 

Рисунок 1.3 

Вибір формули визначається виглядом підінтегральної функції. У 

цьому випадку не має принципової різниці інтегрування функції 

   2, 2f x y x y   по змінній x  або по змінній y . Тому можна виб-

рати як формулу (1) , так і формулу (2): 

      
2 1 2 1

2 2 2

0 0 0 0

2 2 2
G

x y dx dy x y dy dx dx x y dy
 

      
 

      

  
1

2 22
1

2 2 2

0
0 00

2
2

y
x y dx x y y dx

 
     

 
   

       
2

2 2 3
2 2 2

0 0 0

1 0 1 0 1
3

x
x dx x dx x

 
         

 
   

    31 1 8 6 14 2
2 0 2 0 8 2 4

3 3 3 3 3


          , 

1  

0  2  x  

y  

G  
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    
2

1 2 1 3
2 2

0 0 0 0

2 2 2
3

G

x
x y dx dy x y dx dy yx dy

   
        

  
     

    
1 1

3

0 0

1 1
2 0 2 2 0 8 2 2

3 3
y dy y dy

   
           

   
   

    
1

1 2
2

0 0

8 8 8
4 4 1 0 2 1 0

3 3 2 3

y
y dy y

  
          

   
  

 
8 8 6 14 2

2 4
3 3 3 3


     . 

Оскільки підінтегральна функція  2 2x y  неперервна, то ре-

зультати обчислень, як і очікувалось, виявилися рівними: вони не за-

лежать від порядку інтегрування. 

2. Нехай G  – довільна правильна область, обмежена замкну-

тою кривою L . 

(область називається правильною областю, якщо будь-яка пря-

ма, паралельна осі координат, перетинає межу області L  не більш, ніж 

в 2-х точках). 

Для обчислення  ,
G

f x y ds , тобто зведення подвійного інтег-

рала до повторного, потрібно: 

 1) спроектувати область на одну з координатних осей, 

наприклад, на Ox . Нехай проекцією є відрізок  ,a b . Тоді числа a  і 

b  є відповідно нижньою та верхньою границями зовнішнього інтег-

рала (по x ); 

 2) провести прямі x a  і x b . Вони торкаються межі 

області L  у точках A  і B  та розбивають її на дві частини (верхню та 

нижню):  2y y x  і  1y y x  (див. рис. 1.4). Функції  2y y x  і 

 1y y x  є відповідно верхньою та нижньою границями внутрішньо-

го інтеграла. 
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Рисунок 1.4 

Будь-яка пряма, паралельна осі Oy , 
0x x ,  0 ,x a b  перети-

нає межу області двічі: входить в область при  1y y x  і виходить 

при  2y y x . 

Таким чином: 

     
 

 

 
 

 2 2

1 1

, , , ,

y x y xb b

G G a y x a y x

f x y ds f x y dxdy f x y dy dx dx f x y dy
 
   
 
 

      . 

Якщо область проектується на вісь Oy  (див. рис. 1.5)   ,c d  – 

проекція області на Oy , то аналогічно до попереднього, одержуємо: 

      
 

 2

1

, , ,

x yd

G G c x y

f x y ds f x y dx dy dy f x y dx     . 

 

Рисунок 1.5 

 2x x y  

x

y  

c  

d  

C

D  

 1x x y  

0

x

y  

0 a b

 2y y x  

A  
B  

 1y y x  

0x  
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У такий спосіб:  
 

 

 
 

 2 2

1 1

, ,

y x x xb d

a y x c x x

dx f x y dy dy f x y dx    . 

Перехід від лівої частини цієї рівності до правої і навпаки нази-

вають зміною порядку інтегрування в повторному інтегралі. 

 

Приклади 

1. Змініть порядок інтегрування в повторному інтегралі. 

1.1.  
2

1 2

0

,
x

x

dx f x y dy


  . 

1.2.    

221 2

0 0 1 0

, ,

y y

dy f x y dx dy f x y dx



    . 

1.3.  
 

2
9 45

2 3

,

x

x

dx f x y dy

 



  . 

1.4.      

2

2 22

3 93 3 6 6 6

0 0 33 9

6 6

, , ,

y

y yy

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

 

 

       . 

 

Розв’язання 

1.1. Спочатку варто відновити область інтегрування G  по зада-

них межах змінних x  та y  і зобразити цю область на площині xOy  

(див. рис. 1.6). Очевидно, що область G  розташована у смузі між пря-

мими 0x   та 1x  . Пряма, паралельна осі Oy , входить в область 

через криву 
2y x , а виходить через пряму  2y x  . Спроектуємо 

тепер область G  на вісь Oy . Проекцією є відрізок  0,2  на осі Oy . 

Ліва ділянка межі області задається одним рівнянням: 0x  . Права ж 

ділянка задана двома лініями: x y ,  0,1y  і відрізком прямої 

2x y  ,  1,2y . Пряма 1y   розбиває область G  на дві частини – 
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1G  і 
2G . Скористаємося адитивністю інтеграла і розставимо границі 

інтегрування по кожній з областей: 

 

Рисунок 1.6 

     
2

21 2 1 2

0 0 0 1 0

, , ,

y yx

x

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx



       . 

1.2. Як і в попередньому прикладі, відновимо спочатку область 

інтегрування і зобразимо її на площині xOy  (див. рис. 1.7). Частина 

області 
1G , по якій розставлено границі інтегрування в першому інте-

гралі, проектується на вісь Oy  у відрізок  0,1 ; пряма, паралельна осі 

Ox , входить в область 
1G  при 0x   і виходить на параболі x y . 

Границі інтегрування в другому інтегралі розставлено по області 
2G , 

що проектується на вісь Oy  у відрізок 1, 2 
 

. Пряма, паралельна осі 

Ox , входить в область 
2G  при 0x  , а виходить через коло 

2x y   

x  

y  

1  

1  2  

2  

0  

1G  

2G  

x y  
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22x y    2 2 2x y  . Використовуючи адитивність інтеграла і 

проектуючи область 
1 2G G G  на вісь Ox , одержимо: 

 

Рисунок 1.7 

     

2 2

2

21 2 1 2

0 0 1 0 0

, , ,

y y x

x

dy f x y dx dy f x y dx dx f x y dy

 

       . 

1.3. Спочатку відтворимо область G  по межах інтегрування і 

побудуємо її на площині xOy  (див. рис. 1.8). 

Розв’язуючи спільно рівняння  
2

9 4y x    і 3y x  , знай-

демо координати точок перетину параболи і прямої:  2,5A ,  5,8B . 

Область G  розташована у вертикальній смузі між прямими 2x   і 

5x  , і обмежена знизу прямою 3y x  , а зверху – параболою  

 
2

9 4y x    (див. рис. 1.8). 

 

2

x
0 1  

1  

2

2 2 2x y   

y  
x y  

1G  

2G  
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Рисунок 1.8 

За умовою, у повторному інтегралі внутрішнє інтегрування 

проводиться по змінній y , а зовнішнє – по змінній x . Після зміни 

порядку інтегрування отримаємо внутрішній інтеграл по змінній x , а 

зовнішній – по змінній y . Отже, знайдемо нові межі інтегрування. 

Спроектуємо область G  на вісь Oy  (див. рис. 1.9). Отримаємо 

точки з ординатами 5y   і 9y   прямих, які обмежують зверху і знизу 

3  

5  

9  

y  

2
9 4y x  

0  

G  

3y x  

2  1  4  5  6  x  

2

3,

: 9 4 ,

2 5.

y x

G y x

x

 

8  

2,5A  

5,8B  
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область G . Потім на відрізку  5,9  осі Oy  оберемо довільні точки 01y  

та 02y , через які проведемо довільні прямі, паралельні осі Ox . Ці пря-

мі, входячи в область G , перетинають її ліву межу, гілку параболи, а, 

виходячи з області, оскільки її права межа складається з двох ліній,  

перетинають, одна –  гілку параболи, а друга – пряму. Отже, виявля-

ється, що область G  слід розбити на частини 
1G  і 

2G , прямою, пара-

лельною осі Ox , яка проходить  через точку B  (перетину ліній правої 

межі). Позначимо точку перетину цієї прямої і лівої межі області G  як 

D (див. рис. 1.9). 

Щоб отримати межі зміни x  у внутрішньому інтегралі, розв'я-

жемо рівняння параболи  
2

9 4y x    відносно x : 

  
2

9 4y x   , 

  
2

9 4y x    , 

    
2

9 4y x    , 

  
2

9 4y x   , 

  4 9x y    . 

В результаті 4 9x y   , причому лінія  BC  визначається 

рівнянням 4 9x y   , а лінія CD  − рівнянням 4 9x y   . Рів-

няння прямої 3y x   також розв'яжемо відносно x і  отримаємо 

3x y  . 

Таким чином, області  1G  і 2G
 
задаються нерівностями: 

 1G : 
5 8,

4 9 3;

y

y x y

 


      

  

 2G : 
8 9,

4 9 4 9 .

y

y x y

 


     
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Рисунок 1.9 

 Тоді: 

 
 

   

2
9 4 4 935 8 9

2 3 5 84 9 4 9

, , ,

x yy

x y y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

   

    

       . 

1.4. Як і в попередньому прикладі відтворимо по межах інтег-

рування область G , по якій обчислюється подвійний інтеграл, і зобра-

зимо її на площині xOy  (див. рис. 1.10). 

3  

5  

9  

y  

0  2  1  4  5  6  x  

1G  

2G  

A  

B  

C  

D
8  

4 9x y  

4 9x y  

3x y  

01y  

02y  
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Рисунок 1.10 

Область G  знаходиться в горизонтальній смузі між прямими 

0y   і 6y  , і складається з трьох частин: 1G , 2G  і 3G . У свою чер-

гу, області 1G  і 2G  знаходяться в горизонтальній смузі між прямими 

0y   і 3y  , а область 3G  − між прямими 3y   і 6y  . Область 1G  

обмежена зліва лінією 
2

6

y
x  , а справа – лінією 23 9x y   . Об-

ласть 2G  обмежена зліва лінією 23 9x y   , а справа – прямою 

6x  . Область 3G  обмежена зліва лінією 23 9x y   , а справа –  

прямою 6x  . 

Тобто, ці області задаються нерівностями: 

x  6  3  0  

3  

6  

y  

2

6

y
x

23 9x y

23 9x y

1G  2G  

3G
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 1G : 2
2

0 3,

3 9 ;
6

y

y
x y

 



   

 

 2G : 
2

0 3,

3 9 6;

y

y x

 


   
 

 3G : 2

3 6,

6.
6

y

y
x

 



 

 

Таким чином, область G  обмежена лініями: 

 23 9x y   , 
2

6

y
x  , 0 6x  . 

 

Рисунок 1.11 

x  6  0  

6  

y  

G

6y x

2
9 3y x  

0x  
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Остаточно маємо: 

      

2

2 22

3 93 3 6 6 6

0 0 33 9

6 6

, , ,

y

y yy

dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

 

 

         

  
 

2

6 6

0
9 3

,
x

x

dx f x y dy

 

   . 

3. Якщо область G  не є правильною, її потрібно розбити на 

правильні частини і скористатися адитивністю інтеграла. Наприклад, 

зображена область G  (див. рис. 1.12) не є правильною, однак є 

об’єднанням 3-х правильних областей. 

 

Рисунок 1.12 

4. Для того, щоб обчислити  ,
G

f x y ds , потрібно: 

 1) зобразити на площині xOy  область G ; 

 2) якщо область є правильною, привести подвійний інтег-

рал до повторного, описаним у пункті 2 способом; 

 3) обчислити внутрішній інтеграл; якщо це інтегрування, 

наприклад, по змінній y , то x  розглядається як постійна величина; 

1
G  

2
G  

3
G  

x  

y  

0  
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після обчислення внутрішнього інтеграла задача зводиться до обчис-

лення визначеного інтеграла. 

 

Приклади 

1. Обчисліть подвійний інтеграл  3
G

xy dxdy , де область 

G  обмежена лініями: 
2

4

x
y  , 2x   і прямою, яка проходить через 

точки  1,2A  і  2,4B . 

2. Обчисліть  
G

x y dxdy , де область G  обмежена лініями 

3y x , 8y  , 0y  , 3x  . 

3. Знайдіть середнє значення функції 

   , 6f x y x y   

в трикутнику, обмеженому прямими 

y x , 3y x , 2x  . 

 

Розв’язання 

1. Запишемо рівняння прямої AB . Для цього скористаємося 

рівнянням прямої, яка проходить через дві дані точки: 

A A

B A B A

x x y y

x x y y

 


 
. 

Підставляючи координати точок A  і B , отримаємо 

1 2

2 1 4 2

x y 


 
   

1 2

1 2

x y 
 . 

За властивостями пропорцій: 

   2 1 1 2x y        2 2 2x y   . 
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В результаті рівняння прямої AB  має вигляд: 2y x . 

Знайдемо координати точок перетину ліній, які обмежують цю 

область, розв’язуючи наступні системи рівнянь: 

1) 

2

,
4

2 ;

x
y

y x


 

 

 2) 

2

,
4

2;

x
y

x


 

 

 3) 
2 ,

2.

y x

x





 

Тоді: 

1) 
2

2
4

x
x    2 8x x    2 8 0x x      8 0x x      

 0x  , 8x  ; відповідно, 0y  , 16y  ; 

2) 2x  ,  
2 2

2

2
2 1

4 4
x

x
y



   ; 

3) 2x  ,  
2

2 2 2 2 4
x

y x


    . 

Область інтегрування G  зображено  на рисунку 1.13. 

Оскільки область G  з правого боку обмежена прямою 2x   

(див. рис. 1.13), то точки перетину ліній, що обмежують область, ма-

ють координати:  0,0O ,  2,1A ,  2, 4B . 

Область G  має нижню межу 
2

4

x
y   і верхню межу 2y x , то-

му за наступною формулою, 

     
 

 2

1

, , ,

y xb

G G a y x

f x y ds f x y dx dy dx f x y dy     ,  

перейдемо до повторного інтеграла: 

   
2

2 2

0

4

3 3
x

G x

xy dxdy dx xy dy     . 

Межі інтегрування у повторному інтегралі отримано наступним 

чином. 
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1) Для зовнішнього інтеграла. Область G  спроектуємо на вісь 

Ox , отримаємо відрізок  0,2 . Вздовж цього відрізка x  змінюється 

від верхньої межі 0x  , до нижньої межі 2x  . 

2) Для внутрішнього інтеграла. Оберемо на відрізку  0,2  осі 

Ox  довільну точку 
0x , через яку проведемо пряму, паралельну осі 

Oy . Ця пряма входить в область G , перетинаючи нижню межу 

2

4

x
y  , і виходить з області, перетинаючи верхню межу 2y x . Тоб-

то, y  змінюється вздовж цієї прямої  в межах від 
2

4

x
y   до 2y x . 

 

Рисунок 1.13 

Обчислення повторного інтеграла слід починати з внутрішнього 

інтеграла по змінній y , в якому змінна x  вважається фіксованою ве-

личиною. Потім обчислимо зовнішній інтеграл по змінній x . 

y  

4  

1  

2  0  0x 2  4  x  

G  

2

4

x
y

2y x  

2,4B  

2,1A  
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    
2

2

2
2 2 2 2

0 0
4

4

3 3 3
2

x
x

xG x

y
xy dxdy dx xy dy x y dx

 
      

 
     

 

2 4 2
2

0

4 3 2
2 16 4

x x x
x x dx

    
         

    
  

 

2

3 5 2

0

1 3
2 6

32 4
x x x x dx

 
     

 
  

 

2
4 6 2 3

0

1 3
2 6

4 32 6 2 4 3

x x x x 
         
 

 

 

2
4 6 3 4 6 3

2 2

6 2 6 2

0

2 2 2
3 3 2

2 22 3 2 2 3 2

x x x
x

 
          

  
 

 
1 1 1

8 12 2 2 2
3 3 3

         . 

 

Рисунок 1.14 

x  

y  

4  

1  

2x y

2

y
x

1G

2G  

2  0  1  2  4  

01y  

02y  
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Обчислимо тепер той же подвійний інтеграл, змінивши поря-

док інтегрування: внутрішнє інтегрування будемо проводити по змін-

ній x , а зовнішнє – по змінній y . 

З рисунка 1.14 бачимо, що ліва межа області G  − одна лінія 

2

y
x  , а права межа складається з двох ліній: 2x y  і 2x   (рівняння 

ліній, які обмежують область G , треба розв'язати відносно змінної інтег-

рування у внутрішньому інтегралі, тобто x ). В цьому випадку область G  

розіб'ємо на дві частини: 1G  і 2G . В результаті початковий інтеграл пере-

твориться на суму інтегралів по цих областях.  

Визначимо межі інтегрування. 

1) Для зовнішніх інтегралів: області 
1G  і 

2G  спроектуємо на 

вісь Oy , отримаємо, відповідно, відрізки  0,1  і  1,4 . Вздовж цих від-

різків y  змінюється від нижньої межі  0 до верхньої межі 1, у першо-

му повторному інтегралі, та від 1 до 4 – у другому повторному інтег-

ралі. 

2) Для внутрішніх інтегралів: на відрізках  0,1  і  1,4  осі Oy  

оберемо, відповідно, довільні точки 01y  і 02y , через які проведемо 

прямі, паралельні осі Ox . Ці прямі входять в області 1G  і 2G , перети-

наючи ліву межу 
2

y
x  , і виходять з областей, перетинаючи праві 

межі 2x y  і 2x  , відповідно.  

Тобто, області 1G  і 2G  задаються нерівностями: 

 1G : 

0 1,

2 ;
2

y

y
x y

 



 

   

 2G : 

1 4,

2.
2

y

y
x

 



 
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Тоді 

      
1 2

3 3 3
G G G

xy dxdy xy dxdy xy dxdy         

    
21 4 2

0 1

2 2

3 3

y

y y

dy xy dx dy xy dx         

 

2 2
1 42 2

0 1
2 2

3 3
2 2

y

y y

x x
y x dy y x dy

   
       

   
   

 

1

2

0

1 1
4 3 2

2 4 2

y
y y y y dy

    
        

    
  

 

4

2

1

1 1
4 3 2

2 4 2

y
y y dy

    
        

    
  

 

1 4

2 3 3

0 1

1 3 1 3
2 6 2 6

8 2 8 2
y y y y dy y y y dy

   
           

   
   

 

1
3

3 4 22

0

2 1 6 3

33 8 4 2 2
2

y y y y
 
       
 
 

 

 

4
2 4 2

1

2 1 3
6

2 8 4 2 2

y y y
y

 
       
 

 

 

1 4

3 4 3 2 2 4 2

0 1

2 1 3 1 3
4 6

3 32 4 32 4
y y y y y y y y

   
           
   

 

 
2 1 3

4
3 32 4

 
     
 

 

        2 4 21 3
4 1 4 1 6 4 1 4 1

32 4

 
         
 

 

 
2 1 3 1 3

4 15 255 6 3 15
3 32 4 32 4

   
              
   
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2 1 3 255 45

4 15 18
3 32 4 32 4

          

 
2 3 45 1 255 2 48 256

7 7
3 4 32 3 4 32

 
            

 
2 2 9 2 7 1

7 12 8 3 2
3 3 3 3 3


              . 

Як було сказано раніше, результати обчислень не залежать від 

порядку інтегрування, тому вони є рівними між собою. 

З цього приклада видно, що раціонально вибравши порядок ін-

тегрування, можна скоротити обчислення. 

2. 1) область G  показано на рис. 1.15; 

 

Рисунок 1.15 

 2) очевидно, що проектувати треба на вісь Oy . Фігура 

проектується на вісь Oy  у відрізок  0,8 . Пряма, паралельна осі Ox , 

входить в область при 3x y , а виходить при 3x  . 

   
3

8 3

0G y

x y dxdy dy x y dx A      ; 

G  

y

 

x

 
3

 

0

 
3y x  

8y   8
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 3) (обчислювати починають із внутрішнього інтеграла; 

при інтегруванні y  вважають постійною) 

 
3

3
28 82 3

3

0 0

9
3

2 2 2
y

yx
A dy xy y y y dy

  
        
    

   

 

8
5 7 5 7

2 23 3 3 3

0

9 3 3 3 9 3 8 3 8 3 8
8

2 5 2 2 7 2 5 2 2 7

y y y
y

 
   

         
   
 

 

 
5 7

53 2 3 2 1 4
36 32 3 132 3 2

10 7 10 7

   
          

 
 

 
3 32

132


 

16

70
35

132 35 48 47 4620 2256
47

35 35

   
     

 
2364

67,54
35

  . 

3. Середнім значенням функції  ,f x y  в області G  назива-

ється число: 

 
 

0 0

,

, G

f x y ds

f f x y
S

 


, 

де S  – площа області G . У нашому випадку G  – трикутник  

(див. рис. 1.16). Його площу можна обчислити без подвійного інтеграла. 

 
1 1

6 2 2 2 4
2 2

ABC ABD ACDS S S         . 

    

3
2 3 2 2

0 0

6
6 6

2

x
x

G x x

y
x y dx dy dx x y dy xy dx

 
      

 
     

  
22 2 3

2 2 2 2 2

0 0 0

26 208
3 27 3 26 26 8

3 3 3

x
x x x x dx x dx          . 
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Рисунок 1.16 

У такий спосіб 

 
208 52

3 4 3
f  


. 

 

Задачі та приклади  

1. Обчисліть подвійні інтеграли по прямокутних областях. 

1.1. 36
xy

G

ye dxdy , 

 G : 3x  , 6x  , ln 2y  , ln3y  . 

G  

x  2  

2  

0  

y  

6  

3y x  

y x  

A

B

C

D  
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1.2. 12 sin 2
G

x xy dxdy , 

 G : 
4

x


 , 
2

x


 , 2y  , 3y  . 

1.3. 2 sin
G

y xy dxdy , 

 G : 
2

y


 , y  , 1x  , 2x  . 

1.4. 612 xy

G

xe dxdy , 

 G : ln3x  , ln4x  , 
1

6
y  , 

1

3
y  . 

2. Розставте границі інтегрування в подвійному інтегралі 

 ,
G

f x y dxdy , якщо відомо, що область G  обмежена лініями. 

2.1. 1x  , 4x  , 3 2 4 0x y   . 

2.2. 
2 2 4 0x y x   . 

2.3. 
3 1y x  , 0x  , 4x y  . 

3. Змініть порядок інтегрування. 

3.1.  
22 4

2 0

,

x

dx f x y dy




  . 

3.2.  
2

11

0 1

,

y

y

dy f x y dx



 

  . 

3.3.    
1 0 2 0

0 1 2

, ,
x x

dx f x y dy dx f x y dy
  

    . 

3.4.    
1 0 2 0

0 1 2

, ,
y y

dy f x y dx dy f x y dx
  

    . 

3.5.  
ln

1 0

,

e x

dx f x y dy  . 
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4. Обчисліть 

 2

G

x y dxdy , G : 2y x , 
2y x . 

5. Обчисліть 2

G

xy dxdy , якщо область G  обмежена парабо-

лою 
2 2y px  і прямою 

2

p
x   ( 0)p  . 

6. Обчисліть 
G

xdxdy , якщо область G  обмежена лініями 

0x  , 0y  , 24y x  . 

7. Знайдіть середнє значення функції    , cosf x y x x y   в 

області, обмеженій лініями 0y  , x  , y x . 

8. Обчисліть середнє значення функції   2,f x y xy  в облас-

ті, обмеженій лініями 
2y x , y x . 
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1.2. Заміна змінної в подвійному інтегралі. Перехід до полярної  

системи координат і узагальненої полярної системи координат 

 

1. Нехай змінні x , y  пов’язані зі змінними u  і v  співвідно-

шеннями:  ,x u v ,  ,y u v , де  ,u v ,  ,u v  − диференційовні 

функції, що взаємно однозначно відображають область G  у площині 

xOy  в область G  у площині uOv . Нехай при цьому якобіан переходу: 

 ,

x x

u v
J x y

y y

u v

 

 


 

 

 

зберігає знак. Елементарний прямокутник із площею u v   при тако-

му перетворенні переходить в елементарну область, що є в першому 

наближенні паралелограмом із площею J u v  . Таким чином, за 

своїм змістом J  представляє собою коефіцієнт розтягнення (стис-

нення). При переході до криволінійних координат є вірною формула 

заміни змінної в подвійному інтегралі: 

       , , , ,
G G

f x y dxdy f u v u v J du dv 


  . (3) 

2. Прямокутні декартові координати  ,x y  пов’язані з поляр-

ними координатами  ,   наступними формулами: 

 cos ,

sin ,

x

y

 
 




  0, 0 2      . 

Координатними лініями полярної системи координат є кола 

const   і промені const  . При переході до полярних координат 

елементарна область, яка показана на рис. 1.17, перетвориться в еле-

ментарну область, що показана на рис. 1.18. 
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Рисунок 1.17 

 

Рисунок 1.18 

Якобіан переходу до криволінійних координат  ,    J  . 

Формула (3) переходу до криволінійних координат у подвійно-

му інтегралі для випадку полярних координат набуває вигляду: 

   , cos , sin
G G

f x y dxdy f d d      


  . 

3. Для того, щоб розставити границі в полярній системі коор-

динат, варто визначити промені, між якими розташована область G  

   і   . Ці промені торкаються межі області і точками дотику 

0  

    

  

  

  

  

    

        

    

  

0  

  
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A  і B  ділять її на дві частини  1    і  2   . Довільний 

промінь, проведений між променями    і   , входить в область 

при  1   , а виходить при  2    (див. рис. 1.19). Числа   і 

  є границями зовнішнього інтеграла, а функції  1   і  2   – 

границями внутрішнього інтеграла. 

 

Рисунок 1.19 

Таким чином, 

   
 

 2

1

cos , sin cos , sin
G

J f d d d f d

 

  

             


    . (4) 

Іноді доводиться змінювати порядок інтегрування: зовнішнє ін-

тегрування по  , а внутрішнє по  . 

У цьому випадку варто визначити кола, між якими розміщена 

область 
1R   і 

2R  . Ці кола, торкаючись межі області, ділять її на 

дві частини  1    і  2   . Довільне коло, проведене між 

1R   і 
2R  , входить в область при  1   , а виходить із обла-

сті при  2    (див. рис. 1.20). 

  

  

0  

 2    

   

   

A  

B  

 1    
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Рисунок 1.20 

Отже, 

 
 

 22

1 1

cos , sin

R

R

J d f d

 

 

         . 

4. Якщо полюс полярної системи координат знаходиться у се-

редині області, а область обмежена замкненою кривою     , то у 

формулі (4) 

0  , 2  ,  1 0   ,    2    : 

 
 2

0 0

cos , sinJ d f d

 

         . 

5. Якщо полюс знаходиться на межі області, то   і   мо-

жуть набувати різних значень,  1 0    і    2    . 

 

Приклади 

1. Обчисліть  2 2

G

x y dxdy , якщо G  обмежена колом 

2 2 4x y x  . 

 1    

 2    

1R 

2R   

A  

B  
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2. Обчисліть подвійний інтеграл  1
G

y dxdy , якщо область 

G  задано нерівностями: 2 2 9x y  , y x , 0x  . 

3. Обчисліть подвійний інтеграл 2 24
G

x y dx dy  , якщо 

область G  задано нерівностями: 2 21 4x y   , 
1

3
y x , 3y x . 

4. Обчисліть площу фігури, обмеженої прямими y x  

 y x , y x    y x   і колами 2 23 0x x y   , 2 26 0x x y   . 

5. Знайдіть площу фігури, обмеженої лініями: 

2 2 4x y x  , 
2 2 6x y x  , 

1

3
y x , 3y x . 

6. Обчисліть площу фігури, заданої нерівностями 

 
22 2x y r r   , 3x r y  , 0y  . 

 

Розв’язання 

1. Область G  зображено на рисунку 1.21. 

 

Рисунок 1.21 

2


 

  
4  0  

2


  

4cos   

  
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Оскільки область G  обмежена колом, при обчисленні інтеграла 

зручно скористатися полярними координатами: cosx   , 

siny   . Рівняння кола в полярних координатах набуває вигляду: 

2 2 2 2cos sin 4 cos          4cos  . Область розташована 

між променями 
2


    і 

2


  . Полюс лежить на межі області, 

 1 0   ,  2 4cos    (див. рис. 1.21). 

  
4cos4cos 42 2

2 2 2

0 0

2 2

4
G

x y dxdy d d d

 


 


    

 

        

 
2 2

3 4 3 4

0

2

4 cos 2 4 cos 2d d

 



   



    
34
2 1 3

2



4
24

2


  . 

2. Область G  знаходиться справа відносно осі Oy   0x  , 

обмежена колом 2 2 9x y   і прямою y x  (див. рис. 1.22). 

Оскільки область G  являє собою круговий сектор, то це вказує 

на доцільність переходу від декартових координат  ,x y  до полярних 

координат  ,  . Формули переходу мають вигляд: 

cos ,

sin .

x

y

 

 





 

В результаті наступних перетворень, вираз  2 2x y  приймає 

вигляд: 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos sin cos sinx y                   

  2 2 2x y   . 
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Рисунок 1.22 

Тоді рівняння кола приймає вигляд 3   (див. рис. 1.22), пряма 

0x   переходить у промінь при 0y  : 

0,

0;

x

y




  2


   

cos 0, cos 0, arccos0,

sin 0; sin 0; 0 ,

   

    

      
          

, 

а пряма y x  в першій чверті перетворюється у промінь 

4


   

sin
sin cos 1 tg 1 arctg1

cos

 
     

 

 
       

 
. 

Перетворимо підінтегральний вираз: 

     , 1 sin 1f x y y      . 

y  

3  

0  3  x  

1
4


   

2
2


   

 y x  

 
G

G



0  
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Тепер необхідно перетворити подвійний інтеграл за формулою 

переходу: 

   , cos , sin
G G

f x y dxdy f d d      


  . 

Область G  розташована між променями 1
4


   і 

2
2


  . 

Полюс лежить на межі області,  1 0   ,  2 3   . Область інте-

грування є правильною в полярній системі координат, оскільки 

будь-який промінь 0  , де 0
4 2

 
  , перетинає межу області 

G  не більше, ніж у двох точках (див. рис. 1.22). Згідно зі співвід-

ношенням (4), даний подвійний інтеграл по правильній області G  

дорівнює повторному інтегралу по області G : 

   , cos , sin
G G

f x y dxdy f d d      


    

 
 2

1 0

cos , sind f d

 



         , 

де внутрішнім є інтеграл по змінній   з межами інтегрування від  

0  до 3 , а зовнішнім – інтеграл по змінній   з межами інтегрування 

від 
4


 до 

2


. Згідно з формулою (4) маємо: 

    
32

0

4

1 sin 1
G

y dxdy d d





           

  
3

3 3 22 2
2

0 0
4 4

sin sin
3 2

d d d

 

 

 
      

 
     

 
    
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3 22 2

4 4

3 3 9
sin 9sin

3 2 2
d d

 

 

   
   

       
  

   

    
2 2

44

9 9
9 cos 2cos

2 2

 



   
 

        
 

 

  
4

2

9 9
2cos 2 cos cos

2 2 4 2 4 2





   
 

    
          

    
 

 
9 2 2 9 2

2 0 2
2 2 4 2 2 4

       
              

    

 

  9 4 2 9
4 2

2 4 8





     . 

3. Область G  зображено на рисунку 1.23. 

Оскільки область G , яка обмежена колами 2 2 1x y  , 

2 2 4x y   і прямими 
1

3
y x , 3y x , що проходять через початок 

координат, являє собою частину кругового сектора, то, як і в поперед-

ньому прикладі, зручно перейти до полярної системи координат 

 2 2 2cos , sin ,x y x y        . Тоді підінтегральний вираз 

2 24 x y   приймає вигляд: 24  , а рівняння ліній, які обмежу-

ють область G , відповідно,    1   ,   2   , 
6


  , 

3


  . Об-

ласть G  лежить між променями 1
6


  , 2

3


  . Довільний промінь 

0 , проведений з полюса між цими променями, входить в область при 

 1 1    і виходить при  2 2   . 
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Рисунок 1.23 

Отже, область G  в полярній системі координат задається нерів-

ностями: 

,
6 3
1 2.

 





 


  

 

Область G  не містить полюса (початку координат), тому по-

двійний інтеграл приймає вигляд (4): 

   , cos , sin
G G

f x y dxdy f d d      


  
 

 
 

 22

1 1

cos , sind f d

 

  

         . 

y  

2  

1  

0  1  2  x  

3y x  
3


 

6


 

1

3
y x  

0  
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Таким чином, 

 
23

2 2 2 2

1

6

4 4 4
G G

x y dxdy d d d d





       


           

 
 

 
   

2
23 1

2 22

2
1

6

4 2
1

4 41
24

2

d d

d d
d d





  

  
  

  

     
  

   

 
 

 

2
3

2 2 23 3
3

2

1

16 6

41 1 2
4

32 2 3
2

d d

 

 


  


        

      
13 3

3 3 3
2 2 2

2

6 6

1 1
4 4 1 4 2

3 3
d d

 

 

  
 

       
 

   

  
3 3 3

33

6

6 6 6

1 1
3 0 3 3 3 3

3 3
d d d

  




  

            

 
2 3

3 3
3 6 6 6

     
    

 
. 

4. Приведемо рівняння кола 2 23 0x x y    до канонічного 

вигляду, виділивши повний квадрат відносно змінної x : 

2 23 0x x y      

2 2
2 2

2 2

3 3 3
2

2 2 2
x x y

 
     

 
 

2 2

23 3

2 2
x y

   
     

   
. 

В результаті отримаємо рівняння кола з центром 1

3
,0

2
O

 
 
 

 і радіусом 

1

3

2
R  . Шляхом аналогічних перетворень рівняння 2 26 0x x y    
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отримаємо канонічне рівняння кола  
2 2 23 3x y    з центром 

 2 3,0O  і радіусом 
2 3R  . 

Область G , яку займає фігура, обмежена даними колами і пря-

мими y x   y x , y x    y x  , зображено на рисунку 1.23. 

 

Рисунок 1.23 

Оскільки фігура обмежена колами, то подвійний інтеграл, який 

визначає площу даної фігури, зручніше обчислювати в полярній сис-

темі координат, використовуючи формулу: 

 

 22

1 1G

S d d d d

 

  

     


    . 

y  

0  3  6  x  

 y x

4


 

 y x  
4


  

2


 

0  

0  

 
G

G


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Нагадаємо, що прямокутні координати  ,x y  будь-якої точки 

площини xOy  пов'язані з полярними координатами  ,   наступни-

ми формулами: 

cos ,

sin ,

x

y

 

 





 

де 0  , 0 2   . Підставляючи їх в рівняння кола, отримаємо: 

2 2 2 2cos 3 cos sin 0        , 

 2 2 2cos sin 3 cos :       . 

Отже, полярне рівняння першого кола: 3cos  . Аналогічно отри-

маємо полярне рівняння другого кола: 6cos  . Область G , яку 

займає фігура, лежить між променями 1
4


   , 2

4


  , оскільки: 

y x     1
y

x
     1

1

sin
1

cos

 

 
     

1tg 1      

   1 arctg 1      1
4


    1 0

2




 
   
 

, 

y x    1
y

x
    2

2

sin
1

cos

 

 
    2tg 1     

  2 arctg1     2
4


   0

2




 
  

 
. 

Тоді площа фігури обчислюється за формулою: 

 

 22

1 1

6cos4

3cos

4

G

S d d d d d d


  

   

        




       . 

З умови видно, що фігура є симетричною. Вісь координат Ox  

ділить фігуру на дві рівні частини. Тому можна обчислити половину 

цієї площі і результат помножити на два. Остаточно маємо: 
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6cos6cos 24 4 4
6cos

2

3cos
0 3cos 0 03cos

2 2
2

S d d d d

  





 


             

  
4 4

2 2 2 2 2

0 0

6 cos 3 cos 27 cosd d

 

          

  
4 4

0 0

27 27 1
1 cos2 sin 2

2 2 2
d

 

   
 

     
 

  

 
27 1 2 27 1

sin sin
2 4 2 4 2 4 2 2

      
       

   
 

 
 27 227 1 27 1

1
2 4 2 2 4 2 8

     
        

   
  кв.од.  

5. Площа області G  дорівнює 
G

dxdy . Оскільки область G  

обмежена колом і прямими, що проходять через початок координат 

(див. рис. 1.25), при обчисленні площі зручно скористатися полярною 

системою координат. 

 

Рисунок 1.25 

4cos   

  

0  

4  6  

3y x

3

x
y   

3


 

6


 

  

2


 

6cos   
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У полярній системі координат рівняння ліній, що обмежують 

область, мають вигляд 4cos  , 6cos  , 6  , 3  . Об-

ласть G  розташована між променями 6   і 3  . Будь-який 

промінь між 6   і 3   входить в область при 4cos  , а 

виходить при 6cos  . 

У такий спосіб: 

 

6cos3 3 36cos 2 2 2
2

6 4cos 6 64cos

6 4
cos

2 2
S d d d d

  

   


     


        

 

33

6 6

1 cos2 sin 2
10 5

2 2
d



 

 
 

  
    

 
  

 
5 2 5

5 sin sin
3 6 2 3 3 6

       
       

   
. 

6. Область G , яку займає фігура на площині xOy , зображена 

на рисунку 1.25. 

 

Рисунок 1.25 

0  

r  x  

2r

r  

y  3x r y   

 3 cos sinr      

 
22 2x y r r  

 2 sinr     

xOy  

 
G

G
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Область G  обмежена двома прямими 3x r y  , 0y   і колом 

 
22 2x y r r    з центром в точці  0, r  і радіусом, рівним r . 

Як і в попередніх прикладах, подвійний інтеграл, який визначає 

площу даної фігури, зручніше обчислювати в полярній системі коор-

динат. 

Для зручності обчислення подвійного інтеграла проведемо 

вісь координат OX  через центр кола паралельно осі Ox . Таким 

чином, отримаємо координатну площину XOy , в якій область 1G  

обмежена концентричним колом 2 2 2x y r   з радіусом, рівним r  , 

і прямими 3x y , 0x   (див. рис. 1.26). 

 

Рисунок 1.26 

Площа області G  на площині xOy  і площа області 1G , яку за-

ймає фігура на площині XOy , є рівними між собою. Тоді за форму-

лою: 

 

 22

1 1 1G G

S d d d d d d

 

  

        
 

      . 

1G  

0  

r  X  

r  

r  

y  
 arctg3   

2


  

2 2 2x y r   

 r   

3x y  

XOy  
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Перейдемо від декартових координат  ,x y  до полярних коор-

динат  ,  , використовуючи формули переходу cosx   , 

siny   , 2 2 2x y   . В результаті заміни рівняння ліній, які об-

межують область G , приймають вигляд: 

 2 2 2x y r     r  , 

 0x     1
2


   , (так як 0y  ), 

 3x y    2 arctg3  . 

Область 1G  розташована між променями 1
2


    і 

2 arctg3  . Полюс лежить на межі області,  1 0   ,  2 r   . 

Отже, область 1G , яку займає фігура на площині XOy , в полярній сис-

темі координат задається нерівностями: 

arctg3,
2

0 ,r







  

  

 

де   – змінна, по якій буде проводитися внутрішнє інтегрування, а   

змінна, по якій буде проводитися зовнішнє інтегрування. 

Тоді, згідно з формулою обчислення площі плоскої фігури, має-

мо: 

 

arctg3arctg3 arctg3 arctg3 2
2 2

0
0

22 2 2

1 1

2 2 2

r
r r

S d d d r d
  

      
  

          

 
2 2

arctg3 arctg3
2 2 2 2

r r     
          

    
  кв.од.  
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6. При переході до узагальнених полярних координат, для 

яких 

cosx a  , siny b    0, 0 2      , 

якобіан переходу 

J ab , 

і формула переходу до цих координат набуває вигляду: 

   , cos , sin
G G

f x y ds ab f a b d d      


  . 

Такі координати використовуються найчастіше, коли межею 

області є промені і частини еліпсів, оскільки еліпси і промені є коор-

динатними лініями цієї системи координат. 

 

Приклад 

Обчисліть 
G

y
ds

x
, якщо область G  задана нерівностями 

2 2

1 3
9 4

x y
   , 0y  , 

2

3
y x . 

 

Розв’язання 

Область G  обмежена двома еліпсами: 

2 2

1
9 4

x y
   і 

2 2

1
27 12

x y
  , 

двома прямими, що проходять через початок координат: 0y   і 

2

3
y x  (див. рис. 1.28 а), тому при обчисленні цього інтеграла зручно 

скористатися узагальненою полярною системою координат: 

3 cosx   , 2 siny   . 



53 

Рівняння першого еліпса має вигляд 1  , рівняння другого еліпса 

3  , 0y   переходить у промінь 0  , а пряма 
2

3
y x  перетво-

риться в промінь (див. рис. 1.28 б) 

4


   

2
2 sin 3 cos tg 1

3
    

 
   

 
. 

Якобіан переходу 

6J ab   . 

 
 

а) б) 

Рисунок 1.28 

Таким чином: 

 

3 34 4

0 1 0 1

2 sin
6 4 tg

3 cos
G

y
dx dy d d d d

x

 

 
      

 
          

 

3
24 4

4

0
0 01

4 tg 4 tg 4ln cos
2

d d

 


            

 
2

4ln 2ln 2 ln 4
2

    . 

 



1  3

0

4


 

  

2

3
y x  

x  

y  2 3  

3 3  3  

2  

0  
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Задачі та приклади  

1. У подвійному інтегралі  ,
G

f x y ds  перейдіть до полярної 

системи координат і розставте границі інтегрування, якщо задано об-

ласть G . 

1.1. Круг 
2 2 2x y a  . 

1.2. Круг 
2 2x y ax  . 

1.3. Круг 
2 2 6x y y  . 

1.4. Частина кільця 
2 2 2 2a x y b     0, 0x y  . 

1.5. Частина кільця 
2 2 2a x y b     0, 0x y  . 

1.6. Прямокутник 0 x a  , 0 y b  . 

1.7. Трикутник 0 1x  ,  0 1y x   . 

2. Перейдіть до полярних координат і розставте границі інтег-

рування в інтегралі  ,
G

f x y ds , де G  – область, обмежена кривою 

   
2

2 2 2 2 2x y a x y   ,  0x  . 

3. Перейдіть до полярної системи координат в  ,
G

f x y ds  і 

розставте границі інтегрування по області, обмеженій однією пелюст-

кою cos2  . 

4. Змініть порядок інтегрування в інтегралах. 

4.1.  
cos2

0

2

,

a

d f d







   



  . 4.2.  
sin

0 0

,

a

d f d



     . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 
2 2 4x y y  , 

2 2 6x y y  , 0x  , 3y x . 
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6. Обчисліть  6 2 3
G

x y dxdy   по області, обмеженій колом 

2 2 4x y  . 

7. Обчисліть arctg
G

y
ds

x , якщо G  – частина кільця, обмеже-

на лініями 
2 2 1x y  , 

2 2 9x y  , 
1

3
y x , 3y x . 

8. Обчисліть 
G

xy dxdy , якщо G  обмежена еліпсом 

2 2

1
4 9

x y
   і прямими 0x  , 0y    0, 0x y  . 

9. Обчисліть 
G

x
ds

y
, якщо область G  задано нерівностями: 

2 2

1 4
4 9

x y
   , 0x  , 

3

2

x
y  . 
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1.3. Геометричні та фізичні застосування подвійного інтеграла 

 

1. Площа плоскої фігури, що займає область G  у площині 

xOy , за допомогою подвійного інтеграла обчислюється за формулою: 

G

S dxdy  . 

 

Приклади 

Обчисліть площу фігур, обмежених лініями. 

1. 2 2y x x  , y x .  

2. siny x , cosy x , 0x    0x  . 

3.    
2

2 2 2 2 2x y a x y   . 

 

Розв’язання 

1. Фігура обмежена параболою 2 2y x x   та прямою y x  

(див. рис. 1.29). 

 

Рисунок 1.29 

y x  

x  

y  

0  1  

2  

2  

3  

3  

1  

2 2y x x   

1  
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Парабола і пряма перетинаються у двох точках: при 0x   і 

3x  . Фігура проектується на вісь Ox  у відрізок  0,3 . Будь-яка пря-

ма, паралельна осі, входить в область при 2 2y x x   (на параболі), а 

виходить при y x  (на прямій). 

  2

2

3 3 3

2

2

0 0 02

3
x

x

x x

G x x

S dx dy dx dy y dx x x dx




           

 

3
2 3

0

3 27 9
9

2 3 2 2

x x 
     
 

 кв.од.  

2. Фігуру, обмежену синусоїдою siny x , косинусоїдою 

cosy x  і прямою 0x  , зображено на рисунку 1.30. 

 

Рисунок 1.30 

У даному випадку в повторному інтегралі зручно внутрішній 

інтеграл обчислювати по змінній y , а зовнішній − по змінній x , від-

повідно, площа фігури обчислюється за формулою: 

 

 2

1

y xb

G a y x

S dy dx dx dy    . 

y  

1  

0  2

    x  

3

4

  

1  
siny x  

cosy x  
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З рисунка 1.29 видно, що фігура проектується на вісь Ox  у від-

різок 
3

,0
4

 
 
 

, де 
3

4
x


   і 0x   − абсциси точок перетину ліній, 

які обмежують фігуру (область інтегрування G ). Вони є, відповідно, 

нижньою і верхнею межами інтегрування у зовнішньому інтегралі. 

Будь-яка пряма, паралельна осі Oy , входить в область при siny x , а 

виходить при cosy x . Ці функції є, відповідно, нижньою і верхнею 

межами інтегрування у внутрішньому інтегралі. 

Тоді 

  
0 cos 0 0

cos

sin
3 3 3sin

4 4 4

cos sin

x
x

x

x

S dx dy y dx x x dx
  

  

         

  
0

3

4

3 3
sin cos sin 0 sin cos0 cos

4 4
x x 

 


    
         

   
 

  
2 2

0 1 1 2
2 2

   
             

   
  кв.од.  

3. При розв’язанні цієї задачі зручніше перейти до полярної  

системи координат cosx   , siny   . Рівняння кривої в цій  

системі координат набуває вигляду:  

 4 2 2 2 2cos sina     , 

тобто 

cos 2a   (див. рис. 1.31). 

Крива (лемніската Бернуллі) визначена для всіх  , для яких 

 cos 2 0  : 
4 4

 
    і 

3 5

2 4

 
  . 
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 ( )



 

φ 

0 

2 

/4 

/2 

3/4 

 

5/4 

3/2 

7/4 

a 

 

Рисунок 1.31 

Згідно рис. 1.31, вона симетрична відносно осей координат і 

площа S  фігури, обмеженої цією кривою, обчислюється подвійним 

інтегралом: 

 

cos 2cos 24 4 2

0 0 0 0

4 4
2

aa

S d d d

 


         

 

4

2 2 24

0
0

2 cos 2 sin 2a d a a

 

      кв.од.  

Таким чином, площа, яка обмежена лемніскатою Бернуллі, до-

рівнює площі квадрата зі стороною a . 

2. Об’єм циліндричного тіла, обмеженого зверху неперервною 

поверхнею  ,z f x y , знизу площиною 0z   і з боків прямою ци-

ліндричною поверхнею, що вирізає з площини xOy  область G , до-

рівнює: 

 ,
G

V f x y dxdy  . 

 

Приклади 

1. Обчисліть об’єм тіла, яке розташовано в першому квадранті 

і обмежено поверхнями, рівняння яких: 9xy  , 2 3y x , 1x  , 0z   і 

2z  . 
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2. Знайдіть об’єми тіл, обмежених наступними поверхнями. 

2.1. 2 2z x y  , 2y x , 1y  , 0z  . 

2.2. 2 24y x z   , 0y  . 

3. Обчисліть об’єм частини кулі радіуса R  з центром у поча-

тку координат, яку вирізано круговим циліндром, що проходить через 

вісь Oz , з радіусом основи, рівним 
2

R
. 

 

Розв’язання 

1. Оскільки рівняння перших трьох поверхонь не містять 

змінної z , то звідси випливає, що усі ці поверхні є циліндричними, 

твірні яких паралельні осі Oz , а напрямні – криві, які лежать у пло-

щині xOy , рівняння яких: 9xy  , 2 3y x  і 1x  . 

Рівняння 0z   являє собою площину xOy , а рівняння 2z   − 

площину, паралельну площині xOy . Оскільки тіло знаходиться в 

першому квадранті, то всі аплікати точок цього тіла будуть невід'єм-

ними. Отже, тіло, об’єм якого необхідно визначити, обмежено знизу 

площиною xOy , зверху – неперервною поверхнею  , 2f x y  , і з 

боків – циліндричними поверхнями, твірні яких паралельні осі Oz . В 

цьому випадку об’єм буде виражатися за формулою: 

 ,
G

V f x y dxdy  . 

Для обчислення даного інтеграла визначимо область інтегру-

вання G . Щоб її отримати, необхідно спроектувати тіло на площину 

xOy . Область G  обмежена параболою 2 3y x , гіперболою 9xy   і 

прямою лінією 1x  . 

Парабола 2 3y x  розташована в першому і четвертому квад-

рантах. Вершина її збігається з початком координат. Гіпербола розта-

шована в першому і третьому квадрантах, причому осі координат є її 
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асимптотами. Пряма 1x   паралельна осі Oy  і перетинає вісь абсцис 

в точці 1x   (див. рис. 1.32). 

Знайдемо координати точки перетину параболи і прямої, 

розв’язуючи спільно наступні рівняння: 

2 3 ,

1.

y x

x

 



 

Отримаємо:  1, 3 . 

Аналогічно знайдемо точку  1,9  − точку перетину прямої 

1x   з гіперболою 9xy  , а також точку  3,3  − точку перетину па-

раболи 2 3y x  і гіперболи 9xy  . 

Оскільки подвійний інтеграл виражається через повторний інте-

грал, визначимо порядок інтегрування. Очевидно, що в цьому випадку 

раціонально буде інтегрувати внутрішній інтеграл по змінній y , а зо-

внішній – по змінній x . Тому формула для обчислення об’єма цилінд-

ричного тіла приймає вигляд: 

   
 

 2

1

, ,

y xb

G a y x

V f x y dx dy dx f x y dy    . 

Значення меж інтегрування у зовнішньому інтегралі визначимо 

з рисунка 1.32: a  і b  є абсцисами кінців сегмента, які отримано при 

проектуванні області G  на вісь Ox . Легко бачити, що в нашому випа-

дку 1a   і 3b  . З рисунка 1.32 також легко визначити внутрішні 

межі інтегрування. Будь-яка пряма, паралельна осі Oy , входить в об-

ласть, перетинаючи лінію  1 3y x x , а виходить, перетинаючи лі-

нію  2

9
y x

x
 . Ці функції будуть, відповідно, нижньою і верхнею 

межами інтегрування у внутрішньому інтегралі. 
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Рисунок 1.32 

Остаточно отримаємо: 

    
 

 2

1

9

3

1 3

, , 2

y xb x

G a y x x

V f x y dx dy dx f x y dy dx dy         
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1

9
2 2 3 2 9ln 3

3
2

x

x

x
y dx x dx x

x

 
         

  
 

 
 

x  3  1  0  

3  

9  

y  

3y x

9
y

x
  

3y x   

1  

9  

G  

 1, 3  

0x  

 3,3  

 1,9  

3
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  
3

3 3

0
1

2 3 2 3
2 9ln 2 9 ln3 ln1 3 1

3 3
x x

    
                 

 

 
2 3 2 3 2 3

2 9ln3 3 3 2 9ln3 6
3 3 3

   
            

   
  куб.од. ,  

 
2 3

9ln3 6 0
3

 
    

 
. 

2.1. Дане тіло обмежене зверху параболоїдом 2 2z x y  , знизу 

площиною 0z   і з боків – циліндричною поверхнею, вирізає на пло-

щині xOy  область G , обмежену лініями 2y x  і 1y   (див. рис. 1.33). 

 

 

 

 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.33 

    
2

1 1

2 2 2 2

1G x

V x y dx dy dx x y dy


        

  
2

1
1 13 6

2 2 2

1 1

1
1

3 3 3
x

y x
x y dx x x dx

 

   
         

   
   

y  

x  1  0  1  

1  1y   

2y x  

0  

x  

y  

z  

1  1  

1  

2  
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1
3 5 7

1

1 2 2 2 2

3 5 3 21 3 5 3 21

x x x
x



          

 
35 2 21 5 88

2
105 105

  
    куб.од.  

2.2. У цьому випадку тіло обмежене параболоїдом обертання з 

віссю Oy   2 24y x z    і площиною 0y   (див. рис. 1.34 а). Його 

проекцією на площину xOz  є круг 2 2 4x z   (див. рис. 1.34 б). 

Шуканий об’єм  
2 2

2 2

4

4

x z

V x z dx dz

 

    зручніше обчислю-

вати в полярних координатах cosx   , sinz   . 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.34 

  
2

2 2 2 4
2 2

0 0 0 0

4 2
4

V d d d
 


     

 
     

 
    

  
2

0
8 4 8


      куб.од.

 

3. Рівняння сфери: 2 2 2 2x y z R     2 2 2z R x y    . 

  

2  

0  
2    

2 2: 4xzD x z   

2  

y  

z  

x  

0  

xzD  

4  

2  
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Рівняння циліндра 

 

2 2
2

2 4

R R
x y

 
   
 

, 
2 2

2 2

4 4

R R
x y Ry    , 

або 2 2x y Ry  . 

Тіло є симетричним відносно площин xOy   0z   і yOz  

 0x   (див. рис. 1.35). 

 

Рисунок 1.35 

Обчислимо чверть об’єму початкового тіла і результат помножимо 

на 4. 

Рівняння 0z   визначає площину xOy , а рівняння 

2 2 2z R x y    − частину сферичної поверхні. Оскільки тіло знахо-

2 2
2

2 4

R R
x y

 
   
 

 

x  

R  

R  

y  

z  

2 2 2 2x y z R    

0  

R  
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диться в першому квадранті, то всі аплікати точок цього тіла будуть 

невід'ємними  0z  , тобто усі ці точки розташовані вище або на  

площині 0z  . Отже, тіло, об’єм котрого необхідно визначити, знизу 

обмежено площиною xOy , зверху обмежено неперервної поверхнею 

  2 2 2, 0f x y R x y    . З боків тіло обмежено площиною 0x   і 

циліндричною поверхнею (круговим циліндром), твірна якої парале-

льна осі Oz . В цьому випадку об’єм буде виражатися за формулою: 

 ,
G

V f x y dxdy  . 

Оскільки у даного кругового циліндра напрямною служить коло 
2 2x y Ry  , яке лежить в площині xOy , то областю інтегрування G  

буде півкруг 2 2x y Ry    0x   (див. рис. 1.36). 

 

Рисунок 1.36 

Внутрішнє інтегрування будемо проводити по змінній x , а зов-

нішнє – по y . Межі інтегрування по змінній y  будуть сталими. Ниж-

ня межа – 0y  , верхня  – y R . Межі інтегрування по змінній x  

визначимо з рівняння кола: 

G  
2

R
 

x  

R  

0  

y  
2x Ry y   

2

R
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 2 2x y Ry  , 2x Ry y   . 

Для точок частини тіла, розташованого в першому квадранті, 

0x  . Отже, межі по змінній x  будуть наступними: нижня − 0x   і 

верхня − 2x Ry y  . Підінтегральну функцію,   2 2 2,f x y R x y   , 

визначає рівняння поверхні, яка обмежує тіло зверху. Отже, отримаємо: 

 

2

2 2 2

0 0

,
4

Ry yR

G

V
f x y dx dy dy R x y dx



      . 

Для обчислення інтеграла зручно перейти до полярних координат 

 2 2 2cos , sin ; ,x y x y dxdy d d            . 

 

Рисунок 1.37 

Визначимо межі інтегрування для полярних координат. Поляр-

ний кут   змінюється від 0  до 
2


 (див. рис. 1.37). Для визначення 

меж інтегрування по   підставимо в рівняння кола 

 

G

G
 

2

R
 

x  

R  

0  

y  

2


 

2 2x y Ry   

 sinR   

0  

2

R
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2 2x y Ry   

замість x  і y  їхні вирази в полярних координатах: 

2 2 2 2cos sin sinR       , 

2 sinR   . 

Звідси випливає, що 

 sin 0R     

або 

0  , sinR  . 

Отже, нижньою межею буде  1 0   , верхньою −  2 sinR   . 

Перетворимо підінтегральну функцію: 

 2 2 2 2 2 2 2 2R x y R x y R        . 

В результаті, використовуючи формулу 

 cos , sin
G

V f d d      


  , 

маємо: 

 
 

 

2 2
sin2

2 2

2 2
0 0

2

1
4

2

R d R d
V

d R d
d R d



   

   
  

  

   
  

   

    
sin2 1

2 2 2 22

0 0

1

2

R

d R d R





         

 
 

 

sin
3

2 2 2 sin2 2
3

2 2

00 0

0

1 1

32 3
2

R

RR
d R d

 


  


        
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  
2

3
2 2 2 3

0

1
sin

3
R R R d



 
 

     
 
  

  
2

3

32 2
3 3 2 3

0 0
cos

1
1 sin 1 cos

3 3

R
R R d d

 



   

 
  
       
   

 

   

  
3 2

3

0

0 0 cos 1 1 cos
2 3

R
d




             

     
3 32 2

2 2

0 0

1 cos cos 1 1 sin cos
3 3

R R
d d

 

               

    
3 2

2

0

1 cos sin cos sin cos
3

R
d d d



              

    
3 2 2

2

0 0

1 cos sin sin
3

R
d d

 

   

 
 

    
 
 

   

 
3 3 2

0

sin
sin

3 3

R




 
 

    
 

 

 
3

3 3

0 0

1 1

1
0 sin sin 0 sin sin 0

3 2 2 3 2

R   
   
     

                
    

 

 
3 3 31 2 3 4

1
3 2 3 3 2 3 3 6

R R R      
          

   
 

 
 3 3 4

18

R  
  куб. од.  
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 3 3 4

3 4 0
18

R 


 
    

 
. 

Тоді величина всього шуканого об’єму дорівнює: 

 
   3 33 4 2 3 4

4
18 9

R R
V

  
     куб. од.  

3. Площа гладкої криволінійної поверхні  ,z z x y  вира-

жається інтегралом 

   
22

1 x y

G

S z z dx dy    , 

де область G  – проекція поверхні на площину xOy . 

Якщо гладка поверхня задана рівнянням  ,x x y z  і G  –  

проекція поверхні на площину yOz , то площа поверхні S  виражаєть-

ся інтегралом 

   
2 2

1 y z

G

S x x dy dz    . 

У випадку, якщо поверхня задана рівнянням  ,y y x z , а G  – 

проекція поверхні на площину xOz , то площа поверхні S  виражаєть-

ся інтегралом 

   
2 2

1 x z

G

S y y dxdz    . 

 

Приклад 

Знайдіть площу частини поверхні конуса 
2 2 2z x y  , що зна-

ходиться усередині циліндра 
2 2 2x y x  . 
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Розв’язання 

Поверхня задана функцією виду  ,z z x y  (див. рис. 1.38), то-

му її площу варто шукати за першою з наведених формул: 

   
22

1 x y

G

S z z dx dy    . 

 

Рисунок 1.38 

Область G  представляє собою внутрішню частину круга 

2 2 2x y x  , радіус якого дорівнює одиниці. 

Тоді: 
2 2

x

x
z

x y
 


, 

2 2
y

y
z

x y
 


, 

    
2 2

22

2 2 2 2
1 1 2x y

x y
z z

x y x y
      

 
, 

y  

x  

z  

0  
1  

2  
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кола2 2 2 2

G G

S dxdy dxdy S        кв.од.  

4. За допомогою подвійного інтеграла можна обчислити масу 

плоскої пластини, статичні моменти та координати центра мас. 

 Якщо  ,x y  – густина речовини, розподіленої в пластин-

ці, що займає область G , то масу пластинки m  можна обчислити за 

формулою 

 ,
G

m x y dxdy  . 

 Координати центра мас пластинки  ,c cC x y  визначають-

ся за формулами: 

 ,
G

c

x x y dx dy

x
m






, 

 ,
G

c

y x y dx dy

y
m






. 

 Величини  ,x

G

M y x y dxdy   і  ,y

G

M x x y dxdy   

називаються статичними моментами пластинки відносно осей Ox  і 

Oy  відповідно. 

 

Приклади 

1. Обчисліть масу частини еліптичного кільця, що займає об-

ласть G , яка описана нерівностями, якщо  ,x y  – густина. 

 G : 
2 2

1 4
16 4

x y
   , 0x  , 

2

x
y  ; 

  ,
x

x y
y

  . 
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2. Знайдіть координати центра мас однорідної пластинки, об-

меженої кривими: 
2

2

x
y  , 4x y  . 

 

Розв’язання 

1. Відповідно до наведеної формули 

 ,
G G

x
m x y dx dy dx dy

y
   . 

Оскільки область G  обмежена еліпсами й променями, зручно 

перейти до узагальнених полярних координат: 

4 cosx   , 2 siny   ,  якобіан переходу 4 2 8J     . 

У цих координатах рівняння ліній, що обмежують область  

(див. рис. 1.39), приймуть вигляд: 

1  , 2  , 
2


  , 

2

x
y     

4 cos
2 sin

2

 
      

4


  . 

 

Рисунок 1.39 

Таким чином, 

4


 

  

  

0  

1  

2  

2


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22

1

4

4 cos cos
8 16

2 sin sin
G

m d d d d





  
     

  

      

  
2

2

2

4 1

16 ln sin 8 ln sin ln sin 4 1
2 2 4





  


 
        

 
 

 
1

24ln 12ln 2
2

   . 

2. Обчислимо спочатку масу пластинки. Оскільки пластинка 

однорідна, то   0,
G G

m x y dxdy dxdy    . 

 

Рисунок 1.40 

Для того, щоб розставити границі інтегрування, визначимо ко-

ординати точок перетину параболи та прямої, що проходить через то-

чки A  і B  (див. рис. 1.40): 

y  

8  

2  

2

2

x
y   

4x y   

2  4  0  4  x  
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2

4
2

x
x  , 2 2 8 0x x   , 

1 4x   , 
2 2x     

    4;8A  ,  2;2B  . 

 
2

2
2 4 2 2 2 3

0 0 0

4 4 4

2

4 4
2 2 6

x

x

x x x
m dx dy x dx x  



  

   
          

   
    

 0 0

4 64
8 2 16 8 18

3 6
 

 
        

 
. 

Відповідно до наведених формул: 

 

  0
0

0

,
G G

x x y dxdy xdxdy

x
m m

 


  
 

018 2

2 4

4

2

x

x

xdx dy




   

 

2
2 2 3 4

2

4 4

1 1
4 2

18 2 18 3 8

x x x
x x dx x

 

   
          

   
  

 
3 41 8 4 4 18

8 2 32 1
18 3 3 8 18

  
         

 
, 

 

 

2

0 2 4

0

4

2

,
1

18

x

G G

x

y x y dxdy y dxdy

y dx y dy
m m

 




   
 

   

  2

2 2 4
4 22

2
4 4

1 1
4

36 36 4

x

x

x
y dx x dx



 

 
     

 
   

 
 

2
3 5 3 5

4

41 1 8 8 32 4 16

36 3 20 36 3 3 20 20 5

x x



   
              

. 

Отже, центр мас пластинки знаходиться в точці 
16

1;
5

C
 
 
 

. 
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Задачі та приклади  

1. Обчисліть площу фігур, обмежених лініями. 

1.1. 2 2y x x  , y x . 

1.2. 28x y  , 2x y  . 

1.3. 
3

y
x

 , 8 xy e , 3y  , 8y  . 

1.4. 2 24 0x x y   , 2 28 0x x y   , 0y  , 
3

x
y  . 

1.5. 2 22 0x x y   , 2 24 0x x y   , 0y  , y x . 

1.6. 2cos2  . 

1.7. 2sin3  . 

2. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого параболоїдом 2 2z x y   

і площинами: 0z  , 1y  , 2y x , 6y x  . 

3. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого параболоїдом 

2 21z x y    

і площинами 0x  , 0y  , 0z  , 4x  , 4y  . 

4. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого параболоїдом 

2 2 64z x y   , 

площиною 0z    0z   та циліндром 2 2 8 2x y x  . 

5. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого еліптичними циліндрами 

2 2

1
4 1

z y
   

і площинами 0z   й 12 3 4z x y   . 

6. Обчисліть площу частини конуса 2 2z x y  , розташова-

ної усередині циліндра 
2 2 2x y y  . 
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7. Обчисліть площу частини конуса 2 22z x y  , розташо-

ваної усередині циліндра 2 2 4x y y  . 

8. Обчисліть масу плоскої пластинки, що займає область 

2 2

1 5
4 16

x y
   , 0x  , 2y x , якщо поверхнева густина  ,

x
x y

y
  . 

9. Обчисліть координати центра мас однорідної плоскої фігу-

ри, обмеженої лініями 2 4 4y x   й 2 2 4y x   . 

10. Знайдіть масу частини кільця, обмеженого колами 

2 2 1x y  , 2 2 16x y   і прямими 0x  , 0y    0, 0x y   , якщо 

його поверхнева густина  
2 2

,
x y

x y
x y







. 
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1.4. Потрійний інтеграл. Визначення, властивості,  

обчислення в декартовій системі координат 

 

1. Потрійний інтеграл є узагальненням подвійного інтеграла на 

тривимірний випадок. Нехай функція  , ,u f x y z  задана в замкненій 

області 3G , обмеженій кусково-гладкою поверхнею. Нехай P  – 

розбиття області G  на елементарні області  1,2,...,iG i n    за допо-

могою довільних кусково-гладких поверхонь. Позначимо як 

 1,2,...,iV i n    об’єми елементарних областей 
iG ,   – діаметр ро-

збиття P . У кожній елементарній області 
iG  виберемо довільно точ-

ку  , ,i i i iM    . Сукупність точок  iM   1,2,...,i n  позначимо M  і 

назвемо вибором точок. Інтегральною сумою, що відповідає даному 

розбиттю P  і даному вибору точок M , називають вираз 

   
1

, , ,
n

n i i

i

J f G P N f M V


  . Якщо існує границя 
nJ  за умови, що 

діаметр розбиття 0    n  , і ця границя не залежить від роз-

биття P  і вибору точок M , то функцію  , ,f x y z  називають інтегро-

ваною функцією по області G , а саму границю – потрійним інтегра-

лом від цієї функції по області G  і позначають  , ,
G

f x y z dv . Таким 

чином, за визначенням 

 
 

 
0

1

, , lim , ,
n

n

i i i i

iG

f x y z dv f v


  





  . 

2. Потрійний інтеграл має такі ж властивості, як і подвійний, а 

саме лінійність, адитивність; для нього справедливі властивості, 

пов’язані з нерівностями. 

3. Очевидно, що якщо  , , 1f x y z    , ,x y z G  , то  

 , ,
G G

f x y z dv dv V     об’єм області G . 
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4. Якщо M  і m  – відповідно  sup , ,
G

f x y z  та  inf , ,
G

f x y z , то 

справедлива теорема про оцінку потрійного інтеграла 

 , ,
G

m V f x y z dv M V    . 

5. Якщо  , ,f x y z  – неперервна в G , то знайдеться точка 

 0 0 0, ,x y z G  така, що    0 0 0, , , ,
G

f x y z dv f x y z V  . Значення  

функції в цій точці називається середнім значенням функції 

 
 

0 0 0

, ,

, , G

f x y z dv

f x y z
V




. 

6. Теорема 1 (необхідна ознака інтегровності). Якщо функ-

ція  , ,f x y z  інтегровна в області G , то вона обмежена в цій області. 

7. Теорема 2 (достатня ознака інтегровності). Якщо функ-

ція  , ,f x y z  неперервна в області G , то вона інтегровна в цій області. 

8. У декартовій системі координат область G  зручно розбива-

ти на елементарні області площинами, паралельними координатним 

площинам, тому елементарний об’єм dv dxdy dz . 

9. Якщо область G  представляє собою паралелепіпед: 

a x b  , c y d  , e z f  , то обчислення інтеграла приводиться до 

повторного (причому, у цьому випадку і тільки цьому випадку, всі гра-

ниці інтегрування – постійні та не залежать від порядку інтегрування): 

    , , , ,

fb d

G a c e

f x y z dx dy dz dx dy f x y z dz      

    , , , , ...

f fd b d b

c a e e c a

dy dx f x y z dz dz dy f x y z dx         тощо. 

Вибір порядку інтегрування визначається властивостями функ-

ції  , ,f x y z . 
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Приклад 

Обчисліть 
2 ch

2
G

xyz
y z dx dy dz , область G : паралелепіпед 

0 2x  , 1 0y   , 0 2z  . 

 

Розв’язання 

Область G  та її проекція на вісь xOy показано на рис. 1.41. 

 
 

а) б) 

Рисунок 1.41 

Функція   2, , ch
2

xyz
f x y z y z    простіше за все інтегрується 

по змінній x , потім по z , і, нарешті, по y . Цим і визначається поря-

док інтегрування: 

 

0 2 2

2 2

1 0 0

ch ch
2 2

G

xyz xyz
y z dxdy dz dy dz y z dx



      

 

0

2

1

dy y


  z
2

y z
 

2
2 0 2

0 1 0
0

sh 2 sh
2

xyz
dz dy y yz dz



 
   

 
 

    

  
2

0 0

1 10

ch
2 2 ch 2 1 2

yz
y dy y dy

y
 

    
sh 2

2

y
0

0

1

1

2y




   

 sh 2 2  . 

2  

2  x  

z  

0  
z  

2  

x  
2  

0  

1  

y  
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10. Для того, щоб потрійний інтеграл  , ,
G

f x y z dxdy dz  по 

правильній області G  привести до повторного, в декартовій системі 

координат потрібно: 

 1) спроектувати область на одну з координатних площин 

 наприклад на xOy . Нехай D  – проекція області G  на площину xOy ; 

 2) проектувальний циліндр розбиває межу області на дві 

частини: верхню та нижню. Нехай їхні рівняння відповідно  2 ,z z x y  

та  1 ,z z x y . Якщо провести будь-яку пряму, паралельну осі Oz  

через довільну точку області D , то ця пряма ввійде в область інтегру-

вання G  при  1 ,z z x y , а вийде при  2 ,z z x y . Ці функції й бу-

дуть межами внутрішнього інтеграла; 

 3) остаточно маємо: 

   
 

 2

1

,

,

, , , ,

z x y

G D z x y

f x y z dx dy dz dx dy f x y z dz   . 

 

Приклади 

1. Обчисліть  15 30
G

x z dxdy dz , G : 
2 23z x y  , 0z  , 

y x , 0y  , 1x  . 

2. Обчисліть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями 4x y  , 2x y , 
3

5

x
z  , 0z  . 

 

Розв’язання 

1.Область G  зображено на рис. 1.42 а. 

 1) проекція області G  на площину xOy  представляє со-

бою трикутник (див. рис. 1.42 б); 

 2) пряма, паралельна осі Oz , входить в область при 0z  , 

а виходить при 
2 23z x y  . 
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а) б) 

Рисунок 1.42 

Таким чином: 

  15 30
G

x z dxdy dz   

    
2 2

2 231 1
3

2

0
0 0 0 0 0

15 30 15 15

x yx x
x y

dx dy x z dz dx xz z dy




          

     
1

2
2 2 2 2

0 0

15 3 3

x

dx x x y x y dy       

  
1 5

2 3 4 2 3

0 0

9
15 2

5

x

y
x x y y x y x y dx

 
      

 
  

 

1
1 5 5 6 6

4 5

0 0

9 2 3 9
15 2 3 15

5 5 6 6 5

x x x x
x x dx

   
         

   
  

 
1 3

6 15 6 15
2 10

 
     

 

3 8


4

10
2

18 . 

y  

1  

1  
0  x  

y x  

0y   

y  

z  

x  
y x  

1  1  
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2. Об’єм V , що займає область G  (див. рис. 1.43 а), дорівнює 

V

dxdy dz . 

 1) проекція області G  на площину xOy  представляє со-

бою криволінійний трикутник, обмежений лініями 

2

2

x
y  , 4y x   і 0x   

3
слід площини

5

x
z

 
 

 
 (див. рис. 1.43 б); 

 2) пряма, паралельна осі Oz , входить в область при 0z  , 

а виходить при 
3

5

x
z  . 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.43 

Таким чином: 

 
2

2 2

3
4

2 4 2 4 25

0 0 0 0
2

2 2

3 3

5 5

x
x

x x

x
x x

x
V dx dy dz dx dy xy dx


 

          

y  

x  

4  

2  

2  0  

4y x   

2y x  

2x y  

4x y   

4  y  

z  

4  

3

5
z x  

0  

x  
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2
2 2 2 3 4

0 0

3 3 4
4

5 2 5 2 3 8

x x x x
x x dx
   

         
   

  

 
3 8 3 8 3 10

8 2 6 2
5 3 5 3 5 3

   
          

   
 куб.од.  

 

Задачі та приклади  

1. Розставте границі інтегрування в інтегралі 

 , ,
G

f x y z dxdy dz , якщо область G  обмежена поверхнями. 

1.1. y x , 2y x , 0z  , 2x z  . 

1.2. 
2y x , 0z  , 4y z  . 

1.3. 0x  , 0y  , 0z  , 2 3 4 12x y z   . 

2. Обчисліть. 

2.1. 
2 cos

9
G

xyz
y z dx dy dz , якщо 

 G :  9, 1, 2 ,

0, 0,

x y z

x y z

    

     
 

2.2. 22 xyz

G

y ze dxdy dz , якщо 

 G :  1, 1, 1,

0, 0, 0.

x y z

x y z

    

    
 

2.3. 
2 sin

4
G

xyz
x z dxdy dz , 

 G :  1 2 4

0 0 0

x y z

x y z

    

    
. 

3. Обчисліть  2 23
G

x y dxdy dz , якщо область G  обмеже-

на поверхнями  10 , 1,

0, 0, 0.

z y x y

x y z

   

    
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4. Обчисліть 
5

1
6 4 16

G

dx dy dz

x y z 
   

 

 , якщо область G  обмежена 

поверхнями 1
6 4 16

x y z
   , 0x  , 0y  , 0z  . 

5. Обчисліть 
6

1
8 3 5

G

dx dy dz

x y z 
   

 

 , якщо область G  обмежена 

поверхнями 1
8 3 5

x y z
   , 0x  , 0y  , 0z  . 

6. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого поверхнями: 

 2x y  , y x , 12z y , 0z  . 

7. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого поверхнями: 

 16 2x y , 4 2x y , 0z  , 2z y  . 
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1.5. Заміна змінної в потрійному інтегралі 

 

1. Якщо область G  простору xyz  може бути однозначно ві-

дображена на область 'G  простору uvw  за допомогою неперервних 

диференційовних функцій  , ,x x u v w ,  , ,y y u v w ,  , ,z z u v w , 

то якобіан переходу: 

 
 

 

, ,
0

, ,

x x x

u v w

D x y z y y y
J

D u v w u v w

z z z

u v w

  

  

  
  

  

  

  

  , ,x y z V   , 

і справедлива формула: 

  , ,
G

f x y z dxdy dz   

       , , , , , , , ,
G

f x u v w y u v w z u v w J du dvdw


  . 

Координати u , v , w  називають криволінійними координатами. 

Найбільш часто вживаними координатами є циліндричні, сферичні, 

узагальнені сферичні координати. 

2. Циліндричні координати  ,  , z  пов’язані з декартовими 

наступними формулами: 

cosx   , siny   , z z , 

0 2   , 0  , z    , 

якобіан переходу J  . 

Координатними поверхнями в циліндричній системі координат 

є напівплощини const  , циліндри const  , площини constz  . До 

циліндричних координат зручно переходити в тих випадках, коли об-
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ласть G  обмежена координатними поверхнями циліндричної системи 

координат. І часто в тих випадках, коли виконується інтегрування по 

проекції області на площину xOy , є доречними полярні координати. 

Для того, щоб розставити границі інтегрування в потрійному інтегралі 

в циліндричній системі координат, потрібно: 

 1) спроектувати область G  на площину xOy  і розставити 

границі інтегрування по проекції D  у полярній системі координат; 

 2) рівняння обмежуючих поверхонь записати в полярній 

системі координат; нехай  1 ,z z    і  2 ,z z    відповідно рів-

няння нижньої та верхньої частини поверхні: 

 3)  

 , ,
G

f x y z dxdy dz   

 

 

 
 

 2 22

1 1 1

,

,

cos , sin ,

z

z

d d f z dz

   

    

          . 

 

Приклади 

1. Розставте границі інтегрування в циліндричній системі  

координат у потрійному інтегралі  , ,
G

f x y z dxdy dz , де G  – об-

ласть, задана нерівностями 2 21 4x y   , 1 3z  . 

2. Розставте границі інтегрування в циліндричній системі  

координат у потрійному інтегралі  , ,
G

f x y z dxdy dz . Область G  

обмежена параболоїдом  2 22 12z x y    і площиною 24 2z x  . 

3. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого поверхнями 

 2 2 4 2x y y  , 
2 2 16z x y   , 0z    0z  . 
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Розв’язання 

1. 

 1) поверхні, що обмежують область G  (див. рис. 1.44 а), є 

координатними поверхнями циліндричної системи координат: два ци-

ліндри 2 2 1x y  , 2 2 4x y   і дві площини 1z   й 3z  ; 

 2) область проектується в кільце між колами (див. рис. 1.44 б), 

рівняння яких у полярній системі координат: 1   і 3  , 

0 2   ; 

 

 
 

 

а) б) 

Рисунок 1.44 

 3) будь-яка пряма, паралельна осі Oz  входить в область 

при 1z  , а виходить із області при 3z  . 

У такий спосіб: 

   
2 2 3

0 1 1

, , cos , sin ,
G

f x y z dxdy dz d d f z dz


          . 

3  

z  

x  

y  
1  

1  

2  

2  

1  

0  

  

  
0  

2  
2  

2  

1  
0  
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2. 

 1) з’ясуємо спочатку, як виглядає проекція області G  

(див. рис. 1.45 а) на площину xOy  (див. рис. 1.45 б). Для цього з рів-

нянь обмежуючих поверхонь потрібно виключити z  

 2 212 24x y x   . 

Лінія, що обмежує проекцію D , представляє собою коло з центром у то-

чці  1,0  і радіусом 1. У полярних координатах її рівняння виглядає так: 

2cos   , 
3

2 2

 
  ; 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.45 

 2) рівняння поверхонь, що обмежують область G  зверху і 

знизу, у циліндричних координатах мають вигляд: 

1 24 cos 2z    , 
2

2 2 12z   . 

Отже, 

 , ,
G

f x y z dxdy dz   

 

2
3

2cos 2 122

0 24 cos 2

2

cos , sin ,d d f z dz



 

  

      
 



    . 

0  

2cos    

2


 

2  
  

3

2


 

z  

x  

y  2  

2  

0  
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3. Об’єм тіла обчислюється за формулою: 
G

V dxdy dz  . 

Оскільки дві з обмежуючих тіло поверхонь – циліндр і площина 0z   

(див. рис. 1.46 а), зручно перейти до циліндричної системи координат. 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.46 

 1) проекція області G  на площину xOy  (див. рис. 1.46 б) 

обмежена двома лініями: колом 2 2 4 2x y y   і колом 2 2 16x y   

(слід параболоїда в площині xOy ). У полярній системі координат рів-

няння цих кіл мають відповідно вигляд: 4 2 sin   і 4  . Визна-

чимо кути, між якими розташована область D : 

4 2 sin 4     
1

sin
2

  , 1
4


  , 

3

4


  ; 

 2) поверхні, що обмежують тіло зверху і знизу, в цилінд-

ричних координатах задаються відповідно рівняннями: 

1 0z   і 
2

2 16z   . 

4 2 sin   

  

4   

3

4


 

4


 

16  

y  

x  

z  

0  2  

4 2  
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Таким чином: 

 

23 4 4 2 sin 16

4 4 0

V d d dz

  



  


     

 

22 4 2 sin 16

4 4 0

оскільки тіло 

симетричне 2

відносно пл. 

d d dz

yOz

  



  


      

  
4 2 sin2 24 2 sin 4

2 2

4 4 4 4

2 16 2 8
4

d d d

 

 


     

 
     

 
    

 

2 4 4
2 2 3 2

4

4 4 sin
2 16 4 sin 4 8 4

4
d






 

 
       

 
  

  
2

2 2 2 3

4

2 16 sin cos 4 d





       

  
2 22

3 2 3

4 4

sin 2
2 4 2 16 32 4 1 cos4

4 4
d d

 

 

 
              

 

2
3

4

4
32 64 sin 4 32 16 16

4 4






            куб.од.  

3. У сферичних координатах точка характеризується відстан-

ню до початку координат  , довготою  , широтою  . 

Декартові координати пов’язані зі сферичними наступними  

формулами: 

sin cosx    , sin siny    , cosz    

 0  , 0 2   , 0    . 

Якобіан переходу до сферичних координат 

2 sinJ   . 

Координатними поверхнями сферичної системи координат є 

сфери const  , конуси const   і напівплощини const  . До сфе-
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ричних координат зручно переходити, якщо область інтегрування об-

межена сферами, конусами, напівплощинами. У цих випадках границі 

інтегрування вийдуть постійними. У більш складних випадках границі 

інтегрування в сферичній системі координат можна визначити в такий 

спосіб: 

 1) зробити центральну проекцію області інтегрування на 

сферу одиничного радіуса; на цій проекції розставити межі по кутах   

і  ; 

 2) проектувальний конус розіб’є обмежуючу область G  

поверхню на дві частині  1 ,     і  2 ,    ; будь-який про-

мінь, що виходить із початку координат і проходить через точку проек-

ції, увійде в область інтегрування при  1 ,    , а вийде при 

 2 ,    ; 

 3) таким чином: 

 , ,
G

f x y z dxdy dz   

 

 

 
 

 2 22

1 1 1

,

2

,

sin sin cos , sin sin , cosd d f d

    

     

                . 

 

Приклади 

1. Розставте границі інтегрування в потрійному інтегралі 

 , ,
G

f x y z dxdy dz  у сферичних координатах. 

1.1. G : 2 2 2 2x y z az   , 2 2 2x y z  . 

1.2. G : 
2 2 21 49x y z    , 

2 2 2 2

35 3

x y x y
z

 
   , 

 0x y   . 

2. Обчисліть об’єм тіла, розташованого між двома сферами: 
2 2 2 2x y z a   , 

2 2 2 2x y z b    і конусом 
2 2 2x y z    0z  . 
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Розв’язання 

1.1. 

 1) область G  обмежена сферою, центр якої розташований 

у точці  0,0,a , і конусом 2 2 2x y z   (див. рис. 1.47 а). У сферичних 

координатах рівняння сфери набуде вигляду 2 cosa   (див. рис. 1.47 

б). Підставимо сферичні координати в рівняння конуса: 

2  2 2 2 2 2sin cos sin sin      2cos     tg 1      
4


   . 

Оскільки поверхню обмежує тільки верхня частина конуса, то 

4


  . У жодне з рівнянь не входить змінна  , тому що область G  

симетрична відносно Oz . Отже,  0,2  . Оскільки область розта-

шована усередині конуса 
4


  , то 0,

4




 
  
 

; 

 

 

 

 

а) б) 

Рисунок 1.47 

 2) будь-який промінь const   входить в область при 

0  , а виходить на сфері 2 cosa  . 

Таким чином: 

0 2    y  

x  
0  

2  
a  

a  

x  
y  

z  

2a  

a  

  

  

  
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 , ,
G

f x y z dxdy dz   

 
2 2 cos4

2

0 0 0

sin sin cos , sin sin , cos

a

d d f d



 

                . 

1.2. У цьому випадку всі поверхні, що обмежують область G , є 

координатними поверхнями сферичної системи координат: це сфери 

1   й 7  , конуси tg 35    й tg 3  , площини, що прохо-

дять через вісь Oz  0x   і 0y  . Таким чином, 

 1,7  , arctg 3, arctg 35 , arctg 35
3


  

         
. 

Границі зміни   можна визначити слідами площин xOy   

(див. рис. 1.48): ,0
4




 
  
 

. 

 

Рисунок 1.48 

Отже, 

 , ,
G

f x y z dxdy dz   

 
arctg 350 7

2

1

4 3

sin sin cos , sin sin , cosd d f d



 

            




    . 

x  

y  y x   
0

4


    

4


  

0  
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2. Очевидно, що при обчисленні цього об’єму (див. рис. 1.49 

а) доречно ввести сферичну систему координат, оскільки поверхні, що 

обмежують об’єм, є координатними поверхнями сферичної системи  

координат a  , b    b a , 
4


   (див. рис. 1.49 б). Об’єм симе-

тричний відносно повороту навколо осі Oz , отже  0,2  . 

 

 

 

 

 

 

 
 

а) б) 

Рисунок 1.49 

Отже: 

  
2 3 34 4

2

0 0 0

sin 2 cos
3

b

a

b a
V d d d

 


      


       

  3 32 2
1

3 2
b a

  
    

 
 куб.од.  

b  

x  

y  

z  

  

a  
  

  

y  

x  
b  

0 2    
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Задачі та приклади  

1. Розставте границі інтегрування в потрійному інтегралі 

 , ,
G

f x y z dxdy dz  в циліндричній системі координат, якщо область 

G  обмежена поверхнями. 

1.1. G : 2 2 2x y z  , 2z  . 

1.2. G :   2 28 1 3z x y    , 16 19z x  . 

1.3. G : 2 2z a x y   , 2 2z x y  . 

1.4. G :
2 2 216

49
x y z  , 

2 2 4

7
x y z  . 

2. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого поверхнями: 

 2 264z x y   , 
2 212z x y  . 

3. Розставте границі інтегрування в потрійному інтегралі 

 , ,
G

f x y z dxdy dz  в сферичній системі координат, якщо область G  

обмежена поверхнями. 

3.1. G : 2 2 216 100x y z    , 

 
2 2

0
24

x y
z


  , 

 0y  , 
3

x
y   . 

3.2. G : 
2 2 2x y z z   . 

3.3. G : 
2 2 2 2x y z y   . 

3.4. 2 2 216 81x y z    , 

 
2 2

99

x y
z


 , 

 0y  , 3y x  . 
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4. Обчисліть об’єм тіла, обмеженого поверхнями. 

4.1. 2 2 2 4x y z z   , 2 2 2x y z  . 

4.2. 2 22 4z x y   , 2z x y   ,  

 0x  , 0y  , 0z  . 

5. Обчисліть 6
G

z dxdy dz ,  

 G : 2 2 2 4x y z   , 2 2 2x y z  ,  

 0x  , 0y  ,  0, 0, 0x y z   . 
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1.6. Застосування потрійних інтегралів 

 

1. Якщо тіло займає область G  і  , ,x y z  – його густина в 

точці  , ,x y z , то маса тіла дорівнює 

 , ,
G

M x y z dxdy dz  . 

2. Координати центра мас  0 0 0, ,x y z  тіла обчислюються за 

формулами: 

 0

1
, ,

G

x x x y z dxdy dz
M

  , 

 0

1
, ,

G

y y x y z dx dy dz
M

  , 

 0

1
, ,

G

z z x y z dxdy dz
M

  . 

Якщо тіло однорідне, то в цих формулах можна покласти 

 , , 1x y z  . 

3. Моментами інерції тіла відносно координатних площин на-

зивають відповідно величини: 

 2 , ,xy

G

I z x y z dxdy dz  , 

 2 , ,yz

G

I x x y z dxdy dz  , 

 2 , ,zx

G

I y x y z dxdy dz  . 

Моментом інерції відносно початку координат називають ін-

теграл 

   2 2 2

0 , ,
G

I x y z x y z dxdy dz   . 
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Приклади 

1. Обчисліть масу тіла, обмеженого конусом  
2 2 22z x y    

і площиною 0z  , якщо його густина  , ,x y z  дорівнює відстані 

точки до площини xOy . 

2. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, обме-

женого сферою 2 2 2 4x y z    і конусом 2 2 2x y z    0z  . 

3. Обчисліть моменти інерції однорідної кулі радіусом R  і 

вагою P  відносно її центра і діаметра. 

 

Розв’язання 

1. Відповідно до наведених формул  , ,
G

M x y z dxdy dz  . 

Густина  , ,x y z  в точці  , ,x y z  дорівнює відстані точки до площи-

ни xOy , тобто координаті z  цієї точки:  , ,x y z z  . Отже, 

G

M z dxdy dz  . Для обчислення інтеграла доцільно вибрати ци-

ліндричні координати: cosx   , siny   , z z , J  . Проекція 

області на площину xOy  представляє собою круг радіуса 2. У цилінд-

ричних координатах рівняння поверхні конуса має вигляд:  2z   . 

Тоді маса тіла: 

 

222 2 2

2

0 0 0 0 0

1
2

2
M d d z dz z d



     



       

    
2 2

2 2 3

0 0

2 4 4d d                

 

2
3 4

2

0

4 4 8
2 8 4

3 4 3

 
  
   

         
  

 

 
32 4

12
3 3



 

   
 

. 
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2. Обчислимо спочатку масу розглядуваного тіла, поклавши 

1  : 
G

M dxdydz  . Оскільки обмежуючі поверхні є координатни-

ми поверхнями сферичної системи координат, при обчисленні інтег-

рала доцільно перейти до сферичної системи: 

sin cosx    , sin siny    , cosz   , 2 sinJ   . 

Рівняння сфери в цих координатах матиме вигляд 2  , а рівняння 

конуса 
4


  . Область симетрична відносно повороту навколо осі  

Oz , тому 0 2   . 

Отже, 

  
22 2 34

42

0
0 0 0 0

sin 2 cos
3

M d d d




 

             

  
16 2 8

1 2 2
3 2 3

  
     

 
. 

Оскільки тіло однорідне і симетричне відносно Oz , то коорди-

нати центра мас 
0x  і 

0y  дорівнюють нулю, а 
0

G

z dxdy dz

z
M




. Інтег-

рал 
G

z dxdy dz  обчислюється аналогічно попередньому: 

 

42 2

3

0 0 0

cos sin
G

z dV d d d



           

 

4 2
2 4

0 0

sin 1 16
2 2 2

2 4 4 4



 
         . 

Отже, 

   
0

2 3

8 4 2 22 2
3

z



 



,  
 

0 0 0

3
, , 0,0,

4 2 2
C x y z C

 
 
 
 

. 
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3. Оскільки об’єм кулі 
34

3
V R , то його густина 

 
3

3
, ,

4

P P
x y z

V g gR



 


. Якщо початок координат помістити в 

центр кулі, то рівняння сфери, що обмежує кулю, має вигляд: 

2 2 2 2x y z R   . Момент інерції щодо центра зручно обчислювати в 

сферичних координатах: 

  
2

2 2 2 4

0

0 0 0

sin

R

V

J x y z dxdy dz d d d
 

               

 
5

23
2 2

5 5

R P
R

g
      . 

Оскільки через однорідність і симетрію кулі її моменти інерції 

щодо всіх діаметрів рівні, обчислимо момент інерції відносно діамет-

ра, що лежіть на осі Oz : 

  
2

2 2 3 4

0 0 0

sin

R

z

G

J x y dxdy dz d d d
 

              

    
5 5

3 2

0 0

2 sin 2 1 cos cos
5 5

R R
d d

 

                  

 
5

3 2

0

1 2
2 cos cos

5 3 5

R P
R

g



   
 

      
 

. 

 

Задачі та приклади  

1. Обчисліть масу тіла, обмеженого площинами: 1x y z   , 

0x  , 0y  , 0z  , якщо густина тіла  
 

4

1
, ,

1
x y z

x y z
 

  
. 

2. Обчисліть масу тіла, обмеженого площинами:  z x y  , 

1x y  , 0x  , 0y  , 0z  , якщо густина тіла    2 2, , 15x y z y z   . 
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3. Знайдіть координати центра мас однорідного тіла, обмеже-

ного площинами: x y z a   , 0x  , 0y  , 0z  . 

4. Знайдіть координати центра мас однорідного конуса 

2 21

2
z x y    0 z a  . 

5. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 2 21

2
y x z  , 2y  . 

6. Знайдіть масу тіла, обмеженого поверхнями: 

 2 2 2 4x y z   , 2 2 2x y z  , 

 0x  , 0y    0, 0, 0x y z   , 

якщо його густина  , , 6x y z z  . 

7. Обчисліть масу півкулі радіуса R , якщо густина розподілу 

маси в кожній її точці пропорційна з коефіцієнтом k  відстані від неї 

до деякої точки O  на межі основи півкулі. 

8. Обчисліть момент інерції відносно Oy  однорідного тіла, 

обмеженого поверхнею 
2 25y x z    і площиною 1y  . 

9. Обчисліть момент інерції відносно Oz  однорідного тіла, 

що займає область G , обмежену поверхнями: 

 
2 26 2 2z x y   , 4z  . 
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Розділ 2. 

ТЕОРЕТИЧНІ ПИТАННЯ ДЛЯ ТЕМАТИЧНОГО ТА 

ПІДСУМКОВОГО КОНТРОЛЮ З ТЕМИ «КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 

 

1. Визначення подвійного інтеграла. 

2. Властивості подвійного інтеграла, пов’язані з рівностями. 

3. Властивості подвійного інтеграла, пов’язані з нерівностями. 

4. Верхні й нижні суми Дарбу. Критерій інтегровності. 

5. Класи інтегровних функцій. 

6. Приведення подвійного інтеграла до повторного у випадку 

прямокутної області. 

7. Приведення подвійного інтеграла до повторного у випадку  

довільної області. 

8. Заміна змінних у подвійному інтегралі. Якобіан. 

9. Перехід до полярної системи координат. 

10. Узагальнена полярна система координат. 

11. Геометричні застосування (обчислення об’єму, площі облас-

ті, площі поверхні). 

12. Фізичні застосування подвійного інтеграла. 

13. Визначення потрійного інтеграла. 

14. Властивості потрійних інтегралів. 

15. Обчислення потрійного інтеграла у випадку, коли область 

інтегрування – паралелепіпед. 

16. Обчислення потрійного інтеграла по будь-якій області. 

17. Циліндрична система координат. Обчислення потрійних ін-

тегралів у циліндричній системі координат. 

18. Сферична система координат. Обчислення потрійних інтег-

ралів у сферичній системі координат. 

19. Геометричні й фізичні застосування потрійного інтеграла. 
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Розділ 3. 

ЗРАЗКИ МОДУЛЬНИХ КОНТРОЛЬНИХ РОБІТ ДЛЯ 

ТЕМАТИЧНОГО КОНТРОЛЮ З ТЕМИ «КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 
 

Варіант № 1 

1. Властивості подвійного інтеграла. 
2. Обчислення потрійного інтеграла в сферичній системі коор-

динат. 
3. Змінити порядок інтегрування 

2 2

3 0 0 0

2 34 4 2x x

dx f dy dx f dy


    

    . 

4. Знайти об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверхнями: 

 2 264z x y   , 4z  , 
2 2 39x y   (усередині циліндра). 

5. Пластинка D  задана нерівностями,   – поверхнева густи-

на. Знайти масу пластинки D : 
2 21 16 4 4x y   , 0x  , 2y x , 

.x y   

6. Обчислити координати центра мас однорідного тіла, що за-

ймає область G , обмежену поверхнями:  2 25z x y  , 
2 2 2x y  , 

0z  . 
 

Варіант № 2 

1. Обчислення подвійного інтеграла в декартовій системі коор-
динат. 

2. Властивості потрійного інтеграла. 

3. Змінити порядок інтегрування 
2

1 1 1

0 1 ln1

    
e

xx

dx f dy dx f dy



    . 

4. Знайти площу фігури, обмеженої даними лініями: 

 
2 24 0x x y   , 

2 26 0x x y   , 3y x , 3y x . 

5. Знайти об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 264 196x y z    , 
2 2 2 2

3 15

x y x y
z

 
    , 0 3 .y x   

6. Обчислити момент інерції щодо осі Ox  координат однорі-
дного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверх-

нями: 
2 21x y z   , 0x  . 
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Розділ 4 

ВАРІАНТИ ОБОВ’ЯЗКОВИХ ДОМАШНІХ ЗАВДАНЬ З ТЕМИ 

«КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ» 

 

Варіант № 1 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями:  0x  , 1y  , 3y  , y x . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 327 48
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 2y x , 3y x  . 

3. Обчисліть  sin
D

y xy dxdy , D : 
2

y


 , y  , 1x  , 2x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

2

2

42

2 2

2 4

1

y

y

dy x y dx



  

   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 22y x  , 2y x . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією  
3

4 4 2 2x y x y   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 5y x , 
5

3
y x , 0z  , 

5
5

3
z x  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 2
9 4

x y
   , 0y  , 

2

3
y x ; 

y

x
  . 
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9. Обчисліть: 

  2 sin
V

x z xyz dxdy dz , V :  2,  ,  1,

0,  1,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0y  , 0z  , 4x  , 2y x , 
2z x . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверхнями: 

  2 28 3z x y   , 16 3z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 24 64x y z    , 
2 2

3

x y
z


 , 0

3

x
y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 216

49
x y z  , 2 2 4

7
x y z  , 

 0x  , 0y    0,   0x y  ; 

 80yz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 26x y z  , 2 2 3y z  , 0x  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорідно-

го тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2y x z  , 2y  . 



107 

Варіант № 2 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 22y x  , 2y x . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 318 32
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 4

x y

D

y e dxdy




 , D : 0x  , 2y  , y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 
 2 2 21 1

2 2
0 0

ln 1x x y
dx dy

x y

  


  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2 2y x  , 0x  , 2x  , y x . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

 2sina   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 2 2 2x y  , y x , 0y  , 0z  , 15 .z x  

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
9 25

x y
  , 0y  ; 2x y  . 
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9. Обчисліть: 

  2ch 2
V

y xy dxdy dz , 

 V :  0,  2,  4 ,

0,  2.

x y y x

z z

   

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0x  , 0z  , 2y x , 3y  , z y . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 22 20 1z x y    

 
, 40 38z x   . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 24 36x y z    , 
2 2

63

x y
z


  , 0

3

x
y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 1x y z   , 2 2 24x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0,  0x y z   ; 

 20z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2 2x y z  , 3z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2x y z  , 3x  . 
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Варіант № 3 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 2 2x y  , 0x y  . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 336 96
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  cos
D

y xy dxdy , D : 
2

y


 , y  , 1x  , 2x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
21 1

2 2

0 0

ln 1

x

dx x y dy


   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 24x y  , 3y x , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
2

2 2 2x y xy  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 
5

2
x y , 

5

6
x y , 0z  ,  

5
 3

6
z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
2 1

9

x
y  , 0x  ; 67xy  . 
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9. Обчисліть: 

  2 cos
V

y z xyz dxdy dz , 

 V :  1,  ,  2,

0,  1,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0z  , 2y  , y x , 
2z x , 0x  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 24 14z x y   , 4 28z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 21 36x y z    , 
2 2

99

x y
z


 , 3 3x y x     . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 236 x y z  , 2 2 1x y  , 

 0x  , 0z    0,  0x z  ; 

  2 25

6
x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2z x y  , 4z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 22y x z  , 2y  . 
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Варіант № 4 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , y x , 29y x  . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 318 32
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 cos

2
D

xy
y dx dy

 
  

 
 , D : 0x  , 

2
y


 ,  

2

x
y  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

20 4

2 2

2 0

cos

x

dx x y dy




  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2y x , 5x y  , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  2 1 cos   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 20 2x y , 5 2x y , 0z  , 
1

2
z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 
2

21 4
4

x
y   , 0y  , 

1

2
y x ; 

3
8

y

x
  . 
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9. Обчисліть: 

  2sh 3
V

x xy dxdy dz , 

 V :  1,  2 ,  0,

0,  36.

x y x y

z z

  

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0y  , 0z  , 2x y  , 
2z x . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 228 1 3z x y    

 
, 56 59z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 225 100x y z    , 
2 2

99

x y
z


  , 3 3x y x     . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 4x y  , 2 2 8x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0, 0x y  ; 

 5x  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 
2 2

2

9 4

y z
x   , 2z  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2 2x y z  , 2 2 1y z  , 0x  . 
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Варіант № 5 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0y  , x y , 28y x  . 

2. Обчисліть: 

  2 24 3
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 2y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

  cos 2
D

y xy dxdy , D : 
2

y


 , y  , 
1

2
x  , 1x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

2

2

2 4

2 2

0 4
1

x

x

dy
dx

x y



 
   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2x y , 22x y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
3

2 2 2 24x y x y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 2x y  , x y , 
12

5
z x , 0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 4
4 9

x y
   , 0x  , 

3

2
y x ; 

x

y
  . 
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9. Обчисліть: 

 
2 sin

4
V

xyz
x z dxdy dz ; 

 V :  1,  2 ,  4,

0,  0,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2 2z x y  , 2 22 2z x y  , y x , 2y x . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 232 3z x y   , 3 64z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 21 49x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


  , 

3

x
y   , 3y x   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 24

25
x y z  , 2 2 2

5
x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0x y  ; 

 28xz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 23y x z  , 
2 2 16x z  , 0y  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 
2 2 2

4 16 4

x y z
  , 2z  , 2z  . 
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Варіант № 6 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 0y  , y x , 22y x   . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 327 48
D

x y x y dxdy , D : 1x  , y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  24 sin
D

y xy dxdy , D : 0x  , 2y  , y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

23 3

2 2

03

1
x

dx x y dy




   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 
2 2

1
4 1

x y
  , 

1

2
y x , 0y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
2

2 2 8x y xy  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 2 2 2x y  , x y , 0x  , 0z  , 30z y . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівністю. Знай-

діть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 
2

2 1
4

x
y  ; 44y  . 
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9. Обчисліть: 

 
2cos

4
V

y xy dx dy dz
 
 
 

 , 

 V : 2

0,  1,  2,

0,  .

x y y x

z z 

   


  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0y  , 0z  , y x , 2 2x y  , 24z y . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 24 6 1z x y    

 
, 12 8z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 225 121x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


   , 

3

x
y   , 3y x   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 4x y z   , 2 2 2x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0,  0x y z   ; 

 6z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 

2 2 2

4 9 4

x y z
  , 2z  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 22y x z  , 2y  . 
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Варіант № 7 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , 1y  , 3y  , y x  . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 318 32
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 3y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

 24 x y

D

y e dxdy , D : ln3y  , ln 4y  , 
1

2
x  , 1x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
2 20

2 2

0

tg

R x

R

dx x y dy




  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2xy  , 22y x x  , 2x  , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, Обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

 sin 2a   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 
5

3
y x , 

5

9
y x , 0z  ,  

5
3

9
z x  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
4 9

x y
  , 0x  , 0y  ; 3x y  . 
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9. Обчисліть: 

 22  x y z

V

y z e dxdy dz 

 , 

 V :  1,  1,  1,

0,  0,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 16 2y x , 2y x , 0z  , 2x z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 22 4z x y   , 8 2z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 24 64x y z    , 
2 2 2 2

35 3

x y x y
z

 
   , 0x y  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 225 x y z  , 2 2 4x y  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,   0,   0x y z   ; 

  2 22 x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 

2 2 2

9 4 9

x y z
  , 3z  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 22z x y  , 2 2 4x y  , 0z  . 
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Варіант № 8 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 y x  , 2 2y x  . 

2. Обчисліть: 

  2 212 9
D

xy x y dxdy , D : 1x  , y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 8

x y

D

y e dxdy




 , D : 0x  , 2y  , 
2

x
y  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

21 1

2 2
0 0 1

x
dy

dx
x y



 
  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2 4y x  , 2y x  , 2y   . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
3

2 2 34x y y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 17 2y x , 2 2y x , 0z  , 
1

2
x z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 4
16 4

x y
   , 0x  , 

1

2
y x ; 

x

y
  . 
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9. Обчисліть: 

 2 xy

V

y e dxdy dz

 , 

 V :  0,  2,  4 ,

0,  1.

x y y x

z z

   

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 z x y  , z xy , 1x y  , 0x  , 0y  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 222 1 3z x y    

 
, 47 44z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 216 100x y z    , 
2 2 2 2

15 3

x y x y
z

 
  , 3 0x y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 1x y  , 2 2 6x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0x y  ; 

 90y  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 

2 2 2

25 16 25

x y z
  , 5z  ., 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 21x y z   , 0x  . 
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Варіант № 9 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 0y  , 1y  , y x , 24x y   . 

2. Обчисліть: 

  2 212 27
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 2y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

 4

x y

D

y e dxdy


 , D : ln 2y  , ln3y  , 4x  , 8x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 
2

2 0

2 2 2 2 2
2 2

cos
x

dy
dx

x y x y  
  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 
3

y
x

 , 8 xy e , 3y  , 8y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

 2 4cos2  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 4x y  , 2y x , 3z y , 0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 
2

21 25
4

x
y   , 0x  , 

1

2
y x ; 

3

x

y
  . 
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9. Обчисліть: 

  2  sh
V

x z xyz dxdy dz , 

 V :  2,  1,  1,

0,  0,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2 2 2x y  , y x , 0y  , 0z  , 15z x . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 224 1z x y   , 48 1z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 216 100x y z    , 
2 2

3

x y
z


 , 3

3

x
x y     . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 21

25
x y z  , 2 2 1

5
x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0x y  ; 

 14yz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

  2 25z x y  , 2 2 2x y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

  2 22z x y   , 0z  . 



123 

Варіант № 10 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 0y  , 2x y  , 21x y  . 

2. Обчисліть: 

  2 224 18
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  2 cos
D

y xy dxdy , D : 0x  , y  , y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

2

2

1 1

2 2 2 2
0 1

cos

x

x

dy
dx

x y x y



 
  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 236x y  , 26 36x y   . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

 cos5a   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 2 2 8x y  , 2y x , 0y  , 0z  , 
5

11
z x . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 
2

2 1
4

x
y  , 0x  , 0y  ; 3 36x y  . 
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9. Обчисліть: 

  2ch 2
V

y xy dxdy dz , 

 V :  0,  1,  ,

0,  8.

x y y x

z z

  

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 5y x , 
5

3

x
y  , 0z  , 

5
5

3
z x  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 22 18 1z x y    

 
, 36 34z x   . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 216 64x y z    , 
2 2

63

x y
z


  , 3

3

x
y x     . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 4x y z   , 2 2 29x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0,  0x y z   ; 

 10z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 29y x z  , 2 2 4x y  , 0y  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 24y x z   , 0y  . 



125 

Варіант № 11 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 1x   , 2x   , 0y  , 2y x . 

2. Обчисліть: 

  2 28 9
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  12 sin 2
D

y xy dxdy , D : 
4

y


 , 
2

y


 , 2x  , 3x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 
2 2

2 20

2 2

sinR

R R x

x y
dx dy

x y  




  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 1xy  , 2x y , 2y  , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 2 4 0x x y   , 2 28 0x x y   , 0y  , 
3

x
y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 19 2x y , 4 2x y , 0z  , 2z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
2 1

16

x
y  , 0x  , 0y  ; 75xy  . 
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9. Обчисліть: 

 
2 cos

3
V

xyz
y z dx dy dz , 

 V :  3,  1,  2 ,

0,  0,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 
2 221

2
z x y  , 

2 223

2
z x y   . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 216 1z x y    , 32 1z x   . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 24 49x y z    , 
2 2

99

x y
z


 ,  0y  ,  3y x  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 29 x y z  , 2 2 4x y  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0,  0x y z   ; 

  2 25 3x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 28x y z  , 
1

2
x  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорідного 

тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхнями: 

 1
2 3

y z
x    , 0x  , 0y  , 0z  . 
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Варіант № 12 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , 1y  , 4y  , y x  . 

2. Обчисліть: 

  2 28 18
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

  24 sin 2
D

y xy dxdy , D : 0x  , 2y  , 2y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

20 2

2 2 2 2
02 ctg

x
dy

dx
x y x y



   
  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 
2

x
y  , 

1

2
y

x
 , 16x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  4 1 cos   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 
5

6
x y , 

5

18
x y , 0z  ,  

5
3

18
z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівністю. Знай-

діть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
9 4

x y
  ; 2 2x y  . 
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9. Обчисліть: 

 
2 2

x y

V

y e dxdy dz


 , 

 V :  0,  2,  2 ,

0,  1.

x y y x

z z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2x y  , y x , 12z y , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 230 1 1z x y    

 
, 60 61z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 236 121x y z    , 
2 2

99

x y
z


  , 0y  ,  3y x  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 1x y  , 2 2x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0x y  ; 

 10y  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2y x z  , 
2 2 10x z  , 0y  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 3 1x y z   , 0x  , 0y  , 0z  . 
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Варіант № 13 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , 2x  , 0y  , 2 4y x  . 

2. Обчисліть: 

  3 324 48
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 2y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

  sin
D

y xy dxdy , D : y  , 2y  , 
1

2
x  , 1x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 
 

2

2 2

2

2 2

2 2

x
x y

x

dx e dy


 

  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2 2 12x y  , 
26x y , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 2 24 0x x y   , 2 28 0x x y   , 0y  , y x . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 4x y  , 2x y , 
3

5
z x , 0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 3
9 4

x y
   , 0y  , 

2

3
y x ; 

y

x
  . 
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9. Обчисліть: 

  22  sh
V

x z xyz dxdy dz , 

 V :  1,  1,  1,

0,  0,  0.

x y z

x y z

   

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2 2 2x y  , x y , 0x  , 0z  , 30z y . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 226 2z x y   , 52 2z x   . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 24 64x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


  , 3y x  , 

3

x
y  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 21

49
x y z  , 2 2 1

7
x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0x y  ; 

 10xz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 22z x y  , 3z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 23z x y   , 0z  . 
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Варіант № 14 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , 2x   , 0y  , 2 4y x  . 

2. Обчисліть: 

 
2 24

9
5

D

xy x y dxdy
 

 
 

 , D : 1x  , y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 2

x y

D

y e dxdy




 , D : 0x  , 2y  , y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
23 9

2 2

0 0

ln 1

x

dx x y dy


   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 siny x , cosy x , 0x  , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 2 26 0y y x   , 2 210 0y y x   , y x , 0x  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 2 2 8x y  , 2x y ,  0x  , 
30

11
z y ,  0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 
2

2 1
4

x
y  , 0x  , 0y  ; 3 730x y  . 
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9. Обчисліть: 

 
2cos

2
V

xy
y dx dy dz

 
 
 

 , 

 V : 2

0,  1,  ,

0,  2 .

x y y x

z z 

   


 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 
5

2
x y , 

5

6
x y , 0z  ,  

5
3

6
z y  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 22 1 1z x y     

 
, 4 5z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 236 144x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


   , 3y x  , 

3

x
y  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 4x y z   , 2 2 24x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0,  0x y z   ; 

 10z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2 3y z x  , 9x  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 22x y z  , 2x  . 
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Варіант № 15 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 26y x  , y x  . 

2. Обчисліть: 

 
2 24 9

5 11
D

xy x y dxdy
 

 
 

 , D : 1x  , 3y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

  2 cos 2
D

y xy dxdy , D : 
4

y


 , 
2

y


 , 1x  , 2x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
2

2

0 1

2 2

1 1

cos
x

x

dx x y dy


  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 212y x  , 22 3 12y x   , 0x  , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

    
2

2 2 3 23x y x xy   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 
5

6
y x , 

5

18
y x , 0z  ,  

5
3

18
z x  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
2 1

9

y
x   , 0y  ; 4 335x y  . 
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9. Обчисліть: 

  22  sh 2
V

x z xyz dxdy dz , 

 V :  2,  1 2,  z 1 2,

0,  0,  0.

x y

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 17 2y x , 2 2y x , 0z  , 
1

2
x z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 22 1z x y    , 4 1z y  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 29 81x y z    , 
2 2 2 2

3 35

x y x y
z

 
   , 0 y x   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 216 x y z  , 2 2 1x y  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0,  0x y z   ; 

  2 25 x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 3x y z   , 0x  , 0y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2 2x y z  , 2x    0x  . 
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Варіант № 16 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 0x  , 0y  , 1y  ,  
2 23 1x y   . 

2. Обчисліть: 

  3 36 24
D

xy x y dxdy , D : 1x  , y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

  2 cos 2
D

y xy dxdy , D : 0x  , / 2y  , 
2

x
y  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 
 2

2

2 21 1

2 2
0 1

ln 1x

x

x y
dx dy

x y



 

 


  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 
2

y
x

 , 7 xy e , 2y  , 7y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 2 22 0x x y   , 2 210 0x x y   , 0y  , 3y x  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 6 3y x , 3y x , 0z  , 3x z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
2 1

25

y
x   , 0y  ; 47x y  . 
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9. Обчисліть: 

  2cos
V

y xy dxdy dz , 

 V : 2

0,  1,  2 ,

0,  .

x y y x

z z 

  


 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2x y  , x y , 
12

5
z x , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями:  
2 226 1 2z x y    

 
, 50 52z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 236 144x y z    , 
2 2 2 2

3 15

x y x y
z

 
    , 

 0 3y x    . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 4x y  , 2 2 4x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0x y  ; 

 5y  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2z x y  , 2 2 4x y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 23 2 2z x y   , 0z  . 
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Варіант № 17 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 y x  , 3 3x y  , 3y  . 

2. Обчисліть: 

  3 344 16
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 2y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  cos
D

y xy dxdy , D : y  , 3y  , 
1

2
x  , 1x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
2

2 0

2 2

0 4

sin

x

dx x y dy

 

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 24x y  , 3y x , 0x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
2

2 2 32x y ax  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 6x y  , 3y x , 4z y ,  0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
21 9

16

y
x   , 0y  , 4y x ; 

3
 

y

x
  . 
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9. Обчисліть: 

 
2  sin

2
V

xyz
x z dx dy dz , 

 V :  1,  4,  ,

0,  0,  0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2 2 8x y  , 2y x , 0y  , 0z  , 
15

11
z x . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 230 1z x y   , 60 1z y  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 236 144x y z    , 
2 2

3

x y
z


 ,  3

3

x
x y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2x y z  , 2 2x y z  , 

 0x  , 0y    0,  0x y  ; 

 35yz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 

2 2 2

16 4 25

x y z
  , 5z    0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2 22 2z x y  , 2 2 1x y  , 0z  . 
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Варіант № 18 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 2 6 0x y   , y x , 0y  . 

2. Обчисліть: 

  3 34 16
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

 
23 sin

2
D

xy
y dx dy

 
  

 
 , D : 0x  , 

4

3
y


 , 

2

3
y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

22 4

2 2

0 0

cos

x

dx x y dy


  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 272x y  , 26x y , 0y  , 0y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

    
2

2 2 3 24 3x y x xy   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 2 2 18x y  , 3y x , 0y  , 0z  ,  5 /11z x . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівністю. Знай-

діть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
4 9

x y
  ; 2x  . 
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9. Обчисліть: 

  2sh 2
V

x xy dxdy dz , 

 V :  1,  ,  0,

0,  8.

x y x y

z z

   

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 
5

3
y x , 

5

9
y x , 0z  ,  

5
 3

9
z x  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями:  
2 216 1 1z x y     

 
, 32 33z x   . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 236 100x y z    , 
2 2

63

x y
z


  , 3

3

x
y x   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 1x y z   , 2 2 2x y z  , 

 0x  , 0y    0, 0, 0x y z   ; 

 32z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 

2 2 2

9 4 9

y z x
  , 3x    0x  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2 2x y z  , 2 2 4y z  , 0x  . 
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Варіант № 19 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 29y x  , y x , 0y  . 

2. Обчисліть: 

  3 34 16
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

 48 x y

D

y e dxdy , D : ln3y  , ln 4y  , 
1

4
x  , 

1

2
x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

  
2

2

3 9

2 2

0 9

sin
x

x

dx x y dy


 

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2 2 12x y  , 
26y x  , 0y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

    
2

2 2 2 28x y x y   , 2 2 4x y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 
5

3
x y , 

5

9
x y , 0z  ,  

5
3

9
z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 5
4 16

x y
   , 0x  , 2y x ; 

x

y
  . 
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9. Обчисліть: 

  2 ch
V

y z xyz dxdy dz , V :  1, 1, 1,

0, 0, 0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 
5

6
x y , 

5

18
x y , 0z  ,  

5
3

18
z y  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 22 18z x y   , 2 36z y  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 29 64x y z    , 

 
2 2

99

x y
z


 , 

3

x
y  , 

3

x
y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2x y z  , 2 2 4x y  , 

 0x  , 0y  , 0z    0, 0, 0x y z   ; 

  2 25 2x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 22z x y  , 2 2 9x y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 24z x y   , 0z  . 
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Варіант № 20 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 0x  , 1y  , 1y   , 1
2

logy x . 

2. Обчисліть: 

  3 34 176
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 2

x y

D

y e dxdy




 , D : 0x  , 1y  , 
2

x
y  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

28 8

2 2

08

1
x

dx x y dy




   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2 4y x x  , 4y x  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

    
2

2 2 2 2 22x y a x y   , 2 2 2x y a  , 1a  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 7 3x y , 2 3x y , 0z  , 3z y  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2
2 1

9

x
y  , 0x  ; 811xy  . 
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9. Обчисліть: 

  2 ch
V

y xy dxdy dz , 

 V :  0, 1, ,

0, 2.

x y y x

z z

   

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 4x y  , 2y x , 3z y , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверхнями: 

  
2 224 1 1z x y    

 
, 48 49z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 249 144x y z    , 

 
2 2

99

x y
z


  , 

3

x
y  , 

3

x
y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 2 9x y z   , 2 2 4x y    2 2 4x y  , 

 0z    0z  ; 

 2z  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2z x y  , 5x y  , 0x  , 0y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oz координат однорідного 

тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 22z x y  , 4z  . 
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Варіант № 21 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0y  , 2 12 0x y   , lgy x . 

2. Обчисліть: 

 
2 2 4 425

6
3

D

x y x y dx dy
 

 
 

 , D : 1x  , 2y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

 36
x y

D

y e dxdy


 , D : ln 2y  , ln3y  , 3x  , 6x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

2

2

1 1

2 2 2 2 2
0 1

cos

x

x

dy
dx

x y x y



 
  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 16xy  , 10x y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 4sin3  , 2    2  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 6x y  , 3x y , 
4

5
z x , 0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
4 9

x y
  , 0x  , 0y  ; 5x y  . 
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9. Обчисліть: 

 
2 cos

9
V

xyz
y z dx dy dz , 

 V :  9, 1, 2 ,

0, 0, 0.

x y z

x y z

  

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2 2 8x y  , 2x y , 0x  , 
30

11
z y , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 222 3z x y   , 3 44z y  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 29 81x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


  , 0y  , 

3

x
y  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 24

49
x y z  , 2 2 2

7
x y z  , 

 0x  , 0y    0, 0x y  ; 

 20xz  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2z x y  , 1x y  , 0x  , 0y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 24y x z  , 2y  . 
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Варіант № 22 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , y x , 29y x  . 

2. Обчисліть: 

  3 34 176
D

xy x y dxdy , D : 1x  , y x , 3y x  . 

3. Обчисліть: 

  2 cos
D

y xy dxdy , D : 0x  , y  , 2y x . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

2

2

2 2

2 2 2 2 2
0 2

ctg

x

x

dy
dx

x y x y



 
  

  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 4xy  , 5x y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

    
2

2 2 2 218x y x y   , 2 2 9x y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 2 2 18x y  , 3x y , 0x  , 0z  , 
10

11
z y . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1 5
9 4

x y
   , 0x  , 

2

3
y x ; 

x

y
  . 
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9. Обчисліть: 

 
2 sin

2
V

x xy dx dy dz
 
 
 

 , 

 V :  2, , 0,

0, .

x y x y

z z 
  

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 19 2x y , 4 2x y , 0z  , 2z y  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 22 4 1z x y    

 
, 8 6z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 249 169x y z    , 
2 2

0
24

x y
z


   , 0y  , 

3

x
y  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 1x y  , 2 2 3x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0, 0x y  ; 

 15x  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 2z x y  , 2x y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 23 2 2y x z   , 0y  . 
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Варіант № 23 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 0x  , 0y  , 1y  , 24x y  . 

2. Обчисліть: 

  3 34
D

xy x y dxdy , D : 1x  , 3y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

  sin 2
D

y xy dxdy , D : 
2

y


 , 
3

2
y


 , 

1

2
x  , 2x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

22 4

2 2
0 0 1

x
dy

dx
x y



 
  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 2xy a , 
5

2
x y a    0a  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

  
3

2 2 2 2x y x y  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 16 2y x , 2y x , 0z  , 2x z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівністю 
2

2 1
4

y
x   . Знайдіть масу пластинки.  2y    поверхнева густина . 
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9. Обчисліть: 

 22 x y

V

y e dxdy dz , V :  0,  1,  ,

0,  1.

x y y x

z z

  

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 2x y , 2y x , 4z x  , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 24 6z x y   , 12 4z y  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 216 100x y z    , 

 
2 2 2 2

3 35

x y x y
z

 
   , 0 y x  . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 24 x y z  , 2 2 1x y  , 

 0y  , 0z    0, 0y z  ; 

  2 210 x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 4x y z   , 0x  , 0y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 22x y z  , 2 2 4y z  , 0x  . 
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Варіант № 24 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями: 

 2 2x y , 5 2 6 0x y   . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 39 48
D

x y x y dxdy , D : 1x  , y x , 2y x  . 

3. Обчисліть: 

 
2 sin

2
D

xy
y dx dy

 
  

 
 , D : 0x  , y  , 

2

x
y  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

20 3

2 2
03 1

x
dy

dx
x y



  
  . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 
2

8

4
y

x



, 2 4x y . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лініями: 

 6cos3  , 3    3  . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 15y x , 15y x  , 0z  ,  15 1z x  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
4 25

x y
  ; 4x  . 
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9. Обчисліть: 

  2 sin
V

x xy dxdy dz , V :  1, 2 , 0,

0, 4 .

x y x y

z z 
  

 
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 4x y  , 2x y , 
3

5
z x , 0z  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  2 22 12z x y   , 24 2z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

 2 2 21 49x y z    , 
2 2 2 2

35 3

x y x y
z

 
   , 0x y   . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

  2 2 264 x y z  , 2 2 4x y  , 

 0y  , 0z    0,  0y z  ; 

  2 25

4
x y   . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

  2 25z x y  , 2 2 2x y  , 0z  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Ox  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2x y z  , 2x  . 
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Варіант № 25 

1. Представте подвійний інтеграл у вигляді повторного із зов-

нішнім інтегруванням по x  й зовнішнім інтегруванням по y , якщо 

область G  задана лініями 24y x  , 3y x , 0y  . 

2. Обчисліть: 

  2 2 3 312 16
D

x y x y dxdy , D : 1x  , 2y x , y x  . 

3. Обчисліть: 

 2

x y

D

y e dxdy


 , D : ln 2y  , ln3y  , 2x  , 4x  . 

4. Обчисліть подвійний інтеграл, використовуючи полярні 

координати: 

 

21 1 2 2

2 2

0 0

1

1

x
x y

dx dy
x y


 

   . 

5. Обчисліть площу фігури, обмеженої лініями: 

 22x y  , 21 3x y  , 0x  , 0y  . 

6. Використовуючи полярні координати, обчисліть площу 

плоскої фігури, обмеженої лінією: 

 2sin 2a   . 

7. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

 2x y  , y x , 12z y , 0z  . 

8. Пластинка займає область D , що задана нерівностями. 

Знайдіть масу пластинки.  поверхнева густина  . 

 D : 

2 2

1
9 25

x y
  , 0y  ; 27

18
x y  . 
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9. Обчисліть: 

 2 28  x y z

V

y z e dxdy dz  , 

 V :  1,  2,  1,

0,  0,  0.

x y z

x y z

   

  
 

10. За допомогою потрійного інтеграла обчисліть об’єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями. Зробіть креслення. 

 0x  , 0y  , 0z  , 2x y  , 2 2z x y  . 

11. Знайдіть об’єм тіла, заданого обмежуючими його поверх-

нями: 

  
2 210 1 1z x y    

 
, 21 20z x  . 

12. Знайдіть об’єм тіла, заданого нерівностями: 

2 2 21 64x y z    , 
2 2 2 2

15 3

x y x y
z

 
  , 3 0x y    . 

13. Тіло V  задане обмежуючими його поверхнями. Знайдіть 

масу тіла.   густина  . 

 2 2 1x y  , 2 2 2x y z  , 

 0x  , 0y  , 0z    0,  0x y  ; 

 10x  . 

14. Обчисліть координати центра мас однорідного тіла, що  

займає область G , обмежену поверхнями: 

 2 23y x z  , 9y  . 

15. Обчисліть момент інерції щодо осі Oy  координат однорід-

ного тіла густиною 1  , що займає область G , обмежену поверхня-

ми: 

 2 2 2y x z  , 2y  . 
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ДОВІДКОВИЙ МАТЕРІАЛ 

 

1. Основні формули диференціального числення 

 

Основні правила диференціювання 

1. 0C  . 2.  Cu Cu  . 

3.  u v u v     . 4.  u v u v v u       . 

5. 
2

u u v v u

v v

     
 

 
, 0v  . 6.    u xx

f u f u    . 

7. 
1

y

x

x
y

 


, де  x x y  – обернена функція до функції  y y x . 

Тут C  – постійна,  u u x ,  v v x . 

 

Основні формули диференціювання 

1.   1u u u      ,  . 

2.  
1

log
ln

a u u
u a

   . 3.  
1

lnu u
u

   . 

4.   lnu ua a a u   . 5.  u ue e u   . 

6.  sin cosu u u   . 7.  cos sinu u u    . 

8.   2

1
tg

cos
u u

u
   . 9.   2

1
ctg

sin
u u

u
    . 

10.  
2

1
arcsin

1
u u

u

  


. 11.  
2

1
arccos

1
u u

u

   


. 

12.   2

1
arctg

1
u u

u
  


. 13.   2

1
arcctg

1
u u

u
   


. 

14.  sh chu u u   . 15.  ch shu u u   . 

16.   2

1
th

ch
u u

u
   . 17.   2

1
cth

sh
u u

u
    . 

Тут  u u x . Якщо  u x x , то   1u x x   . 
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2. Основні формули елементарної математики 

 

2.1. Алгебраїчні функції 

 

Властивості степенів 

 

Для будь-яких x , y  і додатних a  і b  є вірними рівності: 

0 1a  ; 

x y x ya a a   ; 

:x y x ya a a  ; 

 
y

x x ya a  ; 

 
x

x xab a b  ; 

x x

x

a a

b b

 
 

 
; 

1x

x
a

a

  . 

 

Многочлени 

 

Для будь-яких a , b  і c  є вірними рівності: 

  2 2a b a b a b    ; 

 
2 2 22a b a ab b    ; 

 
3 3 2 2 33 3a b a a b ab b      

або    
3 3 3 3a b a b ab a b     ; 

  3 3 2 2a b a b a ab b    ; 

  2

1 2ax bx c a x x x x     , 

де 1x  і 2x  – корені рівняння 2 0ax bx c   . 
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Властивості арифметичних коренів 

 

Для будь-яких натуральних n  і k , більших за 1, і будь-яких не-

від’ємних a  і b  є вірними рівності: 

 n n nab a b  ; 
n

n
n

a a

b b
   0b  ; 

  
k

knn a a ; n k nka a ; 

 
knkn a a ; 

nn a a   0a  ; 

 n na b , якщо 0 a b  ; 2
, если 0,

, если 0;

a a
a a

a a


  

 
; 

 
22 nn a a ; 2 1 2 1n na a      0a  . 

 

 

2.2. Тригонометричні функції 

 

 

Співвідношення між тригонометричними 

функціями одного аргументу 

 
2 2sin cos 1   ; 

sin
tg

cos





 ,   2 1

2
n


   ,  n ; 

cos
ctg

sin





 ,  n  ,  n ; 

tg ctg 1   ,  
2

n
  ,  n ; 

2

2

1
1 tg

cos



  ,   2 1

2
n


   ,  n ; 

2

2

1
1 ctg

sin



  ,  n  ,  n . 
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Формули додавання 

 

 sin sin cos cos sin        ; 

 sin sin cos cos sin        ; 

 cos cos cos sin sin        ; 

 cos cos cos sin sin        ; 

 
tg tg

tg
1 tg tg

 
 

 


 

 
,  , ,

2
n


       , n ; 

 
tg tg

tg
1 tg tg

 
 

 


 

 
,  , ,

2
n


       , n . 

 

 

Формули подвійного аргументу 

 

sin2 2sin cos   ; 

2 2 2 2cos2 cos sin 2cos 1 1 2sin          ; 

2

2tg
tg2

1 tg








, 

2
n


   , n , 

4 2
k

 
   , k . 

 

 

Формули половинного аргументу 

(формули зниження степеня) 

 

2 1 cos
sin

2 2

 
 ; 

2 1 cos
cos

2 2

 
 ; 

1 cos sin
tg

2 sin 1 cos

  

 


 


, 2 n    , n . 
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Формули перетворення суми в добуток 

 

sin sin 2sin cos
2 2

   
 

 
  ; 

sin sin 2sin cos
2 2

   
 

 
  ; 

cos cos 2cos cos
2 2

   
 

 
  ; 

cos cos 2sin sin
2 2

   
 

 
   ; 

 sin
tg tg

cos cos

 
 

 


  , ,

2
n


    , n . 

 

Формули перетворення добутку в суму 

 

   
1

sin sin cos cos
2

           ; 

   
1

cos cos cos cos
2

           ; 

   
1

sin cos sin sin
2

           . 

 

Співвідношення між sin , cos , і tg
2


 

 

2

2tg
2sin

1+tg
2






 ,  2 1n   , n ; 

2

2

1 tg
2cos

1 tg
2












,  2 1n   , n . 
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Формули зведення 

Назва функції не змінюється Назва функції змінюється 

u          
2


  

2


  

3

2


  

3

2


  

sin  sin  sin  sin  cos  cos  cos  cos  

cos  cos  cos  cos  sin  sin  sin  sin  

tg  

tg  tg  tg  ctg  ctg  ctg  ctg  

 2 1
2

n


   , n   2 1
2

n


   , n  

ctg  
ctg  ctg  ctg  tg  tg  tg  tg  

n  , n  n  , n  

 

Властивості обернених тригонометричних функцій 

  arcsin arcsina a   , 1a  ;  arccos arccosa a   , 1a  ; 

  arctg arctga a   , a ;  arcctg arcctga a   , a ; 

 arcsin arccos
2

a a


  , 1a  ; arctg arcctg
2

a a


  , a . 

 

Найпростіші тригонометричні рівняння 

 sin x a  1a  ;  1 arcsin
n

x a n   , n ; 

 cosx a  1a  ; arccos 2x a n   , n ; 

 tg x a  a ; arctgx a n  , n ; 

 ctg x a  a ; arcctgx a n  , n . 

Окремі випадки: 

 sin 0x  ; x n , n ; cos 0x  , 
2

x n


  , n ; 

 sin 1x  ; 2
2

x n


  , n ; cos 1x  , 2x n , n ; 

 sin 1x   ; 2
2

x n


   , n ; cos 1x   , 2x n   , n . 



161 

Властивості логарифмів 

 

1. Якщо 0x  , 0a  , 1a  , то 

loga x
x a . 

(основна логарифмічна тотожність) 

2. Логарифм одиниці дорівнює нулю: 

log 1 0a  . 

3. Логарифм основи дорівнює одиниці: 

log 1a a  . 

4. Якщо 
1 0x   і 

2 0x  , то 

1 2 1 2log log loga a ax x x x  ; 

(формула для логарифма добутку) 

1
1 2

2

log log loga a a

x
x x

x
  . 

(формула для логарифма частки) 

5. Якщо 0x  , то 

log logp

a ax p x  , 

(формула для логарифма степеня) 

де p  – будь-яке дійсне число. 

6. Якщо 0x  , то 

log
log

log

b
a

b

x
x

a
 , 

(формула переходу до нової основи логарифма) 

для будь-якого дійсного числа 0b  . 

Зокрема 

1
log

log
a

b

b
a

   або  log log 1a bb a  ; 

log log p

p

a a
b b ,  , 0p p  . 
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