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Вступ
В цьому навчальному посiбнику розмiщенi лекцiї та варiанти iндивi-

дуальних домашнiх завдань з лiнiйного програмування в тому обсязi, що
викладається в НТУ "ХПI".

У першiй главi нагадуються деякi питання з лiнiйної алгебри та
математичного аналiзу, що потрiбнi для подальшого використання. Док-
ладнiше з ними можна ознайомитися в [3] та iнших пiдручниках.

Далi послiдовно розглядаються формулювання задачi лiнiйного прог-
рамування, форми запису задач, графiчний метод, симплекс-метод, тео-
рiя двоїстостi, транспортна задача, цiлочисельне лiнiйне програмування.
Поряд з цим посiбником можна скористатися пiдручниками [1,5].

Наприкiнцi наведенi варiанти iндивiдуальних домашнiх завдань. В
основному вони взятi з книги [4] та доповненi. Для розв’язання завдань
можна скористатися сайтом [2].

Для полегшення перехресних посилань усi формули, означення, те-
ореми, рисунки тощо мають подвiйну нумерацiю, що включає номер роз-
дiлу. Кiнець прикладу, означення, формулювання чи доведення теореми
позначений ось таким квадратиком: �.

Матрицi позначаються великими жирними лiтерами: 𝐸, а вектори —
малими: 𝑝. Iндексацiя компонентiв матриць та координат векторiв почи-
нається з одиницi.
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1. Попереднi вiдомостi з аналiзу та лiнiйної
алгебри
У цьому роздiлi ми пригадаємо деякi поняття математичного ана-

лiзу та лiнiйної алгебри, якi будуть нам потрiбнi для розв’язання задач
лiнiйного програмування.

1.1. Загальний розв’язок системи лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь

Нехай є система 𝑚 лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з 𝑛 невiдомими
(СЛАР 𝑚× 𝑛):

𝐴𝑥 = 𝑏, (1.1)

де 𝐴 — матриця коефiцiєнтiв розмiром 𝑚×𝑛; 𝑥 — вектор-стовпчик невiдо-
мих величин довжиною 𝑛; 𝑏 — вектор-стовпчик правих частин довжиною
𝑚.

Позначимо через 𝐴1 розширену матрицю розмiром 𝑚× (𝑛 + 1), яку
отримаємо з матрицi 𝐴 дописуванням праворуч вектора-стовпчика 𝑏.

Нехай ранги матриць є такими: 𝑟 = rg𝐴; 𝑟1 = rg𝐴1.
Теорема 1.1. Теорема Кронекера-Капеллi. Для того, щоб сис-

тема (1.1) була сумiсною, необхiдно та достатньо, щоб 𝑟1 = 𝑟. Для того,
щоб сумiсна СЛАР (1.1) була ще й визначеною, необхiдно та достатньо,
щоб 𝑟1 = 𝑟 = 𝑛. �

Доведення цiєї теореми розглядається в курсi лiнiйної алгебри, тому
ми не будемо на ньому зупинятися.

Нехай СЛАР (1.1) сумiсна, але не визначена: 𝑟1 = 𝑟 < 𝑛. В цьому
випадку вона має бiльше одного розв’язку (насправдi безлiч розв’язкiв).

Означення 1.1. Для сумiсної та невизначеної СЛАР число 𝑓 = 𝑛−𝑟
називається ступенем невизначеностi або кiлькiстю ступенiв волi. �

Саме стiльки вiльних змiнних буде в загальному розв’язку цiєї СЛАР.
Для дослiдження СЛАР та знаходження її загального розв’язку можна
скористатися методом Жордана-Ґауса.

Приклад 1.1. Дослiдити та розв’язати методом Жордана-Ґауса та-
ку СЛАР:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 = 1;
3𝑥1 + 13𝑥2 + 13𝑥3 + 5𝑥4 = 3;
𝑥1 + 5𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 = 7;
3𝑥1 + 7𝑥2 + 7𝑥3 + 2𝑥4 = 19.
Розв’язання. Дослiджуємо та пробуємо розв’язати:
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⎛⎜⎜⎝
1 2 3 1
3 13 13 5
1 5 3 1
3 7 7 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1

3
7

19

⎞⎟⎟⎠ 𝑒2 − 3𝑒1
𝑒3 − 𝑒1
𝑒4 − 3𝑒1

∼

∼

⎛⎜⎜⎝
1 2 3 1
0 7 4 2
0 3 0 0
0 1 −2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1

0
6

16

⎞⎟⎟⎠ 𝑒3/3
∼

∼

⎛⎜⎜⎝
1 2 3 1
0 7 4 2
0 1 0 0
0 1 −2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1

0
2

16

⎞⎟⎟⎠
𝑒1 − 2𝑒3
𝑒2 − 7𝑒3

𝑒4 − 𝑒3

∼

∼

⎛⎜⎜⎝
1 0 3 1
0 0 4 2
0 1 0 0
0 0 −2 −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −3

−14
2

14

⎞⎟⎟⎠
𝑒4/ (−1)

∼

∼

⎛⎜⎜⎝
1 0 3 1
0 0 4 2
0 1 0 0
0 0 2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ −3

−14
2

−14

⎞⎟⎟⎠
𝑒1 − 𝑒4
𝑒2 − 2𝑒4 ∼

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 11

14
2

−14

⎞⎟⎟⎠ .

Друге рiвняння отримало вигляд: 0𝑥1 + 0𝑥2 + 0𝑥3 + 0𝑥4 = 14, що
неможливо. Маємо: 𝑟 = 3; 𝑟1 = 4; СЛАР несумiсна — розв’язкiв немає. �

Приклад 1.2. Дослiдити та розв’язати методом Жордана-Ґауса нас-
тупну СЛАР:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 = 1;
3𝑥1 + 13𝑥2 + 13𝑥3 + 5𝑥4 = 3;
𝑥1 + 5𝑥2 + 3𝑥3 + 𝑥4 = 7;
3𝑥1 + 7𝑥2 + 7𝑥3 + 2𝑥4 = 12;
4𝑥1 + 5𝑥2 + 6𝑥3 + 𝑥4 = 19.
Розв’язання.⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 1
3 13 13 5
1 5 3 1
3 7 7 2
4 5 6 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1
3
7

12
19

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
𝑒2 − 3𝑒1
𝑒3 − 𝑒1
𝑒4 − 3𝑒1
𝑒5 − 4𝑒1

∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 1
0 7 4 2
0 3 0 0
0 1 −2 −1
0 −3 −6 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1
0
6
9

15

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑒3/3 ∼
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∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 1
0 7 4 2
0 1 0 0
0 1 −2 −1
0 −3 −6 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1
0
2
9

15

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
𝑒1 − 2𝑒3
𝑒2 − 7𝑒3

𝑒4 − 𝑒3
𝑒5 + 3𝑒3

∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 3 1
0 0 4 2
0 1 0 0
0 0 −2 −1
0 0 −6 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

−3
−14

2
7

21

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑒4/ (−1)
∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 3 1
0 0 4 2
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 −6 −3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

−3
−14

2
−7
21

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
𝑒1 − 𝑒4
𝑒2 − 2𝑒4

𝑒5 + 3𝑒4

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

4
0
2

−7
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎝ 1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 4

2
−7

⎞⎠ .

На останньому кроцi вiдкинули два рiвняння-тотожностi: 0𝑥1 +0𝑥2 +
0𝑥3 + 0𝑥4 = 0. Маємо: 𝑟 = 𝑟1 = 3; 𝑛 = 4; 𝑓 = 𝑛 − 𝑟 = 1. Система сумiс-
на, невизначена, ступiнь невизначеностi дорiвнює 1. Маємо 𝑓 = 1 вiльну
змiнну та 𝑟 = 3 базиснi. У стовпцях, що вiдповiдають базисним змiнним,
по однiй одиницi, а решта — нулi. А у стовпцях для вiльних змiнних
можуть бути будь-якi числа. Отже, у нас вiльна змiнна — це 𝑥3, а базиснi
— 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4. Вiльна змiнна може набувати будь-якого значення: 𝑥3 = 𝐶.
Базиснi виражаються через вiльну з отриманої СЛАР:⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝐶 = 4;

𝑥2 = 2;
2𝐶 + 𝑥4 = −7;

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥1 = −𝐶 + 4;
𝑥2 = 2;
𝑥3 = 𝐶;
𝑥4 = −2𝐶 − 7;

𝑥 = 𝐶

⎛⎜⎜⎝
−1

0
1

−2

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
4
2
0

−7

⎞⎟⎟⎠ .

В останньому векторному запису перший доданок — це загальний
розв’язок вiдповiдної однорiдної СЛАР, а другий — частинний розв’язок
нашої неоднорiдної СЛАР. �

Приклад 1.3. Дослiдити та розв’язати методом Жордана-Ґауса нас-
тупну СЛАР:⎧⎨⎩ 𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 + 𝑥5 = 5;

2𝑥1 − 4𝑥2 − 2𝑥3 + 6𝑥4 + 𝑥5 = 10;
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 − 2𝑥5 = 20.
Розв’язання.⎛⎝ 1 −2 −1 3 1

2 −4 −2 6 1
2 1 0 1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

10
20

⎞⎠ 𝑒2 − 2𝑒1
𝑒3 − 2𝑒1

∼
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∼

⎛⎝ 1 −2 −1 3 1
0 0 0 0 −1
0 5 2 −5 −4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

0
10

⎞⎠ 𝑒2/ (−1) ∼

∼

⎛⎝ 1 −2 −1 3 1
0 0 0 0 1
0 5 2 −5 −4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

0
10

⎞⎠ 𝑒1 − 𝑒2

𝑒3 + 4𝑒2

∼

∼

⎛⎝ 1 −2 −1 3 0
0 0 0 0 1
0 5 2 −5 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

0
10

⎞⎠
𝑒3/2

∼

∼

⎛⎝ 1 −2 −1 3 0
0 0 0 0 1
0 2.5 1 −2.5 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

0
5

⎞⎠ 𝑒1 + 𝑒3
∼

∼

⎛⎝ 1 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 1
0 2.5 1 −2.5 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 10

0
5

⎞⎠ .

Маємо: 𝑟 = 𝑟1 = 3; 𝑛 = 5; СЛАР сумiсна та невизначена; ступiнь
невизначеностi 𝑓 = 𝑛 − 𝑟 = 2. Вiльнi змiннi: 𝑥2 = 𝐶1; 𝑥4 = 𝐶2; базиснi
змiннi 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5 знаходимо з отриманої СЛАР:⎧⎨⎩ 𝑥1 + 0.5𝐶1 + 0.5𝐶2 = 10;

𝑥5 = 0;
2.5𝐶1 + 𝑥3 − 2.5𝐶2 = 5;

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = −0.5𝐶1 − 0.5𝐶2 + 10;
𝑥2 = 𝐶1;
𝑥3 = −2.5𝐶1 + 2.5𝐶2 + 5;
𝑥4 = 𝐶2;
𝑥5 = 0;

𝑥 = 𝐶1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−0.5

1
−2.5

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝐶2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−0.5

0
2.5

1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
10
0
5
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

В останньому векторному запису першi два доданки — це загальний
розв’язок вiдповiдної однорiдної СЛАР (лiнiйна комбiнацiя фундамен-
тальних розв’язкiв), а третiй — частинний розв’язок нашої неоднорiдної
СЛАР. �

Теорема 1.2. Загальний розв’язок сумiсної (𝑟 = 𝑟1) невизначеної
(𝑟 < 𝑛) СЛАР (1.1) дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдної одно-
рiдної СЛАР та частинного розв’язку СЛАР (1.1). У свою чергу, за-
гальний розв’язок вiдповiдної однорiдної СЛАР є лiнiйною комбiнацiєю
𝑓 = 𝑛− 𝑟 лiнiйно-незалежних фундаментальних розв’язкiв:

𝑥 = 𝐶1𝑢1 + 𝐶2𝑢2 + . . . + 𝐶𝑓𝑢𝑓 + 𝑥*.� (1.2)

Доведення цiєї теореми також розглядалося в курсi лiнiйної алгебри.
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1.2. Замiщення базису
В прикладi 1.3 ми отримали вiльнi змiннi 𝑥2, 𝑥4 та базиснi 𝑥1, 𝑥3, 𝑥5.

А чи можна зробити вiльними (звiльнити) якiсь iншi двi змiннi? Iнколи
так, а iнколи нi. Зокрема, в прикладi 1.3 ми нiколи не зможемо звiльнити
𝑥5, тому що ця змiнна фактично вiдокремилася вiд iнших. А 𝑥1, 𝑥3 мож-
на звiльнити, ввiвши в базис 𝑥2, 𝑥4. Найпростiше це робити послiдовно,
замiнюючи базиснi змiннi по однiй.

Означення 1.2. Однократне замiщення базису — це введення в ба-
зис однiєї вiльної змiнної з одночасним виведенням з базису (звiльненням)
якоїсь базисної. �

Для виконання операцiї однократного замiщення базису треба спо-
чатку визначитися, яку вiльну змiнну ми будемо вводити в базис. Тобто
треба обрати у розширенiй матрицi 𝐴1 якийсь стовпчик, що вiдповiд-
ає вiльнiй змiннiй. Потiм подивитися, якi ненульовi елементи є в цьо-
му стовпчику. Якщо є якийсь ненульовий елемент, то вiдповiдну базисну
змiнну можна звiльнити. Номер цiєї базисної змiнної, що звiльняється,
визначається одиницею в базисному стовпцi цього рядка.

Пiсля того, як ми обрали стовпчик (вiльна змiнна, що вводиться в
базис) та рядок (базисна змiнна, що звiльняється), робимо на їх перехрестi
одиницю (тобто дiлимо вiдповiдне рiвняння на цей елемент) та проводимо
ще один крок методу Жордана-Ґауса.

Приклад 1.4. В прикладi 1.3 ввести до базису змiннi 𝑥2, 𝑥4 та звiль-
нити 𝑥1, 𝑥3.

Розв’язання. В цьому прикладi ми отримали таку розширену мат-
рицю:

𝐴1 =

⎛⎝ 1 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 1
0 2.5 1 −2.5 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 10

0
5

⎞⎠ .

Нам треба ввести до базису 𝑥2. Їй вiдповiдає другий стовпчик 𝐴1.
Дивимося, якi елементи є в цьому стовпчику, i якi базиснi змiннi їм вiд-
повiдають. В першому рядку стоїть число 𝑎12 = 0.5 ̸= 0. Базисна змiнна,
що знаходиться в першому рядку — це 𝑥1: одиниця в першому рядку є у
базисного стовпчика саме для 𝑥1. Оскiльки 𝑎12 ̸= 0, то 𝑥1 можна звiльни-
ти. Це звiльнення полягає в тому, що ми множимо перше рiвняння на два,
щоб отримати 𝑎12 = 1, а потiм вiд третього рiвняння вiднiмаємо перше,
помножене на 2.5, тобто проводимо один крок методу Жордана-Ґауса.

Розглянемо iншi можливостi. Наступний елемент другого стовпчика
𝑎22 = 0, тому змiнну 𝑥5 (а саме вона є базисною для другого рядка)
звiльнити не можна, тому що ми нiяк не зробимо з нуля одиницю.

Останнiй елемент другого стовпчика 𝑎23 = 2.5 ̸= 0, а третьому рядку
вiдповiдає базисна змiнна 𝑥3. Її теж можна звiльнити. Для цього треба
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подiлити третє рiвняння на 2.5, а потiм вiд першого рiвняння вiдняти
третє, помножене на 0.5.

Введемо в базис 𝑥2, а виведемо, наприклад, 𝑥3:⎛⎝ 1 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 1
0 2.5 1 −2.5 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 10

0
5

⎞⎠
𝑒3/2.5

∼

∼

⎛⎝ 1 0.5 0 0.5 0
0 0 0 0 1
0 1 0.4 −1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 10

0
2

⎞⎠ 𝑒1 − 0.5𝑒3
∼

∼

⎛⎝ 1 0 −0.2 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0.4 −1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 9

0
2

⎞⎠ .

Отримали базиснi змiннi 𝑥1, 𝑥2, 𝑥5 i вiльнi 𝑥3, 𝑥4. Далi треба ввести
в базис 𝑥4, звiльнивши 𝑥1. Це можна зробити, тому що 𝑎14 = 1 ̸= 0.
Виконуємо вiдповiдний крок методу Жордана-Ґауса:⎛⎝ 1 0 −0.2 1 0

0 0 0 0 1
0 1 0.4 −1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 9

0
2

⎞⎠
𝑒3 + 𝑒1

∼

⎛⎝ 1 0 −0.2 1 0
0 0 0 0 1
1 1 0.2 0 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 9

0
11

⎞⎠ .

Вiльнi змiннi: 𝑥1 = 𝐶1; 𝑥3 = 𝐶2. Базиснi змiннi 𝑥2, 𝑥4, 𝑥5 виражаємо
через вiльнi:⎧⎨⎩ 𝐶1 − 0.2𝐶2 + 𝑥4 = 9;

𝑥5 = 0;
𝐶1 + 𝑥2 + 0.2𝐶2 = 11;

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = 𝐶1;
𝑥2 = −𝐶1 − 0.2𝐶2 + 11;
𝑥3 = 𝐶2;
𝑥4 = −𝐶1 + 0.2𝐶2 + 9;
𝑥5 = 0;

𝑥 = 𝐶1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

−1
0

−1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝐶2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

−0.2
1

0.2
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

11
0
9
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Отримали iншу вiдповiдь, нiж у прикладi 1.3, але за тим самим прин-
ципом: першi два доданки — це загальний розв’язок вiдповiдної однорiд-
ної СЛАР (лiнiйна комбiнацiя фундаментальних розв’язкiв), а третiй —
частинний розв’язок нашої неоднорiдної СЛАР. �

1.3. Площина, пряма, вiдрiзок та iншi об’єкти в 𝐸𝑛

Будемо використовувати загальноприйнятi позначення:
• 𝑥1,𝑥2, . . . ∈ 𝐸𝑛 — вектори (точки) в 𝑛-вимiрному евклiдовому прос-

торi;

• 𝑥𝑘 =
{︁
𝑥
(𝑘)
1 ;𝑥

(𝑘)
2 ; . . . ;𝑥

(𝑘)
𝑛

}︁
=
(︁
𝑥
(𝑘)
1 , 𝑥

(𝑘)
2 , . . . , 𝑥

(𝑘)
𝑛

)︁𝑇
— координати век-

тора (точки) 𝑥𝑘;
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• (𝑥1,𝑥2) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥
(1)
𝑖 𝑥

(2)
𝑖 — скалярний добуток векторiв 𝑥1 та 𝑥2;

• ‖𝑥𝑘‖ =
√︀

(𝑥𝑘,𝑥𝑘) — евклiдова норма вектора 𝑥𝑘;
• 𝜙=arccos (𝑥1,𝑥2)

‖𝑥1‖·‖𝑥2‖ — кут мiж векторами 𝑥1 та 𝑥2;
• ‖𝑥2 − 𝑥1‖ — вiдстань мiж точками 𝑥1 та 𝑥2.
Означення 1.3. Площина в 𝐸𝑛, що проходить через точку 𝑥0 та має

нормальний вектор 𝑛 ̸= 0 — це множина точок 𝑥 ∈ 𝐸𝑛, що задовольняють
умовi:

(𝑛, (𝑥− 𝑥0)) = 0. � (1.3)

Позначимо координати нормального вектора 𝑛 = {𝑎1; 𝑎2; . . . ; 𝑎𝑛}, ко-
ординати вектора 𝑥 = {𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥𝑛}, а скалярний добуток (𝑛,𝑥0) = 𝑏.
Тодi бачимо, що площина в 𝐸𝑛 — це лiнiйне алгебраїчне рiвняння:

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏. (1.4)

Якщо 𝑏 = 0, то рiвняння буде однорiдним, а якщо 𝑏 ̸= 0, то неодно-
рiдним. Точки по один бiк вiд площини (1.3) задовольняють такiй лiнiйнiй
нерiвностi

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 > 𝑏, (1.5)

а по iнший — протилежнiй. Щоб з’ясувати, якiй саме нерiвностi задоволь-
няє та чи iнша точка 𝑥, треба перевiрити кут мiж нормальним вектором
𝑛 та вектором 𝑥−𝑥0. Якщо цей кут гострий, то має мiсце нерiвнiсть (1.5),
а якщо тупий — то протилежна.

Означення 1.4. Пряма в 𝐸𝑛, що проходить через точку 𝑥0 та має
напрямний вектор 𝑎 ̸= 0 — це множина точок 𝑥 ∈ 𝐸𝑛, що задовольняють
умовi:

𝑥 = 𝑎𝑡 + 𝑥0; 𝑡 ∈ R. � (1.6)

Рiвняння (1.4) — параметричне. Пряма, що проходить через двi точ-
ки 𝑥1 та 𝑥2, може бути задана так:

𝑥 = (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2; 𝑡 ∈ R. (1.7)

Значенню параметра 𝑡 = 0 вiдповiдає точка 𝑥1, а значенню 𝑡 = 1 —
точка 𝑥2.

Означення 1.5. Вiдрiзок [𝑥1,𝑥2] в 𝐸𝑛 — це множина точок 𝑥 ∈ 𝐸𝑛,
що задовольняють умовi:
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𝑥 = (1 − 𝑡)𝑥1 + 𝑡𝑥2; 𝑡 ∈ [0; 1] ; (1.8)

або:

𝑥 = 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2; 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1. � (1.9)

Точки вiдрiзку також називають внутрiшньою лiнiйною комбiнацiєю
точок 𝑥1 та 𝑥2.

Означення 1.6. Трикутник [𝑥1,𝑥2,𝑥3] в 𝐸𝑛 — це множина точок
𝑥 ∈ 𝐸𝑛, що задовольняють умовi:

𝑥 = 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + 𝜃3𝑥3; ∀𝜃𝑘 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 1. � (1.10)

Рис. 1.1. Вiдрiзок (а) i трикутник (б) у 𝐸𝑛

На рис. 1.1 показанi вiдрiзок (а) та трикутник (б) i значення 𝜃𝑘 для
деяких точок. У трикутнику штриховi лiнiї — це медiани. Трикутник є
сенс розглядати в 𝐸𝑛, коли 𝑛 ≥ 2 i вектори 𝑥2 − 𝑥1 та 𝑥3 − 𝑥1 лiнiйно-
незалежнi. В протилежному випадку вiн вироджується у вiдрiзок.

Означення 1.7. Тетраедр [𝑥1,𝑥2,𝑥3,𝑥4] в 𝐸𝑛 — це множина точок
𝑥 ∈ 𝐸𝑛, що задовольняють умовi:

𝑥 = 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + 𝜃3𝑥3 + 𝜃4𝑥4; ∀𝜃𝑘 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 + 𝜃4 = 1. � (1.11)

Тетраедр є сенс розглядати в 𝐸𝑛, коли 𝑛 ≥ 3 i вектори 𝑥2−𝑥1, 𝑥3−𝑥1

та 𝑥4 − 𝑥1 лiнiйно-незалежнi.
Можна також розглядати тетраедри бiльших розмiрностей. У 𝐸𝑛

можна побудувати внутрiшню лiнiйну комбiнацiю точок кiлькiстю до 𝑛+1
включно.
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1.4. Опуклi областi та функцiї
Користуємося загальноприйнятими позначеннями:

• круг з центром в точцi 𝑥0 та радiусом 𝑅 — множина точок 𝑥 :
‖𝑥− 𝑥0‖ < 𝑅; позначається 𝐶𝑅 (𝑥0);

• 𝜀-окiл точки 𝑥0 — круг ‖𝑥− 𝑥0‖ < 𝜀; позначається 𝐶𝜀 (𝑥0);
• область — множина точок 𝑥 ∈ 𝐸𝑛, що задовольняють умовам вiд-

критостi та зв’язностi. Як правило, областi задаються строгими не-
рiвностями. Зокрема, круг — це область;

• вiдкритiсть областi 𝐷: якщо 𝑥0 ∈ 𝐷, то iснує якийсь 𝜀-окiл 𝑥0, може,
дуже малий, такий, що всi його точки теж належать областi 𝐷;

• зв’язнiсть областi 𝐷: для двох будь-яких точок 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷 iснує
неперервна лiнiя (не обов’язково пряма), всi точки якої знаходяться
в 𝐷;

• гранична точка областi 𝐷 — це така точка, яка сама не належить
𝐷, але в будь-якому її 𝜀-околi, як завгодно малому, є точки областi
𝐷;

• замкнена область — область та всi її граничнi точки. Як правило,
замкнена область задається нестрогими нерiвностями.

Рис. 1.2. Не опукла (а) та опукла (б) областi

Далi ми будемо розглядати замкненi областi, нiде це окремо не ого-
ворюючи.

Означення 1.8. Область 𝐷 називається опуклою, якщо ∀𝑥1,𝑥2 ∈
𝐷: [𝑥1,𝑥2] ∈ 𝐷. �

На рис. 1.2 показанi не опукла (а) та опукла (б) областi. В не опуклiй
областi iснує хоча б одна пара точок 𝑥1,𝑥2 така, що не всi точки вiдрiзку
[𝑥1,𝑥2] ∈ 𝐷.

Розглянемо деякi приклади опуклих областей.
Приклад 1.5. Довести, що множина точок площини (1.3) або, що

те ж саме, множина розв’язкiв лiнiйного алгебраїчного рiвняння (1.4) є
опуклою областю.
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Розв’язання. Нехай 𝑥1 та 𝑥2 — два якiсь розв’язки (1.4): (𝑛,𝑥1) = 𝑏
та (𝑛,𝑥2) = 𝑏. Вiзьмемо будь-яку точку 𝑥 на вiдрiзку [𝑥1,𝑥2]: 𝑥 = 𝜃1𝑥1 +
𝜃2𝑥2, де 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1.

Перевiряємо: (𝑛,𝑥) = (𝑛, (𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2)) = 𝜃1 (𝑛,𝑥1) + 𝜃2 (𝑛,𝑥2) =
𝜃1𝑏 + 𝜃2𝑏 = 𝑏. �

Приклад 1.6. Довести, що множина точок по один бiк вiд площини
(1.5) або, що те ж саме, множина розв’язкiв лiнiйної алгебраїчної нерiв-
ностi є опуклою областю.

Розв’язання. Ми розглядаємо замкненi областi, тому всi нерiвностi
тут нестрогi. Нехай 𝑥1 та 𝑥2 — два якiсь розв’язки (1.5): (𝑛,𝑥1) ≥ 𝑏 та
(𝑛,𝑥2) ≥ 𝑏. Вiзьмемо будь-яку точку 𝑥 на вiдрiзку [𝑥1,𝑥2]: 𝑥 = 𝜃1𝑥1 +
𝜃2𝑥2, де 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1.

Перевiряємо: (𝑛,𝑥) = (𝑛, (𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2)) = 𝜃1 (𝑛,𝑥1) + 𝜃2 (𝑛,𝑥2) ≥
𝜃1𝑏 + 𝜃2𝑏 = 𝑏. Знак нерiвностi зберiгається тому, що 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0. �

Доведiть самостiйно, що опуклими областями є також:
• множина точок прямої (1.6);
• множина точок вiдрiзку (1.9);
• множина точок трикутника (1.10);
• множина точок тетраедра (1.11);
• множина точок багатовимiрного тетраедра.
Теорема 1.3. Перетин опуклих областей є опуклою областю. �
Доведення. Нехай 𝐷1 та 𝐷2 — опуклi областi, а 𝐷 = 𝐷1∩𝐷2 — їхнiй

перетин. Вiзьмемо двi будь-якi точки 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷. Оскiльки 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷, то
𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷1 та 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷2. Далi вiзьмемо будь-яку точку 𝑥 на вiдрiзку
[𝑥1,𝑥2]. Областi 𝐷1 та 𝐷2 опуклi, тому 𝑥 ∈ 𝐷1 та 𝑥 ∈ 𝐷2. Звiдсiля слiдує,
що 𝑥 ∈ 𝐷. �

Зауваження. Об’єднання опуклих областей може й не бути опуклою
областю, як показано на рис. 1.3. Але перетин — опукла область.

Наслiдок 1.1. Множина розв’язкiв СЛАР (1.1) є опуклою облас-
тю. �

Наслiдок 1.2. Множина розв’язкiв системи лiнiйних алгебраїчних
нерiвностей

𝐴𝑥 ≤ 𝑏 (1.12)

є опуклою областю. �
У формулi (1.12) вважається, що нерiвностi виконуються за всiма

координатами.
Пригадаємо тепер поняття опуклої функцiї. Графiк опуклої (вгору)

функцiї однiєї змiнної на всьому вiдрiзку опуклостi проходить над хордою
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Рис. 1.3. Перетин опуклих областей є опуклою областю (а),
а об’єднання — не обов’язково (б)

Рис. 1.4. Графiк опуклої вгору функцiї проходить над хордою
(штрихова лiнiя) та пiд дотичною (штрих-пунктирна)

та пiд дотичною, як показано на рис. 1.4. Для функцiї кiлькох змiнних
𝑓 (𝑥) зручнiше дати означення через хорду.

Означення 1.9. Нехай функцiя 𝑓 (𝑥) визначена в деякiй областi 𝐷.
Функцiя 𝑓 (𝑥) називається опуклою вгору в областi 𝐷, якщо ∀𝑥1,𝑥2 ∈ 𝐷
та для будь-якої внутрiшньої точки вiдрiзку 𝑥 ∈ (𝑥1,𝑥2), якщо ця точка
𝑥 ∈ 𝐷, має мiсце нерiвнiсть:

𝑓 (𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2) > 𝜃1𝑓 (𝑥1) + 𝜃2𝑓 (𝑥2) ;
𝜃1 > 0; 𝜃2 > 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1. �

(1.13)

Для опуклої донизу функцiї буде мати мiсце протилежна нерiвнiсть.
Уточнимо поняття локального екстремуму функцiї. Будемо вважати,

що локальний екстремум може досягатися не тiльки у внутрiшнiй точцi
областi визначення 𝐷, але й на її границi. Вiдповiдне означення є таким.
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Означення 1.10. Нехай функцiя 𝑓 (𝑥) визначена в деякiй областi
𝐷. Точка 𝑥0 ∈ 𝐷 називається точкою локального максимуму функцiї
𝑓 (𝑥), якщо ∃𝐶𝜀 (𝑥0) такий, що ∀𝑥 ∈ (𝐷 ∩ 𝐶𝜀 (𝑥0)): 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑥0) . �

Для локального мiнiмуму остання нерiвнiсть буде протилежною.
Теорема 1.4. Основна теорема опуклого аналiзу. Якщо функ-

цiя 𝑓 (𝑥) є опуклою вгору в опуклiй областi 𝐷, то її локальний максимум
𝑥0 в цiй областi буде глобальним. �

Доведення будуємо вiд протилежного. Припустимо, що в областi 𝐷
є iнша точка 𝑥1, в якiй 𝑓 (𝑥1) > 𝑓 (𝑥0). Область 𝐷 опукла, тому всi точки
вiдрiзку [𝑥1,𝑥0] знаходяться в областi 𝐷. Функцiя 𝑓 (𝑥) опукла, тому за
(1.13) маємо, що ∀𝑥 ∈ (𝑥1,𝑥0):
𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥0) > 𝜃1𝑓 (𝑥1)+𝜃2𝑓 (𝑥0) > 𝜃1𝑓 (𝑥0)+𝜃2𝑓 (𝑥0) = 𝑓 (𝑥0) .

З iншого боку, в точцi 𝑥0 ми маємо локальний максимум, тобто
∃𝐶𝜀 (𝑥0) такий, що ∀𝑥 ∈ (𝐷 ∩ 𝐶𝜀 (𝑥0)): 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑥0). В цю область
(𝐷 ∩ 𝐶𝜀 (𝑥0)) напевно потрапляють i деякi внутрiшнi точки нашого вiд-
рiзку (𝑥1,𝑥0).

Тобто з одного боку в усiх внутрiшнiх точках вiдрiзку (𝑥1,𝑥0) повин-
но виконуватися 𝑓 (𝑥) > 𝑓 (𝑥0), а з iншого боку, в деяких точках повинно
бути 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑥0). Це протирiччя й доводить теорему. �

Наслiдок 1.3. Для опуклої донизу функцiї в опуклiй областi її ло-
кальний мiнiмум буде глобальним. �

1.5. Екстремум функцiї кiлькох змiнних
В цьому пiдроздiлi та наступних розглядаємо функцiї, диференцi-

йовнi потрiбну кiлькiсть разiв.
Теорема 1.5. Необхiдна умова екстремуму. Якщо функцiя 𝑓 (𝑥)

є диференцiйовною в точцi 𝑥0 локального екстремуму, i ця точка є внут-
рiшньою точкою областi 𝐷, то в нiй усi частиннi похiднi дорiвнюють нулю:

grad𝑓 (𝑥0) = 0. � (1.14)

Розв’язавши цю систему з 𝑛 рiвнянь (в загальному випадку нелiнiй-
них), знайдемо точки, якi називаються стацiонарними. Далi перевiряємо
наявнiсть чи вiдсутнiсть екстремуму в цих точках.

Теорема 1.6. Достатня умова екстремуму. Якщо в стацiонарнiй
точцi 𝑥0 матриця других частинних похiдних (гессiан) 𝐻 (𝑥0) є додатно-
визначеною, то в точцi 𝑥0 досягається локальний мiнiмум. Якщо 𝐻 (𝑥0)
є вiд’ємно-визначеною, то в 𝑥0 досягається локальний максимум. Якщо
𝐻 (𝑥0) є знакозмiнною, то в 𝑥0 немає екстремуму. Якщо 𝐻 (𝑥0) є напiв-
визначеною, потрiбнi додатковi дослiдження за похiдними вищих поряд-
кiв. �
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Доведення цих теорем розглядається в курсi математичного аналiзу.

1.6. Метод невизначених множникiв Лагранжа
Нехай на 𝑛 змiнних (координат вектора 𝑥) накладенi 𝑙 обмежень-

рiвностей (𝑙 < 𝑛). Тодi ми маємо задачу на умовний екстремум:

𝑧 = 𝑓 (𝑥) → extr;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙1 (𝑥) = 0;
𝜙2 (𝑥) = 0;
· · ·
𝜙𝑙 (𝑥) = 0.

(1.15)

Для її розв’язання можна спробувати розв’язати систему рiвнянь-
обмежень вiдносно якихось 𝑙 змiнних, тобто виразити їх через iншi 𝑛 −
𝑙 змiнних, i пiдставити цi вирази в цiльову функцiю 𝑧. Тим самим ми
отримаємо функцiю 𝑛− 𝑙 змiнних, яку дослiджуємо на екстремум.

Iнший спосiб — це метод невизначених множникiв Лагранжа: замiсть
функцiї 𝑛 − 𝑙 змiнних ми створюємо функцiю 𝑛 + 𝑙 змiнних (функцiю
Лагранжа) та дослiджуємо її на звичайний екстремум:

𝐿 (𝑥, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑙) = 𝑓 (𝑥) −
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑣𝑘𝜙𝑘 (𝑥) → extr. (1.16)

Числа 𝑣𝑘 називаються невизначеними множниками Лагранжа.

1.7. Метод штрафних функцiй
Якщо на 𝑛 змiнних у функцiї 𝑓 (𝑥) накладено 𝑚 обмежень-нерiвнос-

тей (їх може бути й бiльше, нiж змiнних), то маємо задачу на знаходження
екстремуму функцiї в областi:

𝑧 = 𝑓 (𝑥) → min;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙1 (𝑥) ≥ 0;
𝜙2 (𝑥) ≥ 0;
· · ·
𝜙𝑚 (𝑥) ≥ 0.

(1.17)

Для визначеностi ми записали її як задачу мiнiмiзацiї, тому що для
її розв’язання можна використовувати метод штрафних функцiй у такiй
формi:

𝐿 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) −
𝑚∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘𝜙𝑘 (𝑥) → min; 𝑢𝑘

{︂
= 0; 𝜙𝑘 (𝑥) ≥ 0;
> 0; 𝜙𝑘 (𝑥) < 0.

(1.18)
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Числа 𝑢𝑘 називаються штрафними коефiцiєнтами.

1.8. Умови Каруша-Куна-Такера
Цi умови поєднують метод невизначених множникiв Лагранжа (1.15–

1.16) та метод штрафних функцiй (1.17–1.18). Нехай на функцiю 𝑛 змiн-
них 𝑓 (𝑥) накладено 𝑚 обмежень-нерiвностей та 𝑙 обмежень-рiвностей
(𝑙 < 𝑛):

𝑧 = 𝑓 (𝑥) → min;{︂
𝑔𝑗 (𝑥) ≥ 0;
𝑗 = 1,𝑚;{︂
ℎ𝑘 (𝑥) = 0;

𝑘 = 1, 𝑙; 𝑙 < 𝑛.

(1.19)

Тодi задача зводиться до дослiдження на екстремум функцiї 𝑛 + 𝑙
змiнних:

𝐿 (𝑥, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑙) = 𝑓 (𝑥) −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗𝑔𝑗 (𝑥) −
𝑙∑︁

𝑘=1

𝑣𝑘ℎ𝑘 (𝑥) → min (1.20)

при додаткових умовах:{︂
𝑢𝑗 ≥ 0;
𝑗 = 1,𝑚;

{︂
𝑔𝑗 (𝑥) ≥ 0;
𝑗 = 1,𝑚;

{︂
𝑢𝑗𝑔𝑗 (𝑥) = 0;
𝑗 = 1,𝑚.

(1.21)

Додатковi умови (1.21) реалiзують метод штрафних функцiй для
обмежень-нерiвностей.

Приклад 1.7. За допомогою умов Каруша-Куна-Такера розв’язати
задачу:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑧 = 𝑥2
1 − 𝑥2 → min;

𝑥1 − 1 ≥ 0;
26 − 𝑥2

1 − 𝑥2
2 ≥ 0;

𝑥1 + 𝑥2 − 6 = 0.
Розв’язання. Маємо функцiю 𝑛 = 2 змiнних, на якi накладенi 𝑚 = 2

обмеження-нерiвностi та 𝑙 = 1 обмеження-рiвнiсть. Створюємо функцiю
Лагранжа (1.20):
𝐿 (𝑥1, 𝑥2, 𝑣1) = 𝑥2

1 − 𝑥2 − 𝑢1 (𝑥1 − 1) − 𝑢2

(︀
26 − 𝑥2

1 − 𝑥2
2

)︀
−

−𝑣1 (𝑥1 + 𝑥2 − 6) → min .
Знаходимо частиннi похiднi вiд неї за змiнними 𝑥1, 𝑥2, 𝑣1, дорiвнюємо

їх до нуля та доповнюємо умовами (1.21):
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿𝑥1 = 2𝑥1 − 𝑢1 + 2𝑢2𝑥1 − 𝑣1 = 0;
𝐿𝑥2 = −1 + 2𝑢2𝑥2 − 𝑣1 = 0;
𝐿𝑣1 = 6 − 𝑥1 − 𝑥2 = 0;
𝑢1 (𝑥1 − 1) = 0; 𝑢1 ≥ 0; 𝑥1 − 1 ≥ 0;

𝑢2

(︀
26 − 𝑥2

1 − 𝑥2
2

)︀
= 0; 𝑢2 ≥ 0; 26 − 𝑥2

1 − 𝑥2
2 ≥ 0.

Рис. 1.5. Область розв’язку в прикладi 1.7
та лiнiї рiвня цiльової функцiї

Розв’язуємо отриману систему нелiнiйних рiвнянь з додатковими не-
рiвностями. Почнемо з двох останнiх. Якщо взяти в четвертому рiвняннi
𝑢1 = 0, а в п’ятому 26 − 𝑥2

1 − 𝑥2
2 = 0, то третє та п’яте рiвняння дають:{︂

𝑥1 + 𝑥2 = 6;
𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 26.
У цiєї системи є два розв’язки: 𝑀1 (1, 5) та 𝑀2 (5, 1). Перевiряємо їх.

Пiдставляємо 𝑀1 (1, 5) та 𝑢1 = 0 у першi два рiвняння:{︂
2 + 2𝑢2 − 𝑣1 = 0;
−1 + 10𝑢2 − 𝑣1 = 0.

Розв’язок цiєї системи: 𝑢2 = 3
8 > 0; 𝑣1 = 11

4 ; цей розв’язок пiдходить.
Так само перевiряємо 𝑀2 (5, 1):{︂

10 + 10𝑢2 − 𝑣1 = 0;
−1 + 2𝑢2 − 𝑣1 = 0.
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З цiєї системи маємо 𝑢2 = − 11
8 < 0, що не пiдходить.

Другий варiант розв’язання четвертого та п’ятого рiвнянь: 𝑥1 = 1;
𝑢2 = 0. З третього рiвняння маємо 𝑥2 = 5, i перевiряємо перше та друге
рiвняння:{︂

2 − 𝑢1 − 𝑣1 = 0;
−1 − 𝑣1 = 0.

Тут 𝑣1 = −1; 𝑢1 = 3; що пiдходить (ця точка вже була — це 𝑀1).
Третiй варiант розв’язання четвертого та п’ятого рiвнянь: 𝑢1 = 0;

𝑢2 = 0. Першi три рiвняння дають:⎧⎨⎩ 2𝑥1 − 𝑣1 = 0;
−1 − 𝑣1 = 0;
6 − 𝑥1 − 𝑥2 = 0.

Розв’язок: 𝑣1 = −1; 𝑥1 = − 1
2 ; 𝑥1 − 1 = − 3

2 < 0 — не пiдходить.
I, нарештi, четвертий варiант розв’язання двох останнiх рiвнянь:

𝑥1 − 1 = 0; 26 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2 = 0. Тут 𝑥1 = 1; 𝑥2 = ±5. Першу з цих точок
𝑀1 (1, 5) ми вже двiчi дослiджували — вона пiдходить. А друга 𝑀3 (1,−5)
не задовольняє третьому рiвнянню.

Отже, точка мiнiмуму — це 𝑀1 (1, 5); 𝑧min = −4. Ця точка показана
на рис. 1.5. Область розв’язку — вiдрiзок 𝑀1𝑀2. �

1.9. Запитання для перевiрки
1. В чому полягає метод Жордана-Ґауса?
2. Як визначається кiлькiсть базисних i вiльних змiнних у сумiснiй

СЛАР?
3. Яка структура загального розв’язку сумiсної невизначеної СЛАР?
4. Як проводиться операцiя однократного замiщення базису в отрима-

ному розв’язку СЛАР?
5. Як визначається площина в 𝐸𝑛?
6. Як визначається пряма в 𝐸𝑛?
7. Як визначається вiдрiзок в 𝐸𝑛?
8. Як визначається трикутник в 𝐸𝑛?
9. Як визначається тетраедр в 𝐸𝑛?

10. Яка область в 𝐸𝑛 називається опуклою?
11. Чи утворює об’єднання опуклих областей в 𝐸𝑛 опуклу область?
12. Чи утворює перетин опуклих областей в 𝐸𝑛 опуклу область?
13. Яка функцiя в 𝐸𝑛 називається опуклою вгору? донизу?
14. Як формулюється та доводиться основна теорема опуклого аналiзу?
15. Як формулюються необхiднi та достатнi умови екстремуму функцiї

кiлькох змiнних?
16. В чому полягає метод невизначених множникiв Лагранжа?
17. В чому полягає метод штрафних функцiй?
18. Як формулюються умови Каруша-Куна-Такера?
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2. Постановка задачi лiнiйного
програмування
У цьому роздiлi наводяться приклади задач лiнiйного програмуван-

ня, дається постановка цiєї задачi. Розглядаються рiзнi форми запису за-
дач лiнiйного програмування. Описується графiчний метод розв’язання.

2.1. Приклади задач лiнiйного програмування
Розглянемо постановки деяких задач лiнiйного програмування. Поки

що це тiльки математичнi постановки, а не розв’язання.
Приклад 2.1. Планування випуску продукцiї. Завод металiч-

них виробiв може випускати два типи продукцiї (наприклад, пательнi та
вафельницi). Прибуток вiд випуску одиницi продукцiї першого типу скла-
дає 34 умовнi грошовi одиницi, а вiд випуску одиницi продукцiї другого
типу 40 одиниць. Для випуску продукцiї потрiбнi ресурси трьох типiв
(наприклад, чавун, сталь i години роботи устаткування), кiлькiсть яких
обмежена. Потреби кожного ресурсу для випуску одиницi кожного про-
дукту та загальна кiлькiсть ресурсiв в умовних ресурсних одиницях на-
веденi в табл. 2.1.

Табл. 2.1. Потреби в ресурсах для випуску продукцiї
та обмеження на них

ресурс ∖ продукт пательнi вафельницi обмеження

чавун 10 30 1650

сталь 10 20 1200

устаткування 23 18 2060

За попереднiми замовленнями треба випустити не менше нiж 20 па-
телень та не менше нiж 15 вафельниць. Треба так спланувати випуск
продукцiї, щоб отримати максимальний прибуток.

Математична постановка. Позначимо кiлькiсть пателень, яку тре-
ба випустити, через 𝑥1, а кiлькiсть вафельниць через 𝑥2. Загальний при-
буток, який треба максимiзувати, буде тодi виражатися формулою: 𝑧 =
34𝑥1 + 40𝑥2 → max. Обмеження на використання ресурсiв записуються в
виглядi системи нерiвностей:⎧⎨⎩ 10𝑥1 + 30𝑥2 ≤ 1650;

10𝑥1 + 20𝑥2 ≤ 1200;
23𝑥1 + 18𝑥2 ≤ 2060.
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Є також обмеження знизу на змiннi: 𝑥1 ≥ 20;𝑥2 ≥ 15, i умови цiло-
чисельностi змiнних 𝑥1, 𝑥2. Отже, маємо таку постановку задачi:

𝑧 = 34𝑥1 + 40𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

10𝑥1 + 30𝑥2 ≤ 1650;
10𝑥1 + 20𝑥2 ≤ 1200;
23𝑥1 + 18𝑥2 ≤ 2060;
𝑥1 ≥ 20;
𝑥2 ≥ 15;
𝑥1, 𝑥2 ∈ N0.

(2.1)

Ми бачимо лiнiйну цiльову функцiю, лiнiйнi обмеження-нерiвностi
та умови цiлочисельностi. �

Приклад 2.2. Задача логiстики. На двох складах є вiдповiдно
𝑎1 = 6 та 𝑎2 = 4 тони продукцiї, яку треба розвезти в два магазини.
Потреби магазинiв складають вiдповiдно 𝑏1 = 3 та 𝑏2 = 7 тон. Вартiсть
перевезення однiєї тони з кожного складу в кожен магазин наведена в
табл. 2.2.

Табл. 2.2. Вартiсть перевезення товару
(в умовних грошових одиницях)

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 3 7

6 80 30

4 60 90

Треба розвезти весь товар (всi 10 тон) з найменшими витратами.
Математична постановка. Позначимо через 𝑥𝑖𝑗 кiлькiсть това-

ру, перевезеного з 𝑖-го складу до 𝑗-го магазину. Цi змiннi невiд’ємнi, але
можуть бути й дрiбними. Цiльова функцiя, яку треба мiнiмiзувати, має
такий вигляд: 𝑧 = 80𝑥11 + 30𝑥12 + 60𝑥21 + 90𝑥22 → min.

З кожного складу треба вивезти весь товар: 𝑥11 + 𝑥12 = 6; 𝑥21 +
𝑥22 = 4. I потреби кожного магазину треба задовольнити в повному обсязi:
𝑥11 + 𝑥21 = 3; 𝑥12 + 𝑥22 = 7.

Маємо таку задачу:

𝑧 = 80𝑥11 + 30𝑥12 + 60𝑥21 + 90𝑥22 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥11 + 𝑥12 = 6;
𝑥21 + 𝑥22 = 4;
𝑥11 + 𝑥21 = 3;
𝑥12 + 𝑥22 = 7;
∀𝑥𝑖𝑗 ≥ 0.

(2.2)
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Отримали лiнiйну цiльову функцiю, лiнiйнi обмеження-рiвностi та
лiнiйнi обмеження-нерiвностi. �

Приклад 2.3. Задача про рацiон харчування. До складу рацiо-
ну годування дитини входять п’ять продуктiв — сумiшi "Малюк" , "Здо-
ров’як" , "Силач" , "Nutrilon" та "Mamex" , що мiстять вiтамiни А, В, С,
D. Вмiст вiтамiнiв (в умовних одиницях на 100 г) вiдповiдного продук-
ту, мiнiмальнi норми їхнього споживання, а також гранично припустимi
кiлькостi сумiшей для дитини в добу наведенi в табл. 2.3.

Табл. 2.3. Вмiст вiтамiнiв, норми споживання та цiна сумiшей

сумiшi ∖
вiтамiни

A B C D норми
споживання
сумiшей, г/добу

цiна
за 100 г, гр.

Малюк 10 3.6 1.2 120 240 20

Здоров’як 24 2.5 0.8 160 400 15

Силач 36 2 0.6 180 320 30

Nutrilon 34 4.2 1.4 220 220 40

Mamex 40 3.8 0.9 200 200 40

норми
споживання
вiтамiнiв

200 24 8 800

Треба визначити оптимальний рацiон годування дитини за умовою
мiнiмальної вартостi харчування. Вважається, що в iнших продуктах вi-
тамiнiв немає.

Математична постановка. Позначимо через 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 кiль-
кiсть тiєї чи iншої сумiшi (у порцiях по 100 грам) у щоденному рацiонi. Цi
величини невiд’ємнi, можуть бути дрiбними, але не можуть перевищувати
норми споживання вiдповiдних сумiшей:
0 ≤ 𝑥1 ≤ 2.4; 0 ≤ 𝑥2 ≤ 4; 0 ≤ 𝑥3 ≤ 3.2; 0 ≤ 𝑥4 ≤ 2.2; 0 ≤ 𝑥5 ≤ 2.

Цiльова функцiя, що мiнiмiзується — загальна вартiсть рацiону:
𝑧 = 20𝑥1 + 15𝑥2 + 30𝑥3 + 40𝑥4 + 40𝑥5 → min .

Щоденний рацiон повинен забезпечувати потреби в усiх вiтамiнах:
10𝑥1 + 24𝑥2 + 36𝑥3 + 34𝑥4 + 40𝑥5 ≥ 200;
3.6𝑥1 + 2.5𝑥2 + 2𝑥3 + 4.2𝑥4 + 3.8𝑥5 ≥ 24;
1.2𝑥1 + 0.8𝑥2 + 0.6𝑥3 + 1.4𝑥4 + 0.9𝑥5 ≥ 8;
120𝑥1 + 160𝑥2 + 180𝑥3 + 220𝑥4 + 200𝑥5 ≥ 800.

Отримали таку задачу:
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𝑧 = 20𝑥1 + 15𝑥2 + 30𝑥3 + 40𝑥4 + 40𝑥5 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

10𝑥1 + 24𝑥2 + 36𝑥3 + 34𝑥4 + 40𝑥5 ≥ 200;
3.6𝑥1 + 2.5𝑥2 + 2𝑥3 + 4.2𝑥4 + 3.8𝑥5 ≥ 24;
1.2𝑥1 + 0.8𝑥2 + 0.6𝑥3 + 1.4𝑥4 + 0.9𝑥5 ≥ 8;
120𝑥1 + 160𝑥2 + 180𝑥3 + 220𝑥4 + 200𝑥5 ≥ 800;
0 ≤ 𝑥1 ≤ 2.4;
0 ≤ 𝑥2 ≤ 4;
0 ≤ 𝑥3 ≤ 3.2;
0 ≤ 𝑥4 ≤ 2.2;
0 ≤ 𝑥5 ≤ 2.

(2.3)

Знову, як i в попереднiх прикладах, маємо лiнiйну цiльову функцiю
та лiнiйнi обмеження-нерiвностi. �

Приклад 2.4. Розподiл працiвникiв на роботи. В задачi про
призначення (або розподiл) є 𝑚 працiвникiв, 𝑛 робiт, i вiдома продуктив-
нiсть 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0 кожного 𝑖-го працiвника на кожнiй 𝑗-й роботi, тобто задана
матриця продуктивностей розмiром 𝑚× 𝑛:

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
𝑐11 𝑐12 . . . 𝑐1𝑛
𝑐21 𝑐22 . . . 𝑐2𝑛
· · · · · · · · · · · ·
𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 . . . 𝑐𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎠ . (2.4)

Працiвникiв треба розставити на роботи так, щоб загальна продук-
тивнiсть була максимальною. При цьому на кожну роботу треба призна-
чити не бiльше одного працiвника, i на кожного працiвника повинно при-
ходиться не бiльше однiєї роботи.

Математична постановка. Введемо до розгляду 𝑚𝑛 бiнарних змiн-
них 𝑥𝑖𝑗 :

• 𝑥𝑖𝑗 = 1, якщо 𝑖-й працiвник призначений на 𝑗-ю роботу;
• 𝑥𝑖𝑗 = 0, якщо не призначений.
Тодi обмеження на призначення не бiльше одного працiвника на одну

роботу i не бiльше однiєї роботи на одного працiвника будуть виглядати
так: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 ≤ 1;

𝑖 = 1,𝑚;

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 ≤ 1;

𝑗 = 1, 𝑛.

(2.5)

А цiльова функцiя буде такою:

𝑧 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → max . (2.6)
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Задача (2.6, 2.5) доповнюється обмеженнями на змiннi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∀𝑖, 𝑗 : 0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 1;
∀𝑖, 𝑗 : 𝑥𝑖𝑗 ∈ N0;

𝑖 = 1,𝑚;

𝑗 = 1, 𝑛.

(2.7)

Є лiнiйна цiльова функцiя, лiнiйнi обмеження-нерiвностi та умови
цiлочисельностi. �

2.2. Рiзнi форми запису задачi лiнiйного
програмування

На цьому етапi ми поки що не будемо розглядати умови цiлочисель-
ностi. Повернемося до них далi, в роздiлi 6.

Означення 2.1. Задачею лiнiйного програмування називається за-
дача знаходження екстремуму лiнiйної функцiї кiлькох змiнних при лi-
нiйних обмеженнях-рiвностях та лiнiйних обмеженнях-нерiвностях. �

Серед обмежень-нерiвностей, як правило, видiляють окремо обме-
ження на невiд’ємнiсть змiнних. Це так склалося iсторично: спочатку
задачi лiнiйного програмування формулювалися та розв’язувалися для
економiчних проблем, i змiннi там були невiд’ємнi: кiлькiсть продукцiї,
вантажу тощо.

Загальна форма запису задачi лiнiйного програмування є такою.
Треба дослiдити на екстремум лiнiйну функцiю 𝑛 змiнних, на якi накла-
денi 𝑙 обмежень-рiвностей (𝑙 < 𝑛) та 𝑚 обмежень-нерiвностей. З цих 𝑛
змiнних першi 𝑠 змiнних є невiд’ємними, а решта 𝑛 − 𝑠 можуть бути до-
вiльного знаку:

𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + . . . + 𝑐𝑛𝑥𝑛 → extr;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑠𝑥𝑠 + 𝑎1,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎2𝑠𝑥𝑠 + 𝑎2,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;
· · ·
𝑎𝑙1𝑥1 + 𝑎𝑙2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑙𝑠𝑥𝑠 + 𝑎𝑙,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . . + 𝑎𝑙𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑙;
𝑎𝑙+1,1𝑥1 + 𝑎𝑙+1,2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑙+1,𝑠𝑥𝑠 + 𝑎𝑙+1,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . .+

+𝑎𝑙+1,𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑙+1;
𝑎𝑙+2,1𝑥1 + 𝑎𝑙+2,2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑙+2,𝑠𝑥𝑠 + 𝑎𝑙+2,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . .+

+𝑎𝑙+2,𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑙+2;
· · ·
𝑎𝑙+𝑚,1𝑥1 + 𝑎𝑙+𝑚,2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑙+𝑚,𝑠𝑥𝑠 + 𝑎𝑙+𝑚,𝑠+1𝑥𝑠+1 + . . .+

+𝑎𝑙+𝑚,𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑙+𝑚;
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠 ≥ 0.

(2.8)
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Обмеження-нерiвностi тут записанi як "≤". Якщо є обмеження з
нерiвностями протилежного знаку, їх треба помножити на −1. Обмеження
переставленi таким чином, щоб спочатку йшли рiвностi, а потiм нерiвнос-
тi. I змiннi перенумерованi так, щоб спочатку були невiд’ємнi, а потiм
довiльнi.

У загальнiй формi запису (2.8) матрицю коефiцiєнтiв обмежень 𝐴
можна розбити на чотири блоки:

𝐴 =

(︂
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

)︂
(2.9)

з розмiрами:
• 𝐴11: 𝑙 × 𝑠;
• 𝐴12: 𝑙 × (𝑛− 𝑠);
• 𝐴21: 𝑚× 𝑠;
• 𝐴22: 𝑚× (𝑛− 𝑠).
Крiм загальної форми запису, є ще канонiчна та стандартна.
У канонiчнiй формi запису цiльова функцiя максимiзується, всi

обмеження є тiльки рiвностями, i всi змiннi невiд’ємнi:

𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + . . . + 𝑐𝑛𝑥𝑛 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;
· · ·
𝑎𝑙1𝑥1 + 𝑎𝑙2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑙𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑙;
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ≥ 0.

(2.10)

У стандартнiй формi запису цiльова функцiя може як максимiзу-
ватися, так i мiнiмiзуватися, всi обмеження є тiльки нерiвностями, i всi
змiннi невiд’ємнi:

𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + . . . + 𝑐𝑛𝑥𝑛 → extr;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏2;
· · ·
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑚;
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ≥ 0.

(2.11)

Цi форми запису теж склалися iсторично i пiшли вiд економiчних
задач. Ми будемо найчастiше використовувати канонiчну форму з мак-
симiзацiєю цiльової функцiї, обмеженнями-рiвностями та невiд’ємними
змiнними. В матрично-векторнiй формi вона записується так:

𝑧 = (𝑐,𝑥) → max;
𝐴𝑥 = 𝑏;
𝑥 ≥ 0.

(2.12)
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Зрозумiло, треба, щоб система рiвнянь-обмежень була сумiсною та
невизначеною.

До канонiчної форми завжди можна звести задачу лiнiйного програ-
мування в загальнiй та стандартнiй формах. Порядок зведення такий:

• якщо цiльова функцiя мiнiмiзується, мiняємо знак у всiх координат
вектора 𝑐;

• якщо є обмеження-нерiвнiсть зi знаком "≤" , то додаємо до лiвої
частини нову невiд’ємну змiнну (вона називається балансною); пiсля
цього це обмеження можна записати як рiвнiсть;

• якщо є обмеження-нерiвнiсть зi знаком "≥" , то вiднiмаємо вiд лiвої
частини балансну змiнну;

• якщо якась змiнна може бути довiльного знаку, представляємо її як
рiзницю двох нових невiд’ємних змiнних.
Приклад 2.5. Звести до канонiчної форми таку задачу лiнiйного

програмування:
𝑧 = 𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 → min;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 5;
𝑥1 + 2𝑥3 = 8;
−𝑥1 − 2𝑥2 ≥ 1;
𝑥1, 𝑥3 ≥ 0.
Розв’язання. По-перше, цiльова функцiя мiнiмiзується, тому змi-

нюємо в неї знак:
−𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 → max.

По-друге, перше обмеження є нерiвнiстю "≤" , тому додаємо до його
лiвої частини нову балансну змiнну (це буде вже 𝑥4): 2𝑥1−𝑥2+3𝑥3+𝑥4 = 5.

Далi те ж саме робимо з третiм обмеженням, тiльки тут ми вiднiма-
ємо балансну змiнну 𝑥5: −𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥5 = 1.

I ще у нас змiнна 𝑥2 може бути довiльного знаку, тому представляємо
її як рiзницю двох невiд’ємних змiнних: 𝑥2 = 𝑥′

2 − 𝑥6. Пiдставляємо цей
вираз у цiльову функцiю та iншi обмеження:
𝑧 = −𝑥1 + 𝑥′

2 − 3𝑥3 − 𝑥6 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑥1 − 𝑥′

2 + 3𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥6 = 5;
𝑥1 + 2𝑥3 = 8;
−𝑥1 − 2𝑥′

2 − 𝑥5 + 2𝑥6 = 1;
𝑥1, 𝑥

′
2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 ≥ 0.

Отримали задачу лiнiйного програмування в канонiчнiй формi. �

2.3. Основнi властивостi задачi лiнiйного
програмування

Оскiльки будь-яку задачу лiнiйного програмування можна звести до
канонiчної форми, розглянемо властивостi саме такої задачi (2.12).
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Означення 2.2. Розв’язок СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 з невiд’ємними коорди-
натами 𝑥 ≥ 0 називається допустимим. �

Розв’язати задачу лiнiйного програмування (2.12) — це значить на
множинi допустимих розв’язкiв знайти такий, який надає максимального
значення цiльовiй функцiї: 𝑧 = (𝑐,𝑥) → max.

Властивiсть 2.1. Область допустимих розв’язкiв є опуклою.
Доведення. За наслiдком 1.1 множина розв’язкiв СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 є

опуклою. За наслiдком 1.2 множина розв’язкiв системи лiнiйних нерiвнос-
тей 𝑥 ≥ 0 теж є опуклою. А за теоремою 1.3 перетин опуклих областей є
опуклою областю. �

Властивiсть 2.2. Глобальнi максимум (та мiнiмум) цiльової функ-
цiї 𝑧 = (𝑐,𝑥) досягаються на границi областi допустимих розв’язкiв.

Доведення. Лiнiйна функцiя 𝑧 = (𝑐,𝑥) є граничним випадком опук-
лої вгору (та донизу) функцiї, тому будь-який її локальний максимум (i
мiнiмум) є глобальним. Але вiн не може досягатися у внутрiшнiй точцi
областi допустимих розв’язкiв, тому що тодi це була б стацiонарна точка,
в якiй grad𝑧 = 0. А в нас grad𝑧 = 𝑐 ̸= 0, тому стацiонарних точок всере-
динi областi допустимих розв’язкiв немає. Отже, i глобальний максимум,
i глобальний мiнiмум лiнiйної функцiї 𝑧 = (𝑐,𝑥) досягаються на границi
областi допустимих розв’язкiв. �

2.4. Графiчний метод
Це один з найпростiших методiв розв’язання задачi лiнiйного програ-

мування. Його зручно застосовувати, коли задача записана в стандартнiй
формi (2.11), i кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2. Порядок розв’язання є таким.

1. Рисуємо систему координат 𝑥1𝑂𝑥2.
2. На цьому ж рисунку зображаємо прямi, що обмежують нерiвностi

в (2.11).
3. Визначаємо, де знаходиться на рисунку область допустимих розв’яз-

кiв 𝐷. Помiчаємо її штрихуванням всерединi або зовнi.
4. Рисуємо на цьому ж рисунку вектор grad𝑧 = 𝑐, можна в якомусь

масштабi. Вiн визначає напрям найшвидшого зростання цiльової
функцiї 𝑧. Рисувати його можна з будь-якої точки, наприклад, з
точки 𝑂.

5. Перпендикулярно до вектора 𝑐 рисуємо лiнiї рiвня цiльової функцiї
𝑧.

6. Визначаємо, де досягається максимум (або мiнiмум) 𝑧 i чому вiн
дорiвнює.
Приклад 2.6. Розв’язати графiчним методом задачу лiнiйного прог-

рамування:
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Рис. 2.1. Розв’язання прикладу 2.6

𝑧 = 3𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8;
𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 10;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
Розв’язання. Рисуємо на одному рис. 2.1 такi лiнiї:

• вiсь 𝑂𝑥1; ї ї рiвняння 𝑥2 = 0; нерiвнiсть 𝑥2 ≥ 0 — зверху;
• вiсь 𝑂𝑥2; ї ї рiвняння 𝑥1 = 0; нерiвнiсть 𝑥1 ≥ 0 — праворуч;
• пряму 3𝑥1 + 2𝑥2 = 8; нерiвнiсть 3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 лiвiше-нижче неї;
• пряму 𝑥1 + 4𝑥2 = 10; нерiвнiсть 𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 10 лiвiше-нижче неї.
Цi чотири прямi обмежують область допустимих розв’язкiв 𝐷. Штри-

хування тут нарисоване зовнi областi 𝐷.
Далi рисуємо вектор 𝑐 = {3, 4} у масштабi 1 : 2 (показаний стрiлкою).

Перпендикулярно до нього рисуємо лiнiї рiвня 𝑧 = const (тонкi прямi). Ба-
чимо, що точка максимуму (вiдмiчена кружком) знаходиться на перетинi
прямих обмежень 3𝑥1 + 2𝑥2 = 8 та 𝑥1 + 4𝑥2 = 10. Ця СЛАР розв’язується
усно: точка максимуму 𝑥max = {1.2; 2.2}; i 𝑧max = 12.4. �

Графiчний метод можна також застосовувати до задач лiнiйного
програмування в канонiчнiй формi (2.12), якщо кiлькiсть вiльних змiн-
них 𝑓 = 𝑛 − 𝑟 = 2. Для цього виключаємо базиснi змiннi з рiвнянь-
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обмежень 𝐴𝑥 = 𝑏. Базиснi змiннi невiд’ємнi — умови невiд’ємностi дадуть
обмеження-нерiвностi.

Рис. 2.2. Розв’язання прикладу 2.7

Приклад 2.7. Розв’язати графiчним методом задачу лiнiйного про-
грамування:
𝑧 = 𝑥1 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 5;
−4𝑥1 + 7𝑥2 + 𝑥4 = 4;
5𝑥1 − 6𝑥2 + 𝑥5 = 6;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0.
Розв’язання. Розширена матриця СЛАР обмежень має вигляд:

𝐴1 =

⎛⎝ 1 1 1 0 0
−4 7 0 1 0

5 −6 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

4
6

⎞⎠.

Ця СЛАР вже розв’язана: 𝑟 = 𝑟1 = 3; 𝑛 = 5; 𝑓 = 𝑛 − 𝑟 = 2; вiльнi
змiннi 𝑥1, 𝑥2, базиснi 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5. Виражаємо базиснi змiннi через вiльнi:⎧⎨⎩ 𝑥3 = 5 − 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 0;

𝑥4 = 4 + 4𝑥1 − 7𝑥2 ≥ 0;
𝑥5 = 6 − 5𝑥1 + 6𝑥2 ≥ 0.
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У цiльову функцiю 𝑧 пiдставляти 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 немає потреби: вона за-
лежить тiльки вiд вiльної змiнної 𝑥1.

Рисуємо на одному рис. 2.2 такi лiнiї:
• вiсь 𝑂𝑥1; ї ї рiвняння 𝑥2 = 0; нерiвнiсть 𝑥2 ≥ 0 — зверху;
• вiсь 𝑂𝑥2; ї ї рiвняння 𝑥1 = 0; нерiвнiсть 𝑥1 ≥ 0 — праворуч;
• пряму 𝑥3 = 0 або 5−𝑥1−𝑥2 = 0; нерiвнiсть 𝑥3 ≥ 0 або 5−𝑥1−𝑥2 ≥ 0

лiвiше-нижче неї;
• пряму 𝑥4 = 0 або 4+4𝑥1−7𝑥2 = 0; нерiвнiсть 𝑥4 ≥ 0 або 4+4𝑥1−7𝑥2 ≥

0 правiше-нижче неї;
• пряму 𝑥5 = 0 або 6−5𝑥1+6𝑥2 = 0; нерiвнiсть 𝑥5 ≥ 0 або 6−5𝑥1+6𝑥2 ≥

0 лiвiше-вище неї.
Цi п’ять прямих обмежують область допустимих розв’язкiв 𝐷. Штри-

хування тут нарисоване зовнi областi 𝐷.
Далi рисуємо вектор 𝑐 = {1, 0} у масштабi 2 : 1 (горизонтальна стрiл-

ка). Перпендикулярно до нього рисуємо лiнiї рiвня 𝑧 = const (тонкi вер-
тикальнi прямi). Бачимо, що точка максимуму (кружок) знаходиться на
перетинi прямих обмежень 𝑥3 = 0 та 𝑥5 = 0. Розв’язуємо цю СЛАР мето-
дом Жордана-Ґауса:{︂

𝑥3 = 0;
𝑥5 = 0;

{︂
𝑥1 + 𝑥2 = 5;
5𝑥1 − 6𝑥2 = 6;

(︂
1 1
5 −6

⃒⃒⃒⃒
5
6

)︂
𝑒2 − 5𝑒1

∼

∼
(︂

1 1
0 −11

⃒⃒⃒⃒
5

−19

)︂
𝑒2/ (−11)

∼
(︂

1 1
0 1

⃒⃒⃒⃒
5

19
11

)︂
𝑒1 − 𝑒2 ∼

∼
(︂

1 0
0 1

⃒⃒⃒⃒
36
11
19
11

)︂
.

Отримали розв’язок: 𝑥1 = 36
11 ; 𝑥2 = 19

11 ; iншi змiннi: 𝑥3 = 0; 𝑥4 =
4 + 4𝑥1 − 7𝑥2 = 5; 𝑥5 = 0. Отже, точка максимуму 𝑥max =

{︀
36
11 ; 19

11 ; 0; 5; 0
}︀
;

i 𝑧max = 36
11 . �

2.5. Запитання для перевiрки
1. Як формулюється задача лiнiйного програмування?
2. Якi ви знаєте форми запису задачi лiнiйного програмування?
3. Що таке область допустимих розв’язкiв?
4. Чому область допустимих розв’язкiв є опуклою?
5. Де досягаються максимальне та мiнiмальне значення цiльової функ-

цiї в областi допустимих розв’язкiв? Чому?
6. В чому полягає графiчний метод розв’язання задачi лiнiйного прог-

рамування? Для яких задач його можна застосувати?
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3. Симплекс-метод
У цьому роздiлi розглядається найпоширенiший метод розв’язання

задачi лiнiйного програмування: симплекс-метод.

3.1. Теоретичнi основи симплекс-методу
Будемо розглядати задачу лiнiйного програмування в канонiчнiй фор-

мi (2.10, 2.12). Згiдно з властивiстю 2.1 область допустимих розв’язкiв є
опуклою. А в силу лiнiйностi обмежень її границi можуть бути тiльки
лiнiйними. Отже, область допустимих розв’язкiв є опуклим багатовимiр-
ним багатогранником (симплексом). Зокрема, в 𝐸2 область 𝐷 є опуклим
багатокутником (див. рис. 2.1, 2.2). У 𝐸3 область допустимих розв’язкiв
є опуклим багатогранником, як показано на рис. 3.1.

Рис. 3.1. Опуклий багатогранник (симплекс) у 𝐸3

Згiдно з властивiстю 2.2 глобальний максимум цiльової функцiї до-
сягається на границi областi 𝐷. Це може бути або кутова точка, або ребро,
або грань, або лiнiйнi багатовиди бiльших розмiрностей. Але в усiх випад-
ках серед точок, де досягається глобальний максимум, буде кутова точка
(або декiлька кутових точок).

Лема 3.1. Якщо глобальний максимум досягається в кiлькох точ-
ках, то вiн буде досягатися i в усiх точках їхньої внутрiшньої лiнiйної
комбiнацiї. �
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Доведення. Нехай 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2) = . . . = 𝑓 (𝑥𝑚) = 𝑧max. Вiзьмемо
будь-яку точку внутрiшньої лiнiйної комбiнацiї:
𝑥 = 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + . . . + 𝜃𝑚𝑥𝑚; де ∀𝜃𝑘 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 + . . . + 𝜃𝑚 = 1.
Обчислюємо: 𝑓 (𝑥) = (𝑐,𝑥) = (𝑐, (𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + . . . + 𝜃𝑚𝑥𝑚)) =
= 𝜃1 (𝑐,𝑥1) + 𝜃2 (𝑐,𝑥2) + . . . + 𝜃𝑚 (𝑐,𝑥𝑚) =
= 𝜃1𝑧max + 𝜃2𝑧max + . . . + 𝜃𝑚𝑧max = 𝑧max. �

Отже, задача полягає в тому, щоб знайти ту кутову точку областi
𝐷 (або всi, якщо вона не одна), в якiй досягається глобальний макси-
мум цiльової функцiї. Цю задачу й розв’язує симплекс-метод. Його назва
походить вiд назви опуклого багатовимiрного багатогранника: симплекс.

Означення 3.1. Симплекс-метод — це метод пошуку глобального
максимуму в задачi лiнiйного програмування, заснований на переходi вiд
однiєї кутової точки областi допустимих значень 𝐷 до iншої доти, доки
не буде знайдена точка з 𝑧max або не з’ясується, що такої точки немає. �

Кроки симплекс-методу.
1. Знаходимо якусь кутову точку областi допустимих значень 𝐷.
2. Перевiряємо, чи досягається в нiй 𝑧max. Якщо нi, то йдемо на крок

3. Якщо так, то йдемо на крок 4.
3. Переходимо до сусiдньої кутової точки, в якiй 𝑧 збiльшується. Йдемо

на крок 2.
4. Перевiряємо, чи є iнша кутова точка з 𝑧max. Якщо є, знаходимо її

та повертаємося на крок 4. Якщо немає — виходимо.
Це — скорочена схема. Треба ще перевiряти, чи не пуста область

допустимих розв’язкiв, чи обмежена вона тощо.
Переходимо до опису основних етапiв симплекс-методу.

3.2. Кутовi точки — допустимi опорнi розв’язки

Рис. 3.2. Кутовi та не кутовi точки в 𝐸2 та 𝐸3
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Чим вiдрiзняються кутовi точки симплекса 𝐷 вiд iнших? Подивi-
ться на рис. 3.2. На ньому показанi кутовi та не кутовi точки в 𝐸2 (а) та
𝐸3 (б ). Якщо точка 𝑥0 знаходиться всерединi областi 𝐷, на ребрi, гра-
нi або лiнiйному багатовидi бiльшої розмiрностi, то вона є внутрiшньою
лiнiйною комбiнацiєю якихось кутових точок. Отже, завжди можна по-
будувати вiдрiзок [𝑥1,𝑥2], нехай досить малий, для якого точка 𝑥0 буде
його серединою: 𝑥0 = 1

2𝑥1 + 1
2𝑥2, i який усiма своїми точками знаходи-

ться в областi 𝐷. Кiлька таких вiдрiзкiв показанi на рисунку. Якщо ж
точка 𝑥0 є кутовою, то, який би малий вiдрiзок [𝑥1,𝑥2] з серединою 𝑥0

ми б не взяли, принаймнi одна його половина не буде належати областi
𝐷. Вiдповiднi вiдрiзки на рис. 3.2 нарисованi в кутових точках.

Означення 3.2. Точка 𝑥0 називається кутовою точкою симплексу
𝐷, якщо будь-який вiдрiзок [𝑥1,𝑥2], як завгодно малий, серединою якого
є точка 𝑥0, не може цiлком знаходитися в 𝐷: або 𝑥1 /∈ 𝐷, або 𝑥2 /∈ 𝐷
разом з вiдповiдною половиною вiдрiзку. �

З’ясуємо, як знайти якусь кутову точку в задачi (2.10, 2.12). Розв’я-
жемо СЛАР обмежень-рiвностей 𝐴𝑥 = 𝑏 методом Жордана-Ґауса так,
щоб в останнiй розширенiй матрицi 𝐴1 елементи останнього стовпчика
(тобто правi частини) були невiд’ємними: ∀𝑏𝑖 ≥ 0. Якщо пiсля розв’язання
виходить, що ∃𝑏𝑖 < 0, можна спробувати обрати iншi базиснi та вiльнi
змiннi. Якщо знову нiчого не виходить, i залишаються ∃𝑏𝑖 < 0, можна
скористатися двохетапним симплекс-методом або методом штучного ба-
зису, описаними нижче в пiдроздiлi 3.5.

Отже, нехай нам вдалося розв’язати СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 методом Жорда-
на-Ґауса так, що ∀𝑏𝑖 ≥ 0. Вiдомо, що вiльнi змiннi можуть набувати будь-
яких значень. Покладемо всi вiльнi змiннi нулю. Тодi всi базиснi змiннi
будуть дорiвнювати правим частинам. У знайденого вектора всi коорди-
нати невiд’ємнi: 𝑥 ≥ 0, i задовольняють СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏. Отже, знайдена
точка є допустимим розв’язком. Вiн називається допустимим опорним
розв’язком.

Означення 3.3. Розв’язок СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏, у якому 𝑓 = 𝑛−𝑟 вiльних
змiнних дорiвнюють нулю, а 𝑟 базисних змiнних дорiвнюють невiд’ємним
правим частинам, називається допустимим опорним розв’язком. �

Приклад 3.1. Повернемося до прикладу 2.7. Ми розв’язали СЛАР
обмежень (власне, вона вiдразу була розв’язана), i отримали розширену
матрицю з невiд’ємними правими частинами:

𝐴1 =

⎛⎝ 1 1 1 0 0
−4 7 0 1 0

5 −6 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

4
6

⎞⎠.

Вiльнi змiннi тут 𝑥1, 𝑥2, а базиснi — 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5. Якщо покласти всi
вiльнi змiннi нулю: 𝑥1 = 𝑥2 = 0; то отримаємо базиснi змiннi: 𝑥3 = 5;
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𝑥4 = 4; 𝑥5 = 6. Цi значення невiд’ємнi, отже знайдений розв’язок 𝑥 =
{0; 0; 5; 3; 6} є допустимим опорним розв’язком. �

Так ось, виявляється, що допустимi опорнi розв’язки i є кутовими
точками симплексу 𝐷, i навпаки.

Теорема 3.1. Будь-який допустимий опорний розв’язок є кутовою
точкою симплексу 𝐷. �

Доведення. Нехай 𝑥0 — допустимий опорний розв’язок: у ньому
𝑓 координат нульовi, а решта невiд’ємнi. Перенумеруємо для зручностi
координати так, щоб спочатку йшли базиснi (невiд’ємнi), а потiм вiльнi
(нульовi): 𝑥0 =

{︁
𝑥
(0)
1 ;𝑥

(0)
2 ; . . . ;𝑥

(0)
𝑟 ; 0; 0; . . . ; 0

}︁
.

Доведення будуємо вiд протилежного. Припустимо, що 𝑥0 — не куто-
ва точка. Тодi повинен iснувати вiдрiзок [𝑥1,𝑥2], нехай дуже малий, для
якого точка 𝑥0 є серединою: 𝑥0 = 1

2𝑥1 + 1
2𝑥2, i який усiма своїми точками

знаходиться в областi 𝐷.
I у точки 𝑥1, i у точки 𝑥2 всi координати повиннi бути невiд’ємними

(вони ж знаходяться в областi 𝐷). Зокрема, i останнi 𝑓 координат теж
повиннi бути невiд’ємними. Але рiвнiсть 0 = 1

2𝑥
(1)
𝑘 + 1

2𝑥
(2)
𝑘 при 𝑥

(1)
𝑘 ≥ 0 та

𝑥
(2)
𝑘 ≥ 0 може виконуватися тодi й тiльки тодi, коли 𝑥

(1)
𝑘 = 𝑥

(2)
𝑘 = 0. Отже

всi останнi 𝑓 координат i у точки 𝑥1, i у точки 𝑥2 є нульовими.
Далi, обидвi точки: i 𝑥1, i 𝑥2 повиннi задовольняти СЛАР 𝐴𝑥 =

𝑏, у якої ранг матрицi дорiвнює 𝑟. А оскiльки 𝑓 вiльних змiнних вже
визначенi (це нулi), то 𝑟 базисних змiнних знаходяться однозначно, i вони
будуть такими самими, як i у точки 𝑥0. Отже, наше припущення про
те, що iснують двi рiзнi точки 𝑥1, 𝑥2, для яких 𝑥0 є серединою, i якi
обидвi знаходяться в областi 𝐷, було хибним. Вiд протилежного теорема
доведена. �

Теорема 3.2. Зворотна до теореми 3.1. Будь-яка кутова точка симп-
лексу є допустимим опорним розв’язком. �

Доведення. Кутова точка 𝑥0 є допустимим розв’язком, тобто 𝑥0 ∈
𝐷. Отже, всi її координати невiд’ємнi. Якiсь iз них додатнi, якiсь нульовi.
Для зручностi перенумеруємо координати вектора 𝑥0 так, щоб спочатку
йшли додатнi координати, а в кiнцi — нульовi. Якщо нульових координат
рiвно 𝑓 , то це й є допустимий опорний розв’язок: вiльнi координати ну-
льовi, а базиснi додатнi. Якщо нульових координат бiльше, нiж 𝑓 , то це
теж допустимий опорний розв’язок, у якого не тiльки вiльнi, а й деякi
базиснi змiннi нульовi.

Залишилося розглянути випадок, коли серед координат точки 𝑥0

менше, нiж 𝑓 нулiв, i вiдповiдно, є 𝑘 > 𝑟 додатних координат. Всi додатнi
координати в 𝑥0 ми для зручностi розмiстили спочатку, а всi нульовi —
в кiнцi. Тому в СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 можна залишити тiльки 𝑘 перших стовп-
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цiв. Ранг матрицi 𝐴 дорiвнює 𝑟, а невiдомих 𝑘 > 𝑟, тому ця СЛАР буде
мати неєдиний розв’язок. Загальний розв’язок такої СЛАР є сумою за-
гального розв’язку вiдповiдної однорiдної СЛАР та частинного розв’язку
неоднорiдної СЛАР. Частинний розв’язок ми знаємо: це строго додатнi
координати вектора 𝑥0. А в загальному розв’язку однорiдної СЛАР мож-
на задати настiльки малi значення довiльних сталих, що й додавання, i
вiднiмання такого загального розв’язку залишить всi додатнi координати
вектора 𝑥0 додатними. Таким чином, 𝑥0 можна представити як середню
точку вiдрiзку, який цiлком знаходиться в симплексi 𝐷. А така точка не
може бути кутовою. �

Отже, щоб знайти якусь кутову точку симплексу 𝐷, треба розв’язати
СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 методом Жордана-Ґауса так, щоб в останнiй розширенiй
матрицi були ∀𝑏𝑖 ≥ 0. Потiм покласти всi вiльнi змiннi нулю, а базиснi
правим частинам. Отриманий розв’язок буде кутовою точкою симплексу
𝐷.

Приклад 3.2. Продовження прикладiв 2.7 та 3.1. Допустимий опор-
ний розв’язок 𝑥 = {0; 0; 5; 3; 6} вiдповiдає точцi 𝑂 на рис. 2.2. У цiй точцi
𝑥1 = 𝑥2 = 0, а iншi змiннi додатнi. �

Приклад 3.3. Розв’язати графiчним методом наступну задачу лi-
нiйного програмування, а також звести її до канонiчного вигляду та знай-
ти якийсь допустимий опорний розв’язок:
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 35;
2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 18;
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 10;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
Розв’язання. Графiчне розв’язання наведено на рис. 3.3. Далi ми

будемо розв’язувати цю задачу симплекс-методом, тому на рисунку поз-
наченi й iншi точки.

Знайдений глобальний максимум: 𝑥max = {5; 5}; 𝑧max = 40 — це точка
𝐸 (5, 5) на рис. 3.3.

Щоб звести задачу до канонiчного вигляду, додаємо в лiвi частини
обмежень-нерiвностей невiд’ємнi баланснi змiннi:
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 = 35;
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 = 18;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥5 = 10;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0.
Отримали задачу лiнiйного програмування в канонiчнiй формi. Зна-

ходимо допустимий опорний розв’язок. Для цього розв’язуємо СЛАР об-
межень методом Жордана-Ґауса.
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Рис. 3.3. Розв’язання прикладу 3.3

𝐴1 =

⎛⎝ 2 5 1 0 0
2 1 0 1 0
1 1 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 35

18
10

⎞⎠.

СЛАР розв’язана: 𝑟 = 𝑟1 = 3; 𝑛 = 5; 𝑓 = 𝑛 − 𝑟 = 2; вiльнi змiннi
𝑥1, 𝑥2; базиснi — 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5; i всi правi частини невiд’ємнi. Для отримання
допустимого опорного розв’язку покладемо вiльнi змiннi 𝑥1 = 𝑥2 = 0;
а базиснi тодi будуть дорiвнювати правим частинам: 𝑥3 = 35; 𝑥4 = 18;
𝑥5 = 10. Маємо допустимий опорний розв’язок 𝑥 = {0; 0; 35; 18; 10}. На
рис. 3.3 йому вiдповiдає точка 𝑂 (0, 0). Бачимо, що це дiйсно кутова точка
областi допустимих значень 𝐷. �

3.3. Симплекснi перетворення
Пiсля того, як знайдений хоч якийсь допустимий опорний розв’язок

(кутова точка), треба рухатися вiд неї до наступної (сусiдньої) у бiк збiль-
шення цiльової функцiї. Кутовi точки — це розв’язки СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 з
рiзними наборами базисних та вiльних змiнних, але з невiд’ємними пра-
вими частинами. Переходу вiд одного набору базисних змiнних до iншого
вiдповiдає замiщення базису. Сусiднi кутовi точки вiдрiзняються одна вiд
одною лише однiєю базисною змiнною. Отже, перехiд до сусiдньої кутової
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точки — це однократне замiщення базису. При цьому змiннi для введен-
ня в базис та для виведення з базису треба обирати так, щоб, з одного
боку, цiльова функцiя 𝑧 збiльшувалася (або принаймнi не зменшувала-
ся), а з iншого боку, щоб ми при цьому залишалися в областi допустимих
розв’язкiв 𝐷.

Означення 3.4. Симплексним перетворенням називається опера-
цiя однократного замiщення базису, що збiльшує (або принаймнi не змен-
шує) значення цiльової функцiї 𝑧 та залишає нас в областi допустимих
розв’язкiв 𝐷. �

Таке симплексне перетворення зручнiше за все робити в симплекс-
таблицi.

Означення 3.5. Симплекс-таблицею називається розширена мат-
риця 𝐴1 розв’язання СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 методом Жордана-Ґауса з додат-
ковими рядками та стовпцями. �

На прикладi 3.3 розглянемо, як будується симплекс-таблиця. Пiсля
розв’язання СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 у нас є розширена матриця 𝐴1. Додамо зверху
до неї два рядки (табл. 3.1). У другому запишемо номери змiнних (можли-
во, ми змiнювали їхню нумерацiю), а в першому — коефiцiєнти цiльової
функцiї 𝑧 при них, тобто числа 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛 у потрiбному порядку.

Табл. 3.1. Початок заповнення першої
симплекс-таблицi в прикладi 3.3

3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

2 5 1 0 0 35

2 1 0 1 0 18

1 1 0 0 1 10

В деяких книгах (в основному для економiстiв) замiсть нулiв зали-
шають порожнi комiрки, а стовпчик правих частин 𝑏𝑖 записують злiва.

Продовжуємо заповнювати симплекс-таблицю (табл. 3.2). Злiва до-
дамо ще два стовпчики. У другому запишемо номери базисних змiнних
у вiдповiдному рiвняннi. В нашому випадку в першому рiвняннi базисна
змiнна 𝑥3, у другому 𝑥4 i в третьому 𝑥5. А в найлiвiшому стовпчику запи-
шемо коефiцiєнти цiльової функцiї 𝑧 при цих базисних змiнних. Беремо
їх з верхнього рядка. В нашому випадку коефiцiєнти при 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 — всi
нулi.

Знайдемо значення цiльової функцiї 𝑧 у цiй точцi. Це допустимий
опорний розв’язок, тому вiльнi змiннi дорiвнюють нулю, а базиснi — пра-
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Табл. 3.2. Перше продовження заповнення першої
симплекс-таблицi в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 2 5 1 0 0 35

0 𝑥4 2 1 0 1 0 18

0 𝑥5 1 1 0 0 1 10

вим частинам. Правi частини (тобто значення базисних змiнних) записанi
в останньому стовпчику таблицi 𝑏𝑖, а коефiцiєнти при базисних змiнних
— у лiвому 𝑐Б𝑖. Тому маємо таке правило.

Правило 3.1. Значення цiльової функцiї в симплекс-таблицi дорiв-
нює сумi добуткiв елементiв стовпчика 𝑐Б𝑖 на вiдповiднi елементи стов-
пчика 𝑏𝑖. �

У нашому прикладi 𝑧 = 0 ·35+0 ·18+0 ·10 = 0. Додаємо до симплекс-
таблицi ще один рядок знизу, i записуємо це значення пiд стовпчиком 𝑏𝑖
(табл. 3.3).

Табл. 3.3. Друге продовження заповнення першої
симплекс-таблицi в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 2 5 1 0 0 35

0 𝑥4 2 1 0 1 0 18

0 𝑥5 1 1 0 0 1 10

∆𝑧𝑘 × × × 𝑧 = 0

Цiй таблицi вiдповiдає точка 𝑂 (0, 0) на рис. 3.3. Далi нам треба ро-
бити симплексне перетворення: вводити в базис якусь вiльну змiнну та
звiльняти якусь базисну так, щоб значення 𝑧 збiльшувалося (або при-
наймнi не зменшувалося), i ми залишалися в симплексi 𝐷. Яку ж вiльну
змiнну треба вводити в базис? Щоб вирiшити це питання, треба з’ясувати,
як буде змiнюватися 𝑧 при збiльшеннi тiєї чи iншої вiльної змiнної. Поз-
начимо прирiст 𝑧 при змiнюваннi вiльної змiнної 𝑥𝑘 вiд нуля до одиницi
як ∆𝑧𝑘. Для цих величин призначений останнiй рядок у табл. 3.3. Для
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базисних змiнних цi величини обчислювати не треба, тому там ставимо
хрестики.

Обчислимо ∆𝑧1. Збiльшимо 𝑥1 з нуля до одиницi. Коефiцiєнт при 𝑥1

записаний у верхньому рядку: 𝑐1 = 3. Тому, якщо збiльшити 𝑥1 з нуля до
одиницi, то 𝑧 збiльшиться на 𝑐1 · (1 − 0) = 3 · 1 = 3. Але при змiнюваннi
𝑥1 (i не змiнюваннi iнших вiльних змiнних) змiнюються також усi базиснi
змiннi. Наприклад, перше рiвняння, оскiльки 𝑥2 не змiнюється, буде ма-
ти вигляд: 2𝑥1 + 𝑥3 = 35. Якщо ми збiльшили 𝑥1 на одну одиницю, для
збереження цього рiвняння треба зменшити 𝑥3 на двi одиницi. Так само
для збереження другого рiвняння 2𝑥1 +𝑥4 = 18 треба зменшити 𝑥4 на двi
одиницi, i для збереження третього рiвняння треба зменшити 𝑥5 на одну
одиницю. Бачимо, що кожну базисну змiнну (другий стовпчик табл. 3.3)
треба зменшити на стiльки одиниць, скiльки записано в стовпчику кое-
фiцiєнтiв при 𝑥1. Коефiцiєнти при базисних змiнних у цiльовiй функцiї 𝑧
знаходяться у першому стовпчику таблицi. Отже, маємо таке правило.

Правило 3.2. Щоб обчислити прирiст ∆𝑧𝑘 цiльової функцiї 𝑧 при
збiльшеннi вiльної змiнної 𝑥𝑘 вiд нуля до одиницi, треба вiд коефiцiєнта
𝑐𝑘 (у верхньому рядку над 𝑥𝑘) вiдняти суму добуткiв елементiв першого
стовпчика 𝑐Б𝑖 на вiдповiднi елементи стовпчика коефiцiєнтiв при 𝑥𝑘 (вони
знаходяться пiд 𝑥𝑘). �

Обчислюємо: ∆𝑧1 = 3−0·2−0·2−0·1 = 3; ∆𝑧2 = 5−0·5−0·1−0·1 = 5.
Цi числа записуємо в останньому рядку симплекс-таблицi (табл. 3.4).

Табл. 3.4. Третє продовження заповнення першої
симплекс-таблицi в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 2 5 1 0 0 35

0 𝑥4 2 1 0 1 0 18

0 𝑥5 1 1 0 0 1 10

∆𝑧𝑘 3 5 ↑ × × × 𝑧 = 0

Якщо якесь ∆𝑧𝑘 > 0, то вiльну змiнну 𝑥𝑘 є сенс вводити в базис:
її збiльшення збiльшує цiльову функцiю 𝑧. В нашому прикладi можна
вводити в базис як 𝑥1, так i 𝑥2. На рис. 3.3 введенню в базис (збiльшенню)
𝑥1 вiдповiдає рух вiд точки 𝑂 в напрямку точок 𝐴,𝐵, а збiльшенню 𝑥2

— в напрямку точок 𝐹,𝐺. На цьому етапi треба визначитися, в якому
напрямку рухатися, тобто яку саме вiльну змiнну вводити в базис. Можна
брати будь-яку змiнну 𝑥𝑘 з ∆𝑧𝑘 > 0. Але, якщо розв’язувати багато задач,
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то в середньому краще брати ту 𝑥𝑘, для якої ∆𝑧𝑘 бiльше. Буде менше
крокiв до точки максимуму. Тому оберемо для введення в базис змiнну
𝑥2. Це позначено стрiлкою вгору.

На рис. 3.3 збiльшенню 𝑥2 вiдповiдає рух з точки 𝑂 в напрямку точок
𝐹,𝐺. Але, щоб залишитися в симплексi 𝐷, ми можемо рухатися тiльки до
точки 𝐹 , i не далi. Отже, треба знайти, при якому значеннi 𝑥2 та чи iнша
базисна змiнна обертається до нуля, i обрати найменше з цих значень.
Це можна знайти з симплекс-таблицi таким чином. Оскiльки 𝑥1 = 0, то
з першого рiвняння маємо: 5𝑥2 + 𝑥3 = 35. Якщо покласти 𝑥3 = 0, то
отримаємо: 𝑥2 = 𝑏1

𝑎12
= 35

5 = 7. На рис. 3.3 це точка 𝐹 (0, 7) — перетин
прямих 𝑥1 = 0 та 𝑥3 = 0. Так само з другого рiвняння: 𝑥2 + 𝑥4 = 18;
якщо покласти 𝑥4 = 0, то отримаємо: 𝑥2 = 𝑏2

𝑎22
= 18

1 = 18. Ця точка не
вмiстилася на рис. 3.3. I, нарештi, з третього рiвняння: 𝑥2+𝑥5 = 10; 𝑥5 = 0;
𝑥2 = 𝑏3

𝑎32
= 10

1 = 10 — точка 𝐺. Цi величини називаються вiдношеннями.
Для їх обчислення застосовується таке правило.

Правило 3.3. Пiсля того, як обрана вiльна змiнна 𝑥𝑘 для введення
в базис, обчислюємо вiдношення елементiв стовпця 𝑏𝑖 до вiдповiдних еле-
ментiв стовпця пiд 𝑥𝑘: величини 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
. Цi числа називаються вiдношеннями

та записуються в стовпцi пiсля 𝑏𝑖. �
Додамо до симплекс-таблицi ще один стовпчик праворуч вiд 𝑏𝑖, i

запишемо туди знайденi вiдношення. Для виведення з базису треба обрати
ту змiнну, для якої вiдношення є найменшим серед додатних. У нашому
прикладi це 𝑥3. Вона позначається в симплекс-таблицi стрiлкою праворуч
(табл. 3.5).

Табл. 3.5. Закiнчення заповнення першої
симплекс-таблицi в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

0 𝑥3 2 5 1 0 0 35 7 →

0 𝑥4 2 1 0 1 0 18 18

0 𝑥5 1 1 0 0 1 10 10

∆𝑧𝑘 3 5 ↑ × × × 𝑧 = 0

Тепер ми можемо провести операцiю однократного замiщення базису:⎛⎝ 2 5 1 0 0
2 1 0 1 0
1 1 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 35

18
10

⎞⎠ 𝑒1/5
∼

42



∼

⎛⎝ 2
5 1 1

5 0 0
2 1 0 1 0
1 1 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

18
10

⎞⎠ 𝑒2 − 𝑒1
𝑒3 − 𝑒1

∼

∼

⎛⎝ 2
5 1 1

5 0 0
8
5 0 − 1

5 1 0
3
5 0 − 1

5 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

11
3

⎞⎠ .

Отримали данi для другої симплекс-таблицi. Заповнюємо її (табл. 3.6).

Табл. 3.6. Друга симплекс-таблиця в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

5 𝑥2
2
5 1 1

5 0 0 7 17.5

0 𝑥4
8
5 0 − 1

5 1 0 11 6.875

0 𝑥5
3
5 0 − 1

5 0 1 3 5 →

∆𝑧𝑘 1 ↑ × −1 × × 𝑧 = 35

Цiй таблицi вiдповiдає точка 𝐹 (0, 7) на рис. 3.3. Пояснення до її за-
повнення. Верхнi два рядки не змiнюються. Лiвi стовпчики: базиснi змiннi
в першому, другому та третьому рiвняннях вiдповiдно 𝑥2, 𝑥4, 𝑥5. Коефiцi-
єнти в цiльовiй функцiї при них беремо з верхнього рядка: це числа 5, 0,
0.

Цiльову функцiю обчислюємо за правилом 3.1: 𝑧 = 5 ·7+0 ·11+0 ·3 =
35.

Прирости для вiльних змiнних обчислюємо за правилом 3.2: ∆𝑧1 =
3 − 5 · 2

5 − 0 · 8
5 − 0 · 3

5 = 1; ∆𝑧3 = 0 − 5 · 1
5 − 0 ·

(︀
− 1

5

)︀
− 0 ·

(︀
− 1

5

)︀
= −1. Є

додатний прирiст — максимум не досягнутий. Вводимо в базис змiнну 𝑥1.
На рис. 3.3 цьому вiдповiдає рух з точки 𝐹 у напрямку точок 𝐸,𝐷.

Вiдношення (останнiй стовпчик) обчислюємо за правилом 3.3: 𝑏1
𝑎11

=

7 : 2
5 = 17.5; 𝑏2

𝑎21
= 11 : 8

5 = 6.875; 𝑏3
𝑎31

= 3 : 3
5 = 5. Найменше додат-

не з цих чисел — це 5, тому звiльняємо змiнну 𝑥5. Проводимо операцiю
однократного замiщення базису:⎛⎝ 2

5 1 1
5 0 0

8
5 0 − 1

5 1 0
3
5 0 − 1

5 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

11
3

⎞⎠
𝑒3/

3
5

∼

∼

⎛⎝ 2
5 1 1

5 0 0
8
5 0 − 1

5 1 0

1 0 − 1
3 0 5

3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 7

11
5

⎞⎠ 𝑒1 − 2
5𝑒3

𝑒2 − 8
5𝑒3 ∼
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∼

⎛⎝ 0 1 1
3 0 − 2

3

0 0 1
3 1 − 8

3

1 0 − 1
3 0 5

3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5

3
5

⎞⎠ .

Заповнюємо третю симплекс-таблицю (табл. 3.7).

Табл. 3.7. Третя симплекс-таблиця в прикладi 3.3

𝑐𝑘 3 5 0 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

5 𝑥2 0 1 1
3 0 − 2

3 5

0 𝑥4 0 0 1
3 1 − 8

3 3

3 𝑥1 1 0 − 1
3 0 5

3 5

∆𝑧𝑘 × × − 2
3 × − 5

3 𝑧 = 40

Базиснi змiннi: в першому рiвняннi 𝑥2, в другому 𝑥4, в третьому 𝑥1.
Коефiцiєнти бiля них у цiльовiй функцiї: 5, 0, 3.

Значення цiльової функцiї за правилом 3.1: 𝑧 = 5 ·5 + 0 ·3 + 3 ·5 = 40.
Прирости за правилом 3.2: ∆𝑧3 = 0 − 5 · 1

3 − 0 · 1
3 − 3 ·

(︀
− 1

3

)︀
= − 2

3 ;
∆𝑧5 = 0 − 5 ·

(︀
− 2

3

)︀
− 0 ·

(︀
− 8

3

)︀
− 3 · 5

3 = − 5
3 .

Додатних приростiв немає — досягнута точка максимуму: 𝑥max =
{5; 5; 0; 3; 0}; 𝑧max = 40. На рис. 3.3 це точка 𝐸 (5, 5) — перетин прямих
𝑥3 = 0 та 𝑥5 = 0.

3.4. Особливостi розв’язання задач симплекс-методом
3.4.1. Необмежена область розв’язку

Нехай у якiйсь симплекс-таблицi є додатнi прирости для вiльних
змiнних: ∃∆𝑧𝑘 > 0, але для кожної з цих 𝑥𝑘 всi вiдношення вiд’ємнi:
∀ 𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

< 0. Це свiдчить про те, що при збiльшеннi цiєї 𝑥𝑘 всi перетини з
лiнiями обмежень знаходяться позаду, а попереду їх немає. Тобто можна
збiльшувати 𝑧 до нескiнченностi.

Правило 3.4. Якщо в симплекс-таблицi ∃∆𝑧𝑘 > 0, але ∀ 𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

< 0, то
область допустимих розв’язкiв необмежена, i 𝑧max → +∞. �

Приклад 3.4. Розв’язати графiчним та симплекс-методами задачу
лiнiйного програмування:
𝑧 = 3𝑥1 − 4𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 → max;⎧⎨⎩ −2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 4;

3𝑥1 − 8𝑥2 + 𝑥4 = 24;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.
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Розв’язання. Задача записана в канонiчнiй формi, причому СЛАР
розв’язана: базиснi змiннi 𝑥3, 𝑥4, а вiльнi — 𝑥1, 𝑥2. Для розв’язання гра-
фiчним методом виключимо базиснi змiннi: 𝑥3 = 4 + 2𝑥1 − 𝑥2; 𝑥4 =
24 − 3𝑥1 + 8𝑥2. Пiдставимо їх у цiльову функцiю:
𝑧 = 3𝑥1 − 4𝑥2 + 4 + 2𝑥1 − 𝑥2 + 24 − 3𝑥1 + 8𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 28.

Маємо задачу лiнiйного програмування в стандартнiй формi:
𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 + 28 → max;⎧⎨⎩ −2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4;

3𝑥1 − 8𝑥2 ≤ 24;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Рис. 3.4. Розв’язання прикладу 3.4

Розв’язуємо її графiчним методом (рис. 3.4). Бачимо, що область
допустимих розв’язкiв 𝐷 необмежена: можна збiльшувати цiльову функ-
цiю 𝑧 до нескiнченностi.

Переходимо до розв’язання симплекс-методом. Перша симплекс-таб-
лиця — це табл. 3.8.

Їй вiдповiдає точка 𝑂 (0, 0) на рис. 3.4. Вводимо в базис змiнну 𝑥2,
що вiдповiдає руху до точки 𝐵 на рис. 3.4. Звiльняємо змiнну 𝑥3 — це
й є точка 𝐵 (0, 4). Вiдношення в другому рядку 𝑏2

𝑎22
= −3 < 0; це точка

перетину прямих 𝑥1 = 0 та 𝑥4 = 0, вона не вмiстилася на рисунку.
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Табл. 3.8. Перша симплекс-таблиця в прикладi 3.4

𝑐𝑘 3 −4 1 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

1 𝑥3 −2 1 1 0 4 4 →

1 𝑥4 3 −8 0 1 24 −3

∆𝑧𝑘 2 3 ↑ × × 𝑧 = 28

Виконуємо операцiю однократного замiщення базису: 𝑒2 + 8𝑒1, та
отримуємо другу симплекс-таблицю (табл. 3.9), що вiдповiдає знайденiй
точцi 𝐵 (0, 4).

Табл. 3.9. Друга симплекс-таблиця в прикладi 3.4

𝑐𝑘 3 −4 1 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

−4 𝑥2 −2 1 1 0 4 −2

1 𝑥4 −13 0 8 1 56 − 56
13

∆𝑧𝑘 8 ↑ × −3 × 𝑧 = 40

Максимум ще не досягнутий: можна вводити в базис змiнну 𝑥1. Але
її можна збiльшувати необмежено: в лiнiї 𝑥3 = 0 попереду немає жод-
них обмежень. Усi вiдношення вiд’ємнi, тому точки перетину з лiнiями
𝑥2 = 0 та 𝑥4 = 0 знаходяться позаду напряму нашого руху. Вiдповiдь:
𝑧max → +∞. Точок, де досягається (як границя) цей максимум, безлiч.
Наприклад, пiдходять будь-якi точки на прямiй 𝑥3 = 0, коли 𝑥1 → +∞;
𝑥2 = 4 + 2𝑥1; 𝑥4 = 24 − 3𝑥1 + 8𝑥2 = 56 + 13𝑥1. �

3.4.2. Неєдиний розв’язок

Нехай у якiйсь симплекс-таблицi немає додатних приростiв, але є
нульовi, i для них iснують додатнi вiдношення. Це означає, що ми можемо
перейти до iншої точки з таким самим значенням цiльової функцiї. Але ми
йдемо вздовж вiдрiзку, i цiльова функцiя лiнiйна, тому й в усiх промiжних
точках цього вiдрiзку значення 𝑧 залишається незмiнним. Якщо кiлькiсть
вiльних змiнних 𝑓 = 2, то таких кутових точок з 𝑧max може бути не бiльше
двох. Але вже при 𝑓 ≥ 3 може бути скiльки завгодно кутових точок з 𝑧max.
Наприклад, на рис. 3.1 є плоскi чотирикутники в 𝐸3, i, якщо в усiх кутах

46



такого чотирикутника цiльова функцiя приймає однакове значення, то
вона буде набувати такого самого значення i в їхнiй внутрiшнiй лiнiйнiй
комбiнацiї, тобто в усiх точках чотирикутника.

Правило 3.5. Якщо в симплекс-таблицi ∀∆𝑧𝑘 ≤ 0, але ∃∆𝑧𝑘 = 0, i
для цiєї 𝑥𝑘: ∃ 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
> 0, то точка максимуму неєдина. Треба знайти всi такi

кутовi точки, i взяти їхню внутрiшню лiнiйну комбiнацiю. �
Приклад 3.5. Розв’язати графiчним та симплекс-методами задачу

лiнiйного програмування:
𝑧 = 11𝑥1 + 10𝑥2 + 13𝑥3 − 𝑥4 + 𝑥5 + 3𝑥6 + 𝑥7 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 5;
−𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥4 = 41;
3𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥5 = 77;
5𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥6 = 63;
2𝑥1 − 5𝑥2 + 𝑥7 = 16;
∀𝑥𝑘 ≥ 0.

Рис. 3.5. Розв’язання прикладу 3.5

Розв’язання. Задача записана в канонiчнiй формi, причому СЛАР
розв’язана: базиснi змiннi 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, а вiльнi — 𝑥1, 𝑥2. Для розв’я-
зання графiчним методом виключимо базиснi змiннi:
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𝑥3 = 5 + 𝑥1 − 𝑥2;
𝑥4 = 41 + 𝑥1 − 5𝑥2;
𝑥5 = 77 − 3𝑥1 − 5𝑥2;
𝑥6 = 63 − 5𝑥1 + 𝑥2;
𝑥7 = 16 − 2𝑥1 + 5𝑥2.
Пiдставимо їх у цiльову функцiю: 𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 + 306.

Маємо задачу лiнiйного програмування в стандартнiй формi:
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 + 306 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5;
−𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 41;
3𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 77;
5𝑥1 − 𝑥2 ≤ 63;
2𝑥1 − 5𝑥2 ≤ 16;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Її графiчний розв’язок показаний на рис. 3.5. Лiнiї рiвня цiльової
функцiї 𝑧 паралельнi до лiнiї обмеження 𝑥5 = 0, тобто до лiнiї 3𝑥1 +5𝑥2 =
77. Самi на цiй лiнiї й досягається 𝑧max = 3𝑥1+5𝑥2+306 = 77+306 = 383. В
областi 𝐷 знаходиться вiдрiзок цiєї лiнiї мiж точками 𝐶 (9, 10) та 𝐷 (14, 7).
Тому 𝑥max = 𝜃1 {9; 10} + 𝜃2 {14; 7}, де 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1.

Розв’яжемо тепер задачу симплекс-методом. Перша таблиця, якiй
вiдповiдає точка 𝑂 (0, 0) на рис. 3.5, це табл. 3.10.

Табл. 3.10. Перша симплекс-таблиця в прикладi 3.5

𝑐𝑘 11 10 13 −1 1 3 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

13 𝑥3 −1 1 1 0 0 0 0 5 5 →

−1 𝑥4 −1 5 0 1 0 0 0 41 8.2

1 𝑥5 3 5 0 0 1 0 0 77 15.4

3 𝑥6 5 −1 0 0 0 1 0 63 −63

1 𝑥7 2 −5 0 0 0 0 1 16 −3.2

∆𝑧𝑘 3 5 ↑ × × × × × 𝑧 = 306

Беремо найбiльше з ∆𝑧𝑘 > 0: це ∆𝑧2 = 5; вводимо в базис змiнну 𝑥2.
Для неї мiнiмальне додатне вiдношення — це 𝑏1

𝑎12
= 5, тому звiльняємо

базисну змiнну першого рiвняння 𝑥3. Пiсля однократного замiщення ба-
зису отримуємо другу симплекс-таблицю, що вiдповiдає точцi 𝐴 (0, 5) на
рис. 3.5. Вона показана в табл. 3.11.
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Табл. 3.11. Друга симплекс-таблиця в прикладi 3.5

𝑐𝑘 11 10 13 −1 1 3 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

10 𝑥2 −1 1 1 0 0 0 0 5 −5

−1 𝑥4 4 0 −5 1 0 0 0 16 4 →

1 𝑥5 8 0 −5 0 1 0 0 52 13
2

3 𝑥6 4 0 1 0 0 1 0 68 17

1 𝑥7 −3 0 5 0 0 0 1 41 − 41
3

∆𝑧𝑘 8 ↑ × −5 × × × × 𝑧 = 331

Можна ввести в базис змiнну 𝑥1, бо для неї ∆𝑧1 = 8 > 0. Для неї мiнi-
мальне додатне вiдношення — це 𝑏2

𝑎21
= 4, тому звiльняємо базисну змiнну

другого рiвняння 𝑥4. Пiсля операцiї однократного замiщення базису отри-
муємо третю симплекс-таблицю (табл. 3.12), якiй вiдповiдає точка 𝐵 (4, 9)
на рис. 3.5.

Табл. 3.12. Третя симплекс-таблиця в прикладi 3.5

𝑐𝑘 11 10 13 −1 1 3 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

10 𝑥2 0 1 − 1
4

1
4 0 0 0 9 −36

11 𝑥1 1 0 − 5
4

1
4 0 0 0 4 −3.2

1 𝑥5 0 0 5 −2 1 0 0 20 4 →

3 𝑥6 0 0 6 −1 0 1 0 52 26
3

1 𝑥7 0 0 5
4

3
4 0 0 1 53 42.4

∆𝑧𝑘 × × 5 ↑ −2 × × × 𝑧 = 363

Є можливiсть далi збiльшити цiльову функцiю, ввiвши в базис 𝑥3,
бо для неї ∆𝑧3 = 5 > 0. Найменше додатне вiдношення для 𝑥3 — це
𝑏3
𝑎33

= 4, тому виводимо з базису змiнну 𝑥5 з третього рiвняння. Пiсля
цього однократного замiщення базису маємо четверту симплекс-таблицю
(табл. 3.13), якiй вiдповiдає точка 𝐶 (9, 10) на рис. 3.5.

У цiй таблицi немає додатних приростiв: ∀∆𝑧𝑘 ≤ 0. Отже, точка мак-
симуму досягнута. Але є ∆𝑧4 = 0, i для змiнної 𝑥4 є мiнiмальне додатне
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Табл. 3.13. Четверта симплекс-таблиця в прикладi 3.5

𝑐𝑘 11 10 13 −1 1 3 1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

10 𝑥2 0 1 0 3
20

1
20 0 0 10 66 2

3

11 𝑥1 1 0 0 − 1
4

1
4 0 0 9 −36

13 𝑥3 0 0 1 − 2
5

1
5 0 0 4 −10

3 𝑥6 0 0 0 7
5 − 6

5 1 0 28 20 →

1 𝑥7 0 0 0 5
4 − 1

4 0 1 48 38.4

∆𝑧𝑘 × × × 0 ↑ −1 × × 𝑧 = 383

вiдношення 𝑏4
𝑎43

= 20. Це свiдчить про те, що максимальне значення цiльо-
вої функцiї 𝑧max = 383 досягається не в однiй точцi. Можна зробити ще
один крок симплекс-методу: ввести в базис 𝑥4 та звiльнити 𝑥6 з четверто-
го рiвняння. Проводимо цю операцiю однократного замiщення базису та
отримуємо наступну, п’яту таблицю (табл. 3.14), якiй на рис. 3.5 вiдповi-
дає точка 𝐷 (14, 7).

Табл. 3.14. П’ята симплекс-таблиця в прикладi 3.5

𝑐𝑘 11 10 13 −1 1 3 1
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

10 𝑥2 0 1 0 0 5
28 − 3

28 0 7

11 𝑥1 1 0 0 0 1
28

5
28 0 14

13 𝑥3 0 0 1 0 − 1
7

2
7 0 12

−1 𝑥4 0 0 0 1 − 6
7

5
7 0 20

1 𝑥7 0 0 0 0 23
28 − 25

28 1 23

∆𝑧𝑘 × × × × −1 0 × 𝑧 = 383

Звiдсiля ми можемо тiльки повернутися назад: ввести в базис змiнну
𝑥6, яку ми звiльнили на попередньому кроцi. Отже, знайденi всi (обидвi)
кутовi точки областi максимуму — це данi з двох останнiх таблиць:
𝑥1 = {9; 10; 4; 0; 0; 28; 48} та 𝑥2 = {14; 7; 12; 20; 0; 0; 23}. В усiх точках вiд-
рiзку [𝑥1,𝑥2] досягається 𝑧max = 383. Координати точок цього вiдрiзку
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такi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 9𝜃1 + 14𝜃2;
𝑥2 = 10𝜃1 + 7𝜃2;
𝑥3 = 4𝜃1 + 12𝜃2;
𝑥4 = 20𝜃2;
𝑥5 = 0;
𝑥6 = 28𝜃1;
𝑥7 = 48𝜃1 + 23𝜃2;

де 𝜃1 ≥ 0; 𝜃2 ≥ 0; 𝜃1 + 𝜃2 = 1. �

3.4.3. Виродженi розв’язки

Якщо в симплекс-таблицi якась права частина дорiвнює нулю: ∃𝑏𝑖 =
0, то не тiльки всi вiльнi змiннi дорiвнюють нулю, а й базисна змiнна з
𝑖-го рiвняння буде нульовою.

Означення 3.6. Допустимий опорний розв’язок називається вирод-
женим, якщо в ньому деякi базиснi змiннi дорiвнюють нулю. �

Про появу виродженого розв’язку можна дiзнатися заздалегiдь: в
попереднiй симплекс-таблицi є кiлька однакових мiнiмальних додатних
вiдношень min 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
> 0. I постає питання: яку саме базисну змiнну треба

звiльняти? Невдалий вибiр може призвести до зациклювання симплекс-
методу: ми будемо весь час залишатися в однiй i тiй самiй точцi, змiню-
ючи тiльки набiр базисних змiнних у нiй. Щоб уникнути зациклювання,
використовуємо наступне правило.

Правило 3.6. Якщо в симплекс-таблицi є кiлька однакових мiнi-
мальних додатних вiдношень min 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
> 0, то серед них обираємо той

рядок, в якому мiнiмальним є вiдношення iншого вiльного 𝑗-го стовпця
до 𝑘-го: min

𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑘
, причому тут можна розглядати й вiд’ємнi вiдношення

𝑎𝑖𝑗

𝑎𝑖𝑘
. Якщо й тут будуть однаковi числа, то серед них обираємо рядок з

мiнiмальним вiдношенням iншого 𝑙-го рядка до 𝑘-го: min 𝑎𝑖𝑙

𝑎𝑖𝑘
, i тут можна

розглядати й вiд’ємнi вiдношення 𝑎𝑖

𝑎𝑖𝑘
. I так далi. При цьому, якщо мi-

нiмальне вiдношення дорiвнює нулю: min 𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

= 0, то треба враховувати
знак цього нуля: +0 чи −0, i обирати тiльки +0. �

Приклад 3.6. Розв’язати графiчним та симплекс-методами задачу
лiнiйного програмування:
𝑧 = 2𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 6;
−𝑥1 + 3

2𝑥2 + 𝑥4 = 9;
−𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥5 = 30;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥6 = 12;
∀𝑥𝑘 ≥ 0.
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Розв’язання. Задача записана в канонiчнiй формi, i СЛАР розв’яза-
на: базиснi змiннi 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, вiльнi — 𝑥1, 𝑥2. Перейдемо до стандартної
форми:
𝑥3 = 6 + 2𝑥1 − 𝑥2;
𝑥4 = 9 + 𝑥1 − 3

2𝑥2;
𝑥5 = 30 + 𝑥1 − 5𝑥2;
𝑥6 = 12 − 𝑥1 − 𝑥2.
Цiльова функцiя залишається без змiн, оскiльки 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 до неї не
входять. Маємо задачу лiнiйного програмування в стандартнiй формi:
𝑧 = 2𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 6;
−𝑥1 + 3

2𝑥2 ≤ 9;
−𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 30;
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 12;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Рис. 3.6. Розв’язання прикладу 3.6

Графiчний розв’язок показаний на рис. 3.6. Максимум досягається на
перетинi обмежень 𝑥5 = 0 та 𝑥6 = 0; у точцi 𝐵 (5, 7); 𝑧max = 2 ·5+4 ·7 = 38.
I ми бачимо, як графiчно виглядає вироджений розв’язок: у 𝐸2 в однiй
точцi перетинаються не двi, а бiльше прямих. У 𝐸3 вироджений розв’язок
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буде тодi, коли в однiй точцi перетинаються бiльше трьох площин, в 𝐸4

— коли в однiй точцi перетинаються бiльше чотирьох чотиривимiрних
площин тощо.

Розв’яжемо тепер цю задачу симплекс-методом. Перша симплекс-
таблиця — це табл. 3.15. Вона вiдповiдає точцi 𝑂 (0, 0) на рис. 3.6. У нiй
є два додатнi прирости: ∆𝑧1 = 2 та ∆𝑧2 = 4. Друге число бiльше, то-
му обираємо для введення в базис змiнну 𝑥2. Для неї є три однакових
мiнiмальних додатних вiдношення min 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
= 6. Яку змiнну обрати для

виведення з базису?

Табл. 3.15. Перша симплекс-таблиця в прикладi 3.6

𝑐𝑘 2 4 0 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑖𝑘

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

0 𝑥3 −2 1 0 0 0 0 6 6 −2 →

0 𝑥4 −1 3
2 0 1 0 0 9 6 − 2

3

0 𝑥5 −1 5 0 0 1 0 30 6 − 1
5

0 𝑥6 1 1 0 0 0 1 12 12 ×

∆𝑧𝑘 2 4 ↑ × × × × 𝑧 = 0

Для вирiшення цього питання додамо до симплекс-таблицi ще один
стовпчик, i заповнимо його вiдношеннями iншого вiльного стовпця (у нас
це 𝑥1) до того, що вводиться в базис. Робимо це не для всiх рядкiв, а
тiльки для тих трьох, у яких min 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑘
= 6. Це будуть числа: −2/1 = −2;

−1/ 3
2 = − 2

3 ; −1/5 = − 1
5 . Найменше з цих чисел −2 у першому рядку,

тому звiльняємо базисну змiнну 𝑥3 з першого рiвняння. Пiсля опера-
цiї однократного замiщення базису отримуємо другу симплекс-таблицю
(табл. 3.16), що вiдповiдає точцi 𝐴 (0, 6) на рис. 3.6.

Тут з’явилися два нульовi додатнi мiнiмальнi вiдношення: 0
2 = +0;

0
9 = +0. У цих рядках шукаємо додатковi вiдношення елементiв iншого
вiльного стовпця (тут це 𝑥3) до елементiв стовпця 𝑥1: − 3

2/2 = − 3
4 ; −5/9 =

− 5
9 . Оскiльки − 3

4 < − 5
9 , звiльняємо змiнну 𝑥4 з другого рiвняння — маємо

третю симплекс-таблицю (табл. 3.17), знову в точцi 𝐴 (0, 6).
У цiй таблицi лише одне мiнiмальне додатне вiдношення: 𝑏3

𝑎33
= 0/ 7

4 =

+0. У другому рядку вiдношення вiд’ємне: 𝑏2
𝑎23

= 0/
(︀
− 3

4

)︀
= −0. Тому нi-

яких невизначеностей немає: треба виводити з базису змiнну 𝑥5 з третьо-
го рiвняння. Отримуємо четверту симплекс-таблицю (табл. 3.18), це теж
точка 𝐴 (0, 6).

Тут взагалi обидва нульовi вiдношення вiд’ємнi: i 0/
(︀
− 10

7

)︀
= −0; i
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Табл. 3.16. Друга симплекс-таблиця в прикладi 3.6

𝑐𝑘 2 4 0 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘

𝑎𝑖𝑗
𝑎𝑖𝑘

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 −2 1 1 0 0 0 6 −3 ×

0 𝑥4 2 0 − 3
2 1 0 0 0 +0 − 3

4 →

0 𝑥5 9 0 −5 0 1 0 0 +0 − 5
9

0 𝑥6 3 0 −1 0 0 1 6 2 ×

∆𝑧𝑘 10 ↑ × −4 × × × 𝑧 = 24

Табл. 3.17. Третя симплекс-таблиця в прикладi 3.6

𝑐𝑘 2 4 0 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 0 1 − 1
2 1 0 0 6 −12

2 𝑥1 1 0 − 3
4

1
2 0 0 0 −0

0 𝑥5 0 0 7
4 − 9

2 1 0 0 +0 →

0 𝑥6 0 0 5
4 − 3

2 0 1 6 4.8

∆𝑧𝑘 × × 3.5 ↑ −5 × × 𝑧 = 24

0/
(︀
− 18

7

)︀
= −0. Мiнiмальне додатне вiдношення — в четвертому рядку,

тому виводимо з базису змiнну 𝑥6 з четвертого рiвняння. П’ята симплекс-
таблиця — це табл. 3.19.

Всi прирости вiд’ємнi, тому ми досягли точки максимуму, i цей ма-
ксимум єдиний. Йому вiдповiдає точка 𝐵 (5, 7) на рис. 3.6. Вектор 𝑥max ={︀

5; 7; 9; 7
2 ; 0; 0

}︀
; 𝑧max = 38.

Цiкаво подивитися, якi вiльнi змiннi вiдповiдають симплекс-таблицям:
1. (𝑥1, 𝑥2); точка 𝑂 (0, 0);
2. (𝑥1, 𝑥3); точка 𝐴 (0, 6);
3. (𝑥3, 𝑥4); точка 𝐴 (0, 6);
4. (𝑥4, 𝑥5); точка 𝐴 (0, 6);
5. (𝑥5, 𝑥6); точка 𝐵 (5, 7).

На рис. 3.6 це вiдповiдає поступовому наближенню до точки макси-
муму. �

Мабуть, виродженi розв’язки — це найскладнiший елемент при роз-
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Табл. 3.18. Четверта симплекс-таблиця в прикладi 3.6

𝑐𝑘 2 4 0 0 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 0 1 0 − 2
7

2
7 0 6 −21

2 𝑥1 1 0 0 − 10
7

3
7 0 0 −0

0 𝑥3 0 0 1 − 18
7

4
7 0 0 −0

0 𝑥6 0 0 0 12
7 − 5

7 1 6 7
2 →

∆𝑧𝑘 × × × 4 ↑ −2 × 𝑧 = 24

Табл. 3.19. П’ята симплекс-таблиця в прикладi 3.6

𝑐𝑘 2 4 0 0 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 0 1 0 0 1
6

1
6 7

2 𝑥1 1 0 0 0 − 1
6

5
6 5

0 𝑥3 0 0 1 0 − 1
2

3
2 9

0 𝑥4 0 0 0 1 − 5
12

7
12

7
2

∆𝑧𝑘 × × × × − 1
3 − 7

3 𝑧 = 38

в’язаннi задачi лiнiйного програмування симплекс-методом. Щоб уникну-
ти вироджених розв’язкiв, можна скористатися такими методами.

1. Якщо умови задачi дозволяють, можна трошки змiнити обмеження.
Наприклад, замiсть 6 взяти 6.01; а замiсть 9 — 8.99. Прямi лiнiй-
обмежень змiстяться, i виродженiсть зникне.

2. Можна пiдiйти до точки максимуму з iншого боку. Наприклад, якщо
в прикладi 3.6 на першому кроцi ввести в базис не 𝑥2, а 𝑥1, то ви-
родженостi не буде.

3.5. Двохетапний симплекс-метод, або метод
штучного базису

Щоб запустити симплекс-метод, треба мати допустимий опорний роз-
в’язок: такий розв’язок СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏 методом Жордана-Ґауса, в якому
всi правi частини невiд’ємнi. Цього не завжди просто домогтися. Iнколи,
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як не обирай вiльнi змiннi, все одно виникне якесь 𝑏𝑖 < 0. Двохетапний
симплекс-метод, або метод штучного базису, як раз i призначений для
того, щоб вiдшукати початковий допустимий опорний розв’язок.

Iдея методу полягає в тому, що, якщо в якомусь рiвняннi немає базис-
ної змiнної, ми її додаємо самi, i при цьому в цiльовiй функцiї коефiцiєнт
при цiй новiй базиснiй змiннiй беремо −∞ або якесь велике за модулем
вiд’ємне число −𝑀 , де 𝑀 > 0. Симплекс-метод буде в першу чергу на-
магатися звiльнити саме цi штучнi змiннi. Пiсля того, як цi змiннi звiль-
няться, їх можна далi або взагалi вiдкинути (це називається двохетапний
симплекс-метод), або працювати далi з ними, бо вони нiколи знову до
базису не потраплять (це називається метод штучного базису).

Приклад 3.7. Розв’язати симплекс-методом задачу лiнiйного прог-
рамування:
𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 4;
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 10;
3𝑥1 + 𝑥2 ≥ 9;
𝑥1 − 3𝑥2 ≤ −3;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0.
Розв’язання. Щоб звести задачу до канонiчного вигляду, помножи-

мо спочатку останню нерiвнiсть на −1, щоб у правiй частинi було додатне
число. Потiм додамо та вiднiмемо баланснi змiннi в нерiвностi:
𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 4;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 = 10;
3𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥5 = 9;
−𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥6 = 3;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 ≥ 0.
У двох останнiх рiвняннях базисних змiнних немає. Якщо їх помно-

жити на −1, вони з’являться, але правi частини стануть вiд’ємними, що
нам не пiдходить. Можна спробувати якось розв’язати цю СЛАР мето-
дом Жордана-Ґауса, але де гарантiя, що ми отримаємо допустимий опор-
ний розв’язок? Тому тут зручнiше скористатися двохетапним симплекс-
методом. Додамо в двох останнiх рiвняннях штучнi базиснi змiннi 𝑥7, 𝑥8, а
в цiльову функцiю включимо їх з коефiцiєнтами −𝑀 , де 𝑀 > 0 — велике
число:
𝑧 = 3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 −𝑀𝑥7 −𝑀𝑥8 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 4;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 = 10;
3𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥5 + 𝑥7 = 9;
−𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥6 + 𝑥8 = 3;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7, 𝑥8 ≥ 0.
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Табл. 3.20. Перша симплекс-таблиця в прикладi 3.7

𝑐𝑘 3 2 −1 0 0 0 −𝑀 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

−1 𝑥3 −1 1 1 0 0 0 0 0 4 4

0 𝑥4 1 1 0 1 0 0 0 0 10 10

−𝑀 𝑥7 3 1 0 0 −1 0 1 0 9 9

−𝑀 𝑥8 −1 3 0 0 0 −1 0 1 3 1 →

∆𝑧𝑘 2𝑀 + 2 4𝑀 + 4 ↑ × × −𝑀 −𝑀 × × 𝑧 = −12𝑀 + 4
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Табл. 3.21. Друга симплекс-таблиця в прикладi 3.7

𝑐𝑘 3 2 −1 0 0 0 −𝑀 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

−1 𝑥3 − 2
3 0 1 0 0 1

3 0 − 1
3 3 −4.5

0 𝑥4
4
3 0 0 1 0 1

3 0 − 1
3 9 6.75

−𝑀 𝑥7
10
3 0 0 0 −1 1

3 1 − 1
3 8 2.4 →

2 𝑥2 − 1
3 1 0 0 0 − 1

3 0 1
3 1 −3

∆𝑧𝑘
10𝑀
3 + 3 ↑ × × × −𝑀 𝑀

3 + 1 × − 4𝑀
3 − 1 𝑧 = −8𝑀 − 1
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Табл. 3.22. Третя симплекс-таблиця в прикладi 3.7

𝑐𝑘 3 2 −1 0 0 0 −𝑀 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

−1 𝑥3 0 0 1 0 − 1
5

2
5

1
5 − 2

5
23
5 −23

0 𝑥4 0 0 0 1 2
5

1
5 − 2

5 − 1
5

29
5 14.5 →

3 𝑥1 1 0 0 0 − 3
10

1
10

3
10 − 1

10
12
5 −8

2 𝑥2 0 1 0 0 − 1
10 − 3

10
1
10

3
10

9
5 −18

∆𝑧𝑘 × × × × 9
10 ↑ 7

10 −𝑀 − 9
10 −𝑀 − 7

10 𝑧 = 6.2
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Тепер можна застосовувати симплекс-метод. Перша симплекс-табли-
ця — це табл. 3.20.

Найбiльший додатний прирiст у нiй ∆𝑧2 = 4𝑀 + 4, тому вводимо в
базис 𝑥2. Найменше додатне вiдношення для неї в четвертому рiвняннi,
тому звiльняємо 𝑥8 з нього. Друга симплекс-таблиця — табл. 3.21.

Вводимо в базис 𝑥1, i, як i очiкувалося, звiльняємо 𝑥7 — отримуємо
третю симплекс-таблицю: це табл. 3.22.

Отримали допустимий опорний розв’язок початкової задачi: 𝑥 ={︀
12
5 ; 9

5 ; 23
5 ; 29

5 ; 0; 0
}︀
. Якщо на цьому етапi вiдкинути стовпчики з 𝑥7 та 𝑥8,

то це буде двохетапний симплекс-метод (кiнець першого етапу i початок
другого). А якщо залишити — то це буде метод штучного базису. Давайте,
наприклад, залишимо. Це не впливає на подальшi розрахунки. Наступна,
четверта симплекс-таблиця — це табл. 3.23.

Табл. 3.23. Четверта симплекс-таблиця в прикладi 3.7

𝑐𝑘 3 2 −1 0 0 0 −𝑀 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

−1 𝑥3 0 0 1 1
2 0 1

2 0 − 1
2

15
2 15 →

0 𝑥5 0 0 0 5
2 1 1

2 −1 − 1
2

29
2 29

3 𝑥1 1 0 0 3
4 0 1

4 0 − 1
4

27
4 27

2 𝑥2 0 1 0 1
4 0 − 1

4 0 1
4

13
4 −13

∆𝑧𝑘 × × × − 9
4 × 1

4 ↑ −𝑀 −𝑀 − 1
4 𝑧 = 19.25

Як бачимо, 𝑥7 та 𝑥8 нiколи бiльше не будуть вводитися в базис. Ро-
бимо наступний крок (табл. 3.24).

Табл. 3.24. П’ята симплекс-таблиця в прикладi 3.7

𝑐𝑘 3 2 −1 0 0 0 −𝑀 −𝑀
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7 𝑥8

0 𝑥6 0 0 2 1 0 1 0 −1 15

0 𝑥5 0 0 −1 2 1 0 −1 0 7

3 𝑥1 1 0 − 1
2

1
2 0 0 0 0 3

2 𝑥2 0 1 1
2

1
2 0 0 0 0 7

∆𝑧𝑘 × × − 1
2 − 5

2 × × −𝑀 −𝑀 𝑧 = 23
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Всi прирости вiд’ємнi — досягнутий єдиний максимум. Точка макси-
муму початкової задачi: 𝑥1 = 3; 𝑥2 = 7; 𝑥3 = 0. Баланснi змiннi: 𝑥4 = 0;
𝑥5 = 7; 𝑥6 = 15. А новi базиснi змiннi стали вiльними, вони нульовi:
𝑥7 = 𝑥8 = 0. Максимальне значення цiльової функцiї 𝑧max = 23. �

3.6. Запитання для перевiрки
1. Де може досягатися максимум лiнiйної функцiї в симплексi?
2. Як визначаються кутовi точки симплексу?
3. Що таке допустимi опорнi розв’язки? Як вони пов’язанi з кутовими

точками?
4. Що таке симплексне перетворення?
5. Як обчислюється значення цiльової функцiї в симплекс-таблицi?
6. Як у симплекс-таблицi обрати змiнну для введення в базис?
7. Як у симплекс-таблицi обрати змiнну для виведення з базису?
8. Як у симплекс-таблицi обрати змiнну для виведення з базису, якщо

є кiлька однакових мiнiмальних додатних вiдношень?
9. Якi є ознаки того, що область допустимих розв’язкiв необмежена?

Що робити в цьому випадку?
10. Якi є ознаки того, що максимум досягається не в однiй точцi? Що

робити в цьому випадку?
11. Що робити, якщо не вдається побудувати допустимий опорний роз-

в’язок?
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4. Елементи теорiї двоїстостi
Майже до кожної задачi оптимiзацiї можна створити двоїсту до неї.

Наприклад, якщо в задачах механiки треба мiнiмiзувати масу деталi при
обмеженнi знизу на її мiцнiсть, то двоїстою буде задача максимiзацiї мiц-
ностi при обмеженнi зверху на масу. В економiцi, якщо є задача максимi-
зацiї прибутку при обмеженнi зверху на ресурси, то двоїстою буде задача
мiнiмiзацiї використання ресурсiв при обмеженнi знизу на прибуток. Де-
якi такi постановки й розглядаються в цьому роздiлi.

4.1. Симетричнi двоїстi задачi
Нехай задача лiнiйного програмування записана в стандартнiй формi

(2.11). Запишемо її в матрично-векторнiй формi, причому будемо вважа-
ти, що цiльова функцiя максимiзується:

𝑧 = (𝑐,𝑥) → max;
𝐴𝑥 ≤ 𝑏;
𝑥 ≥ 0.

(4.1)

Тут:
• 𝑥 — вектор-стовпчик невiдомих довжиною 𝑛;
• 𝑐 — вектор-стовпчик коефiцiєнтiв при невiдомих у цiльовiй функцiї

довжиною 𝑛;
• 𝑧 — цiльова функцiя (скаляр);
• 𝑏 — вектор-стовпчик правих частин обмежень-нерiвностей довжи-

ною 𝑚 (𝑚 може бути й бiльше, нiж 𝑛);
• 𝐴 — матриця коефiцiєнтiв обмежень-нерiвностей розмiром 𝑚× 𝑛;
• 0 — вектор-стовпчик нулiв потрiбної довжини;
• векторнi нерiвностi — це нерiвностi за всiма координатами водночас.
Побудуємо за заданими 𝐴, 𝑏, 𝑐 таку задачу:

𝜔 = (𝑏,𝑦) → min;

𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐;
𝑦 ≥ 0.

(4.2)

Невiдомими тут є координати вектора-стовпчика 𝑦 довжиною 𝑚.
Означення 4.1. Задача (4.2) називається двоїстою по вiдношенню

до задачi (4.1). �
Для побудови двоїстої задачi треба зробити такi дiї.

1. Помiняти мiсцями вектори 𝑏 та 𝑐.
2. Транспонувати матрицю 𝐴.
3. Замiнити в обмеженнях нерiвнiсть "≤" на "≥".
4. Змiнити максимiзацiю цiльової функцiї на мiнiмiзацiю.
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З’ясуємо економiчний сенс двоїстої задачi. Нехай початкова задача
(4.1) є задачею максимiзацiї прибутку вiд випуску продукцiї при обме-
женнi на ресурси. Будемо позначати розмiрностi такими лiтерами:

• г — умовнi грошовi одиницi;
• п — умовнi одиницi продукцiї;
• р — умовнi одиницi ресурсiв.
Розмiрностi всiх параметрiв початкової задачi (4.1) є такими:

• координати вектора 𝑥 — це одиницi продукцiї: [𝑥𝑘] = п;
• цiльова функцiя 𝑧 — це прибуток (грошi), тому [𝑧] = г;
• звiдсiля слiдує, що координати вектора 𝑐 мають розмiрнiсть: [𝑐𝑘] =

г
п ; це прибуток (г) вiд виробництва одиницi продукцiї (п) 𝑘-го типу;

• координати вектора 𝑏 — це одиницi ресурсiв: [𝑏𝑖] = р;
• звiдсiля слiдує, що компоненти матрицi 𝐴 мають розмiрнiсть: [𝑎𝑖𝑘] =

р
п ; це кiлькiсть ресурсiв (р) 𝑖-го типу, потрiбних для виробництва
одиницi продукцiї (п) 𝑘-го типу.

Перейдемо тепер до двоїстої задачi (4.2). В обмеженнях-нерiвностях[︀
𝑎𝑇𝑘𝑖
]︀

= [𝑎𝑖𝑘] = р
п ; [𝑐𝑘] = г

п ; тому [𝑦𝑖] = [𝑐𝑘]
[𝑎𝑖𝑘]

= г
р . Отже, економiчний сенс

кожної змiнної 𝑦𝑖 — це вартiсть (г) одиницi ресурсу (р) 𝑖-го типу. Розмiр-
нiсть цiльової функцiї двоїстої задачi: [𝜔] = [𝑏𝑖] · [𝑦𝑖] = р · г

р = г. Таким
чином, 𝜔 — це загальна вартiсть всiх ресурсiв, яку треба мiнiмiзувати за
умови, що на виготовлення продукцiї їх треба використати не менше, нiж
потрiбно за технологiчними умовами.

4.2. Теореми двоїстостi
Теорема 4.1. Принцип взаємної двоїстостi. Задача, двоїста до

двоїстої (4.2), спiвпадає з початковою (4.1). �
Доведення. Запишемо задачу (4.2) у такому самому виглядi, як i

(4.1): щоб цiльова функцiя максимiзувалася, а нерiвностi були "≤":

−𝜔 = (−𝑏,𝑦) → max;

−𝐴𝑇𝑦 ≤ −𝑐;
𝑦 ≥ 0.

(4.3)

Тепер перейдемо до двоїстої задачi: помiняємо мiсцями вектори −𝑐
та −𝑏; транспонуємо матрицю −𝐴𝑇 ; замiнимо в обмеженнях нерiвнiсть
"≤" на "≥" та змiнимо максимiзацiю цiльової функцiї на мiнiмiзацiю:

−𝑧 = (−𝑐,𝑥) → min;
−𝐴𝑥 ≥ −𝑏;
𝑥 ≥ 0.

(4.4)

Пiсля множення обмежень-нерiвностей на −1 отримаємо початкову
задачу (4.1). �
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Наслiдок 4.1. Ми можемо казати про пару взаємно двоїстих задач
лiнiйного програмування. �

Приклад 4.1. Розв’язати графiчним методом задачу лiнiйного прог-
рамування:
𝑧 = 11𝑥1 + 13𝑥2 → max;⎧⎨⎩ −3𝑥1 + 7𝑥2 ≤ 14;

5𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 25;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
Побудувати двоїсту задачу i також розв’язати її графiчним методом.
Розв’язання. Графiчне розв’язання початкової задачi наведено на

рис. 4.1. Результат: 𝑥max = {7; 5}; 𝑧max = 11 · 7 + 13 · 5 = 142.

Рис. 4.1. Розв’язання початкової задачi в прикладi 4.1

Побудуємо тепер двоїсту задачу:
𝜔 = 14𝑦1 + 25𝑦2 → min;⎧⎨⎩ −3𝑦1 + 5𝑦2 ≥ 11;

7𝑦1 − 2𝑦2 ≥ 13;
𝑦1, 𝑦2 ≥ 0.

Її графiчний розв’язок показаний на рис. 4.2. Тут 𝑦min = {3; 4};
𝜔min = 14 · 3 + 25 · 4 = 142. �
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Рис. 4.2. Розв’язання двоїстої задачi в прикладi 4.1

У цьому прикладi ми бачимо, що 𝑧max = 𝜔min. Це не випадково.
Теорема 4.2. Достатня ознака оптимальностi. Якщо є якiсь

допустимi розв’язки обох взаємно-двоїстих задач: 𝑥0 та 𝑦0, i на цих роз-
в’язках значення цiльових функцiй однаковi: 𝑧 (𝑥0) = 𝜔 (𝑦0), то цi роз-
в’язки оптимальнi: 𝑥0 = 𝑥max та 𝑦0 = 𝑦min. �

Доведення. Точка 𝑥0 — допустима, тому 𝐴𝑥0 ≤ 𝑏. Точка 𝑦0 теж
допустима: її координати невiд’ємнi. Тому при скалярному множеннi не-
рiвностi 𝐴𝑥0 ≤ 𝑏 на 𝑦0 вона не змiниться: (𝐴𝑥0,𝑦0) ≤ (𝑏,𝑦0) = 𝜔 (𝑦0).
З iншого боку, має мiсце нерiвнiсть 𝐴𝑇𝑦0 ≥ 𝑐; i всi координати 𝑥0 теж
невiд’ємнi, тому й тут при скалярному множеннi нерiвнiсть зберiгаєть-
ся:

(︁
𝐴𝑇𝑦0,𝑥0

)︁
≥ (𝑐,𝑥0) = 𝑧 (𝑥0). Але скаляр

(︁
𝐴𝑇𝑦0,𝑥0

)︁
= 𝑥𝑇

0 𝐴
𝑇𝑦0 =

𝑦𝑇
0 𝐴𝑥0 = (𝐴𝑥0,𝑦0), тому для будь-яких допустимих 𝑥0, 𝑦0 має мiсце не-

рiвнiсть: 𝑧 (𝑥0) ≤ 𝜔 (𝑦0). Якщо ж ця нерiвнiсть обертається на рiвнiсть,
то це свiдчить про те, що 𝑧 досягла свого максимуму, а 𝜔 — мiнiмуму. �

Для двох наступних теорем ми дамо лише формулювання. Доведен-
ня можна знайти, наприклад, в [1].

Теорема 4.3. Перша теорема двоїстостi. Ця теорема є зворот-
ною до теореми 4.2. Якщо одна з пари взаємно-двоїстих задач має роз-
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в’язок 𝑥max, 𝑧max, то й друга теж має розв’язок 𝑦min, 𝜔min, i при цьому
𝑧max = 𝜔min. Якщо ж одна з пари взаємно-двоїстих задач має необмежену
область допустимих розв’язкiв, i 𝑧 → +∞, то друга має пусту область
(обмеження-нерiвностi несумiснi), i навпаки. �

Теорема 4.4. Друга теорема двоїстостi. Для того, щоб вектори
𝑥0 та 𝑦0 були розв’язками пари взаємно-двоїстих задач (4.1, 4.2), необхiд-
но та достатньо, щоб для їхнiх координат виконувалися рiвностi:⎧⎪⎨⎪⎩

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑥
(0)
𝑘 − 𝑏𝑖

)︃
𝑦
(0)
𝑖 = 0;

𝑖 = 1,𝑚;

(4.5)

та ⎧⎪⎨⎪⎩
(︃

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑘𝑦
(0)
𝑖 − 𝑐𝑘

)︃
𝑥
(0)
𝑘 = 0;

𝑘 = 1, 𝑛. �

(4.6)

Сенс цих рiвностей є таким. Якщо якесь обмеження виконується як
строга нерiвнiсть (дужка не дорiвнює нулю), то вiдповiдна двоїста змiнна
повинна дорiвнювати нулю. I навпаки, якщо якась змiнна строго додатна,
то вiдповiдне обмеження двоїстої задачi повинно виконуватися як строга
рiвнiсть. Можливi випадки, коли обидва множники у формулах (4.5–4.6)
дорiвнюють нулю. Це свiдчить про виродженiсть розв’язку (залишимо
цей факт без доведення).

Iснує певний зв’язок мiж формулами (4.5–4.6) з одного боку та невиз-
наченими множниками Лагранжа i штрафними коефiцiєнтами з iншого.
Дослiдження цього зв’язку виходить за межi нашого курсу.

Теореми двоїстостi зручно застосовувати для знаходження розв’язку
двоїстої задачi без її безпосереднього розв’язання. Для цього достатньо
мати розв’язок початкової задачi.

Приклад 4.2. Для задачi з прикладу 3.3 знайти розв’язок двоїстої
задачi.

Розв’язання. В прикладi 3.3 задача була записана в стандартнiй
формi:
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 35;
2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 18;
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 10;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Графiчним методом (див. рис. 3.3) був знайдений її єдиний розв’язок:
𝑥max = {5; 5}; 𝑧max = 40. Тому за першою теоремою двоїстостi можна
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стверджувати, що розв’язок двоїстої задачi iснує. Запишемо двоїсту за-
дачу:
𝜔 = 35𝑦1 + 18𝑦2 + 10𝑦3 → min;⎧⎨⎩ 2𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≥ 3;

5𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 ≥ 5;
𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 ≥ 0.
Застосовуємо другу теорему двоїстостi. В початковiй задачi друге

обмеження виконується як строга нерiвнiсть: 2𝑥1+𝑥2 = 2 ·5+5 = 15 < 18;
тому за (4.5) у двоїстiй задачi повинно бути 𝑦2 = 0. А перше та третє
обмеження початкової задачi виконуються як рiвностi, тому 𝑦1, 𝑦3 можуть
бути й додатними (ненульовими).

З iншого боку, в початковiй задачi 𝑥1 = 5 > 0 та 𝑥2 = 5 > 0. То-
му за (4.6) у двоїстiй задачi обидва обмеження повиннi виконуватися як
рiвностi. Отже, маємо таку СЛАР:{︂

2𝑦1 + 𝑦3 = 3;
5𝑦1 + 𝑦3 = 5.

Вона розв’язується усно: 𝑦1 = 2
3 ; 𝑦3 = 5

3 . Маємо розв’язок двоїстої
задачi: 𝑦min =

{︀
2
3 ; 0; 5

3

}︀
; 𝜔min = 35 · 2

3 + 18 · 0 + 10 · 5
3 = 70

3 + 50
3 = 120

3 =
40 = 𝑧max. �

4.3. Несиметричнi двоїстi задачi
У симетричному випадку двоїста задача записувалася в такiй самiй

формi, як i початкова, тiльки максимум мiнявся на мiнiмум, а нерiвнiсть
"≤" на "≥". Симетричний запис пiдходить для задачi лiнiйного програ-
мування в стандартнiй формi.

Для задач лiнiйного програмування в канонiчнiй та загальнiй фор-
мах двоїста задача має несиметричний вигляд. Запишемо їх без виведен-
ня.

Нехай початкова задача записана в канонiчнiй формi (2.10, 2.12).
Для неї двоїста задача має вигляд:

𝜔 = (𝑏,𝑦) → min;

𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐;
∀𝑦𝑖 − довiльного знаку.

(4.7)

Для задачi лiнiйного програмування в загальнiй формi (2.8), якщо
𝑧 → max, двоїста до неї записується так:
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𝜔 = 𝑏1𝑦1 + 𝑏2𝑦2 + . . . + 𝑏𝑚𝑦𝑚 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎11𝑦1 + 𝑎21𝑦2 + . . . + 𝑎𝑙1𝑦𝑙 + 𝑎𝑙+1,1𝑦𝑙+1 + . . .+
+𝑎𝑙+𝑚,1𝑦𝑙+𝑚 ≥ 𝑐1;

𝑎12𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + . . . + 𝑎𝑙2𝑦𝑙 + 𝑎𝑙+1,2𝑦𝑙+1 + . . .+
+𝑎𝑙+𝑚,1𝑦𝑙+𝑚 ≥ 𝑐2;

· · ·
𝑎1𝑠𝑦1 + 𝑎2𝑠𝑦2 + . . . + 𝑎𝑙𝑠𝑦𝑙 + 𝑎𝑙+1,𝑠𝑦𝑙+1 + . . .+

+𝑎𝑙+𝑚,𝑠𝑦𝑙+𝑚 ≥ 𝑐𝑠;
𝑎1,𝑠+1𝑦1 + 𝑎2,𝑠+1𝑦2 + . . . + 𝑎𝑙,𝑠+1𝑦𝑙 + 𝑎𝑙+1,𝑠+1𝑦𝑙+1 + . . .+

+𝑎𝑙+𝑚,𝑠+1𝑦𝑙+𝑚 ≥ 𝑐𝑠+1;
· · ·
𝑎1𝑛𝑦1 + 𝑎2𝑛𝑦2 + . . . + 𝑎𝑙𝑛𝑦𝑙 + 𝑎𝑙+1,𝑛𝑦𝑙+1 + . . .+

+𝑎𝑙+𝑚,𝑛𝑦𝑙+𝑚 ≥ 𝑐𝑛;
𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑙 − довiльного знаку;
𝑦𝑙+1, 𝑦𝑙+2, . . . , 𝑦𝑙+𝑚 ≥ 0.

(4.8)

Правило запису двоїстої задачi.
1. Помiняти мiсцями вектори 𝑏 та 𝑐.
2. Транспонувати матрицю 𝐴.
3. Замiнити в обмеженнях i рiвнiсть "=" , i нерiвнiсть "≤" на "≥".
4. Змiнити максимiзацiю цiльової функцiї на мiнiмiзацiю.
5. Для обмежень-рiвностей початкової задачi вiдповiднi двоїстi змiннi

можуть бути довiльного знаку, а для обмежень-нерiвностей — не-
вiд’ємнi.
Приклад 4.3. При розв’язаннi задачi з прикладу 3.3 симплекс-ме-

тодом ми зводили її до канонiчної форми. Записати для неї двоїсту задачу,
розв’язати її за допомогою теорем двоїстостi та порiвняти з розв’язком
прикладу 4.2.

Розв’язання. Канонiчна форма задачi з прикладу 4.2 є такою:
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 = 35;
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥4 = 18;
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥5 = 10;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0.

Записуємо несиметричну двоїсту задачу в формi (4.7):
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𝜔 = 35𝑦1 + 18𝑦2 + 10𝑦3 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≥ 3;
5𝑦1 + 2𝑦2 + 𝑦3 ≥ 5;
𝑦1 ≥ 0;
𝑦2 ≥ 0;
𝑦3 ≥ 0;
𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 − довiльного знаку.
Бачимо, що додавання балансних змiнних у початковiй задачi приз-

водить до умов невiд’ємностi у двоїстiй. Тому розв’язання двоїстої задачi
буде таким самим, як i в прикладi 4.2, i вiдповiдь буде такою самою:
𝑦min =

{︀
2
3 ; 0; 5

3

}︀
; 𝜔min = 40. �

Приклад 4.4. За допомогою переходу до двоїстої задачi та графiч-
ного методу розв’язати таку задачу лiнiйного програмування:
𝑧 = −4𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 4𝑥4 − 𝑥5 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 + 𝑥5 = 8;

−4𝑥1 + 7𝑥2 − 𝑥3 − 5𝑥4 + 2𝑥5 = 7;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0.

Рис. 4.3. Розв’язання двоїстої задачi в прикладi 4.4

Розв’язання. Задача записана в канонiчнiй формi. Двоїста задача
має вигляд:
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𝜔 = 8𝑦1 + 7𝑦2 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦1 − 4𝑦2 ≥ −4;
2𝑦1 + 7𝑦2 ≥ 2;
𝑦1 − 𝑦2 ≥ −1;
2𝑦1 − 5𝑦2 ≥ 4;
𝑦1 + 2𝑦2 ≥ −1;
𝑦1, 𝑦2 − довiльного знаку.
Розв’язуємо її графiчним методом (рис. 4.3). Точка мiнiмуму знахо-

диться на перетинi лiнiй другого та четвертого обмежень:{︂
2𝑦1 + 7𝑦2 = 2;
2𝑦1 − 5𝑦2 = 4.

Ця СЛАР розв’язується усно та дає: 𝑦1 = 19
12 ; 𝑦2 = − 1

6 . Мiнiмальне
значення цiльової функцiї 𝜔min = 8 · 19

12 + 7 ·
(︀
− 1

6

)︀
= 76

6 − 7
6 = 69

6 = 11.5.
Розв’язок двоїстої задачi iснує, тому за першою теоремою двоїстос-

тi iснує й розв’язок початкової задачi. Перше, третє та п’яте обмеження
двоїстої задачi виконуються як строгi нерiвностi, тому за другою теоре-
мою двоїстостi в початковiй задачi 𝑥1 = 𝑥3 = 𝑥5 = 0. Двi iншi змiннi
знаходимо з розв’язання СЛАР обмежень:{︂

2𝑥2 + 2𝑥4 = 8;
7𝑥2 − 5𝑥4 = 7.

I ця СЛАР розв’язується усно: 𝑥2 = 9
4 ; 𝑥4 = 7

4 . Маємо таку вiдповiдь:
вектор розв’язку 𝑥max =

{︀
0; 9

4 ; 0; 7
4 ; 0
}︀
; 𝑧max = −4·0+2· 94−1·0+4· 74−1·0 =

18
4 + 28

4 = 46
4 = 11.5 = 𝜔min.

Перевiримо цей розв’язок за допомогою симплекс-методу. Спочатку
знайдемо допустимий опорний розв’язок СЛАР обмежень:(︂

1 2 1 2 1
−4 7 −1 −5 2

⃒⃒⃒⃒
8
7

)︂
𝑒2 + 4𝑒1

∼

∼
(︂

1 2 1 2 1
0 15 3 3 6

⃒⃒⃒⃒
8

39

)︂
𝑒2/6

∼

∼
(︂

1 2 1 2 1

0 5
2

1
2

1
2 1

⃒⃒⃒⃒
8

13
2

)︂
𝑒1 − 𝑒2 ∼

(︂
1 − 1

2
1
2

3
2 0

0 5
2

1
2

1
2 1

⃒⃒⃒⃒
3
2

13
2

)︂
.

Отримали допустимий опорний розв’язок: базиснi змiннi 𝑥1, 𝑥5; всi
правi частини невiд’ємнi. Заповнюємо симплекс-таблицi. Перша з них —
це табл. 4.1. Далi — друга та третя.

Отримали той самий розв’язок: 𝑥max =
{︀

0; 9
4 ; 0; 7

4 ; 0
}︀
; 𝑧max = 11.5. �

4.4. Запитання для перевiрки
1. Як записується симетрична двоїста задача?
2. Як записується несиметрична двоїста задача?
3. Як формулюються та доводяться теореми двоїстостi?
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4. Як використовуються теореми двоїстостi для розв’язання задачi лi-
нiйного програмування?

Табл. 4.1. Перша симплекс-таблиця в прикладi 4.4

𝑐𝑘 −4 2 −1 4 −1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

−4 𝑥1 1 − 1
2

1
2

3
2 0 3

2 1 →

−1 𝑥5 0 5
2

1
2

1
2 1 13

2 13

∆𝑧𝑘 × 5
2

3
2

21
2 ↑ × 𝑧 = −12.5

Табл. 4.2. Друга симплекс-таблиця в прикладi 4.4

𝑐𝑘 −4 2 −1 4 −1
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

4 𝑥4
2
3 − 1

3
1
3 1 0 1 −3

−1 𝑥5 − 1
3

8
3

1
3 0 1 6 9

4 →

∆𝑧𝑘 −7 6 ↑ −2 × × 𝑧 = −2

Табл. 4.3. Третя симплекс-таблиця в прикладi 4.4

𝑐𝑘 −4 2 −1 4 −1
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5

4 𝑥4
5
8 0 3

8 1 1
8

7
4

2 𝑥2 − 1
8 1 1

8 0 3
8

9
4

∆𝑧𝑘 − 25
4 × − 11

4 × − 9
4 𝑧 = 11.5
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5. Транспортна задача лiнiйного
програмування
Приклад транспортної задачi — це 2.2. У цьому роздiлi розглядають-

ся методи її розв’язання.

5.1. Постановка задачi
Означення 5.1. Є 𝑚 постачальникiв продукцiї (наприклад, скла-

дiв) з запасами продукцiї 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚; ∀𝑎𝑖 ≥ 0. Є 𝑛 споживачiв цiєї про-
дукцiї (наприклад, магазинiв) з потребами 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛; ∀𝑏𝑗 ≥ 0. Вiдома
також матриця вартостей перевезень 𝐶 розмiром 𝑚×𝑛, кожен компонент
якої 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0 — вартiсть перевезення одиницi продукцiї вiд 𝑖-го постачаль-
ника до 𝑗-го споживача. Треба розвезти максимально можливу кiлькiсть
продукцiї за мiнiмальну вартiсть. �

Позначимо весь запас продукцiї:

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 = 𝐴 (5.1)

та всi потреби в нiй:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗 = 𝐵. (5.2)

Означення 5.2. Транспортна задача називається закритою, якщо
𝐴 = 𝐵, i вiдкритою, якщо 𝐴 ̸= 𝐵. �

У закритiй траспортнiй задачi треба перевезти весь вантаж, а у вiд-
критiй — його максимально можливу кiлькiсть, яка дорiвнює min (𝐴,𝐵).

Вiдкриту транспортну задачу завжди можна звести до закритої.
Правило 5.1. Правило закриття транспортної задачi. Якщо

𝐴 > 𝐵, то додаємо додаткового фiктивного споживача з потребою 𝐴−𝐵
та нульовими вартостями перевезень до нього. Якщо ж 𝐴 < 𝐵, то додаємо
додаткового фiктивного постачальника з запасом 𝐵 − 𝐴 та нульовими
вартостями перевезень вiд нього. �

Отже, надалi будемо закривати вiдкритi транспортнi задачi та роз-
глядати лише закритi, де треба перевезти весь вантаж.

Надамо математичне формулювання закритої транспортної задачi.
Позначимо невiдомi 𝑥𝑖𝑗 — кiлькiсть вантажу, яку треба перевезти вiд 𝑖-
го постачальника до 𝑗-го споживача. Цi змiннi утворюють матрицю 𝑋
розмiром 𝑚× 𝑛:
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𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 . . . 𝑥1𝑛

𝑥21 𝑥22 . . . 𝑥2𝑛

. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 . . . 𝑥𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎠ . (5.3)

Компоненти матрицi 𝑋 можуть бути й дрiбними, але вони невiд’ємнi:

∀𝑥𝑖𝑗 ≥ 0. (5.4)

Оскiльки треба вивезти всю продукцiю, то й вiд кожного постачаль-
ника треба вивезти весь його запас:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑎𝑖;

𝑖 = 1,𝑚.

(5.5)

Розвозиться вся продукцiя, тому й кожен споживач отримує потрiбну
кiлькiсть товару: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑗 ;

𝑗 = 1, 𝑛.

(5.6)

Цiльова функцiя в транспортнiй задачi — це загальна вартiсть пере-
везень, яку треба мiнiмiзувати:

𝑧 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min . (5.7)

Є лiнiйна цiльова функцiя (5.7), лiнiйнi обмеження-рiвностi (5.5–5.6)
та умови невiд’ємностi змiнних (5.4). Отже, маємо задачу лiнiйного прог-
рамування в канонiчнiй формi (якщо змiнити знак у цiльової функцiї).

Зазвичай всi данi транспортної задачi записують у таблицю за нас-
тупними правилами:

• лiвий стовпчик — запаси 𝑎𝑖;
• верхнiй рядок — потреби 𝑏𝑗 ;
• в iнших комiрках — об’єми перевезень 𝑥𝑖𝑗 , i додатково в верхньому

правому кутку — вартостi перевезень 𝑐𝑖𝑗 , вiддiленi дужкою.
Далi ми побачимо, що таблиця транспортної задачi — це фактично

симплекс-таблиця: ми будемо в нiй вводити якусь змiнну в базис та звiль-
няти якусь базисну.

Приклад 5.1. Є два склади з запасами 40 та 60 одиниць товару.
Товар треба розвезти в три магазини, потреби яких складають 20, 30 та
50 одиниць товару вiдповiдно. Матриця вартостей перевезень:
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𝐶 =

(︂
2 4 5
3 5 8

)︂
.

Записати таблицю транспортної задачi.
Розв’язання. Загальнi запаси дорiвнюють загальним потребам —

це закрита транспортна задача. Фiктивних постачальникiв i споживачiв
вводити не треба. Маємо табл. 5.1.

Табл. 5.1. Таблиця транспортної задачi в прикладi 5.1

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 20 30 50

40 𝑥11
(2 𝑥12

(4 𝑥13
(5

60 𝑥21
(3 𝑥22

(5 𝑥23
(8

За (5.4–5.7) математична постановка задачi є такою:
𝑧 = 2𝑥12 + 4𝑥12 + 5𝑥13 + 3𝑥21 + 5𝑥22 + 8𝑥23 → min;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 = 40;
𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 60;
𝑥11 + 𝑥21 = 20;
𝑥12 + 𝑥22 = 30;
𝑥13 + 𝑥23 = 50;
∀𝑥𝑖𝑗 ≥ 0.
Цю задачу можна розв’язати, наприклад, симплекс методом. Зробiть

це самостiйно. Її розв’язок:

𝑋 =

(︂
0 0 40
20 30 10

)︂
; 𝑧min = 490. �

5.2. Особливостi транспортної задачi
Розглянемо деякi теореми для транспортних задач. Будемо вважати

задачу закритою (𝐴 = 𝐵).
Теорема 5.1. Область допустимих розв’язкiв (5.4–5.6) обмежена. �
Доведення. За (5.4) всi змiннi обмеженi знизу: ∀𝑥𝑖𝑗 ≥ 0. З iншо-

го боку, ми не можемо взяти вiд постачальника бiльше продукцiї, нiж у
нього є, i надати споживачу бiльше, нiж йому треба. Тому кожна змiнна
обмежена й зверху: ∀𝑥𝑖𝑗 ≤ min (𝑎𝑖, 𝑏𝑗). �

Теорема 5.2. Область допустимих розв’язкiв (5.4–5.6) непуста. �

Доведення. Розглянемо такi значення змiнних: 𝑥𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑏𝑗
𝐴 . Цi зна-

чення невiд’ємнi: (5.4) виконується. Перевiряємо (5.5):
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 =
𝑎𝑖
𝐴

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗 =
𝑎𝑖
𝐴

·𝐵 = 𝑎𝑖.
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Тепер перевiряємо (5.6):
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 =
𝑏𝑗
𝐴

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 =
𝑏𝑗
𝐴

·𝐴 = 𝑏𝑗 .

Всi обмеження (5.4–5.6) виконуються, тому значення 𝑥𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑏𝑗
𝐴 є

допустимими розв’язками. Оскiльки допустимi розв’язки iснують, то їхня
область є непустою. �

Зауваження. Допустимi розв’язки 𝑥𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑏𝑗
𝐴 не є допустимими

опорними розв’язками: це не кутова точка симплексу, а якась його внут-
рiшня точка. Знаходження допустимого опорного розв’язку буде розгля-
нуте далi, в пiдроздiлi 5.3.

Висновок з теорем 5.1 та 5.2. Оптимальний план перевезень зав-
жди iснує!

Для подальших теорем нам треба записати в матричному вигля-
дi систему рiвнянь-обмежень (5.5–5.6). Будемо нумерувати змiннi 𝑥𝑖𝑗 за
рядками: 𝑥11, 𝑥12, . . . , 𝑥1𝑛, 𝑥21, 𝑥22, . . ., 𝑥2𝑛, . . . , 𝑥𝑚1, 𝑥𝑚2, . . . , 𝑥𝑚𝑛. Система
рiвнянь-обмежень тодi може бути записана як 𝐴𝑥 = 𝑏. У прикладi 5.1
матриця 𝐴 виглядає так:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (5.8)

В загальному випадку це буде матриця розмiром (𝑚 + 𝑛) × (𝑚𝑛).
У кожному її стовпчику рiвно двi одиницi: одна — у перших 𝑚 рядках,
друга — в останнiх 𝑛 рядках. У перших 𝑚 рядках одиницi йдуть пiдряд,
порцiями по 𝑛 штук. А останнi 𝑛 рядкiв утворенi з 𝑚 блокiв — одиничних
матриць розмiром 𝑛× 𝑛. Загальний вигляд матрицi 𝐴 — це (5.9).

Для цiєї СЛАР вектор-стовпчик правих частин довжини 𝑚+ 𝑛 буде
мати вигляд: 𝑏 = {𝑎1; 𝑎2; . . . ; 𝑎𝑚; 𝑏1; 𝑏2; . . . ; 𝑏𝑛}.

Теорема 5.3. rg𝐴 = 𝑚 + 𝑛− 1. �
Доведення. Для 𝑚 ≥ 2; 𝑛 ≥ 2; але для 𝑚 + 𝑛 > 4 добуток завжди

буде бiльше суми: 𝑚𝑛 > 𝑚+𝑛. Тому ранг матрицi 𝐴 визначається меншим
з цих чисел — кiлькiстю лiнiйно-незалежних рядкiв.

Сума перших 𝑚 рядкiв матрицi 𝐴 — це рядок з одиниць довжини
𝑚𝑛. Сума останнiх 𝑛 рядкiв — такий самий. Отже, мiж рядками матрицi
𝐴 є принаймнi один лiнiйний зв’язок. Наприклад, можна вважати, що
останнiй рядок 𝐴 дорiвнює сумi перших 𝑚 рядкiв мiнус сума всiх наступ-
них, крiм останнього. Як наслiдок, rg𝐴 не може дорiвнювати 𝑚 + 𝑛: цей
ранг принаймнi на одиницю менше.
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𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 1 1 . . . 1
1 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (5.9)76



Доведемо тепер, що ранг матрицi 𝐴 в точностi дорiвнює 𝑚+𝑛−1. Для
цього побудуємо з компонентiв матрицi 𝐴 мiнор порядку 𝑚+𝑛−1, вiдмiн-
ний вiд нуля. Вiзьмемо рядки з першого по передостаннiй (їх як раз буде
𝑚+𝑛− 1), i стовпцi з такими номерами: 𝑛, 2𝑛, 3𝑛, . . . ,𝑚𝑛, 1, 2, 3, . . . , 𝑛− 1;
усього 𝑚 + 𝑛− 1 стовпцiв. Отримаємо такий мiнор порядку 𝑚 + 𝑛− 1:

𝑀𝑚+𝑛−1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1
0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
. (5.10)

Це визначник верхньо-правої трикутної матрицi, вiн дорiвнює до-
бутку елементiв головної дiагоналi, тобто одиницi. Оскiльки у матрицi 𝐴
iснує мiнор порядку 𝑚+𝑛−1, який не дорiвнює нулю, то rg𝐴 = 𝑚+𝑛−1. �

Теорема 5.4. Будь-який мiнор матрицi 𝐴 може дорiвнювати тiльки
одному з трьох значень: або 0, або 1, або −1. �

Доведення будуємо за iндукцiєю. Усi мiнори першого порядку — це
компоненти матрицi 𝐴. Всi вони дорiвнюють або 0, або 1.

Припустимо, що всi мiнори порядку 𝑙 дорiвнюють або 0, або 1, або
−1. Розглянемо мiнор порядку 𝑙 + 1. У кожному його стовпчику може
бути не бiльше двох одиниць (стiльки їх є в матрицi 𝐴), а решта нулi.

Якщо в 𝑀𝑙+1 є стовпчик, у якому лише нулi, то 𝑀𝑙+1 = 0.
Якщо в 𝑀𝑙+1 є стовпчик, у якому лише одна одиниця, то його можна

розкрити за елементами цього стовпчика: 𝑀𝑙+1 = ±1 · 𝑀𝑙, що за нашим
припущенням дорiвнює або 0, або 1, або −1.

Якщо в 𝑀𝑙+1 в усiх стовпчиках по двi одиницi, то такий визначник
завжди можна роздiлити горизонтальною лiнiєю на двi частини так, що у
верхнiй частинi буде по однiй одиницi в кожному стовпчику, i в нижнiй по
однiй. Дiйсно: верхнi 𝑟 рядкiв вибранi з перших 𝑚 рядкiв матрицi 𝐴, де
мiститься по однiй одиницi в кожному стовпчику, а нижнi 𝑠 — з останнiх
𝑛 рядкiв матрицi 𝐴, де теж мiститься по однiй одиницi. Тодi в 𝑀𝑙+1 сума
перших 𝑟 рядкiв дає рядок з усiх одиниць, i сума останнiх 𝑟 рядкiв дає те
ж саме. Рядки 𝑀𝑙+1 лiнiйно-залежнi, отже 𝑀𝑙+1 = 0. �

Висновок з теореми 5.4. Якщо всi запаси 𝑎𝑖 та всi потреби 𝑏𝑗
цiлочисельнi, то оптимальний план перевезень теж буде цiлочисельним. �

Доведення. У будь-якому розв’язку СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏, у тому числi
й допустимому опорному, координати можна обчислити за формулами
Крамера як Δ𝑖

Δ . Головний визначник ∆ — це один з ненульових мiнорiв
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матрицi 𝐴; вiн дорiвнює ±1. Допомiжнi визначники ∆𝑖 утворюються з
головного замiною одного стовпчика на правi частини. Правi частини —
це числа 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 , якi є цiлими. Алгебраїчнi доповнення для них — це мiнори
матрицi 𝐴, якi дорiвнюють або 0, або 1, або −1. Отже, всi ∆𝑖 будуть
цiлочисельними, i всi Δ𝑖

Δ також. �
Зауваження. Для звичайної задачi лiнiйного програмування цiло-

чисельнiсть компонент матрицi 𝐴 та координат вектора 𝑏 не гарантує
цiлочисельнiсть розв’язку, як ми бачили в прикладi 4.4. Щоб отримати
цiлочисельний розв’язок, треба застосовувати спецiальнi прийоми, якi ми
розглянемо в роздiлi 6. А в транспортнiй задачi в силу специфiки струк-
тури матрицi (5.9) цiлочисельнiсть 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 призводить до цiлочисельностi
𝑥𝑖𝑗 .

5.3. Допустимi опорнi розв’язки в транспортнiй задачi
Щоб запустити симплекс-метод, треба мати якийсь допустимий опор-

ний розв’язок СЛАР 𝐴𝑥 = 𝑏, у якому 𝑓 вiльних змiнних нульовi, а 𝑟 ба-
зисних дорiвнюють невiд’ємним правим частинам. З огляду на структуру
матрицi 𝐴 (5.9) такий розв’язок отримати неважко. Принцип заповнення
таблицi транспортної задачi потрiбними значеннями 𝑥𝑖𝑗 є таким. Комiрки
заповнюються поступово. На кожному кроцi комiрка для заповнення оби-
рається за певними правилами, в залежностi вiд методу, якi ми розгляне-
мо далi. Коли комiрка обрана, її змiнна 𝑥𝑖𝑗 заповнюється за максимумом.
Ми дивимося, скiльки вантажу ще залишилося у 𝑖-го постачальника з
тих 𝑎𝑖, що в нього були спочатку. I дивимося, скiльки ще потрiбно на-
дати 𝑗-му споживачу, щоб досягнути потрiбної величини 𝑏𝑗 . Найменше з
цих двох чисел — це й буде значення 𝑥𝑖𝑗 . Пiсля такого заповнення 𝑥𝑖𝑗

або у 𝑖-го постачальника нiчого не залишиться, або 𝑗-му споживачу вже
нiчого не буде потрiбно. В першому випадку всi iншi комiрки 𝑖-го рядку
звiльняються, тобто змiннi в них будуть вiльними: 𝑥𝑖𝑘 = 0. В другому
звiльняються всi iншi комiрки 𝑗-го стовпчика: в них буде 𝑥𝑘𝑗 = 0. Отже,
на кожному кроцi, крiм останнього, заповнюється одна базисна змiнна, а
звiльняється або рядок, або стовпчик. Тiльки на останньому кроцi запов-
нюється остання базисна клiтинка, а звiльняти вже нiчого. Усього крокiв
буде 𝑚− 1 + 𝑛− 1 + 1 = 𝑚+ 𝑛− 1. Як раз стiльки базисних змiнних буде
заповнено невiд’ємними числами.

Може так статися, що на якомусь кроцi залишок 𝑎𝑖 буде дорiвню-
вати залишку 𝑏𝑗 , i при заповненнi цим числом комiрки 𝑥𝑖𝑗 звiльняються
водночас i рядок, i стовпчик. Це свiдчить про виродженiсть розв’язку
(див. пiдроздiл 3.4.3). В цьому випадку звiльняємо або тiльки рядок, або
тiльки стовпчик, а на наступному кроцi отримаємо нульову базисну змiн-
ну. Щоб розрiзнити в таблицi транспортної задачi базиснi нулi та вiльнi
змiннi (вони теж нульовi), базиснi нулi позначають нулем: 0, а вiльнi —
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хрестиком: ×.
Приклад 5.2. Є чотири постачальника з запасами вантажу

𝑎 = {40; 90; 90; 40}.
У цього товару є п’ять споживачiв з потребами

𝑏 = {80; 50; 60; 20; 50}.
Матриця вартостей перевезень є такою:

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
5 8 3 10 4

10 7 9 6 5
7 3 6 4 12
6 3 11 5 4

⎞⎟⎟⎠ .

Створити початковi допустимi опорнi розв’язки (плани перевезень)
рiзними методами.

Розв’язання. Перевiримо транспортну задачу на вiдкритiсть:
𝑚 = 4; 𝑛 = 5;
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 = 40 + 90 + 90 + 40 = 260;
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗 = 80 + 50 + 60 + 20 + 50 = 260.

Транспортна задача закрита, додавати фiктивних постачальникiв
або споживачiв не треба.

Створимо шаблон для таблицi цiєї транспортної задачi (табл. 5.2).
Далi будемо заповнювати цю таблицю рiзними методами.

Табл. 5.2. Шаблон таблицi транспортної задачi в прикладi 5.2

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 (5 (8 (3 (10 (4

90 (10 (7 (9 (6 (5

90 (7 (3 (6 (4 (12

40 (6 (3 (11 (5 (4

5.3.1. Метод пiвнiчно-захiдного кута

В цьому методi комiрка для заповнення на черговому кроцi обира-
ється дуже просто: це лiва верхня комiрка серед ще не заповнених. За-
повнимо цим методом табл. 5.2.

Крок 1. Ще нiчого не заповнено. Тому лiва верхня комiрка серед ще
не заповнених — це 𝑥11. У першого постачальника є 40 одиниць вантажу,
i в нього ще нiчого не взято. Першому споживачу потрiбно 80 одиниць, i
йому ще нiчого не надано. Мiнiмальне з цих чисел це 40. Отже, 𝑥11 = 40. У
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першого постачальника весь товар закiнчився, тому iншi змiннi першого
рядка звiльняються (табл. 5.3)

Табл. 5.3. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 1

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 (10 (7 (9 (6 (5

90 (7 (3 (6 (4 (12

40 (6 (3 (11 (5 (4

Крок 2. Серед незаповнених комiрок лiва верхня — це 𝑥21. У друго-
го постачальника є 90 одиниць товару, але першому споживачу потрiбно
лише 40 одиниць, бо iншi 40 вiн вже отримав. Надаємо 𝑥21 = 40. Пiсля
цього перший споживач отримав необхiдну кiлькiсть товару, тому перший
стовпчик звiльняємо (табл. 5.4).

Табл. 5.4. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 2

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 (7 (9 (6 (5

90 ×(7 (3 (6 (4 (12

40 ×(6 (3 (11 (5 (4

Крок 3. Лiва верхня незаповнена комiрка — це 𝑥22. У другого поста-
чальника залишилося 90 − 40 = 50 одиниць товару, i стiльки ж потрiбно
другому споживачу. Надаємо 𝑥22 = 50. Доступнi для звiльнення i рядок,
i стовпчик, але ми можемо звiльнити тiльки щось одне. Звiльнимо, нап-
риклад, другий рядок (табл. 5.5).

Крок 4. Лiва верхня незаповнена комiрка — це 𝑥32. У третього пос-
тачальника залишилося 90 одиниць товару, а другому споживачу вже
нiчого не потрiбно. Тому надаємо 𝑥32 = 0. Це базисний нуль, тому отри-
маний розв’язок буде виродженим. Другий споживач повнiстю забезпече-
ний, тому звiльняємо другий стовпчик (табл. 5.6).

Крок 5. Заповнюємо 𝑥33. Залишок ресурсу у третього постачальни-
ка 90, залишок потреба у третього споживача 60. Надаємо 𝑥33 = 60 та
звiльняємо третiй стовпчик (табл. 5.7).
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Табл. 5.5. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 3

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 (3 (6 (4 (12

40 ×(6 (3 (11 (5 (4

Табл. 5.6. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 4

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 (6 (4 (12

40 ×(6 ×(3 (11 (5 (4

Крок 6. Заповнюємо 𝑥34. Залишок ресурсу у третього постачаль-
ника 90 − 60 = 30, залишок потреб у четвертого споживача 20. Надаємо
𝑥34 = 20. Звiльняємо четвертий стовпчик (табл. 5.8).

Крок 7. Заповнюємо 𝑥35. Залишок ресурсу у третього постачаль-
ника 90 − 60 − 20 = 10, залишок потреб у четвертого споживача 50. На-
даємо 𝑥35 = 10. Звiльняємо третiй рядок, але вже нема чого звiльняти
(табл. 5.9).

Крок 8, останнiй. Залишилося заповнити 𝑥45 = 40. Звiльняти вже
нема чого (табл. 5.10).

Таблиця заповнена. Сума значень 𝑥𝑖𝑗 у будь-якому 𝑖-му рядку до-

Табл. 5.7. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 5

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 60(6 (4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 (5 (4
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Табл. 5.8. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 6

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 60(6 20(4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 (4

Табл. 5.9. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 7

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 60(6 20(4 10(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 (4

рiвнює 𝑎𝑖; у будь-якому 𝑗-му стовпчику 𝑏𝑗 . Усього маємо 𝑟 = 𝑚 + 𝑛 −
1 = 8 базисних комiрок (у тому числi один базисний нуль). Решта змiн-
них — вiльнi, тобто теж нульовi. Отже, отримали допустимий опорний
розв’язок транспортної задачi. Його можна використовувати як початко-
вий у симплекс-методi. Значення цiльової функцiї в цiй таблицi обчислю-
ється за базисними комiрками: 𝑧 = 40 · 5 + 40 · 10 + 50 · 7 + 0 · 3 + 60 · 6 +
20 · 4 + 10 · 12 + 40 · 4 = 200 + 400 + 350 + 0 + 360 + 80 + 120 + 160 = 1670.

Табл. 5.10. Метод пiвнiчно-захiдного кута, крок 8

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 60(6 20(4 10(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4
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5.3.2. Метод мiнiмальної вартостi

Цей метод є реалiзацiєю жадiбного алгоритму. Комiрка для запов-
нення 𝑥𝑖𝑗 обирається з умови, що в нiй вартiсть перевезень 𝑐𝑖𝑗 найменша
серед ще не заповнених. Якщо таких комiрок кiлька, обирається та, куди
можна вмiстити найбiльшу кiлькiсть вантажу.

Вiдразу зауважимо, що в транспортнiй задачi застосування жадiбно-
го алгоритму не гарантує отримання вiдразу оптимального розв’язку!

Заповнимо методом мiнiмальної вартостi табл. 5.2.
Крок 1. Найменша вартiсть 𝑐13 = 𝑐32 = 𝑐42 = 3. В комiрку 𝑥13

можна внести min (40, 60) = 40 одиниць вантажу, в 𝑥32 — min (90, 50) = 50,
i в 𝑥42 — min (40, 50) = 40. Найбiльше з цих чисел 50, тому заповнюємо
𝑥32 = 50 i звiльняємо другий стовпчик (табл. 5.11).

Табл. 5.11. Метод мiнiмальної вартостi, крок 1

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 (5 ×(8 (3 (10 (4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 (6 ×(3 (11 (5 (4

Крок 2. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐13 = 3.
В комiрку 𝑥13 можна внести min (40, 60) = 40 одиниць вантажу. Заповню-
ємо 𝑥13 = 40 i звiльняємо перший рядок (табл. 5.12).

Табл. 5.12. Метод мiнiмальної вартостi, крок 2

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 (6 ×(3 (11 (5 (4

Крок 3. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐34 =
𝑐45 = 4. В комiрку 𝑥34 можна внести min (90 − 50, 20) = 20 одиниць ванта-
жу, а в комiрку 𝑥45 — min (40, 50) = 40. Заповнюємо 𝑥45 = 40 i звiльняємо
четвертий рядок (табл. 5.13).
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Табл. 5.13. Метод мiнiмальної вартостi, крок 3

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 4. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐34 =
4. В комiрку 𝑥34 можна внести min (90 − 50, 20) = 20 одиниць вантажу.
Вносимо їх: 𝑥34 = 20. Звiльняємо четвертий стовпчик (табл. 5.14).

Табл. 5.14. Метод мiнiмальної вартостi, крок 4

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 ×(6 (5

90 (7 50(3 (6 20(4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 5. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐25 =
5. В комiрку 𝑥25 можна внести min (90, 50 − 40) = 10 одиниць вантажу.
Вносимо їх: 𝑥25 = 10. Звiльняємо п’ятий стовпчик (табл. 5.15).

Табл. 5.15. Метод мiнiмальної вартостi, крок 5

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 ×(6 10(5

90 (7 50(3 (6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 6. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐33 = 6.
В комiрку 𝑥33 можна внести min (90 − 50 − 20, 60 − 40) = min (20, 20) = 20
одиниць вантажу. Вносимо їх: 𝑥33 = 20. Можна звiльнити i третiй рядок,
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i третiй стовпчик (розв’язок буде виродженим). Звiльнятимемо там, де
бiльше вартiсть. У третьому рядку залишиться 𝑐31 = 7, а в третьому стов-
пчику 𝑐23 = 9. Звiльняємо третiй стовпчик, тому що там бiльша вартiсть
перевезень (табл. 5.16).

Табл. 5.16. Метод мiнiмальної вартостi, крок 6

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 (7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 7. Серед ще не заповнених комiрок найменша вартiсть 𝑐31 =
7. В комiрку 𝑥31 можна внести min (90 − 50 − 20 − 20, 80) = 0 одиниць
вантажу (базисний нуль). Вносимо їх: 𝑥31 = 0. Звiльняємо третiй рядок
(власне, там нiчого звiльняти) — табл. 5.17.

Табл. 5.17. Метод мiнiмальної вартостi, крок 7

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 0(7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 8, останнiй. Пiдводимо баланс: 𝑥21 = 80 (табл. 5.18).

Табл. 5.18. Метод мiнiмальної вартостi, крок 8

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 80(10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 0(7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4
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Таблицю заповнено. Маємо 𝑚+𝑛−1 = 8 базисних комiрок, включаю-
чи базисний нуль, баланс вiдправлень та отримань вантажу виконується.
Значення цiльової функцiї: 𝑧 = 40 · 3 + 80 · 10 + 10 · 5 + 0 · 7 + 50 · 3 + 20 · 6 +
20 · 4 + 40 · 4 = 120 + 800 + 50 + 0 + 150 + 120 + 80 + 160 = 1480. Це краще,
нiж у методi пiвнiчно-захiдного кута.

5.3.3. Метод подвiйної переваги

Цей метод є покращеною модифiкацiєю методу мiнiмальної вартостi.
На поточному кроцi спочатку позначаємо комiрки, що мiстять найменшу
вартiсть перевезень у рядках, а потiм — у стовпчиках. Якщо є комiрка
з двома позначками, заповнюємо в першу чергу її. На наступних кроках
заповнюємо комiрки, позначенi однiєю мiткою (вони мiстять мiнiмальну
вартiсть або в рядку, або в стовпчику). Далi переходимо до наступних
iтерацiй.

Заповнимо цим методом табл. 5.2.
Крок 1. Мiнiмальнi вартостi в рядках:

1. 𝑐13 = 3;
2. 𝑐25 = 5;

3. 𝑐32 = 3;
4. 𝑐42 = 3.

Мiнiмальнi вартостi в стовпчиках:

1. 𝑐11 = 5;
2. 𝑐32 = 𝑐42 = 3;
3. 𝑐13 = 3;

4. 𝑐34 = 4;
5. 𝑐15 = 𝑐45 = 4.

Є подвiйна перевага в комiрках 𝑥13 та 𝑥32. В першу можна помiстити
40 одиниць вантажу, а в другу 50. Обираємо 𝑥32 = 50 та звiльняємо другий
стовпчик (табл. 5.19).

Табл. 5.19. Метод подвiйної переваги, крок 1

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 (5 ×(8 (3 (10 (4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 (6 ×(3 (11 (5 (4

Крок 2. Комiрка 𝑥13 залишилася незаповненою, i в нiй є подвiйна пе-
ревага. Заповнюємо її: 𝑥13 = 40 та звiльняємо перший рядок (табл. 5.20).
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Табл. 5.20. Метод подвiйної переваги, крок 2

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 (6 ×(3 (11 (5 (4

Крок 3. Комiрки з мiнiмальною вартiстю 𝑐𝑖𝑗 = 3 вичерпанi. Знову
шукаємо мiнiмальнi вартостi в рядках:

1. вичерпаний;
2. 𝑐25 = 5;

3. 𝑐34 = 4;
4. 𝑐45 = 4;

i стовпчиках:

1. 𝑐41 = 6;
2. вичерпаний;
3. 𝑐33 = 6;

4. 𝑐34 = 4;
5. 𝑐45 = 4.

Є подвiйна перевага в комiрках 𝑥34 та 𝑥45. В 𝑥34 можна помiстити 20
одиниць вантажу, а в 𝑥45 — 40. Заповнюємо найбiльшим числом: 𝑥45 = 40.
Звiльняємо четвертий рядок (табл. 5.21).

Табл. 5.21. Метод подвiйної переваги, крок 3

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 (6 (5

90 (7 50(3 (6 (4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 4. Комiрка 𝑥34 залишилася незаповненою, i в нiй є подвiй-
на перевага. Заповнюємо її: 𝑥34 = 20. Звiльняємо четвертий стовпчик
(табл. 5.22).

Крок 5. Комiрки з мiнiмальною вартiстю 𝑐𝑖𝑗 = 4 вичерпанi. Про-
довжуємо шукати мiнiмальнi вартостi. В рядках:
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Табл. 5.22. Метод подвiйної переваги, крок 4

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 ×(6 (5

90 (7 50(3 (6 20(4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

1. вичерпаний;
2. 𝑐25 = 5;

3. 𝑐33 = 6;
4. вичерпаний.

У стовпчиках:

1. 𝑐31 = 7;
2. вичерпаний;
3. 𝑐33 = 6;

4. вичерпаний;
5. 𝑐25 = 5.

Подвiйна перевага — в комiрках 𝑥25 та 𝑥33, при цьому менша вартiсть
𝑐25 = 5. Заповнюємо 𝑥25 = 10; звiльняється п’ятий стовпчик (табл. 5.23).

Табл. 5.23. Метод подвiйної переваги, крок 5

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 (9 ×(6 10(5

90 (7 50(3 (6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 6. Оскiльки залишилося всього чотири комiрки, то тут подвiй-
на перевага очевидна: це 𝑐33 = 6. Заповнюємо 𝑥33 = 20. Можна звiльнити
i рядок, i стовпчик. Звiльняємо третiй стовпчик, тому що там бiльша вар-
тiсть 𝑐23 = 9 (табл. 5.24).

Крок 7. Вибiр невеликий: в комiрку 𝑥31 можна внести нуль одиниць
вантажу (базисний нуль). Вносимо їх: 𝑥31 = 0. Звiльняємо третiй рядок,
в якому нiчого звiльняти (табл. 5.25).

Крок 8, останнiй. Пiдводимо баланс: 𝑥21 = 80 (табл. 5.26).
У цьому прикладi результат виявився таким самим, як i в методi

мiнiмальної вартостi: 𝑧 = 1480. Але так буває не завжди.
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Табл. 5.24. Метод подвiйної переваги, крок 6

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 (7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Табл. 5.25. Метод подвiйної переваги, крок 7

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 0(7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

5.3.4. Метод Фогеля

Можливо, це найкращий метод серед усiх розглянутих. Вiн враховує
не тiльки вартостi, а й дискретнi похiднi матрицi вартостей 𝐶. За цим
методом на кожному кроцi визначають рiзницю мiж двома найменшими
вартостями в кожному рядку i стовпчику транспортної таблицi. З усiх
цих рiзниць вибирають найбiльшу i у вiдповiдному рядку чи стовпчику
заповнюють комiрку з найменшою вартiстю. Якщо однакових найбiльших
рiзниць кiлька, то обирають рядок або стовпчик з мiнiмальною вартiстю.

Заповнимо методом Фогеля табл. 5.2.

Табл. 5.26. Метод подвiйної переваги, крок 8

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 80(10 ×(7 ×(9 ×(6 10(5

90 0(7 50(3 20(6 20(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4
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Крок 1. Рiзницi мiж двома мiнiмальними вартостями в рядках:

1. |𝑐13 − 𝑐15| = |3 − 4| = 1;
2. |𝑐24 − 𝑐25| = |6 − 5| = 1;

3. |𝑐32 − 𝑐34| = |3 − 4| = 1;
4. |𝑐42 − 𝑐45| = |3 − 4| = 1.

У стовпчиках:

1. |𝑐11 − 𝑐41| = |5 − 6| = 1;
2. |𝑐32 − 𝑐42| = |3 − 3| = 0;
3. |𝑐13 − 𝑐33| = |3 − 6| = 3;

4. |𝑐34 − 𝑐44| = |4 − 5| = 1;
5. |𝑐15 − 𝑐45| = |4 − 4| = 0.

Найбiльша рiзниця 3 у третьому стовпчику. В ньому мiнiмальна вар-
тiсть 𝑐13 = 3, тому заповнюємо 𝑥13 = min (40, 60) = 40 та звiльняємо
перший рядок (табл. 5.27).

Табл. 5.27. Метод Фогеля, крок 1

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 (7 (9 (6 (5

90 (7 (3 (6 (4 (12

40 (6 (3 (11 (5 (4

Крок 2. Рiзницi мiж двома мiнiмальними вартостями в рядках:

1. вичерпаний;
2. |𝑐24 − 𝑐25| = |6 − 5| = 1;

3. |𝑐32 − 𝑐34| = |3 − 4| = 1;
4. |𝑐42 − 𝑐45| = |3 − 4| = 1.

У стовпчиках:

1. |𝑐31 − 𝑐41| = |7 − 6| = 1;
2. |𝑐32 − 𝑐42| = |3 − 3| = 0;
3. |𝑐23 − 𝑐33| = |9 − 6| = 3;

4. |𝑐34 − 𝑐44| = |4 − 5| = 1;
5. |𝑐25 − 𝑐45| = |5 − 4| = 1.

Найбiльша рiзниця 3 у третьому стовпчику. В ньому мiнiмальна вар-
тiсть 𝑐33 = 6, тому заповнюємо 𝑥33 = min (90, 60 − 40) = 20 та звiльняємо
третiй стовпчик (табл. 5.28).

Крок 3. Знову обчислюємо рiзницi мiж двома мiнiмальними тари-
фами. В рядках:
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Табл. 5.28. Метод Фогеля, крок 2

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 (7 ×(9 (6 (5

90 (7 (3 20(6 (4 (12

40 (6 (3 ×(11 (5 (4

1. вичерпаний;
2. |𝑐24 − 𝑐25| = |6 − 5| = 1;

3. |𝑐32 − 𝑐34| = |3 − 4| = 1;
4. |𝑐42 − 𝑐45| = |3 − 4| = 1.

У стовпчиках:

1. |𝑐31 − 𝑐41| = |7 − 6| = 1;
2. |𝑐32 − 𝑐42| = |3 − 3| = 0;
3. вичерпаний;

4. |𝑐34 − 𝑐44| = |4 − 5| = 1;
5. |𝑐25 − 𝑐45| = |5 − 4| = 1.

Найбiльших рiзниць мiж двома мiнiмальними тарифами багато (май-
же всi), тому обираємо комiрку з мiнiмальним тарифом, але тiльки не в
другому стовпчику. Це 𝑥45 з вартiстю 𝑐45 = 4. Надаємо 𝑥45 = 40; звiльня-
ється четвертий рядок (табл. 5.29).

Табл. 5.29. Метод Фогеля, крок 3

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 (7 ×(9 (6 (5

90 (7 (3 20(6 (4 (12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 4. Продовжуємо. Рiзницi мiж двома мiнiмальними тарифами
в рядках:

1. вичерпаний;
2. |𝑐24 − 𝑐25| = |6 − 5| = 1;

3. |𝑐32 − 𝑐34| = |3 − 4| = 1;
4. вичерпаний;

У стовпчиках:
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1. |𝑐21 − 𝑐31| = |10 − 7| = 3;
2. |𝑐22 − 𝑐32| = |7 − 3| = 4;
3. вичерпаний;

4. |𝑐24 − 𝑐34| = |6 − 4| = 2;
5. |𝑐25 − 𝑐35| = |5 − 12| = 7.

Найбiльша рiзниця 7 — у п’ятому стовпчику. Заповнюємо там ко-
мiрку з мiнiмальною вартiстю: 𝑥25 = min (90, 50 − 40) = 10. Звiльняємо
п’ятий стовпчик (табл. 5.30).

Табл. 5.30. Метод Фогеля, крок 4

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 (7 ×(9 (6 10(5

90 (7 (3 20(6 (4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 5. Продовжуємо. Рiзницi мiж двома мiнiмальними тарифами
в рядках:

1. вичерпаний;
2. |𝑐22 − 𝑐24| = |7 − 6| = 1;

3. |𝑐32 − 𝑐34| = |3 − 4| = 1;
4. вичерпаний;

У стовпчиках:

1. |𝑐21 − 𝑐31| = |10 − 7| = 3;
2. |𝑐22 − 𝑐32| = |7 − 3| = 4;
3. вичерпаний;

4. |𝑐24 − 𝑐34| = |6 − 4| = 2;
5. вичерпаний.

Максимальна рiзниця 4 — у другому стовпчику. Заповнюємо там ко-
мiрку з мiнiмальною вартiстю: 𝑥32 = min (90 − 20, 50) = 50. Звiльняється
другий стовпчик (табл. 5.31).

Крок 6. Рiзницi мiж двома мiнiмальними тарифами в рядках:

1. вичерпаний;
2. |𝑐21 − 𝑐24| = |10 − 6| = 4;

3. |𝑐31 − 𝑐34| = |7 − 4| = 3;
4. вичерпаний;

У стовпчиках:
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Табл. 5.31. Метод Фогеля, крок 5

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 (6 10(5

90 (7 50(3 20(6 (4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

1. |𝑐21 − 𝑐31| = |10 − 7| = 3;
2. вичерпаний;
3. вичерпаний;

4. |𝑐24 − 𝑐34| = |6 − 4| = 2;
5. вичерпаний.

Максимальна рiзниця 4 — у другому рядку. Заповнюємо там комiрку
з мiнiмальною вартiстю: 𝑥24 = min (90, 20) = 20. Звiльняється четвертий
стовпчик (табл. 5.32).

Табл. 5.32. Метод Фогеля, крок 6

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 20(6 10(5

90 (7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Крок 7. У методi Фогеля залишився лише перший стовпчик. Запов-
нюємо комiрку з мiнiмальною вартiстю: 𝑥31 = min (90 − 50 − 20, 80) = 20.
Звiльняється третiй рядок, в якому нiчого не треба звiльняти (табл. 5.33).

Крок 8, останнiй. Пiдводимо баланс: 𝑥21 = 60 (табл. 5.34).
Обчислюємо значення цiльової функцiї на знайденому допустимому

опорному розв’язку: 𝑧 = 40·3+60·10+20·6+10·5+20·7+50·3+20·6+40·4 =
120 + 600 + 120 + 50 + 140 + 150 + 120 + 160 = 1460. Це краще, нiж в iнших
методах.

5.4. Симплекснi перетворення в транспортнiй задачi
Для симплексного перетворення треба обрати змiнну для введення

в базис, а потiм для неї знайти базисну змiнну, яка першою звiльниться
(тобто має мiнiмальне додатне вiдношення). Матриця коефiцiєнтiв СЛАР
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Табл. 5.33. Метод Фогеля, крок 7

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 (10 ×(7 ×(9 20(6 10(5

90 20(7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Табл. 5.34. Метод Фогеля, крок 8

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 60(10 ×(7 ×(9 20(6 10(5

90 20(7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

обмежень 𝐴 (5.9) мiстить лише нулi та одиницi. Така її структура дозво-
ляє легко проводити операцiю однократного замiщення базису.

Розглянемо на прикладi 5.2, як це зробити. Для прикладу вiзьмемо
початковий допустимий опорний розв’язок, побудований методом пiвнiч-
но-захiдного кута (табл. 5.10). Повторимо його.

Табл. 5.35. Початковий допустимий опорний розв’язок

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40(5 ×(8 ×(3 ×(10 ×(4

90 40(10 50(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0(3 60(6 20(4 10(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Нехай ми вирiшили ввести в базис змiнну 𝑥13. Вартiсть перевезень у
цiй комiрцi невелика: 𝑐13 = 3; i можна сподiватися, що цей крок симплекс-
методу буде вдалим i призведе до зменшення цiльової функцiї 𝑧. Як нас-
правдi треба обирати змiнну для введення в базис, ми розглянемо в нас-
тупному пiдроздiлi 5.5. А зараз ми поки що просто будемо вводити в базис

94



змiнну 𝑥13. Її значення збiльшиться з нуля до якоїсь величини 𝜆, яку ще
треба буде визначити: 𝑥13 = 𝜆.

Щоб не порушився баланс у першому рядку, треба 𝑥11 зменшити на
таку саму величину: 𝑥11 = 40 − 𝜆.

Далi, щоб не порушився баланс у першому стовпчику, треба змiнну
𝑥21 збiльшити та таку саму величину: 𝑥21 = 40 + 𝜆.

Продовжуємо зберiгати баланс: для другого рядка зменшуємо на 𝜆
змiнну 𝑥22 = 50 − 𝜆.

Для балансу в другому стовпчику збiльшуємо 𝑥32 = 0 + 𝜆.
Тепер треба щось зменшити в третьому рядку. Оберемо для зменшен-

ня змiнну 𝑥33 = 60 − 𝜆, тому що саме в третьому стовпчику знаходиться
та вiльна змiнна 𝑥13, яку ми збiльшили на величину 𝜆.

Отже, цикл замкнувся:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥13 = 𝜆;
𝑥11 = 40 − 𝜆;
𝑥21 = 40 + 𝜆;
𝑥22 = 50 − 𝜆;
𝑥32 = 0 + 𝜆;
𝑥33 = 60 − 𝜆.

(5.11)

Щоб зберiгся баланс 𝐴𝑥 = 𝑏, треба змiннi в формулi (5.11) змiнювати
водночас i на одну й ту саму величину 𝜆. Половина змiнних збiльшується,
а половина — зменшується. Першою досягне нуля та змiнна (серед тих,
що зменшуються), значення якої найменше. В цьому прикладi це 𝑥11 = 40.
При 𝜆 = 40 вона першою досягне нуля (звiльниться), а iншi залишаться
додатними. Це й є найменше додатне вiдношення в транспортнiй задачi.

Будемо позначати 𝑥+
𝑖𝑗 тi змiннi, що збiльшуються, а 𝑥−

𝑖𝑗 — тi, що змен-
шуються. I вартостi перевезень у цих комiрках теж будемо так позначати:
𝑐+𝑖𝑗 та 𝑐−𝑖𝑗 . Цi плюси та мiнуси зручно проставляти в самих комiрках:

Табл. 5.36. Цикл транспортної задачi

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 40
(5
⊖ ×(8 ×(3

⊕ ×(10 ×(4

90 40
(10
⊕ 50

(7
⊖ ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 0
(3
⊕ 60

(6
⊖ 20(4 10(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Можна також поєднати комiрки циклу горизонтальними та верти-
кальними вiдрiзками, тобто позначити не тiльки вершини циклу, а й реб-
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ра. Ми цього робити не будемо, щоб не затiняти таблицю.
Означення 5.3. Цикл транспортної задачi — це така пiдмножина

комiрок таблицi транспортної задачi, що в кожному рядку та в кожному
стовпчику таблицi мiститься або рiвно двi, або жодної комiрки циклу. �

За такого означення можна стверджувати наступне:
• кiлькiсть вершин (комiрок) у циклi парна: половина з них це комiр-

ки з 𝑥+
𝑖𝑗 ; половина з 𝑥−

𝑖𝑗 ;
• до кожної вершини iнцидентнi два ребра: одне горизонтальне та одне

вертикальне;
• кiлькiсть ребер у циклi парна: половина горизонтальнi, половина

вертикальнi;
• цикл транспортної задачi неорiєнтований: ми не можемо сказати, вiд

кого кому перекидається однорiдний вантаж; його кiлькiсть просто
зменшується в комiрках 𝑥−

𝑖𝑗 на величину 𝜆, а в 𝑥+
𝑖𝑗 збiльшується таку

саму величину.
Означення 5.4. Симплексне перетворення в транспортнiй задачi

називається перекиданням вантажу за циклом. �
Наступнi властивостi циклiв транспортної задачi не такi очевиднi, їх

треба доводити.
Властивiсть 5.1. У таблицi транспортної задачi неможливо побу-

дувати цикл, що мiстить тiльки базиснi комiрки. �
Доведення. Вiд протилежного: якщо б такий цикл iснував, в ньому

можна було б перекинути якусь кiлькiсть вантажу та змiнити значення
𝑥𝑖𝑗 у базисних комiрках. Але вiльних змiнних вже стiльки, скiльки треба:
𝑓 = 𝑚𝑛 − (𝑚 + 𝑛− 1), за ними базиснi змiннi знаходяться однозначно, i
змiнити їх неможливо. �

Властивiсть 5.2. Для кожної вiльної комiрки таблицi транспортної
задачi iснує цикл, що мiстить цю вiльну комiрку та iншi базиснi. �

Доведення. Будь-яку вiльну змiнну можна ввести в базис (iнша
справа, чи доцiльно це). Тому цикл, за яким ця змiнна вводиться в базис,
iснує. �

Властивiсть 5.3. Для кожної вiльної комiрки таблицi транспорт-
ної задачi iснує лише один цикл, що мiстить цю вiльну комiрку та iншi
базиснi. �

Доведення. Вiд протилежного: припустимо, що iснують принаймнi
два рiзнi цикли, що мiстять вiльну комiрку 𝑥𝑖𝑗 та iншi базиснi. Тодi можна
ввести в базис вiльну змiнну 𝑥𝑖𝑗 вздовж одного циклу, i другий тодi буде
мiстити лише базиснi комiрки, що неможливо. �

Отже, те, що ми зробили в прикладi, є загальним правилом симп-
лексного перетворення в транспортнiй задачi. Якщо ми обрали якусь
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вiльну змiнну 𝑥𝑖𝑗 для введення в базис, треба знайти той єдиний цикл,
що мiстить цю вiльну змiнну 𝑥𝑖𝑗 та iншi базиснi, i здiйснити за ним пере-
кидання вантажу. Кiлькiсть вантажу 𝜆, що перекидається, визначається
мiнiмальним значенням серед 𝑥−

𝑖𝑗 :

𝜆 = min
(︀
𝑥−
𝑖𝑗

)︀
. (5.12)

Зрозумiло, якщо таких мiнiмальних величин буде кiлька, звiльня-
ти можна лише одну змiнну, а всi iншi робити базисними нулями (буде
вироджений розв’язок).

Залишилося з’ясувати, чи доцiльно вводити ту чи iншу вiльну змiнну
в базис. Для цього треба знайти ∆𝑧𝑖𝑗 — вiдносний прирiст цiльової функцiї
при збiльшеннi вiльної змiнної 𝑥𝑖𝑗 вiд нуля до одиницi, тобто при 𝜆 = 1.
Якщо цiльова функцiя зменшується (∆𝑧𝑖𝑗 < 0), то є сенс це робити, а
якщо збiльшується — то немає.

При перекиданнi вантажу за циклом (5.11) при 𝜆 = 1 значення 𝑥+
𝑖𝑗

збiльшуються на одиницю, а 𝑥−
𝑖𝑗 зменшуються на одиницю. Вартiсть пе-

ревезення одиницi товару в цих комiрках вiдома: це 𝑐+𝑖𝑗 та 𝑐−𝑖𝑗 . Тому вiд-
носний прирiст можна обчислити за формулою:

∆𝑧𝑖𝑗 =
∑︁

𝑐+𝑖𝑗 −
∑︁

𝑐−𝑖𝑗 . (5.13)

У прикладi з табл. 5.36: ∆𝑧13 = (3 + 10 + 3) − (5 + 7 + 6) = 16 − 18 =
−2 < 0; тому є сенс вводити 𝑥13 в базис. Вартiсть перевезень при цьому
змiниться на ∆𝑧13 · 𝜆 = −2 · 40 = −80, тобто зменшиться на 80 грошових
одиниць. Здiйснимо перекидання вантажу за цим циклом:

Табл. 5.37. Перекидання вантажу за циклом

𝑎𝑖∖𝑏𝑗 80 50 60 20 50

40 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 80(10 10(7 ×(9 ×(6 ×(5

90 ×(7 40(3 20(6 20(4 10(12

40 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Перевiряємо: 𝑧 = 40·3+80·10+10·7+40·3+20·6+20·4+10·12+40·4 =
120+800+70+120+120+80+120+160 = 1590, що на 80 одиниць менше,
нiж тi 1670, що ми отримали методом пiвнiчно-захiдного кута.
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5.5. Метод потенцiалiв
Повернемося до питання: як визначити вiльну змiнну для введення в

базис? Теоретично треба для кожної вiльної комiрки 𝑥𝑖𝑗 знайти її єдиний
цикл i обчислити в ньому ∆𝑧𝑖𝑗 за формулою (5.13). Якщо виконується
∆𝑧𝑖𝑗 < 0, то є сенс вводити 𝑥𝑖𝑗 в базис, а нi — то нi. Як бачимо, задача
досить громiздка.

Метод потенцiалiв дозволяє значно її спростити. Вiн спирається на
наступну теорему.

Теорема 5.5. Величина оцiнки ∆𝑧𝑖𝑗 не змiниться, якщо до будь-
якого рядка або стовпчика матрицi вартостей перевезень 𝐶 додати одне
й те саме число. �

Доведення. Прирiст ∆𝑧𝑖𝑗 обчислюється за формулою (5.13) для ко-
мiрок з циклу. У циклi "додатнi" та "вiд’ємнi" комiрки йдуть через одну:
в кожному рядку та стовпчику є одна "додатна" та одна "вiд’ємна". То-
му в формулi (5.13) одне й те саме число, додане до всiх компонентiв
рядка або стовпчика матрицi 𝐶, взаємно знищується, i значення ∆𝑧𝑖𝑗 не
змiнюється. �

Зробимо так. Вiднiмемо вiд кожного 𝑖-го рядка матрицi вартостей
𝐶 одне й те саме число 𝑢𝑖, а вiд кожного 𝑗-го стовпчика 𝑣𝑗 . Компоненти
нової матрицi вартостей 𝐶* будуть тодi такими:⎧⎨⎩

𝑐*𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 ;

𝑖 = 1,𝑚;

𝑗 = 1, 𝑛.

(5.14)

Якими б ми не взяли 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 , значення ∆𝑧𝑖𝑗 не змiниться. Тому для
спрощення обчислення ∆𝑧𝑖𝑗 за формулою (5.13) оберемо 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 так, щоб в
усiх базисних комiрках новi значення 𝑐*𝑖𝑗 = 0; тобто з умови:{︂

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 ;
𝑖, 𝑗 − базиснi. (5.15)

Базиснi комiрки не утворюють циклiв, тому СЛАР (5.15) є сумiсною:
протирiчь у її рiвняннях не буде. З iншого боку, загальна кiлькiсть чи-
сел 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 дорiвнює 𝑚 + 𝑛, а базисних комiрок лише 𝑚 + 𝑛 − 1, тобто на
одну менше. Тому СЛАР (5.15) є невизначеною з однiєю вiльною змiнною.
Можна, наприклад, покласти 𝑢1 = 0, i розв’язувати (5.15) послiдовно, рiв-
няння за рiвнянням. Це можна зробити знов-таки з-за вiдсутностi циклiв
у базисних комiрках.

Означення 5.5. Величини 𝑢𝑖, 𝑣𝑗 називаються потенцiалами. �
Обчислювати потенцiали зручно безпосередньо в таблицi транспорт-

ної задачi. Для них вiдводяться додатково ще один стовпчик правiше
стовпчика 𝑎𝑖 та ще один рядок нижче рядка 𝑏𝑗 .
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Приклад 5.3. Обчислити потенцiали для таблицi транспортної за-
дачi, заповненої методом Фогеля (табл. 5.34).

Розв’язання. Заповнюємо таблицю, додавши ще один рядок i один
стовпчик. Верхня лiва комiрка вiдводиться пiд значення цiльової функцiї.

Табл. 5.38. Обчислення потенцiалiв
𝑧 = 1460 𝑏𝑗 80 50 60 20 50

𝑎𝑖 𝑢𝑖∖𝑣𝑗 4 0 3 0 −1

40 0 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 6 60(10 ×(7 ×(9 20(6 10(5

90 3 20(7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 5 ×(6 ×(3 ×(11 ×(5 40(4

Обчислюємо потенцiали пошуком "у ширину".
• Задаємо самi 𝑢1 = 0.
• У першому рядку: 𝑢1 + 𝑣3 = 𝑐13; 0 + 𝑣3 = 3; 𝑣3 = 3.
• У третьому стовпчику: 𝑢3 + 𝑣3 = 𝑐33; 𝑢3 + 3 = 6; 𝑢3 = 3.
• У третьому рядку: 𝑢3 + 𝑣1 = 𝑐31; 3 + 𝑣1 = 7; 𝑣1 = 4.
• У третьому рядку: 𝑢3 + 𝑣2 = 𝑐32; 3 + 𝑣2 = 2; 𝑣2 = 0.
• У першому стовпчику: 𝑢2 + 𝑣1 = 𝑐21; 𝑢2 + 4 = 10; 𝑢2 = 6.
• У другому рядку: 𝑢2 + 𝑣4 = 𝑐24; 6 + 𝑣4 = 6; 𝑣4 = 0.
• У другому рядку: 𝑢2 + 𝑣5 = 𝑐25; 6 + 𝑣5 = 5; 𝑣5 = −1.
• У п’ятому стовпчику: 𝑢4 + 𝑣5 = 𝑐45; 𝑢4 − 1 = 4; 𝑢4 = 5. �
Потенцiали значно спрощують пошук ∆𝑧𝑖𝑗 за формулою (5.13). У цiй

формулi беруть участь комiрки циклу, в якому одна вiльна комiрка, а всi
iншi базиснi. Значення ∆𝑧𝑖𝑗 не змiниться, якщо замiнити всi 𝑐𝑖𝑗 на 𝑐*𝑖𝑗 . Але
в базисних комiрках всi 𝑐*𝑖𝑗 = 0. Тому з усiєї суми в (5.13) залишиться лише
один доданок: 𝑐*𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 у тiй вiльнiй комiрцi, яка дослiджується.
Якщо ця величина вiд’ємна: 𝑐𝑖𝑗 − 𝑢𝑖 − 𝑣𝑗 < 0, то є сенс вводити в базис
цю вiльну змiнну 𝑥𝑖𝑗 . Отже, критерiєм того, що ∆𝑧𝑖𝑗 < 0, є:{︂

𝑢𝑖 + 𝑣𝑗 > 𝑐𝑖𝑗 ;
𝑖, 𝑗 − вiльнi. (5.16)

Приклад 5.4. Перевiрити план перевезень у табл. 5.38 на оптималь-
нiсть. Якщо вiн не оптимальний, провести симплекснi перетворення до
досягнення оптимального плану.

Розв’язання. Перевiряємо вiльнi комiрки за формулою (5.16):
• 𝑢1 + 𝑣1 = 0 + 4 = 4 < 5;
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• 𝑢1 + 𝑣2 = 0 + 0 = 0 < 8;
• 𝑢1 + 𝑣4 = 0 + 0 = 0 < 10;
• 𝑢1 + 𝑣5 = 0 − 1 = −1 < 4;
• 𝑢2 + 𝑣2 = 6 + 0 = 6 < 7;
• 𝑢2 + 𝑣3 = 6 + 3 = 9 = 9; ∆𝑧23 = 0;
• 𝑢3 + 𝑣4 = 3 + 0 = 3 < 4;
• 𝑢3 + 𝑣5 = 3 − 1 = 2 < 12;
• 𝑢4 + 𝑣1 = 5 + 4 = 9 > 6; ∆𝑧41 = 6 − 9 = −3;
• 𝑢4 + 𝑣2 = 5 + 0 = 5 > 3; ∆𝑧42 = 3 − 5 = −2;
• 𝑢4 + 𝑣3 = 5 + 3 = 8 < 11;
• 𝑢5 + 𝑣4 = 5 + 0 = 5 = 5; ∆𝑧54 = 0.
Вводимо в базис змiнну 𝑥41: для неї прирiст найменший (тобто вiд’єм-

ний та найбiльший за модулем). Знаходимо цикл для неї(табл. 5.39).

Табл. 5.39. Цикл для першого перекидання вантажу

𝑧 = 1460 𝑏𝑗 80 50 60 20 50

𝑎𝑖 𝑢𝑖∖𝑣𝑗 4 0 3 0 −1

40 0 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 6 60
(10
⊖ ×(7 ×(9 20(6 10

(5
⊕

90 3 20(7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 5 ×(6
⊕ ×(3 ×(11 ×(5 40

(4
⊖

За цим циклом можна перекинути 𝜆 = min (60, 40) = 40 одиниць ван-
тажу, i загальна вартiсть перевезення змiниться на 40 · (6 + 5 − 10 − 4) =
−120 грошових одиниць. Нова таблиця транспортної задачi буде мати
вигляд, показаний у табл. 5.40.

В жоднiй вiльнiй комiрцi бiльше немає такого, щоб було 𝑢𝑖 +𝑣𝑗 > 𝑐𝑖𝑗 .
Отже, оптимальний план перевезень побудований. Але є 𝑢2 +𝑣3 = 6 + 3 =
9 = 𝑐23. Це означає, що оптимальний план перевезень не єдиний. Можна
перекинути 𝜆 = 20 одиниць вантажу за циклом 𝑥23 − 𝑥33 − 𝑥31 − 𝑥21.
При цьому до нуля зменшаться i 𝑥21, i 𝑥33. Звiльнити можна лише одну
з цих змiнних, а друга буде базисним нулем, тобто отримаємо виродже-
ний розв’язок. Можна дослiджувати цю задачу й далi: шукати всi кутовi
точки областi оптимальних розв’язкiв. Потiм з них можна обирати най-
кращу за якимось додатковим критерiєм. �
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Табл. 5.40. Таблиця транспортної задачi
пiсля першого перекидання вантажу

𝑧 = 1340 𝑏𝑗 80 50 60 20 50

𝑎𝑖 𝑢𝑖∖𝑣𝑗 4 0 3 0 −1

40 0 ×(5 ×(8 40(3 ×(10 ×(4

90 6 20(10 ×(7 ×(9 20(6 50(5

90 3 20(7 50(3 20(6 ×(4 ×(12

40 2 40(6 ×(3 ×(11 ×(5 ×(4

5.6. Задача про призначення
Постановка задачi про призначення наведена в прикладi 2.4. Якщо

𝑚 ̸= 𝑛, то це вiдкрита транспортна задача з одиничними запасами та
потребами i максимiзацiєю цiльової функцiї (загальної продуктивностi).

Змiнити максимiзацiю на мiнiмiзацiю неважко: треба змiнити знаки
у компонентiв матрицi продуктивностей 𝑐𝑖𝑗 . Закрити вiдкриту транспорт-
ну задачу теж можна: треба додати фiктивного постачальника (робiтни-
ка) або фiктивного споживача (роботу), тiльки треба задати для них не
нульову продуктивнiсть, а меншу за найменше −𝑐𝑖𝑗 . Але при побудовi
початкового розподiлу працiвникiв на роботи з-за одиничних запасiв i
потреб буде багато базисних нулiв. Розв’язувати багато разiв вироджену
транспортну задачу методом потенцiалiв не дуже зручно.

Значно зручнiше розглядати задачу про призначення як задачу про
максимальне зважене паросполучення на повному дводолевому графi.

5.7. Запитання для перевiрки
1. Як формулюється транспортна задача?
2. Як закрити вiдкриту транспортну задачу? Навiщо це робити?
3. Чи iснує розв’язок транспортної задачi?
4. Скiльки базисних i вiльних змiнних у транспортнiй задачi?
5. Якими є умови цiлочисельностi розв’язку транспортної задачi?
6. Якi є методи побудови допустимого опорного розв’язку в транспорт-

нiй задачi?
7. Як здiйснюється симплексне перетворення в транспортнiй задачi?
8. Що таке цикл транспортної задачi? Якi в нього властивостi?
9. Як обирається змiнна для виведення з базису в транспортнiй задачi?

10. Як обирається змiнна для введення в базис у транспортнiй задачi?
11. В чому полягає метод потенцiалiв?
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6. Цiлочисельне лiнiйне програмування
У цьому роздiлi розглядаються задачi лiнiйного програмування з до-

датковими обмеженнями на цiлочисельнiсть усiх або деяких змiнних.
Iнколи цiлочисельний розв’язок отримується автоматично. Наприк-

лад, у транспортнiй задачi з цiлочисельними запасами та потребами. Але
в загальному випадку додатковi обмеження цiлочисельностi ускладнюють
розв’язання.

6.1. Графiчний метод
Якщо в задачi лише двi вiльнi змiннi, можна застосувати графiчний

метод, який є узагальненням методу, розглянутого в пiдроздiлi 2.4. Пiсля
рисування областi допустимих розв’язкiв, градiєнту цiльової функцiї та
її лiнiй рiвня позначаємо ще й точки з цiлочисельними координатами та
дивимося, де досягається потрiбний екстремум цiльової функцiї.

Рис. 6.1. Розв’язання прикладу 6.1

Приклад 6.1. Розв’язати графiчним методом задачу з прикладу
2.6 з додатковими обмеженнями на цiлочисельнiсть змiнних:
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𝑧 = 3𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8;
𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 10;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0;
𝑥1, 𝑥2 − цiлочисельнi.
Розв’язання. Повторюємо рис. 2.1 та додаємо на нього точки з цi-

лочисельними координатами.
На рис. 6.1 позначенi допустимi точки з цiлочисельними координата-

ми (в областi 𝐷) та недопустимi (поза областю). Найвище за лiнiями рiвня
розташована допустима точка 𝑥max = {1; 2}. Значення цiльової функцiї в
нiй 𝑧max = 11. �

Рис. 6.2. Розв’язання прикладу 6.2

Приклад 6.2. Розв’язати графiчним методом задачу з прикладу
2.7 з додатковими обмеженнями на цiлочисельнiсть змiнних:
𝑧 = 𝑥1 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 5;
−4𝑥1 + 7𝑥2 + 𝑥4 = 4;
5𝑥1 − 6𝑥2 + 𝑥5 = 6;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 ≥ 0;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 − цiлочисельнi.
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Розв’язання. Зводимо до стандартного вигляду:⎧⎨⎩ 𝑥3 = 5 − 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 0;
𝑥4 = 4 + 4𝑥1 − 7𝑥2 ≥ 0;
𝑥5 = 6 − 5𝑥1 + 6𝑥2 ≥ 0.

Якщо 𝑥1, 𝑥2 будуть цiлочисельними, то 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 також. Тому роз-
в’язуємо задачу графiчним методом. Додаємо на рис. 2.2 точки з цiлочи-
сельними координатами.

Як i на попередньому рисунку, тут зображенi допустимi та недопу-
стимi точки з цiлочисельними координатами. Точцi максимуму вiдповiдає
𝑥1 = 3; 𝑥2 = 2. Обчислюємо iншi координати: 𝑥3 = 0; 𝑥4 = 2; 𝑥5 = 3. Отже,
𝑥max = {3; 2; 0; 2; 3}; 𝑧max = 3. �

6.2. Метод перерiзiв Ґоморi
Будь-якi методи перерiзу заснованi на розв’язаннi послiдовностi за-

дач лiнiйного програмування: 𝑃0, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑁 , де 𝑃0 — початкова задача
без урахування цiлочисельностi змiнних. На кроцi 𝑙, де 𝑙 > 0, в першу
чергу перевiряємо: чи є цiлочисельним розв’язок задачi 𝑃𝑙−1? Якщо так,
то виходимо. Якщо ж нi, то будуємо задачу 𝑃𝑙 з задачi 𝑃𝑙−1 додаванням
нового обмеження, яке повинно задовольняти вимогам:

• будь-який цiлочисельний допустимий розв’язок задачi 𝑃𝑙−1 йому за-
довольняє (не вiдсiкається);

• нецiлочисельний оптимальний розв’язок задачi 𝑃𝑙−1 йому не задо-
вольняє (вiдсiкається).

Один з найпоширенiших методiв перерiзу — це метод перерiзiв Ґо-
морi. Розглянемо його. Будемо позначати:

• [𝑎] — цiла частина числа 𝑎: найбiльше цiле число, що не перевищує
𝑎; так, наприклад, [−3.2] = −4;

• {𝑎} = 𝑎−[𝑎] — дробова частина 𝑎; наприклад, {−3.2} = −3.2−(−4) =
0.8;

• 𝑘 — номери вiльних змiнних у розв’язку задачi 𝑃𝑙−1;
• 𝑠 — номер рiвняння з максимальною дробовою частиною в 𝑏𝑠, тобто

з max {𝑥Б𝑠}, де Б𝑠 — номер базисної змiнної в 𝑠-му рядку.
Метод перерiзiв Ґоморi полягає в додаваннi на кроцi 𝑙 такого додат-

кового обмеження:

{𝑏𝑠} −
∑︁
𝑘

{𝑎𝑠𝑘}𝑥𝑘 ≤ 0. (6.1)

Приклад 6.3. Розв’язати методом перерiзiв Ґоморi задачу цiлочи-
сельного лiнiйного програмування:
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𝑧 = 𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 2;
3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 6;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0;
𝑥1, 𝑥2 − цiлочисельнi.
Розв’язання. Розв’язуємо початкову задачу 𝑃0. Зводимо її до кано-

нiчного вигляду:
𝑧 = 𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎨⎩ −𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 2;

3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥4 = 6;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≥ 0.
Розв’язуємо 𝑃0 симплекс-методом: це табл. 6.1–6.3.

Табл. 6.1. Перша симплекс-таблиця
задачi 𝑃0 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

0 𝑥3 −1 2 1 0 2 1 →

0 𝑥4 3 2 0 1 6 3

∆𝑧𝑘 1 4 ↑ × × 𝑧 = 0

Табл. 6.2. Друга симплекс-таблиця
задачi 𝑃0 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

4 𝑥2 −0.5 1 0.5 0 1 −2

0 𝑥4 4 0 −1 1 4 1 →

∆𝑧𝑘 3 ↑ × −2 × 𝑧 = 4

Отримали нецiлочисельнiй розв’язок задачi 𝑃0: 𝑥max = {1; 1.5; 0; 0};
𝑧max = 7. Максимальна (вона ж єдина) дробова частина в стовпчику 𝑏𝑖 —
це {𝑏1} = 0.5. Вiльнi змiннi в цiй симплекс-таблицi — це 𝑥3, 𝑥4. Коефiцiєн-
ти бiля них у першому рiвняннi мають такi дробовi частини: {𝑎13} = 0.375;
{𝑎14} = 0.125. Отже, додаткове обмеження (перший перерiз Ґоморi) є та-
ким: 0.5 − 0.375𝑥3 − 0.125𝑥4 ≤ 0.

Переходимо до задачi 𝑃1. У додаткове обмеження введемо невiд’ємну
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Табл. 6.3. Третя симплекс-таблиця
задачi 𝑃0 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

4 𝑥2 0 1 0.375 0.125 1.5

1 𝑥1 1 0 −0.25 0.25 1

∆𝑧𝑘 × × −1.25 −0.75 𝑧 = 7

балансну змiнну 𝑥5: 0.375𝑥3 + 0.125𝑥4 − 𝑥5 = 0.5. Перед нею стоїть знак
"мiнус" , тому скористаємося методом штучного базису (див. пiдроздiл
3.5). Вiзьмемо розв’язок 𝑃0 з табл. 6.3 та додамо нове обмеження:
𝑧 = 𝑥1 + 4𝑥2 −𝑀𝑥6 → max;⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥2 + 0.375𝑥3 + 0.125𝑥4 = 1.5;
𝑥1 − 0.25𝑥3 + 0.25𝑥4 = 1;
0.375𝑥3 + 0.125𝑥4 − 𝑥5 + 𝑥6 = 0.5;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 ≥ 0.
Розв’язуємо задачу 𝑃1 симплекс-методом — це табл. 6.4–6.5.

Табл. 6.4. Перша симплекс-таблиця
задачi 𝑃1 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0 0 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 0 1 0.375 0.125 0 0 1.5 4

1 𝑥1 1 0 −0.25 0.25 0 0 1 −4

−𝑀 𝑥6 0 0 0.375 0.125 −1 1 0.5 4
3 →

∆𝑧𝑘 × × 0.375𝑀
−1.25 ↑

0.125𝑀
−0.75

−𝑀 × 𝑧 = −0.5𝑀 + 7

Якщо вiдкинути штучну базисну змiнну 𝑥6, то розв’язок задачi 𝑃1

буде таким: 𝑥max =
{︀

4
3 ; 1; 4

3 ; 0; 0
}︀
; 𝑧max = 16

3 . Найбiльшi дробовi частини у
базисних змiнних 𝑥1 та 𝑥3: {𝑥1} = {𝑥3} = 1

3 . У методi Ґоморi можна брати
будь-яку. Вiзьмемо, наприклад, 𝑥1 з другого рiвняння. Вiльнi змiннi в цiй
симплекс-таблицi 𝑥4, 𝑥5. Коефiцiєнти бiля них у другому рiвняннi мають
такi дробовi частини: {𝑎24} =

{︀
1
3

}︀
= 1

3 ; {𝑎25} =
{︀
− 2

3

}︀
= 1

3 . Додаткове
обмеження (другий перерiз Ґоморi) буде таким: 1

3 − 1
3𝑥4 − 1

3𝑥5 ≤ 0; або

106



Табл. 6.5. Друга симплекс-таблиця
задачi 𝑃1 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0 0 −𝑀
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6

4 𝑥2 0 1 0 0 1 −1 1

1 𝑥1 1 0 0 1
3 − 2

3
2
3

4
3

0 𝑥3 0 0 1 1
3 − 8

3
8
3

4
3

∆𝑧𝑘 × × × − 1
3 − 10

3 −𝑀 + 10
3 𝑧 = 16

3

𝑥4 + 𝑥5 ≥ 1.
Створюємо задачу 𝑃2. Для цього беремо розв’язок 𝑃1 з табл. 6.5 та

додаємо нове обмеження, в якому вiднiмаємо балансну змiнну 𝑥6 та до-
даємо штучну базисну змiнну 𝑥7:
𝑧 = 𝑥1 + 4𝑥2 −𝑀𝑥7 → max;⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥2 + 𝑥5 = 1;
𝑥1 + 1

3𝑥4 − 2
3𝑥5 = 4

3 ;
𝑥3 + 1

3𝑥4 − 8
3𝑥5 = 4

3 ;
𝑥4 + 𝑥5 − 𝑥6 + 𝑥7 = 1;
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7 ≥ 0.
Розв’язуємо задачу 𝑃2 — це табл. 6.6-6.7.

Табл. 6.6. Перша симплекс-таблиця
задачi 𝑃2 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0 0 0 −𝑀
𝑏𝑖

𝑏𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

4 𝑥2 0 1 0 0 1 0 0 1 +∞

1 𝑥1 1 0 0 1
3 − 2

3 0 0 4
3 4

0 𝑥3 0 0 1 1
3 − 8

3 0 0 4
3 4

−𝑀 𝑥7 0 0 0 1 1 −1 1 1 1 →

∆𝑧𝑘 × × × 𝑀−
1
3 ↑

𝑀−
1
3

−𝑀 × 𝑧 = −𝑀 + 16
3

Всi 𝑏𝑖 цiлi. Повертаючись до початкової задачi, маємо такий цiлочи-
сельний розв’язок: 𝑥max = {1; 1}; 𝑧max = 5.
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Табл. 6.7. Друга симплекс-таблиця
задачi 𝑃2 прикладi 6.3

𝑐𝑘 1 4 0 0 0 0 −𝑀
𝑏𝑖

𝑐Б𝑖 𝑥Б𝑖 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

4 𝑥2 0 1 0 0 1 0 0 1

1 𝑥1 1 0 0 0 −1 1
3 − 1

3 1

0 𝑥3 0 0 1 0 −3 1
3 − 1

3 1

0 𝑥4 0 0 0 1 1 −1 1 1

∆𝑧𝑘 × × × × −3 − 1
3 −𝑀 + 1

3 𝑧 = 5

Проiлюструємо метод перерiзiв Ґоморi графiчно. Для цього виразимо
додатковi обмеження Ґоморi через 𝑥1, 𝑥2 та нарисуємо їх на графiчному
розв’язку.

Рис. 6.3. Розв’язання прикладу 6.3

Перший перерiз Ґоморi:
0.5 − 0.375𝑥3 − 0.125𝑥4 ≤ 0;
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3
8𝑥3 + 1

8𝑥4 ≥ 1
2 ; ×8;

3𝑥3 + 𝑥4 ≥ 4;
3 · (2 + 𝑥1 − 2𝑥2) + (6 − 3𝑥1 − 2𝑥2) ≥ 4;
−8𝑥2 ≥ −8;
𝑥2 ≤ 1.

Другий перерiз Ґоморi:
𝑥4 + 𝑥5 ≥ 1;
6 − 3𝑥1 − 2𝑥2 + 3

8𝑥3 + 1
8𝑥4 − 1

2 ≥ 1;
6 − 3𝑥1 − 2𝑥2 + 3

8 (2 + 𝑥1 − 2𝑥2) + 1
8 (6 − 3𝑥1 − 2𝑥2) ≥ 3

2 ; ×8;
48 − 24𝑥1 − 16𝑥2 + 6 + 3𝑥1 − 6𝑥2 + 6 − 3𝑥1 − 2𝑥2 ≥ 12;
−24𝑥1 − 24𝑥2 ≥ −48;
𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2.

На рис. 6.3 чорнi лiнiї — обмеження початкової задачi, а свiтлi —
перерiзи Ґоморi. Бачимо, що перший перерiз 𝑥2 = 1 обертає пряму −𝑥1 +
2𝑥2 = 2 навколо точки (0; 1) так, що обрiзаються дробовi розв’язки. Пiсля
цього другий перерiз 𝑥1 + 𝑥2 = 2 обертає пряму 3𝑥1 + 2𝑥2 = 6 навколо
точки (2; 0) i завершує видалення дробових розв’язкiв. �

6.3. Запитання для перевiрки
1. Додатковi умови цiлочисельностi полегшують чи ускладнюють роз-

в’язання задачi лiнiйного програмування?
2. Яке значення 𝑧max бiльше: в задачi без умов цiлочисельностi чи в

тiй самiй задачi з умовами цiлочисельностi?
3. Як будуються перерiзи Ґоморi?
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7. Варiанти iндивiдуальних домашнiх
завдань

7.1. Графiчний метод
1. Розв’язати задачу графiчним методом. Якщо розв’язок неєдиний,

знайти всi розв’язки.
2. Розв’язати цю ж задачу з додатковими умовами цiлочисельностi

𝑥1, 𝑥2 графiчним методом.

Варiант 1
𝑧 = 6𝑥1 + 10𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 ≤ 5;

−3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 6;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 2
𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 5𝑥1 − 𝑥2 ≥ 10;

2𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 8;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 3
𝑧 = 2𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 3𝑥1 − 𝑥2 ≤ 3;

𝑥2 ≤ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 4
𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 9;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 5
𝑧 = 3𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎨⎩ −𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 4;

2𝑥1 − 𝑥2 ≤ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 6
𝑧 = 4𝑥1 + 3𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 2𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 10;

4𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 12;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 7
𝑧 = 6𝑥1 + 5𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 ≥ 4;

2𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 18;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 8
𝑧 = 3𝑥1 + 5𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 3𝑥1 − 2𝑥2 ≥ 6;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 9
𝑧 = 𝑥1 + 5𝑥2 → max;⎧⎨⎩ −𝑥1 + 𝑥2 ≤ 3;

5𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 20;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 10
𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 5𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 15;

𝑥2 ≤ 3;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 11
𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1;

5𝑥1 + 𝑥2 ≤ 1;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 12
𝑧 = 𝑥1 − 2𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≤ 8;

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 12;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 13
𝑧 = 𝑥1 + 3𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 2;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 14
𝑧 = 𝑥1 − 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4;

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 1;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 15
𝑧 = 3𝑥1 + 𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4;

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 6;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.
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Варiант 16
𝑧 = 4𝑥1 + 3𝑥2 → min;⎧⎨⎩ −𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3;

2𝑥1 − 𝑥2 ≥ 1;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 17
𝑧 = −𝑥1 + 4𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝑥2 ≥ 1;

−3𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 0;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 18
𝑧 = 4𝑥1 − 2𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2;

𝑥1 − 2𝑥2 ≤ 0;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 19
𝑧 = 5𝑥1 + 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 0;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 1;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 20
𝑧 = 5𝑥1 − 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≥ 1;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 21
𝑧 = 4𝑥1 − 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 1;

𝑥1 + 𝑥2 ≥ −1;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 22
𝑧 = 2𝑥1 + 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ −𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 5;

𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 10;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 23
𝑧 = 4𝑥1 + 2𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 11;

−2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 24
𝑧 = −𝑥1 − 𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 3𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 6;

𝑥1 + 4𝑥2 ≥ 4;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 25
𝑧 = 2𝑥1 + 3𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 − 𝑥2 ≥ −4;

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 8;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 26
𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 2𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 16;

𝑥1 + 3𝑥2 ≥ 9;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 27
𝑧 = −2𝑥1 + 𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 𝑥1 + 𝑥2 ≤ 5;

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 0;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 28
𝑧 = 4𝑥1 + 2𝑥2 → max;⎧⎨⎩ 2𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 16;

𝑥1 − 𝑥2 ≤ 3;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 29
𝑧 = 𝑥1 − 3𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2;

−𝑥1 + 𝑥2 ≥ 0;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 30
𝑧 = −𝑥1 − 𝑥2 → min;⎧⎨⎩ 3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 6;

−2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 2;
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0.

7.2. Симплекс-метод
При виготовленнi двох видiв продукцiї 𝐴 та 𝐵 використовують три

види ресурсiв. Для виготовлення одиницi продукцiї 𝐴 треба витратити 𝑎1
одиниць ресурсiв першого виду, 𝑎2 другого та 𝑎3 третього. На виготов-
лення одиницi продукцiї 𝐵 витрачається вiдповiдно 𝑏1 одиниць ресурсiв
першого виду, 𝑏2 другого та 𝑏3 третього. Усього в наявностi є 𝑃1 ресурсiв
першого виду, 𝑃2 другого та 𝑃3 третього. Прибуток вiд реалiзацiї оди-
ницi продукцiї 𝐴 складає 𝛼 грошових одиниць, а одиницi продукцiї 𝐵 —
𝛽 грошових одиниць. Скласти план виробництва продукцiї 𝐴 та 𝐵, який
забезпечує максимальний прибуток вiд їх реалiзацiї.

1. Побудувати математичну модель задачi.
2. Розв’язати задачу графiчним методом. Якщо розв’язок неєдиний,

знайти всi розв’язки.
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3. Розв’язати цю ж задачу симплекс-методом. Якщо розв’язок неєди-
ний, знайти всi розв’язки.

4. Сформулювати двоїсту задачу та знайти її розв’язок з розв’язку
початкової задачi, використовуючи теореми двоїстостi.

5. Розв’язати графiчним методом цю ж задачу з додатковою умовою
цiлочисельностi одиниць продукцiї 𝐴 та 𝐵.

№ варiанту 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝛼 𝛽

1 16 8 5 4 7 9 784 552 567 4 4

2 9 7 4 5 8 16 1431 1224 1328 3 2

3 12 10 3 3 5 6 684 690 558 6 2

4 8 7 4 3 6 9 864 864 945 2 3

5 15 11 9 4 5 10 1095 865 1080 3 2

6 6 5 3 3 10 12 714 910 940 3 9

7 11 8 5 3 4 3 671 588 423 5 2

8 9 6 3 4 7 8 801 807 768 3 2

9 3 4 3 5 8 11 453 616 627 2 5

10 10 5 4 9 11 15 1870 1455 1815 7 9

11 8 6 3 2 4 3 830 860 900 5 3

12 3 6 8 2 3 2 560 870 840 3 2

13 2 3 3 5 2 3 380 273 300 2 5

14 1 7 6 3 3 3 650 1365 1245 6 5

15 4 3 3 3 4 5 700 630 750 6 6

16 6 3 2 2 3 3 505 393 348 7 6

17 7 6 1 3 3 2 1365 1245 650 6 2

18 5 4 3 3 3 4 750 630 700 5 4

19 6 4 3 2 3 4 600 520 600 6 5

20 8 6 3 2 3 2 840 870 500 6 5

21 3 3 2 2 3 5 273 300 380 4 3

22 2 3 3 1 6 7 438 747 812 7 5
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№ варiанту 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑃1 𝑃2 𝑃3 𝛼 𝛽

23 4 3 2 3 4 6 480 444 546 2 4

24 4 3 3 3 4 5 440 393 450 6 6

25 2 3 2 3 6 8 428 672 672 3 8

26 5 3 6 10 12 3 910 948 714 9 3

27 9 6 3 4 7 8 945 864 864 3 2

28 4 3 3 8 11 5 616 627 453 2 5

29 3 6 9 8 7 4 768 807 801 3 2

30 4 3 3 3 4 5 440 393 450 6 5

7.3. Транспортна задача
Треба розвезти однорiдний товар з 𝑚 складiв в 𝑛 магазинiв. Запаси

товару на складах — це координати вектору 𝑎, потреби магазинiв — коор-
динати вектору 𝑏. Вартостi перевезення одиницi товару з 𝑖-го складу в 𝑗-й
магазин 𝑐𝑖𝑗 — це компоненти матрицi тарифiв перевезень 𝐶. Спланувати
перевезення таким чином, щоб транспортнi витрати були мiнiмальними.

1. Побудувати математичну модель задачi.
2. Побудувати початковий допустимий опорний план за допомогою

якогось методу (на вибiр студента).
3. Розв’язати транспортну задачу. Якщо розв’язок неєдиний, знайти

один будь-який розв’язок.

Варiант 1
𝑎 = {120; 150; 100} ;
𝑏 = {80; 65; 90; 60; 70} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 4 15 9 14
11 2 7 3 10
4 5 12 8 17

⎞⎠ .

Варiант 2
𝑎 = {150; 170; 260} ;
𝑏 = {100; 90; 160; 150; 80} ;

𝐶 =

⎛⎝ 2 10 15 14 4
3 7 12 5 8
1 18 6 13 16

⎞⎠ .

Варiант 3
𝑎 = {120; 180; 230} ;
𝑏 = {70; 120; 105; 125; 110} ;

𝐶 =

⎛⎝ 14 8 17 5 3
21 10 7 11 6
3 5 8 4 9

⎞⎠ .

Варiант 4
𝑎 = {175; 165; 180} ;
𝑏 = {90; 120; 110; 130; 70} ;

𝐶 =

⎛⎝ 12 9 7 11 6
4 3 12 2 8
5 17 9 4 11

⎞⎠ .
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Варiант 5
𝑎 = {260; 400; 240} ;
𝑏 = {180; 200; 190; 230; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 3 8 7 11 15
14 3 1 8 6
9 5 16 7 12

⎞⎠ .

Варiант 6
𝑎 = {260; 300; 270} ;
𝑏 = {120; 230; 190; 160; 120} ;

𝐶 =

⎛⎝ 2 4 11 5 3
8 17 13 7 6
14 10 5 8 9

⎞⎠ .

Варiант 7
𝑎 = {370; 450; 480} ;
𝑏 = {300; 280; 330; 290; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 21 18 14 3 6
7 11 10 5 12
4 8 16 9 13

⎞⎠ .

Варiант 8
𝑎 = {560; 570; 620} ;
𝑏 = {300; 220; 230; 270; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 4 15 7 2
20 9 7 14 5
18 10 3 8 6

⎞⎠ .

Варiант 9
𝑎 = {350; 350; 300} ;
𝑏 = {180; 220; 230; 270; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 10 4 15 7 2
20 9 7 14 5
18 10 3 8 6

⎞⎠ .

Варiант 10
𝑎 = {400; 370; 380} ;
𝑏 = {250; 200; 290; 260; 150} ;

𝐶 =

⎛⎝ 2 4 5 11 3
12 8 6 14 11
10 15 7 9 18

⎞⎠ .

Варiант 11
𝑎 = {300; 150; 250} ;
𝑏 = {160; 120; 100; 140; 180} ;

𝐶 =

⎛⎝ 20 3 9 15 35
14 10 12 20 46
25 11 16 19 48

⎞⎠ .

Варiант 12
𝑎 = {180; 100; 120} ;
𝑏 = {100; 60; 90; 70; 80} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 3 9 15 35
3 10 12 20 46
15 11 16 19 48

⎞⎠ .

Варiант 13
𝑎 = {250; 125; 225} ;
𝑏 = {120; 110; 85; 135; 150} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 20 9 15 35
3 14 12 20 46
15 25 16 19 48

⎞⎠ .

Варiант 14
𝑎 = {200; 100; 200} ;
𝑏 = {80; 100; 70; 130; 120} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 20 3 15 35
3 14 10 20 46
15 25 11 19 48

⎞⎠ .

Варiант 15
𝑎 = {220; 120; 160} ;
𝑏 = {70; 110; 80; 100; 140} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 20 3 9 35
3 14 10 12 46
15 25 11 16 48

⎞⎠ .

Варiант 16
𝑎 = {210; 140; 150} ;
𝑏 = {80; 120; 90; 110; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 7 3 9 15
12 3 14 12 20
18 15 25 16 19

⎞⎠ .
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Варiант 17
𝑎 = {170; 120; 110} ;
𝑏 = {90; 70; 90; 80; 70} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 20 3 9 15
3 14 10 12 20
15 25 11 16 19

⎞⎠ .

Варiант 18
𝑎 = {250; 300; 150} ;
𝑏 = {140; 160; 100; 120; 180} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 7 20 9 15
12 3 14 12 20
18 15 25 16 19

⎞⎠ .

Варiант 19
𝑎 = {225; 250; 125} ;
𝑏 = {120; 150; 110; 135; 85} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 7 20 3 15
12 3 14 10 20
18 15 25 11 19

⎞⎠ .

Варiант 20
𝑎 = {150; 200; 150} ;
𝑏 = {80; 110; 60; 140; 110} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 20 3 9 15
12 14 10 12 20
18 25 11 16 19

⎞⎠ .

Варiант 21
𝑎 = {560; 570; 620} ;
𝑏 = {300; 220; 230; 270; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 11 4 15 7 2
20 9 7 14 5
18 10 3 8 6

⎞⎠ .

Варiант 22
𝑎 = {180; 160; 140; 220} ;
𝑏 = {150; 250; 120; 180} ;

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
18 2 3 12
3 4 8 7
4 5 6 12
7 1 5 6

⎞⎟⎟⎠ .

Варiант 23
𝑎 = {120; 280; 160} ;
𝑏 = {130; 220; 140; 70} ;

𝐶 =

⎛⎝ 1 7 9 5
4 2 6 8
3 8 1 2

⎞⎠ .

Варiант 24
𝑎 = {50; 30; 10} ;
𝑏 = {30; 30; 10; 40} ;

𝐶 =

⎛⎝ 1 2 4 1
2 3 1 5
3 2 4 4

⎞⎠ .

Варiант 25
𝑎 = {510; 90; 120} ;
𝑏 = {270; 140; 200; 110} ;

𝐶 =

⎛⎝ 1 4 7 3
5 6 8 9
7 2 4 8

⎞⎠ .

Варiант 26
𝑎 = {280; 175; 125; 130} ;
𝑏 = {90; 180; 310; 130} ;

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
4 5 3 7
7 6 2 9
1 3 9 8
2 4 5 6

⎞⎟⎟⎠ .

Варiант 27
𝑎 = {200; 270; 130} ;
𝑏 = {120; 80; 240; 160} ;

𝐶 =

⎛⎝ 2 4 7 9
5 1 8 12
11 6 4 3

⎞⎠ .

Варiант 28
𝑎 = {115; 175; 130} ;
𝑏 = {70; 220; 40; 30; 60} ;

𝐶 =

⎛⎝ 4 5 2 8 6
3 1 9 7 3
9 6 7 2 1

⎞⎠ .
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Варiант 29
𝑎 = {180; 350; 20} ;
𝑏 = {110; 90; 120; 80; 150} ;

𝐶 =

⎛⎝ 7 12 4 6 5
1 8 6 5 3
6 13 8 7 4

⎞⎠ .

Варiант 30
𝑎 = {140; 180; 160} ;
𝑏 = {60; 70; 120; 130; 100} ;

𝐶 =

⎛⎝ 2 3 4 2 4
8 4 1 4 1
9 7 3 7 2

⎞⎠ .

7.4. Задача про призначення
1. Сформулювати задачу про призначення.
2. При вивченнi теорiї графiв розв’язати її, звiвши до задачi про мак-

симальне зважене паросполучення на повному дводолевому графi.

Варiант 1

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
8 3 2 11 5 11
10 8 11 8 8 8
15 6 2 4 11 13
15 4 12 9 7 8
8 10 12 5 2 13

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 2

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
6 12 3 2 14 14
15 13 1 9 15 8
14 2 15 14 9 7
6 11 1 6 14 9
8 8 5 15 15 8

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 3

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
15 7 7 4 3 13
11 8 13 8 9 4
9 3 1 11 10 4
7 10 9 2 3 1
7 8 3 11 1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 4

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
15 15 1 8 13 4
13 13 10 1 6 14
11 6 10 4 9 15
13 5 11 6 15 2
4 13 2 8 13 12

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 5

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
3 7 6 8 9 3
14 10 3 9 14 12
11 7 4 9 4 5
14 14 12 14 3 8
10 14 10 6 12 13

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 6

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
10 2 14 1 8 2
6 13 4 14 11 6
4 4 12 1 11 10
12 15 6 4 14 13
7 2 9 3 8 6

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 7

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
5 11 8 12 4 11
1 13 11 15 2 14
8 10 5 2 13 3
6 10 15 8 15 4
6 11 1 12 7 13

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 8

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
6 5 15 11 7 2
12 10 2 2 15 8
1 1 3 14 7 9
8 2 14 5 5 9
8 6 10 15 10 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Варiант 9

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 7 1 14 10 4
8 1 13 7 9 9
11 6 2 7 1 12
1 15 12 15 8 4
4 12 15 6 12 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 10

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
9 7 11 4 2 7
10 2 7 10 13 5
7 14 11 4 12 5
5 1 6 7 5 5
4 15 13 6 8 9

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 11

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
8 5 15 3 13 1
5 12 10 3 15 9
4 9 14 14 8 7
5 1 12 2 6 6
14 1 13 5 4 8

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 12

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
11 4 4 15 9 5
15 14 3 1 11 14
2 1 9 10 8 1
11 15 14 2 6 4
9 10 5 12 12 12

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 13

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
6 1 11 15 3 2
14 8 13 13 3 4
1 10 12 8 1 15
8 5 3 10 9 12
3 6 3 13 6 5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 14

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 13 8 9 14 11
11 3 9 15 9 13
15 14 4 1 7 1
8 15 4 6 7 13
13 7 6 14 12 12

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 15

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
15 8 12 7 13 6
12 15 8 7 4 5
2 6 5 6 13 8
8 12 2 10 6 6
9 13 3 11 14 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 16

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
5 8 14 8 5 9
9 7 1 11 8 6
1 6 4 4 13 6
1 6 12 3 14 5
5 4 12 2 15 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 17

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
5 11 3 8 11 14
11 12 7 4 8 4
13 10 13 12 8 5
11 15 12 13 11 9
12 8 13 2 15 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 18

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
9 7 2 11 10 12
9 13 9 15 14 8
12 8 13 5 15 5
2 12 13 14 5 13
9 7 13 15 2 11

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 19

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 6 5 13 15 10
11 14 11 9 6 10
6 7 6 8 8 14
4 6 9 8 4 9
14 1 7 2 9 9

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 20

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
12 4 9 7 13 10
6 6 4 15 5 3
6 12 11 11 1 6
14 5 9 5 2 6
13 15 13 2 6 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Варiант 21

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
5 15 9 12 13 3
14 2 12 11 11 3
7 8 8 13 11 13
8 15 2 9 5 8
11 4 10 5 14 3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 22

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 15 3 3 3 2
7 11 13 12 11 8
11 15 8 5 12 4
4 7 10 10 2 2
5 12 7 13 15 6

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 23

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 9 12 5 8 4
15 8 9 4 2 1
13 12 3 14 11 10
15 1 7 8 9 2
10 1 9 11 8 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 24

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 10 6 2 6 4
4 10 8 7 4 13
13 5 10 12 15 14
6 3 12 2 3 6
13 9 9 14 9 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 25

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
13 10 8 5 4 8
4 1 3 4 3 10
13 13 13 11 13 12
4 15 2 10 4 4
6 3 8 15 6 9

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 26

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
10 11 7 13 14 12
5 12 3 8 10 11
6 11 14 1 3 13
7 7 15 12 15 4
2 6 8 9 15 8

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 27

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
7 15 4 10 15 11
5 8 1 14 7 5
15 7 5 2 9 3
2 9 5 6 11 13
6 15 15 4 12 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 28

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
14 10 11 12 6 4
1 8 10 5 8 4
5 10 14 13 4 6
14 4 15 10 3 13
10 9 4 1 4 6

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 29

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
10 15 4 12 14 8
3 13 8 2 14 10
2 14 1 1 15 11
6 8 12 1 11 11
7 9 6 3 6 14

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Варiант 30

𝐶 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
4 6 5 2 8 13
14 11 6 5 11 14
14 2 8 2 4 14
3 2 9 5 6 12
13 11 7 10 4 10

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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