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ВВЕДЕНИЕ 

 

Дифференциальные уравнения находят применение в математике, 

информатике, физике, химии, технике, биологии, экономике. Диффе-

ренциальные уравнения и их системы лежат в основе математических 

моделей, применяемых для анализа реальных динамических объектов 

и систем управления. Теория дифференциальных уравнений является 

основой других учебных дисциплин. 

Курс лекций по дисциплине «Дифференциальные уравнения», ко-

торый в течение ряда лет читался автором на факультете управления и 

информатики НТУ «ХПИ» для студентов специальностей «Информа-

тика», «Социальная информатика», «Системный анализ и управле-

ние», рассчитан на один семестр, в котором изучаются разделы «Диф-

ференциальные уравнения первого порядка», «Дифференциальные 

уравнения высших порядков», «Системы дифференциальных уравне-

ний». В предлагаемом пособии, соответствующему второму модулю 

курса «Дифференциальные уравнения», рассмотрены теория и методы 

решения дифференциальных уравнений высших порядков. Приведены 

основные понятия теории дифференциальных уравнений высших по-

рядков. Рассмотрены вопросы существования и единственности реше-

ния уравнений высших порядков. Изложена теория решения однород-

ных и неоднородных линейных дифференциальных уравнений высших 

порядков. Даны задания для практических занятий и самостоятельной 

работы студентов. 

Особенностью пособия является более детальная структура раз-

дела «Дифференциальные уравнения высших порядков» по сравнению 

с большинством учебно-методических изданий. Приводятся примеры 

решения всех типов рассмотренных уравнений высших порядков. 

Для усвоения материала достаточно владения стандартными кур-

сами математического анализа, аналитической геометрии и линейной 

алгебры. 
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1. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Данный раздел посвящен определению тех основных понятий, ко-

торые будут изучаться в дальнейшем. Что такое дифференциальное 

уравнение высшего порядка, что называется его общим и частным ре-

шениями, как много этих решений существует – таковы главные во-

просы, на которые дается ответ в этом разделе. Количество решений 

определяется теоремой Коши о существовании и единственности ре-

шения, которая здесь не доказывается, а только формулируется. На 

простейшем примере дифференциального уравнения второго порядка 

рассматривается вид его общего решения и принципы доказательства 

того, что полученное решение действительно является общим решени-

ем. Этот материал позволит лучше понять доказательство теорем в 

последующих разделах. 

 

1.1. Дифференциальные уравнения высших порядков 

 

Будем рассматривать обыкновенные дифференциальные уравне-

ния порядка выше первого. В общем случае обыкновенное дифферен-

циальное уравнение n -го порядка 

 0)...,,,,,( )(  nyyyyxF  (1.1) 

содержит независимую переменную x , неизвестную функцию 

)(xyy   и еѐ производные )(xyy  , )(xyy  , …, )()()( xyy nn  . 

Здесь F  – заданная функция 2n  переменных, причем 1n . 

Решением дифференциального уравнения (1.1) называется такая 

функция )(xy   независимой переменной x , n  раз дифференцируе-

мая, что при подстановке ее вместо y  в уравнение (1.1) получается 

тождество по x . 
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Если дифференциальное уравнение (1.1) может быть разрешено 

относительно старшей производной )(ny , то оно записывается в виде 

 ),...,,,,( )1()(  nn yyyyxfy . (1.2) 

Такое уравнение называется дифференциальным уравнением, разре-

шенным относительно старшей производной. 

Пусть при интегрировании дифференциального уравнения n -го 

порядка (1.1) или (1.2) получено дифференциальное уравнение поряд-

ка 1n  вида 

 0),...,,,,,( )1(   CyyyyxF n , (1.3) 

где C  – произвольная постоянная. Если уравнение (1.3) имеет все те 

же решения, что и исходное дифференциального уравнение, то оно 

называется первым интегралом исходного уравнения. 

Рассмотрим простейшее дифференциальное уравнение второго 

порядка 

 0y . (1.4) 

Интегрируя это равенство, имеем уравнение первого порядка 

 1Cy  , (1.5) 

где 1C  – произвольная постоянная. Это и есть первый интеграл исход-

ного уравнения (1.4). Повторно интегрируя равенство (1.5), получим 

функцию 

 21 CxCy  , (1.6) 

где 2C  – еще одна произвольная постоянная. Это есть общий интеграл 

дифференциального уравнения (1.4). 

Найденная функция (1.6) является решением дифференциального 

уравнения (1.4), поскольку при ее подстановке в это уравнение и диф-

ференцирования мы получаем тождество 00  . 
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1.2. Общее и частное решения уравнения высшего порядка 

 

Полученная функция (1.6) является решением дифференциально-

го уравнения (1.4), поскольку при ее подстановке в это уравнение мы 

получили тождество 00  . Более того, функция (1.6) определяет мно-

жество всех возможных решений уравнения (1.4), поэтому (1.6) явля-

ется общим решением этого уравнения. Таким образом, общее реше-

ние дифференциального уравнения второго порядка содержит две 

произвольные постоянные 1C  и 2C , то есть является двухпараметри-

ческим. 

Для определения частного решения по данному общему решению 

уже недостаточно одной точки ),( 00 yx , соответствующей начальному 

условию, а необходимо также задавать угловой коэффициент наклона 

интегральной кривой в этой точке, то есть необходимо задавать два 

начальных условия: 

 00
yy xx  ,     00

yy xx   . 

Общее решение дифференциального уравнения n -го порядка 

(1.1) или (1.2) имеет вид 

 ),,,,( 21 nCCCxy  , (1.7) 

где 1C , 2C , …, nC  – произвольные постоянные. Их число всегда рав-

но порядку дифференциального уравнения. 

Произвольные постоянные 1C , 2C , …, nC  должны быть незави-

симыми. Например, выражение 2
1

Cx
eC


 содержит две произвольные 

постоянные, но они не независимы, так как 

 
xxCCx

CeeeCeC 


)( 22
11 . 

Так что выражение 2
1

Cx
eC


 фактически содержит одну постоянную. 

Аналогично выражение 
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 xCCxC cos)2(sin 321   

фактически содержит две произвольные постоянные, так как 

CCC  32 2 . 

В выражении же 21 CxC   произвольные постоянные 1C  и 2C  не-

зависимы. 

Возьмем общее решение уравнения (1.2), которое дается форму-

лой (1.7), и придадим произвольным постоянным 1C , 2C , …, nC  не-

которые конкретные значения 
1C , 

2C , …, 
nC . Получим конкретное 

решение 

 ),,,,()( 21
 nCCCxxy  . (1.8) 

Это решение уравнения (1.2) называется частным решением. 

Для нахождения конкретного частного решения из общего реше-

ния задают начальные условия: 

   00
yy xx  ,  00

yy xx   ,  00
yy xx   ,  …,  

)1(
0

)1(

0




 
n

xx
n yy . (1.9) 

Число начальных условий всегда равно порядку дифференциаль-

ного уравнения. 

Дадим в заключение полное формальное определение общего ре-

шения дифференциального уравнения n -го порядка. 

Функция (1.7) называется общим решением дифференциального 

уравнения (1.2), если: 

1) при любых конкретных 
 11 CC , 

 22 CC , …, 
 nn CC  функция 

(1.8) удовлетворяет этому уравнению; 

2) для любых допустимых начальных условий (1.9) возможно од-

нозначно определить значения произвольных постоянных 

1C , 


2C , …, 


nC . 

П р и м е р  1 . 1 .  Доказать, что функция 

 21 CxCy   
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является общим решением дифференциального уравнения 

 0y . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим выполнение двух условий об-

щего решения. 

1. Докажем, что функция 21)( CxCx   является решением 

уравнения 0y  при любых 1C  и 2C . Имеем: 

 1)( Cx  ,     0)(  x . 

Подставляя вторую производную )(x  в уравнение 0y , получим 

тождество 00  . 

2. Покажем, что для любых начальных условий 

 00
yy xx  ,     00

yy xx    

значения произвольных постоянных 1C  и 2C  возможно определить 

однозначно. Подставляя начальные условия в выражения для y  и y  

имеем систему уравнений: 

 










.

,

01

0201

yC

yCxC
 

Решая эту систему, получим: 

 01 yC  ,     0002 yxyC  . 

То есть при любых значениях 0x , 0y  и 0y  произвольные постоянные 

1C  и 2C  определяются однозначно. 

Тем самым доказано, что функция 21 CxCy   является общим 

решением дифференциального уравнения 0y . 
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1.3. Теорема Коши для дифференциальных уравнений 

высших порядков 

 

Условия существования и единственности частного решения 

дифференциального уравнения (1.2) при начальных условиях (1.8) да-

ѐтся теоремой Коши. 

Т е о р е м а  К о ш и . Если правая часть дифференциального 

уравнения n -го порядка вида (1.2) непрерывна как функция 1n  аргу-

ментов в некоторой окрестности   точки )...,,,,(
)1(

00000
 n

yyyxM , 

то найдется интервал ],[ 00 hxhx   независимой переменной x , на 

котором существует решение уравнения (1.2), удовлетворяющее на-

чальным условиям (1.8). Если при этом функция ),...,,,( )1(  nyyyxf  

имеет ограниченные частные производные 

 
y

f




,     

y

f




,     …,     

)1( 


ny

f
 

в области  , то такое решение единственно. 

Для случая 2n  область  , используемая в теореме Коши, при-

надлежит трѐхмерному пространству. 

Задача, состоящая в решении уравнения (1.2) при начальных ус-

ловиях (1.9) называется задачей Коши для дифференциального уравне-

ния n -го порядка. 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Запишите обыкновенное дифференциальное уравнение n -го 

порядка в общем виде и раскройте смысл всех входящих в уравнение 

величин. 

2. Как определяется порядок дифференциального уравнения? 

3. Дать определение решения дифференциального уравнения. 

4. Записать дифференциальное уравнение n -го порядка, разре-
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шенное относительно производной. 

5. Дать определение первого интеграла дифференциального урав-

нения. 

6. Привести простейший пример дифференциального уравнения 

второго порядка, разрешенного относительно производной, и предста-

вить решение такого уравнения. 

7. Сколько произвольных постоянных содержит общее решение 

дифференциального уравнения второго порядка? 

8. Раскрыть геометрический смысл начального условия диффе-

ренциального уравнения второго порядка. 

9. Объяснить назначение начальных условий дифференциального 

уравнения. 

10. В каком виде представляется общее решение дифференциаль-

ного уравнения n -го порядка? 

11. Сколько произвольных постоянных содержит общее решение 

дифференциального уравнения n -го порядка? 

12. Каким свойством должны обладать произвольные постоянные 

в общем решении дифференциального уравнения n -го порядка? 

13. Дать определение частного решения дифференциального 

уравнения n -го порядка. 

14. Сколько начальных условий необходимо задавать для получе-

ния частного решения дифференциального уравнения n -го порядка? 

15. Дать формальное определение общего решения дифференци-

ального уравнения n -го порядка. 

16. Как определяются условия существования и единственности 

решения дифференциального уравнения n -го порядка? 

17. Сформулировать теорему Коши для дифференциального урав-

нения n -го порядка. 

18. Записать задачу Коши для дифференциального уравнения n -

го порядка. 

 

  



 13 

 
2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ 

ПОРЯДКА 

 

Не существует общих методов интегрирования дифференциаль-

ных уравнений высших порядков произвольного вида. В этом разделе 

излагаются основные виды дифференциальных уравнений, в которых 

допускается понижение порядка уравнения, что позволяет уравнение 

высшего порядка свести к уравнению первого порядка. При изучении 

раздела основное внимание следует уделять правильному определе-

нию вида уравнения, от которого зависит способ его решения. 

Рассматриваются следующие случаи: дифференциальное уравне-

ние разрешено относительно старшей производной неизвестной функ-

ции и не содержит ни самой функции, ни ее остальных производных; 

уравнение не содержит неизвестную функцию и ее младшие произ-

водные; уравнение не содержит независимую переменную; уравнение 

однородно относительно искомой функции и ее производных; уравне-

ние приводится к точным производным. Для всех рассмотренных слу-

чаев даны примеры уравнений с их решениями. Приводятся примеры 

для аудиторного практического занятия и самостоятельной работы. 

 

2.1. Уравнения, не содержащие искомую функцию и ее 

младшие производные 

 

В общем случае обыкновенное дифференциальное уравнение n -

го порядка 

 0)...,,,,,( )(  nyyyyxF  (2.1) 

содержит независимую переменную x , неизвестную функцию 

)(xyy   и еѐ производные )(xyy  , )(xyy  , …, )()()( xyy nn  . 

Существуют частные случаи дифференциальных уравнений, допус-
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кающие понижение порядка и тем самым сводящие сложную задачу 

интегрирования дифференциального уравнения высокого порядка к 

более простой задаче интегрирования уравнения низкого порядка. 

Рассмотрим дифференциальные уравнения, не содержащие иско-

мую функцию и ее младшие производные. Пусть дифференциальное 

уравнение n -го порядка не содержит y , y , y  , …, )1( ny  и имеет 

вид 

 )()( xfy n  , (2.2) 

где )(xf  – известная непрерывная функция, интегрируемая в квадра-

турах. Учитывая, что )( )1()(  nn yy , и интегрируя по x  левую и пра-

вую части уравнения (2.2), имеем 

  
1

)1( )( Cdxxfy n , 

где 1C  – произвольная постоянная. 

Повторяя процесс интегрирования, получим: 

    
21

)2( )( CxCdxdxxfy n , 

    32

2

1
)3(

2
)( CxC

x
Cdxdxdxxfy n    


, 

   

    nn

nn

CxC
n

x
C

n

x
Cdxdxdxdxxfy 





 



    1

2

2

1

1 ...
)!2()!1(

...)(... . 

Таким образом, дифференциальное уравнение n -го порядка (2.2) 

имеет общее решение, содержащее n  произвольных постоянных 1C , 

2C , …, nC . Этот факт относится ко всем уравнениям n -го порядка. 

П р и м е р  2 . 1 .  Найти общее решение уравнения 

 xy 6 . 
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Р е ш е н и е .  Интегрируя это уравнение, имеем: 

 1
236 Cxdxxy   ,     21

3
1

2 )3( CxCxdxCxy   . 

Пусть теперь дифференциальное уравнение n -го порядка (2.1) не 

содержит y , y , y  , …, )1( ky , где nk  , а имеет вид 

 0)...,,,,( )()1()(  nkk yyyxF . (2.3) 

В этом случае положим 
)(kyp  , где )(xpp   – новая неизвест-

ная функция. Тогда имеем: 

 py k  )1( ,     py k  )2( ,     …,     )()( knn py  . 

Исходное уравнение примет вид 

 0)...,,,,( )(  knpppxF . 

Таким образом, порядок исходного дифференциального уравнения 

(2.3) понижен на k . Пусть его решение имеет вид 

 )...,,,,( 21 knCCCxgp  . 

Поскольку 
)(kyp  , то, интегрируя полученное для p  решение, имеем 

 121
)1( )...,,,,( 

   knkn
k CdxCCCxgy . 

Продолжая этот процесс, получим искомое решение y . 

П р и м е р  2 . 2 .  Найти общее решение уравнения 

 x
x

y
y 


 . 

Р е ш е н и е .  Полагая py  , придем к уравнению 

 x
x

p
p  . 
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Это линейное уравнение первого порядка. Интегрируя соответст-

вующее однородное уравнение, имеем: 

 0
x

u
u ,    

x

u

dx

du
 ,    

x

dx

u

du
 ,    Cxu lnlnln  ,    Cxu  . 

Поэтому полагаем 

 xxCp )( . 

Получим: 

 xxxC  )( ,     1)(  xC ,     1)( CxxC  . 

Таким образом, 

 xCxp )( 1 , 

то есть 

 xCxy 1
2  . 

Значит 

 2

2

1

3

23
C

x
C

x
y  . 

 

2.2. Уравнение, не содержащее независимую переменную 

 

Пусть дифференциальное уравнение n -го порядка (2.1) не содер-

жит переменную x , то есть имеет вид 

 0)...,,,,( )(  nyyyyF . (2.4) 

Порядок этого уравнения можно понизить на единицу подстанов-

кой py  , где )(ypp   – новая неизвестная функция, а y  принима-

ется за независимую переменную. В этом случае все производные 

kk dxyd , nk ,1 , выражаются через производные функции p  по y : 

 )(yp
dx

dy
 ,        

dy

dp
p

dx

dy
yp

dy

d
yp

dx

d

dx

dy

dx

d

dx

yd









 )()(

2

2

, 
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2

2
2

2

2

2

3

3

dy

pd
p

dy

dp
p

dx

dy

dy

dp
p

dy

d

dy

dp
p

dx

d

dx

yd

dx

d

dx

yd










































 ,   … . 

Таким образом, любая производная )(ky  выражается через произ-

водные от p  по y  порядка не выше 1k , что и приводит к пониже-

нию порядка уравнения (2.4) на единицу. 

П р и м е р  2 . 3 .  Найти общее решение уравнения 

 022  yyy . 

Р е ш е н и е .  Полагая py  , определим 

 
dy

dp
py  . 

Тогда получим уравнение первого порядка 

 022 
dy

dp
ypp , 

то есть при 0p  

 02 
dy

dp
yp . 

Отсюда 

 
y

p

dy

dp

2
 ,     

y

dy

p

dp

2
 ,     1lnln

2

1
ln Cyp  ,     

y

C
p 1 . 

Поскольку yp  , то 

 
y

C

dx

dy 1 ,     dxCdyy 1 ,     21
3

2
CxCyy  . 

Окончательно получим общее решение 

 
2

21
3 )( CxCy  . 
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Пусть теперь 0p . Тогда 0y , а это значит, что Cy  . Одна-

ко, это решение содержится в полученном общем решении исходного 

уравнения при 01 C . Следовательно, при сокращении на p  потери 

решения не происходит. 

 

2.3. Уравнение, однородное для искомой функции и ее 

производных 

 

Пусть дифференциальное уравнение (2.1) имеет вид 

 0),,,(  yyyxF , (2.5) 

где F  – однородная функция относительно y , y , y  . Для такой 

функции при любом допустимом t  справедливо тождество 

 ),,,(),,,( yyyxFtytyttyxF m  . (2.6) 

В этом случае положим yyz  , где )(xzz   – новая неизвестная 

функция. Тогда yzy  , и отсюда для второй производной получим: 

 zyzyy  ,     zyyzy  2
, 

то есть 

 )( 2 zzyy  . 

Подставляя выражения для y  и y   в исходное дифференциальное 

уравнение (2.5), получим 

 0))(,,,( 2  zzyyzyxF . 

В силу свойства однородности (2.6) имеем 

 0),,1,( 2  zzzxFym
. 

Сокращая это равенство на 
my , получим 
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 0),,1,( 2  zzzxF , 

то есть придѐм к дифференциальному уравнению первого порядка 

 0),,(1 zzxF . 

Пусть ),( 1Cxgz   – его общее решение. Это значит, что 

 ),( 1Cxg
y

y



. 

Интегрируя это равенство, имеем 

 21 ln),(ln CdxCxgy   . 

Поэтому общее решение исходного дифференциального уравне-

ния (2.6) 

 
dxCxg

eCy 
),(

2
1 . 

П р и м е р  2 . 4 .  Найти общее решение уравнения 

 yyyxyxy  32
. 

Р е ш е н и е .  Это уравнение однородно относительно y , y , y  , 

поскольку для него выполняется свойство (2.6) при 2m . Поэтому 

полагаем: 

 yzy  ,     )( 2 zzyy  . 

Подставляя эти выражения в исходное дифференциальное уравнение, 

получим 

 zyzxyzzxy 22222 3)(  . 

Сокращая это уравнение на 
2y , имеем 

 zxzzzx 3)( 22  , 
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то есть 

 22
3

zz
x

z  . 

Это уравнение Бернулли. Разделим его на 
2z  и получим 

 2
13

2





zxz

z
. 

Обозначая zw 1 , придем к линейному уравнению 

 2
3

 w
x

w . 

Запишем для него однородное уравнение 

 0
3

 u
xdx

du
. 

Решая это уравнение, получим: 

 
x

dx

u

du 3
 ,     Cxu lnln3ln  ,     

3x

C
u  . 

Решение линейного уравнения ищем в виде 

 
3

)(

x

xC
w  . 

Подстановка в это уравнение дает: 

 2
)(

3




x

xC
,     

32)( xxC  ,     1

4

2
)( C

x
xC  . 

Следовательно, 

 
3

1
4

3

1

2

2

2 x

Cx

x

Cx
w


 ,     

1
4

3

2

21

Cx

x

w
z


 . 
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Для исходной функции y  имеем дифференциальное уравнение перво-

го порядка с разделяющимися переменными 

 

1
4

3

2

2

Cx

x

y

y





. 

Интегрируя это уравнение, получим 

 21
4 ln

2

1
2ln

2

1
ln CCxy  , 

откуда 

 )2( 1
4

2 CxCy  . 

Окончательно запишем общее решение в виде 

 )2( 1
4

2
2 CxCy  . 

 

2.4. Уравнения, приводящиеся к точным производным 

 

Пусть левая часть дифференциального уравнения (2.1) является 

точной производной по независимой переменной x  некоторой функ-

ции )...,,,,,( )1(  nyyyyx . В этом случае порядок этого уравнения 

понижается на единицу. Действительно, уравнение (2.1) можно пере-

писать в виде 

 0)...,,,,,( )1(  nyyyyx
dx

d
. 

Следовательно, если функция )(xy  является решением такого диффе-

ренциального уравнения, то производная по переменной x  от функ-

ции )...,,,,,( )1(  nyyyyx  тождественно равна нулю. Значит, сама 

функция )...,,,,,( )1(  nyyyyx  равна постоянной величине, и мы 

получим первый интеграл 



 22 

 Cyyyyx n   )...,,,,,( )1( . 

Таким образом, задача свелась к интегрированию уравнения по-

рядка 1n , содержащего одну произвольную постоянную. 

П р и м е р  2 . 5 .  Найти общее решение уравнения 

 02  yyy . 

Р е ш е н и е .  Левая часть этого уравнения является точной произ-

водной от функции yy  . Имеем: 

 0)( yy
dx

d
,     1Cyy  ,     1C

dx

dy
y  , 

 dxCydy 1 ,     
22

2
1

2 C
xC

y
 . 

Общее решение запишем в виде 

 21
2 2 CxCy  . 

П р и м е р  2 . 6 .  Найти общее решение уравнения 

 02  yyy . 

Р е ш е н и е .  В этом примере левая часть становится точной про-

изводной после деления уравнения на 2y . Имеем: 

 0
2

2




y

yyy
     0







 

y

y

dx

d
,     1C

y

y



, 

 dxC
y

dy
1 ,     21 lnln CxCy  . 

Окончательно 

 
xC

eCy 1
2 . 
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Практическое занятие 

 

Т е м а  з а н я т и я .  

Дифференциальные уравнения, допускающие понижение поряд-

ка. 

Ц е л ь  з а н я т и я .  

Изучить методы решения дифференциальных уравнений, допус-

кающих понижение порядка. 

А у д и т о р н о е  з а н я т и е .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) xxy sin ;   2) xyy  ; 

3) 01)1( 22  yyx ;  4) 12 2  yyyx ; 

5) yyy  21 2 ;   6) 0
1

2 2 


 y
y

y ; 

7) 
22 432 yyyy  ;  8) yyyyy  22

. 

С а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) xy ln ;   2) yyx  ; 

3) x
x

y
y 


 ;   4) 

x

y
yyx


 ln ; 

5) 02 2  yyy ;   6) 02  yyy ; 

7) 
2yyy  ;   8) 

2ln yyyyyy  . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Существуют ли общие методы интегрирования дифференци-

альных уравнений высших порядков произвольного вида? 

2. Что дает понижение порядка дифференциального уравнения 

для его решения? 

3. Записать общий вид дифференциального уравнения n -го по-
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рядка, разрешенного относительно старшей производной неизвестной 

функции и не содержащего ни самой функции, ни ее остальных произ-

водных. Как интегрируется такое уравнение? 

4. Записать общий вид дифференциального уравнения n -го по-

рядка, не содержащего искомой функции с ее младшими производны-

ми. 

5. Описать решение дифференциального уравнения n -го порядка, 

не содержащего искомой функции с ее младшими производными. 

6. Привести общий вид дифференциального уравнения n -го по-

рядка, не содержащего независимую переменную. 

7. Как решается дифференциальное уравнение n -го порядка, не 

содержащее независимую переменную? 

8. Записать общий вид дифференциального уравнения второго 

порядка, однородного относительно искомой функции с ее производ-

ными. 

9. Описать решение дифференциального уравнения второго по-

рядка, однородного относительно искомой функции с ее производны-

ми. 

10. Как решаются дифференциальные уравнения, приводящиеся к 

точным производным? 
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3. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

 

В данном разделе излагается общая теория линейных дифферен-

циальных уравнений, которые встречаются во многих приложениях. 

Рассматриваются общий вид линейных дифференциальных уравнений 

и применение к этим уравнениям теоремы Коши, виды однородных и 

неоднородных линейных уравнений. Вводится понятие линейного 

дифференциального оператора, доказываются его свойства. Даются 

определения линейно зависимых и линейно независимых функций, 

рассматривается определитель Вронского для системы функций. 

 

3.1 Линейные дифференциальные уравнения высших 

порядков 

 

Дифференциальное уравнение n -го порядка называется линей-

ным, если неизвестная функция и все ее производные входят в уравне-

ние линейно, то есть если уравнение имеет вид 

)()()(...)()()( 1
)2(

2
)1(

1
)(

0 xgyxayxayxayxayxa nn
nnn  


, (3.1) 

где )(0 xa , )(1 xa , )(2 xa , …, )(xan  – некоторые функции независимой 

переменной, называемые коэффициентами дифференциального урав-

нения, а функция )(xg  называется правой частью. Пусть все функции 

)(xak , nk ,0 , )(xg  непрерывны в интервале ],[ ba  и 0)(0 xa . 

Разделим уравнение (3.1) почленно на коэффициент )(0 xa  при 

старшей производной и обозначим 

 )(
)

)(

0

xp
xa

xa
k

k  ,     nk ,1 ,       )(
)

)(

0

xf
xa

xg
 . 
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Тогда уравнение (3.1) примет вид 

 )()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxpyxpyxpy n
nnn   . (3.2) 

При этом все функции )(xpk , nk ,1 , и )(xf  непрерывны в ],[ ba . 

Разрешим уравнение (3.2) относительно )(ny  

 )()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxpyxpyxpy n
nnn   . 

Продифференцируем правую часть этого равенства по y , y , y  , …, 

)1( ny . Производные будут соответственно равны: 

 )(xpn ,     )(1 xpn ,     …,     )(1 xp . 

Поскольку эти функции непрерывны в ],[ ba , то в силу теоремы Коши 

решение уравнения (3.2) с начальными условиями (1.9) существует и 

единственно. 

Если правые части уравнений (3.1) и (3.2) равны нулю, то линей-

ные уравнения называются однородными. Однородное линейное урав-

нение имеет вид: 

 0)(...)()( )2(
2

)1(
1

)(   yxpyxpyxpy n
nnn

. (3.3) 

Если же в уравнении (3.2) 0)( xf , то линейное уравнение называется 

неоднородным. Вначале будут рассматриваться только однородные 

линейные уравнения, то есть уравнения вида (3.3). 

 

3.2. Линейный дифференциальный оператор и его свойства 

 

Пусть L  — оператор, результат применения которого к некото-

рой n  раз дифференцируемой функции )(xy  дается формулой 

    yxpyxpyxpyxpyyL nn
nnn )()(...)()(][ 1

)2(
2

)1(
1

)(  


, (3.4) 
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где )(1 xp , )(2 xp , …, )(1 xpn , )(xpn  – некоторые функции. 

Этот оператор можно записать символически 

       )()(...)()( 12

2

21

1

1 xp
dx

d
xp

dx

d
xp

dx

d
xp

dx

d
L nnn

n

n

n

n

n

 







. (3.5) 

Отметим два свойства оператора L . 

1. С в о й с т в о  а д д и т и в н о с т и .  Оператор от суммы функ-

ций равен сумме операторов от каждого слагаемого, то есть 

 ][][][ 2121 yLyLyyL  . 

Действительно, 

   ))((...))(()(][ 21
)1(

211
)(

2121 yyxpyyxpyyyyL n
nn  

 


])(...)([])(...)([ 2
)1(

21
)(

21
)1(

11
)(

1 yxpyxpyyxpyxpy n
nn

n
nn

 

 ][][ 21 yLyL  . 

2. С в о й с т в о  о д н о р о д н о с т и .  Постоянный множитель 

можно выносить за знак оператора, то есть, если constc , то 

 ][][ ycLcyL  . 

Имеем: 

   cyxpcyxpcycyL n
nn )(...))(()(][ )1(

1
)(

 

 ][))(...)(( )1(
1

)( ycLyxpyxpyc n
nn  

. 

Из этих двух свойств следует, что оператор L  линейный. Поэто-

му оператор L  называется линейным дифференциальным оператором. 

Следовательно, для любой линейной комбинации функций 1y , 2y

, …, my  будет 

 ][...][][]...[ 22112211 mmmm yLcyLcyLcycycycL  . 

Используя оператор L  и учитывая равенство (3.4), представим 
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неоднородное линейное дифференциальное уравнение (3.2) в виде 

 )(][ xfyL  . (3.6) 

Однородное линейное дифференциальное уравнение (3.3) примет вид 

 0][ yL . (3.7) 

Свойство линейности оператора L  используется для исследова-

ния и отыскания решений линейных дифференциальных уравнений 

высших порядков. 

 

3.3. Линейный дифференциальный оператор произведения 

функций 

 

Докажем еще одно свойство линейного дифференциального опе-

ратора L  для произведения функций. 

Правую часть линейного дифференциального оператора L , пред-

ставленного равенством (3.5), формально продифференцируем как 

многочлен по аргументу dxd  и получим оператор 

 )(...)()2()()1( 13

3

22

2

11

1

1 xp
dx

d
xpn

dx

d
xpn

dx

d
nL nn

n

n

n

n

n













 . 

Точно так же продифференцируем правую часть этого оператора и 

получим оператор 

 








3

3

12

2

2 )()2)(1()1(
n

n

n

n

dx

d
xpnn

dx

d
nnL  

 )(12...)()3)(2( 24

4

2 xp
dx

d
xpnn nn

n





 . 

Продолжая этот процесс, получим операторы: 

 )(1)2)(1(2)2)(1( 11 xpnn
dx

d
nnnLn   ,     !nLn  . 
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Т е о р е м а .  Для любых n  раз дифференцируемых функций )(xu  

и )(xv  имеет место равенство 

   
)()1(12

1
!

][

)!1(

][

!2

][
][][][ nnnn v

n

uL
v

n

uL
v

uL
vuLvuLuvL 


  , (3.8) 

где 

     uxpuxpnuxpnnuuL n
nnn )()()2()()1(][ 1

)3(
2

)2(
1

)1(
1 

   , 

       )3(
1

)2(
2 )()2)(1()1(][ nn uxpnnunnuL  

                 uxpuxpnn n
n )(12)()3)(2( 2

)4(
2 

   , 

       

     uxpnnunnnuLn )(1)2)(1(2)2)(1(][ 11   , 

     unuLn !][  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулу Лейбница для произ-

водных произведения двух функций, имеем: 

 uvuv  , 

 vuvuuv )( , 

 vuvuvuuv  2)( , 

   

 )()1()()(

!2

)1(
)( nnnn uvv

nn
vnuvuuv 


   . 

Умножим эти равенства соответственно на )(xpn , )(1 xpn , )(2 xpn , 

…, 1 и сложим: 

   vuuxpuxpuxpuvL n
nnn ])()()([][ )(

21   
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  
 vnuuxpuxp n

nn ])(2)([ )1(
21   

 )()2(
2

!2

)1(
)( nn

n uvvu
nn

uxp 






 
 

  . 

Изменяя порядок слагаемых в квадратных скобках и используя опера-

торы L , 1L , 2L , …, nL , получим формулу (3.8). 

 

3.4. Линейно зависимые и линейно независимые функции 

 

Пусть имеется система функций )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn , опреде-

ленных на некотором интервале ],[ ba . 

Функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn , заданные на интервале ],[ ba , 

называются линейно зависимыми, если существуют такие числа 1c , 2c , 

…, nc , не все равные нулю, что для всех ],[ bax  будет 

 0)(...)()( 2211  xycxycxyc nn . (3.9) 

Пусть для определѐнности 0nc . Тогда из (3.9) имеем 

 )(...)()()( 1
1

2
2

1
1 xy

c

c
xy

c

c
xy

c

c
xy n

n

n

nn
n 

 , 

то есть )(xyn  – линейная комбинация функций )(1 xy , )(2 xy , …, 

)(1 xyn . 

Обратно, пусть 

 )(...)()()( 112211 xycxycxycxy nnn  . 

Тогда 

 )()1()(...)()( 112211 xyxycxycxyc nnn    

для всех рассматриваемых x . Значит функции )(1 xy , )(2 xy , …, 

)(xyn  линейно зависимые. Итак, система функций является линейно 
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зависимой тогда и только тогда, когда одна из них является линейной 

комбинацией остальных. 

Если же тождество (3.9) имеет место тогда и только тогда, когда 

0...21  nccc , то функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  называются 

линейно независимыми. 

П р и м е р  3 . 1 .  Проверить линейную зависимость функций: 

 xy 2
1 sin ,     xy 2

2 cos ,     xy 2cos23  . 

Р е ш е н и е .  Имеем 

 02cos2cos2sin2 22  xxx , 

то есть 

 0)(1)()2()(2 321  xyxyxy . 

Следовательно, функции )(1 xy , )(2 xy , )(3 xy  линейно зависимые на 

любом интервале ],[ ba . 

П р и м е р  3 . 2 .  Доказать, что функции 1, x , 2x , …, nx  линейно 

независимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для этих функций тождество (3.9) запи-

шется так: 

 0...2
210  n

nxcxcxcc . (3.10) 

Но многочлен тождественно равен нулю тогда и только тогда, когда 

равны нулю все его коэффициенты. А значит из (3.10) следует, что 

0...210  ncccc , что и требовалось доказать. 

 

3.5. Определитель Вронского и линейная зависимость 

функций 

 

Пусть имеется n  функций )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn , которые 1n  

раз дифференцируемы в интервале ],[ ba . Составим по ним и их про-

изводным определитель n -го порядка 
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)(...)()(

............

)(...)()(

)(...)()(

],...,,[

)1()1(
2

)1(
1

21

21

21

xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

yyyW

n
n

nn

n

n

n




 . 

Этот определитель называется определителем Вронского, или 

вронскианом функций )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn . Поскольку при данных 

функциях )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  вронскиан является функцией от 

переменной x , то его обозначают также )(xW . Определитель Врон-

ского используют для доказательства линейной зависимости функций. 

Существует следующее необходимое условие линейной зависимости 

функций. 

Т е о р е м а  1 .  Если функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn , имеющие 

производные до порядка 1n  включительно, линейно зависимы на ин-

тервале ],[ ba , то на этом интервале их определитель Вронского 

тождественно равен нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть данная система функций линейно 

зависима на интервале ],[ ba . По этому условию существуют такие 

числа 1c , 2c , …, nc , не все равные нулю, что для всех ],[ bax  будет 

выполняться тождество (3.9). Продифференцируем это тождество по-

следовательно 1n  раз. Получим в результате систему уравнений: 

 



















 .0)(...)()(

,0)(...)()(

,0)(...)()(

)1()1(
22

)1(
11

2211

2211

xycxycxyc

xycxycxyc

xycxycxyc

n
nn

nn

nn

nn


 

При любом значении x  эта система является однородной систе-

мой линейных алгебраических уравнений с неизвестными 1c , 2c , …, 

nc . Но по условию эта система имеет ненулевые решения, а ,значит, ее 
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определитель равен нулю. Но определителем этой системы является 

определитель Вронского. Следовательно, при любом постоянном зна-

чении ],[ bax  получим равенство 0)( xW , а это значит, что на ин-

тервале ],[ ba  имеет место тождество 0)( xW . 

Утверждение обратное данной теореме, вообще говоря, неверно, 

то есть равенство нулю вронскиана не означает линейную зависимость 

функций. Это лишь необходимое условие линейной зависимости 

функций. 

Рассуждением от противного доказывается следующая теорема. 

Т е о р е м а  2 .  Если определитель Вронского )(xW  системы n  

функций не равен тождественно нулю в некотором интервале ],[ ba , 

то эти функции линейно независимы в этом интервале. 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Дать определение линейного дифференциального уравнения n -

го порядка. 

2. Записать общий вид линейного дифференциального уравнения 

n -го порядка. 

3. Записать вид линейного дифференциального уравнения n -го 

порядка, разрешенного относительно производной. 

4. Что можно сказать о существовании и единственности решения 

линейного дифференциального уравнения n -го порядка? 

5. Какое уравнение называется однородным линейным дифферен-

циальным уравнением n -го порядка? 

6. Привести общий вид однородного линейного дифференциаль-

ного уравнения n -го порядка. 

7. Записать общий вид неоднородного линейного дифференци-

ального уравнения n -го порядка. 

8. Привести общий вид линейного дифференциального оператора. 

9. Записать символически линейный дифференциальный опера-

тор. 
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10. Сформулировать и доказать свойство аддитивности линейного 

дифференциального оператора. 

11. Сформулировать и доказать свойство однородности линейного 

дифференциального оператора. 

12. Какой результат применения линейного дифференциального 

оператора к линейной комбинации функций? 

13. Записать неоднородное линейное дифференциальное уравне-

ние с помощью линейного дифференциального оператора. 

14. Записать однородное линейное дифференциальное уравнение 

с помощью линейного дифференциального оператора. 

15. Сформулировать теорему о применении линейного дифферен-

циального оператора к произведению функций. 

15. Доказать теорему о применении линейного дифференциально-

го оператора к произведению функций. 

16. На чем основано доказательство теоремы о применении ли-

нейного дифференциального оператора к произведению функций? 

17. Записать формулу для применения линейного дифференци-

ального оператора к произведению функций. 

18. Дать определение линейно зависимых функций. 

19. Какое условие линейной зависимости функций? 

20. Дать определение линейно независимых функций. 

21. Привести пример линейно зависимых функций. 

22. Привести пример линейно независимых функций. 

23. Записать определитель Вронского для системы функций. 

24. Какие существуют обозначения для определителя Вронского 

системы функций? 

25. Сформулировать необходимое условие линейной зависимости 

функций на основании определителя Вронского. 

26. Доказать необходимое условие линейной зависимости функ-

ций на основании определителя Вронского. 

27. Сформулировать необходимое условие линейной независимо-

сти функций на основании определителя Вронского. 
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4. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

Решение любых линейных дифференциальных уравнений вклю-

чает интегрирование соответствующих однородных уравнений. В этом 

разделе формулируются и доказываются общие теоремы об однород-

ных линейных дифференциальных уравнениях. На основании линейно 

независимых функций вводится понятие фундаментальной системы 

решений однородных уравнений, доказываются свойства фундамен-

тальной системы решений с использованием определителя Вронского. 

Дается представление общего решения однородного линейного диф-

ференциального уравнения на основании его фундаментальной систе-

мы решений. Определяются линейное пространство решений одно-

родного линейного дифференциального уравнения, базис и размер-

ность этого пространства. На основании применения линейного диф-

ференциального оператора рассматривается метод понижения порядка 

однородного линейного уравнения. 

 

4.1. Общие теоремы об однородных линейных уравнениях 

 

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное уравнение 

(3.3), которое с обозначением линейного дифференциального операто-

ра (3.4) можно представить в виде (3.7), то есть 0][ yL . Общие свой-

ства решений такого уравнения даны в следующих теоремах. 

Т е о р е м а  1 .  Если функции )(1 xy  и )(2 xy  являются решениями 

однородного линейного дифференциального уравнения, то и сумма 

функций )()( 21 xyxy   также является решением этого уравнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию теоремы решениями одно-

родного уравнения являются функции )(1 xy  и )(2 xy , поэтому 

0][ 1 yL  и 0][ 2 yL . В силу свойства аддитивности линейного диф-

ференциального оператора 
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 0][][][ 2121  yLyLyyL , 

что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а  2 .  Если функция )(xy  является решением однород-

ного линейного дифференциального уравнения, а C  – произвольная 

постоянная, то и функция )(xCy  является решением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению решения 0][ yL . По 

свойству однородности линейного дифференциального оператора 

0][][  yCLCyL . Отсюда следует, )(xCy  – решение линейного одно-

родного уравнения. 

С л е д с т в и е . Если функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xym  являются 

решениями однородного линейного дифференциального уравнения, то 

и любая линейная комбинация этих функций является решением, то 

есть решением является функция 

 )(...)()()( 2211 xyCxyCxyCxy mm . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя линейный дифференциальный 

оператор к функции )(xy  и пользуясь предыдущими теоремами 1 и 2, 

получим 

 0][...][][]...[][ 22112211  mmmm yLCyLCyLCyCyCyCLyL , 

откуда и следует, что )(xy  есть решение уравнения. 

Т е о р е м а  3 . Если система решений )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  

однородного линейного дифференциального уравнения линейно незави-

сима, то вронскиан этой системы ни при одном значении переменной 

x  не обращается в нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, то есть что су-

ществует такое значение независимой переменной 0x , что вронскиан 

системы решений дифференциального уравнения обращается в нуль, 

то есть 0)( 0 xW . Составим систему равенств: 
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 (4.1) 

Определитель этой системы равен )( 0xW , а, значит, по предпо-

ложению он равен нулю: 

   0

)(...)()(

............

)(...)()(

)(...)()(

0
)1(

0
)1(

20
)1(

1

00201

00201

0 





xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

xW

n
n

nn

n

n

. 

Тогда однородная система линейных алгебраических уравнений 

(4.1) имеет ненулевые решения. Пусть 1C , 2C , …, nC  – одно из таких 

решений. Составим по нему функцию 

 )(...)()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn . 

По следствию теорем 1 и 2 функция )(xy  также является решени-

ем однородного линейного уравнения. Равенства (4.1), в которых чис-

ла iC  заменены на iC , означают, что функция )(xy  удовлетворяет 

нулевым начальным условиям: 

 0
0
xxy ,     0

0
 xxy ,     …,     0

0

)1( 


xx
ny . 

Но функция 0)( xy  также удовлетворяет и уравнению 0][ yL , 

и нулевым начальным условиям. В силу единственности решения за-

ключаем, что )()( xyxy  , то есть 0)( xy  и 

 0)(...)()( 2211  xyCxyCxyC nn . 
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Поскольку )(xy  есть линейная комбинация системы решений 

)(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn , причѐм существуют коэффициенты 0iC , 

то эта система решений является линейно зависимой, что противоре-

чит условию теоремы. Полученное противоречие и доказывает теоре-

му. 

Теорема 3 имеет два следствия. 

С л е д с т в и е  1 . Если )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  являются реше-

ниями линейного однородного уравнения, то их вронскиан либо не об-

ращается в нуль ни в одной точке, либо тождественно равен нулю. 

Действительно, если эта система функций линейно независима, то 

вронскиан 0)( xW  по теореме 3. Если же эти функции линейно зави-

симы, то по необходимому условию линейной зависимости 0)( xW . 

С л е д с т в и е  2 . Для того, чтобы решения )(1 xy , )(2 xy , …, 

)(xyn  однородного линейного дифференциального уравнения 0][ yL  

были линейно независимы, необходимо и достаточно, чтобы их врон-

скиан ни в одной точке не обращался бы в нуль. 

 

4.2. Фундаментальная система решений однородных 

уравнений 

 

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное уравнение 

n -го порядка 

 0)()(...)()( 1
)2(

2
)1(

1
)(  

 yxpyxpyxpyxpy nn
nnn

. (4.2) 

Система n  линейно независимых решений уравнения (4.2) )(1 xy , 

)(2 xy , …, )(xyn  называется фундаментальной системой решений. 

Т е о р е м а  1 . Любое однородное линейное дифференциальное 

уравнение имеет фундаментальную систему решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем ],[0 bax   и рассмотрим n  раз-

личных наборов начальных условий: 
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Эти наборы начальных условий соответствует некоторым реше-

ниям однородного линейного дифференциального уравнения (4.2) 

)(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn . Покажем, что эти решения линейно незави-

симы. В силу приведенных начальных условий определитель Вронско-

го для решений )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  при 0xx   имеет диагональ-

ный вид и равен произведению диагональных элементов: 

 01

1...00

............

0...10

0...01

)( 0 xW . 

Поскольку 0)( 0 xW , то в силу следствия 2 предыдущего под-

раздела рассмотренные функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  линейно не-

зависимы, поэтому образуют фундаментальную систему решений. 

П р и м е ч а н и е . Из доказательства теоремы очевидно, что для 

уравнения (4.2) существует бесчисленное множество фундаменталь-

ных систем решений. 

Т е о р е м а  2 . Любое неособенное линейное преобразование фун-

даментальной системы решений однородного линейного дифференци-

ального уравнения образует фундаментальную систему решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  – фунда-

ментальная система решений однородного линейного дифференциаль-

ного уравнения (4.2). С помощью неособенного линейного преобразо-

вания получим новую систему функций: 
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Здесь ika  – некоторые числа. Рассмотрим матрицу такого преобразо-

вания 

 






















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nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A
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............
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...

21

22212

12111

. 

Поскольку по условию теоремы преобразование неособенное, то опре-

делитель этой матрицы отличен от нуля, то есть 0det A . 

Докажем, что функции )(1 xz , )(2 xz , …, )(xzn  также образуют 

фундаментальную систему решений. То, что эти функции являются 

решениями уравнения (4.2), вытекает из следствия основных теорем 1 

и 2 для однородных линейных дифференциальных уравнений из пре-

дыдущего подраздела. Докажем теперь, что решения )(1 xz , )(2 xz , …, 

)(xzn  линейно независимы. Пользуясь формулами линейного преоб-

разования, составим вронскиан для этой системы функций 

 ]...,,,[ 21 nzzzW  

 

)1(
3

)1(
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)1(
11

)1(
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)1(
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22111212111

22111212111

.........

.........

.........

.........


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



n
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n
n

n
n

n
n
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nnnnnnn

nnnnnnn

yayayayayaya

yayayayayaya

yayayayayaya

. 

Пусть B  – матрица, определителем которой является данный 

вронскиан. Тогда на основании правила умножения матриц 



 41 

 

















































nnnn

n

n

n
n

nn

n

n

aaa

aaa

aaa

yyy

yyy

yyy

B

...

............

...

...

...

............

...

...

21

22212

12111

)1()1(
2

)1(
1

21

21

. 

Из этого равенства следует, что 

   T
n AyyyWB det,...,,det 21 , 

то есть 

     AyyyWzzzW nn det,...,,,...,, 2121  . 

Определители в правой части этого равенства отличны от нуля, 

поэтому 

   0,...,, 21 nzzzW  

ни при одном значении x . А это и значит, что функции )(1 xz , )(2 xz , 

…, )(xzn  линейно независимы. Следовательно, эти функции образуют 

фундаментальную систему решений. 

 

4.3. Общее решение однородного линейного уравнения 

 

Представление общего решения однородного линейного диффе-

ренциального уравнения (4.2) на основании его фундаментальной сис-

темы решений дается следующей теоремой. 

Т е о р е м а . Если )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  образуют фундамен-

тальную систему решений однородного линейного дифференциального 

уравнения (4.2), то его общее решение можно представить в виде 

 )(...)()( 2211 xyCxyCxyCy nn , (4.3) 

где 1C , 2C , …, nC  — произвольные постоянные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что y  является решением уравнения 

(4.2) как линейная комбинация его решений вытекает из следствия 
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основных теорем 1 и 2 для однородных линейных дифференциальных 

уравнений. Следовательно, первое требование, накладываемое на об-

щее решение, выполнено. Покажем теперь, что выполнено и второе 

требование, то есть решение (4.3) удовлетворяет любому начальному 

условию вида: 

 )1(
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)1(
000 0000
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
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xx
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xxxxxx yyyyyyyy . 

Последовательно дифференцируя равенство (4.3), получим произ-

водные функции )(xy : 

 nnyCyCyCy  ...2211 , 

 nnyCyCyCy  ...2211 , 

 .............................................  
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nn
nnn yCyCyCy . 

Подставляя в эти выражения начальные условия, имеем систему 

линейных алгебраических уравнений: 
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Определитель этой системы равен вронскиану )( 0xW , а так как 

функции )(1 xy , )(2 xy , …, )(xyn  линейно независимы, то 0)( 0 xW . 

Поэтому, существует единственное решение полученной системы ли-

нейных алгебраических уравнений. Следовательно, для любого набора 

начальных условий найдутся и притом единственным образом такие 

числовые значения произвольных постоянных 1C , 2C , …, nC , что 

решение (4.3) будет удовлетворять этим условиям. 
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П р и м е ч а н и е .  Из доказательства теоремы следует, что любое 

решение однородного линейного дифференциального уравнения (4.2) 

можно представить в виде линейной комбинации функций )(1 xy , 

)(2 xy , …, )(xyn , образующих фундаментальную систему решений. 

Следствие основных теорем 1 и 2 для однородных линейных 

дифференциальных уравнений означает, что множество всех решений 

уравнения (4.2) образует линейное пространство. Из сделанного заме-

чания следует, что функции фундаментальной системы решений )(1 xy

, )(2 xy , …, )(xyn  образуют в этом пространстве базис. Поскольку этот 

базис состоит из n  функций, то пространство решений однородного 

линейного дифференциального уравнения n -го порядка является n -

мерным. 

 

4.4. Понижение порядка однородного линейного уравнения 

 

Практическое нахождение фундаментальной системы решений 

однородного линейного дифференциального уравнения (4.2), а значит 

и общего решения, иногда облегчает следующая теорема. 

Т е о р е м а .  Если известно одно частное решение однородного 

линейного дифференциального уравнения (4.2), то порядок этого 

уравнения может быть понижен на единицу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть )(1 xy  – решение дифференциально-

го уравнения (4.2). Положим zyy 1 , где )(xz  – новая неизвестная 

функция. Тогда формула (3.8) для линейного дифференциального опе-

ратора произведения двух функций дает 
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Поскольку 0][ 1 yL , то 
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Поэтому однородное линейное дифференциальное уравнение (4.2) за-

пишется так: 

 0][
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Полагая tz  , получим 
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Таким образом, получено дифференциальное уравнение порядка 1n . 

Использование этой теоремы наиболее наглядно для уравнений 

второго порядка. 

Рассмотрим уравнение второго порядка 

 0)()(  yxqyxpy . (4.4) 

Пусть )(11 xyy   – известное частное решение этого уравнения. Поло-

жим zyy 1 . Тогда 

 zyzyy  11 ,     zyzyzyy  111 2 . 

Подстановка в уравнение (4.4) дает 

 0)()()(2 111111  zyxqzyxpzyxpzyzyzy , 

то есть 

 0])(2[])()([ 111111  zyzyxpyzyxqyxpzy . 

А так как 

 0)()( 111  yxqyxpzy , 

то 

 0])(2[ 111  zyzyxpy . (4.5) 

Полагая tz  , приходим к уравнению 

 0])(2[ 111  tytyxpy . (4.6) 
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Решая это уравнение, имеем: 
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Отсюда 

 11 ln)(ln2ln Cdxxpyt   , 

то есть 
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Это общее решение уравнения (4.6). Следовательно, общее решение 

уравнения (4.5) имеет вид 
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Можно положить 11 C , 02 C . Тогда получим решение 
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Таким образом, функция 
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является одним из решений уравнения (4.4). 

Предположим, что решения 1y  и 2y  линейно зависимы. Тогда 

 02211  yCyC , 

откуда 
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Между тем из (4.7) следует, что 

 const
1 )(

2
11

2 


 dxe
yy

y dxxp
. 

Поэтому 1y  и 2y  линейно независимы, а, значит, общее решение 

уравнения (4.4) дается формулой 

 2211 yCyCy  , 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 

П р и м е р  4 . 1 .  Возьмем уравнение 

 022)1( 2  yyxyx . 

Легко видеть, что xy 1  является решением этого уравнения. Приве-

дем уравнение к виду (4.4) 
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Второе частное решение найдем по формуле (4.7): 
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Итак, общее решение исходного дифференциального уравнения 

 )1( 2
21  xCxCy . 

П р и м е ч а н и е .  Понизить порядок однородного линейного 

дифференциального уравнения (4.2) можно и с использованием опре-

делителя Вронского ],,,[)( 21 nyyyWxW   для фундаментальной 

системы решений однородного уравнения (4.2) на основании формулы 
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Остроградского-Лиувилля 

 






x

x

dxxp

exWxW 0

1 )(

0 )()( , 

где 0x  – некоторое значение переменной x . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Какое уравнение называется однородным линейным дифферен-

циальным уравнением n -го порядка? 

2. Привести общий вид однородного линейного дифференциаль-

ного уравнения n -го порядка. 

3. Сформулировать общие теоремы об однородных линейных 

дифференциальных уравнениях. 

4. Доказать общую теорему 1 об однородных уравнениях. 

5. Доказать общую теорему 2 об однородных уравнениях. 

6. Сформулировать следствие общих теорем 1 и 2 об однородных 

линейных дифференциальных уравнениях. 

7. Доказать следствие общих теорем 1 и 2 об однородных линей-

ных дифференциальных уравнениях. 

8. Доказать общую теорему 3 об однородных уравнениях. 

9. Сформулировать и доказать следствие 1 общей теоремы 3 об 

однородных линейных дифференциальных уравнениях. 

10. Сформулировать следствие 2 общей теоремы 3 об однородных 

дифференциальных линейных уравнениях. 

11. Дать определение фундаментальной системы решений для од-

нородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

12. Сформулировать теоремы о фундаментальной системе реше-

ний для однородного линейного дифференциального уравнения n -го 

порядка. 

13. Каждое ли однородное линейное дифференциальное уравне-

ние n -го порядка имеет фундаментальную систему решений? 
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14. Доказать теорему 1 о фундаментальной системе решений для 

однородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

15. Сколько существует фундаментальных систем решений для 

однородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка? 

16. Доказать теорему 2 о фундаментальной системе решений для 

однородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

17. Какое линейное преобразование фундаментальной системы 

решений называется неособенным? 

18. Сформулировать и доказать теорему об общем решении одно-

родного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

19. Записать вид общего решения однородного уравнения n -го 

порядка. 

20. Из каких основных этапов состоит доказательство теоремы об 

общем решении однородного линейного дифференциального уравне-

ния n -го порядка? 

21. Любое ли решение однородного линейного дифференциально-

го уравнения n -го порядка можно представить в виде линейной ком-

бинации функций, образующих фундаментальную систему решений? 

22. Какое пространство образует множество всех решений одно-

родного линейного дифференциального уравнения n -го порядка? 

23. Как определяется базис пространства решений однородного 

линейного дифференциального уравнения n -го порядка? 

24. Укажите размерность пространства решений однородного ли-

нейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

25. Каким образом может быть понижен порядок однородного 

линейного дифференциального уравнения n -го порядка? 

26. Сформулировать и доказать теорему о понижении порядка од-

нородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

27. Как понизить порядок однородного уравнения второго поряд-

ка? 

28. Записать формулу Остроградского-Лиувилля. 
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5. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С 

ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

Однородные линейные дифференциальные уравнения с постоян-

ными коэффициентами представляют собой важный класс уравнений, 

допускающих решение при помощи элементарных функций. В данном 

разделе рассматривается общий вид однородных уравнений с постоян-

ными коэффициентами, на основании которого вводятся понятия ха-

рактеристического уравнения и характеристического многочлена. Рас-

сматриваются различные случаи корней характеристического уравне-

ния: простые вещественные корни, простые комплексные корни, крат-

ные вещественные корни и кратные комплексные корни. Для каждого 

случая проводится обоснование построения общего решения однород-

ного линейного дифференциального уравнения с постоянными коэф-

фициентами и показывается, что решение такого уравнения принципи-

ально не представляет больших трудностей. 

Для всех рассмотренных случаев даны примеры уравнений с их 

решениями. Также приводятся примеры для аудиторного практическо-

го занятия и самостоятельной работы. 

 

5.1. Однородные уравнения с постоянными коэффициентами 

 

Однородное линейное дифференциальное уравнение (4.2) называ-

ется уравнением с постоянными коэффициентами, если все его коэф-

фициенты при функции y  и еѐ производных представляются вещест-

венными числами 1p , 2p , …, np , то есть уравнение имеет вид 

 0... 1
)2(

2
)1(

1
)(  

 ypypypypy nn
nnn

. (5.1) 

Не каждая функция может быть решением этого уравнения. На-

пример, функция xy ln , имеющая производные 
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)1( 1)(  , 

никак не может удовлетворять уравнению (5.1), поскольку при подста-

новке этой функции в уравнение слева не может произойти взаимное 

уничтожение всех слагаемых. 

Следуя швейцарскому математику Леонарду Эйлеру, наиболее 

подходящей функцией для решения уравнения (5.1) представим экспо-

ненциальную функцию xey  , где const . Для этой функции все 

производные 

 
xey  ,     

xey  2
,     

xey  3
,     …,     

xnn ey )(
, 

имеют такой же вид, как и сама функция, поэтому обращение в 0 левой 

части дифференциального уравнения (5.1) может стать возможным. 

Итак, будем искать решения дифференциального уравнения (5.1) 

в виде xey  , где   – пока неизвестное число. 

Подстановка в уравнение (5.1) дает 

 0... 1
2

2
1

1  


 x
n

x
n

xnxnxn epepepepe . 

Так как 0xe , то, разделив это равенство на xe , получим алгебраи-

ческое уравнение 

 0... 1
2

2
1

1  


nn
nnn pppp . (5.2) 

Итак, для того, чтобы функция 
xey   была решением диффе-

ренциального уравнения (5.1), необходимо и достаточно, чтобы   бы-

ло корнем алгебраического уравнения (5.2). Это уравнение называется 

характеристическим уравнением дифференциального уравнения (5.1), 

а его левая часть называется характеристическим многочленом. 

Характеристическое уравнение (5.2) n -й степени имеет n  корней 

1 , 2 , …, n , которые могут быть вещественными или комплексны-

ми, простыми или кратными. Вид общего решения однородного ли-
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нейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициен-

тами (5.1) существенно зависит от типа корней его характеристическо-

го уравнения (5.2). Рассмотрим различные случаи корней характери-

стического уравнения. 

 

5.2. Случай простых вещественных корней 

характеристического уравнения 

 

Пусть корни характеристического уравнения (5.2) 1 , 2 , …, n  

вещественные и различные. В этом случае сразу получаем n  различ-

ных решений линейного дифференциального уравнения (5.1): 
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Докажем, что эти решения образуют фундаментальную систему 

решений, то есть что они линейно независимы. Для этого предполо-

жим противное, то есть что эти функции линейно зависимы. Тогда 

имеет место тождество 

 0...21
21 

 x
n

xx nececec , (5.3) 

где среди чисел 1c , 2c , …, nc  не все равны нулю. Пусть, например, 

для определѐнности 0nc . Разделив тождество (5.3) на 
x

e 1 , перепи-

шем его в виде 

 0...
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3
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11312 
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n
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Дифференцируя это тождество, имеем 
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1
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Разделив это на 
x

e
)( 12 

, получим 
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Дифференцируя это тождество, будем иметь 
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Продолжая этот процесс, в результате получим 
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А так как 0
)( 1  xnne , то, сокращая тождество на это выраже-

ние, имеем 

 0)(...))(( 121  nnnnnc . 

Поскольку среди чисел 1 , 2 , …, n  нет одинаковых, то отсюда 

следует, что 0nc , а это противоречит предположению. Поэтому то-

ждество (5.3) возможно тогда и только тогда, когда 

021  nccc  . Это и доказывает линейную независимость функ-

ций 

 
x

ey 1
1


 ,     

x
ey 2

2


 ,     …,     
x

n
ney


 . 

Поскольку эти функции образуют фундаментальную систему решений 

линейного дифференциального уравнения (5.1), то общее решение это-

го уравнения может быть записано в виде 

 
x

n
xx neCeCeCy


 ...21

21 . 

П р и м е р  5 . 1 .  Найти общее решение уравнения 

 0652  yyyy . 

Р е ш е н и е .  Составим характеристическое уравнение 

 0652 23  . 

Оно имеет корни 

 11  ,     22  ,     33  . 

Следовательно, вид общего решения 
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 xxx eCeCeCy 3
3

2
21   . 

П р и м е р  5 . 2 .  Найти общее решение уравнения 

 02  yyy . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 0223   

имеет корни 

 01  ,     12  ,     23  . 

Поэтому общее решение 

 xx eCeCCy 2
321

 . 

 

5.3. Случай простых комплексных корней 

 

Пусть корни характеристического уравнения (5.2) 1 , 2 , …, n  

различны, но среди них имеются комплексные корни. Поскольку все 

коэффициенты 1p , 2p , …, np  характеристического уравнения веще-

ственны, то это уравнение, имея комплексный корень iba  , в то же 

время имеет и комплексно-сопряжѐнный ему корень iba  , где 

1i . Пусть, например, iba1 , iba2 , а остальные корни 

характеристического уравнения (5.2) 3 , 4 , …, n  вещественные. 

Тогда кроме частных решений однородного линейного дифференци-

ального уравнения (5.1) 

 
x

ey 3
3


 ,     

x
ey 4

4


 ,     …,     
x

n
ney


  

имеем еще два комплекснозначных его решения: 

 
xibax

eey )(
1

1 
 ,     

xibax
eey )(

2
2 
 . 
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На основе этих двух решений введем функции 

 
2

21
1

yy
z


 ,     

i

yy
z

2

21
2


 . 

С одной стороны, эти функции являются решениями однородного ли-

нейного дифференциального уравнения (5.1) как линейные комбина-

ции его решений. С другой стороны, согласно формулам Эйлера, мож-

но записать 

 bxe
ee

e
eeee

z ax
ibxibx

ax
ibxaxibxax

cos
22

1 








, 

 bxe
i

ee
e

i

eeee
z ax

ibxibx
ax

ibxaxibxax

sin
22

2 








. 

Поэтому 1z  и 2z  – вещественные функции. Докажем, что решения 1z , 

2z , 33 yz  , 44 yz  , …, nn yz   также образуют фундаментальную 

систему решений. Эта система функций получена из исходной фунда-

ментальной системы решений путем линейного преобразования 

 





























.

,

,

,
2

1

2

1

,
2

1

2

1

44

33

212

211

nn yz

yz

yz

y
i

y
i

z

yyz



 

Определитель матрицы этого преобразования равен 
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 0
2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

100000

...

0...1000

0...0100

0...00
2

1

2

1

0...00
2

1

2

1









i

ii

ii



. 

Следовательно, данное линейное преобразование неособенное, а, 

значит, система функций 1z , 2z , 3z , 4z , …, nz  действительно образу-

ет фундаментальную систему решений. Поэтому общее решение одно-

родного линейного дифференциального уравнения (5.1) в этом случае 

можно записать в виде 

 
x

n
xxaxax neCeCeCbxeCbxeCy


 ...sincos 43

4321 . 

Если среди корней характеристического уравнения (5.2) 3 , 4 , 

…, n  имеется несколько пар комплексно-сопряжѐнных корней, то 

каждой паре kk iba   отвечает в общем решении линейного уравнения 

(5.1) пара слагаемых 

 xbeCxbeC k
xa

kk
xa

k
kk sincos 1 , 

что соответствует слагаемому вида 

 )sincos( 1 xbCxbCe kkkk
xak

 . 

В частности, если 0ka , то есть, если kk iba   – пара чисто 

мнимых корней, то ей отвечает в общем решении однородного урав-

нения выражение вида 

 xbCxbC kkkk sincos 1 . 
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П р и м е р  5 . 3 .  Найти общее решение уравнения 

 04)4(  yy . 

Р е ш е н и е .  Для этого уравнения характеристическое уравнение 

 044  . 

Перепишем его так: 

 04)44( 224  ,      0)2()2( 222  , 

 0)22)(22( 22  . 

Отсюда i 12,1 , i 14,3 . Следовательно, общее решение 

 )sincos()sincos( 4321 xCxCexCxCey xx  
. 

П р и м е р  5 . 4 .  Решить уравнение 

 09  yy . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 092   имеет 

мнимые корни i32,1  . Поэтому 

 xCxCy 3sin3cos 21  . 

 

5.4. Случай кратных вещественных корней 

 

Пусть все корни характеристического уравнения (5.2) веществен-

ные, но среди них имеются кратные. Обозначим через 1 , 2 , …, k  

различные корни. Им отвечают k  частных решений линейного диф-

ференциального уравнения (5.1): 

 
x

ey 1
1


 ,     

x
ey 2

2


 ,     …,     
x

k
key


 . 

Эти решения линейно независимы, но поскольку их число nk  , они 
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не образуют фундаментальную систему решений. Дополнить эти ре-

шения до фундаментальной системы позволяет следующая лемма. 

Л е м м а .  Если число   является корнем характеристического 

уравнения (5.2) кратности m , то функция xsex   при любом значении 

1...,,2,1,0  ms  является решением линейного дифференциального 

уравнения (5.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле (3.8) линейного дифференци-

ального оператора для произведения функций имеем 

 !
!

][
...)1(

!2

][
][][][ 221

1 s
s

eL
xss

eL
sxeLxeLexL

x
ss

x
sxsxxs





  . 

Здесь ][yL  – левая часть линейного дифференциального уравнения 

(5.1). Обозначим через )(D  левую часть характеристического урав-

нения (5.2). Тогда в силу определения линейного дифференциального 

оператора (3.4) имеем: 

 
xx eDeL   )(][ ,     

xx eDeL   )(][1 ,     
xx eDeL   )(][2 ,     …, 

 
xsx

s eDeL 
  )(][ )1(
1 ,     

xsx
s eDeL   )(][ )(

. 

Поэтому 

 xssssxs eDxss
D

sxDxDexL 












 )(...)1(

!2

)(
)()(][ )(21 . 

Поскольку ms  , то есть s  меньше кратности корня   характе-

ристического многочлена )(D , то 

 0)( D ,     0)( D ,     0)( D ,     …,     0)()( sD . 

Следовательно, 0][ xsexL , что и доказывает лемму. 

Итак, если   – m -кратный корень характеристического уравне-

ния (5.2), то ему отвечают m  частных решений дифференциального 

уравнения (5.1): 
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 xe ,     xxe ,     xex 2 ,     xex 3 ,     xm ex 1 . 

Предположим теперь, что характеристическое уравнение (5.2) 

имеет корень 1  кратности 1m , корень 2  кратности 2m , …, корень 

k  кратности km . Очевидно, что nmmm  111  . Тогда получим 

частные решения: 

 




















.,,,

,,,,

,,,,

12

12

12

22222

11111

xmxxx

xmxxx

xmxxx

kkkkk exexxee

exexxee

exexxee









 (5.4) 

Докажем утверждение, что эти n  решений линейно независимы. 

Предположим противное, то есть что функции (5.4) линейно зависимы. 

Тогда имеет место тождество 

 
 xm

m
xxx

exaexaxeaea 11

1

111 12
321   

 
  xm

m
xxx

exbexbxebeb 22

2

222 12
321  

 0
12

321 
 xm

m
xxx kk

k

kkk exrexrxerer  , 

где среди чисел 1a , 2a , …, 
1ma , 1b , 2b , …, 

2mb , …, 1r , 2r , …, 
kmr  не 

все равны нулю. Перепишем последнее тождество в виде 

 0)()()( 21
21 

 x
k

xx kexPexPexP  , (5.5) 

где )(1 xP , )(2 xP , …, )(xPk  – многочлены, степени которых не пре-

восходят 11 m , 12 m , …, 1km  соответственно, причем ни один из 

этих многочленов не равен тождественно нулю. 

Разделим тождество (5.5) почленно на 
x

e 1 . Тогда получим новое 

тождество 
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       0)()()()(
)()(

3
)(

21
11312 
 x

k
xx kexPexPexPxP  . (5.6) 

Будем дифференцировать это тождество нужное число раз. Так как для 

любого многочлена )(xP  и любого числа 0  будет 

 xxxx exQexPexPexP   )()()(])([ , 

где )(xQ  – многочлен той же степени, что и многочлен )(xP , то после 

1m -кратного дифференцирования тождества (5.6) имеем 

 0)()()(
)()(

3
)(

2
11312 
 x

k
xx kexQexQexQ  . (5.7) 

При этом, поскольку степени многочленов )(2 xQ , )(3 xQ , …, )(xQk  

совпадают со степенями многочленов )(2 xP , )(3 xP , …, )(xPk , то каж-

дый из многочленов )(2 xQ , )(3 xQ , …, )(xQk  не равен нулю. 

Разделим тождество (5.7) на 
x

e
)( 12 

 и получим 

 0)()()(
)()(

32
223 

 x
k

x kexQexQxQ  . 

Дифференцируя это тождество 2m  раз, имеем 

 0)()()(
)()(

4
)(

3
22423 

 x
k

xx kexRexRexR  . 

Разделим это на 
x

e
)( 23 

 и полученное тождество продифференциру-

ем 3m  раз. Продолжая этот процесс, в результате получим тождество 

 0)(
)( 1  x

k
kkexU , 

где )(xUk  – многочлен той же степени, что и )(xPk , не равный тожде-

ственно нулю. Но тогда последнее тождество приводит к противоре-

чию, которое и доказывает требуемое утверждение. 

Таким образом, решения (5.4) образуют фундаментальную систе-

му решений, по которой получим общее решение линейного диффе-
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ренциального уравнения (5.1) 

 
 xm

m
xxx

exCexCxeCeCy 11

1

111 12
321 ...  

 
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


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
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

 

x
mmm

x
mmm
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k
xeCeC 2...1... 121121
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xm

n
x

mmm
kkk

k
exCexC


 


12
3... ...

121
. 

Это решение можно представить в виде 

 
x

k
xx kexSexSexSy


 )(...)()( 21

21 , 

где )(1 xS , )(2 xS , …, )(xSk  – произвольные многочлены, степени ко-

торых равны 11 m , 12 m , …, 1km  соответственно. 

П р и м е р  5 . 5 .  Найти общее решение уравнения 

 04)5(  yy . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 04 35   

имеет корни 

 0321  ,     24  ,     25  . 

Поэтому 

 
xx eCeCxCxCCy 2

4
2

4
2

321
 . 

 

5.5. Случай кратных комплексных корней 

 

Рассмотрим случай, когда среди корней характеристического 

уравнения (5.2) имеются кратные комплексные корни. Пусть, напри-

мер, пара комплексно-сопряженных корней iba  2,1  имеет крат-
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ность m . Им отвечают m2  частных комплекснозначных решений ли-

нейного дифференциального уравнения (5.1): 

 xibaey )(
1

 ,  xibaxey )(
2

 ,  xibaexy )(2
3

 ,  …,  xibam
m exy )(1  , 

 xiba
m ey )(

1


  ,  xiba
m xey )(

2


  ,  xiba
m exy )(2

3


  ,  …, 

 xibam
m exy )(1

2
 . 

Из этих решений по формулам Эйлера неособенным линейным преоб-

разованием получим m2  вещественных функций: 

 bxeax cos ,     bxxeax cos ,     bxex ax cos2 ,     …,     bxex axm cos1 , 

 bxeax sin ,     bxxeax sin ,     bxex ax sin2 ,     …,     bxex axm sin1 , 

Эти функции также являются решениями дифференциального уравне-

ния (5.1). Поэтому в общем решении линейного уравнения (5.1) m -

кратной паре комплексно-сопряженных корней iba  2,1  будет от-

вечать слагаемое 

   bxexCbxexCbxxeCbxeC axm
m

axaxax coscoscoscos 12
321   

 bxexCbxexCbxxeCbxeC axm
m

ax
m

ax
m

ax
m sinsinsinsin 1

2
2

321


   . 

Это выражение приведем к виду 

 ]sin)(cos)[( 1
221

1
21 bxxCxCCbxxCxCCe m

mmm
m

m
ax 


   . 

Обозначая 

 
1

21)(  m
mxCxCCxS  ,     

1
221)( 

  m
mmm xCxCCxT  , 

получим слагаемое 

 ]sin)(cos)([ bxxTbxxSeax  . 

Таким образом, если среди корней характеристического уравне-
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ния (5.2) имеется несколько кратных пар комплексных корней, то каж-

дой паре kk iba   кратности km  отвечает в общем решении линейного 

уравнения (5.1) слагаемое 

 ]sin)(cos)([ xbxTxbxSe kkkk
xak  , 

где )(xSk  и )(xTk  – произвольные многочлены степени 1km . 

В общем случае, если характеристическому уравнению (5.2) соот-

ветствуют различные комбинации простых и кратных, вещественных и 

комплексных корней, то общее решение дифференциального уравне-

ния (5.1) в силу его линейности записывается в виде суммы решений, 

представленных в четырех ранее рассмотренных частных случаях. 

П р и м е р  5 . 6 .  Найти общее решение уравнения 

 02)4(  yyy . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение имеет вид 

 012 24  , 

то есть 

 0)1( 22  . 

Находим корни этого уравнения:  

 i 21 , i 43 . 

Корни характеристического уравнения чисто мнимые, поэтому общее 

решение исходного дифференциального уравнения 

 xxCCxxCCy sin)(cos)( 4321  . 

 

Практическое занятие 

 

Т е м а  з а н я т и я .  

Однородные линейные дифференциальные уравнения с постоян-

ными коэффициентами. 
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Ц е л ь  з а н я т и я .  

Изучить методы решения однородных линейных дифференциаль-

ных уравнений с постоянными коэффициентами. 

 

А у д и т о р н о е  з а н я т и е .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 02  yyy ;   2) 04  yy ; 

3) 0910)5(  yyy ;  4) 045)4(  yyy ; 

5) 06116)4(  yyyy ;  6) 02  yyy ; 

7) 044  yyy ;   8) 096 )4()5(  yyy ; 

9) 0 yyyy ;  10) 033  yyyy ; 

11) 054  yyy ;  12) 0102  yyy ; 

13) 0)4(  yy ;   14) 04)4(  yy ; 

15) 0)4(  yy ;   16) 04)4(  yyy ; 

17) 0168)5(  yyy . 

 

С а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 09  yy ;   2) 0823  yyy ; 

3) 03613)4(  yyy ;  4) 01213  yyy ; 

5) 025204  yyy ;  6) yyy 168)4(  ; 

7) 033  yyyy ;  8) 02)4(  yyy ; 

9) 0 yy ;   10) 0136  yyy ; 

11) 09  yy ;   12) yy 16)4(  ; 

13) 0124864 )4()6()8(  yyyy ; 14) . 016)4(  yy  
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Контрольные вопросы 

 

1. Какое уравнение называется однородным линейным дифферен-

циальным уравнением с постоянными коэффициентами? 

2. Привести общий вид однородного линейного дифференциаль-

ного уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами. 

3. Какая функция может быть решением однородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами? 

4. Как определяется характеристическое уравнение однородного 

линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици-

ентами? 

5. Что называется характеристическим многочленом однородного 

линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици-

ентами? 

6. Сколько корней имеет характеристическое уравнение однород-

ного линейного дифференциального уравнения n -го порядка с посто-

янными коэффициентами? 

7. От чего зависит вид решения однородного линейного диффе-

ренциального уравнения с постоянными коэффициентами? 

8. Какие существуют случаи корней характеристического уравне-

ния однородного линейного дифференциального уравнения с постоян-

ными коэффициентами? 

9. Докажите, что решения однородного линейного дифференци-

ального уравнения с постоянными коэффициентами для случая про-

стых вещественных корней характеристического уравнения образуют 

фундаментальную систему решений. 

10. Как записывается общее решение однородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами для 

случая простых вещественных корней характеристического уравне-

ния? 

11. Какое линейное преобразование надо выполнить в случае про-

стых комплексных корней характеристического уравнения, чтобы от 

комплекснозначных решений однородного линейного дифференци-
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ального уравнения с постоянными коэффициентами перейти к вещест-

венным решениям? 

12. Запишите матрицу линейного преобразования комплексно-

значных решений однородного линейного дифференциального урав-

нения с постоянными коэффициентами к вещественным решениям в 

случае простых комплексных корней характеристического уравнения и 

докажите, что это преобразование неособенное. 

13. Запишите общее решение однородного линейного дифферен-

циального уравнения с постоянными коэффициентами для случая про-

стых комплексных корней характеристического уравнения. 

14. Сформулировать и доказать лемму о решениях однородного 

линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици-

ентами для случая кратных вещественных корней характеристического 

уравнения. 

15. Как образуется фундаментальная система решений однород-

ного линейного дифференциального уравнения с постоянными коэф-

фициентами для случая кратных вещественных корней характеристи-

ческого уравнения? 

16. Докажите, что решения однородного линейного дифференци-

ального уравнения с постоянными коэффициентами для случая крат-

ных вещественных корней характеристического уравнения образуют 

фундаментальную систему решений. 

17. Как записывается общее решение однородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами для 

случая кратных вещественных корней характеристического уравне-

ния? 

18. Запишите общее решение однородного линейного дифферен-

циального уравнения с постоянными коэффициентами для случая 

кратных комплексных корней характеристического уравнения. 
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6. НЕОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

В данном разделе излагается общая теория неоднородных линей-

ных дифференциальных уравнений. На основании свойств линейного 

дифференциального оператора формулируются и доказываются общие 

теоремы о неоднородных линейных дифференциальных уравнениях, в 

том числе принцип суперпозиции решений. Формулируется и доказы-

вается теорема об общем решении неоднородного линейного диффе-

ренциального уравнения, устанавливающая связь с решением одно-

родного уравнения. Обосновывается метод вариации произвольных 

постоянных как общий метод интегрирования неоднородного линей-

ного дифференциального уравнения и показывается, что этим методом 

может быть получено общее решение неоднородного уравнения. 

Даны примеры для аудиторного практического занятия и само-

стоятельной работы. 

 

6.1. Общие теоремы о неоднородных линейных уравнениях 

 

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное уравне-

ние 

     )()()(...)()( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyxpyxpyxpyxpy nn

nnn  


. (6.1) 

С использованием линейного дифференциального оператора предста-

вим это уравнение в сокращенной записи 

 )(][ xfyL  . (6.2) 

Докажем две общие теоремы для решений такого уравнения. 

Т е о р е м а  1 . Если функции )(1 xv , )(2 xv , …, )(xvm  являются 

решениями уравнений )(][ 1 xfyL  , )(][ 2 xfyL  , …, )(][ xfyL m , то 

функция 
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 


m

k

k xv

1

)(  

удовлетворяет уравнению 

   



m

k

k xfyL

1

)( . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, по условию 

 )(][ 11 xfvL  ,     )(][ 22 xfvL  ,     …,     )(][ xfvL mm  . 

Складывая эти тождества, получим 

 



m

k

k

m

k

k xfvL

11

)(][ . 

По свойству линейности дифференциального оператора 

 













 m

k

k

m

k

k xfvL

11

)( . 

Доказанную теорему называют принципом суперпозиции реше-

ний. 

Т е о р е м а  2 .  Если комплекснозначная функция 

)()()( 21 xivxvxv   является решением уравнения с комплекснознач-

ной правой частью 

 )()(][ 21 xfixfyL  , 

то функции )(1 xv  и )(2 xv  являются решениями уравнений 

   )(1 xfyL  ,       )(2 xfyL  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию 

 )()(][ 2121 xfixfvivL  . 

По свойству линейности дифференциального оператора 
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 )()(][][ 2121 xfixfvLivL  . 

Приравнивая в этом тождестве вещественные и мнимые части, полу-

чим: 

 )(][ 11 xfvL  ,     )(][ 22 xfvL  , 

что и требовалось доказать. 

Очевидно, что доказанные свойства решений неоднородного ли-

нейного дифференциального уравнения вытекают из свойств линейно-

го дифференциального оператора L . Поэтому их можно назвать свой-

ствами линейности решений неоднородных линейных уравнений. 

 

6.2. Общее решение неоднородного линейного уравнения 

 

Общее решение неоднородного линейного дифференциального 

уравнения (6.1) можно получить на основании общего решения соот-

ветствующего однородного дифференциального уравнения по сле-

дующей теореме. 

Т е о р е м а . Общее решение неоднородного линейного уравнения 

(6.2) равно сумме общего решения соответствующего однородного 

уравнения 0][ yL  и какого-нибудь частного решения исходного не-

однородного уравнения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 1y , 2y , …, ny  – фундаментальная 

система решений однородного уравнения 0][ yL . Тогда его общее 

решение 

 nn yCyCyCu  ...2211 . 

Пусть )(xv  – какое-нибудь частное решение неоднородного урав-

нения (6.2) и )(][ xfvL  . Составим функцию vuy  , то есть 

 vyCyCyCy nn  ...2211 . (6.3) 

Докажем, что эта функция является общим решением неоднород-

ного дифференциального уравнения (6.2). По свойству линейного 
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дифференциального оператора имеем 

 ][][][][ vLuLvuLyL  . 

Поскольку 0][ uL  при любых значениях произвольных постоянных 

1C , 2C , …, nC , то при любых конкретных значениях 1C , 2C , …, nC  

будет ][][ vLyL  , то есть )(][ xfyL  . Следовательно, при любых 

конкретных значениях 1C , 2C , …, nC  функция (6.3) удовлетворяет 

неоднородному уравнению (6.2). 

Покажем теперь, что для любых начальных условий 

 00
yy xx  ,   00

yy xx   ,   00
yy xx   ,   …,   

)1(
0

)1(

0




 
n

xx
n yy  

можно так подобрать, и притом единственным образом, значение кон-

стант 1C , 2C , …, nC , что функция (6.3) будет удовлетворять этим на-

чальным условиям. 

Дифференцируя функцию (6.3), имеем: 

 vyCyCyCy nn  ...2211 , 

 vyCyCyCy nn  ...2211 , 

 …   …   …   …   …   …   …   …   … 

 
)1()1()1(

22
)1(

11
)1( ...   nn

nn
nnn vyCyCyCy . 

Используя начальные условия, получим отсюда: 

 





















.)()(...)()(

,)()(...)()(

,)()(...)()(

)1(
00

)1(
0

)1(
0

)1(
220

)1(
11

000022011

000022011

nnn
nn

nn

nn

nn

yxvxyCxyCxyC

yxvxyCxyCxyC

yxvxyCxyCxyC


 

Перепишем эту систему линейных алгебраических уравнений относи-
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тельно неизвестных постоянных 1C , 2C , …, nC  в стандартном виде: 

 





















).()(...)()(

),()(...)()(

),()(...)()(

0
)1()1(

00
)1(

0
)1(

220
)1(

11

000022011

000022011

xvyxyCxyCxyC

xvyxyCxyCxyC

xvyxyCxyCxyC

nnn
nn

nn

nn

nn


 (6.4) 

Определителем этой системы является определитель Вронского 

)( 0xW . Поскольку функции 1y , 2y , …, ny  образуют фундаменталь-

ную систему решений однородного линейного уравнения, то они яв-

ляются линейно независимыми и 0)( 0 xW . Поэтому из системы (6.4) 

1C , 2C , …, nC  могут быть найдены и притом единственным образом. 

Следовательно, при любых начальных условиях для неоднород-

ного линейного дифференциального уравнения (6.2) можно найти его 

частное решение. Тем самым доказано, что функция (6.3) представляет 

общее решение неоднородного уравнения (6.1). 

 

6.3. Метод вариации произвольных постоянных 

 

Рассмотрим общий метод интегрирования неоднородного линей-

ного уравнения вида (6.2), когда функция )(xf  является произвольной 

непрерывной или кусочно-непрерывной функцией. Покажем, как най-

ти решение неоднородного уравнения )(][ xfyL  , если известно ре-

шение соответствующего однородного уравнения 0][ yL . 

Пусть 1y , 2y , …, ny  – фундаментальная система решений одно-

родного уравнения 0][ yL . Тогда его общее решение 

 nn yCyCyCu  ...2211 , (6.5) 

где 1C , 2C , …, nC  – произвольные постоянные. Будем искать общее 

решение неоднородного уравнения )(][ xfyL   в таком же виде, а 
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именно положим 

 nn yxCyxCyxCy )(...)()( 2211  , (6.6) 

где )(1 xC , )(2 xC , …, )(xCn  уже не произвольные постоянные, как в 

(6.5), а неизвестные пока функции. Подставляя выражение (6.6) в не-

однородное уравнение )(][ xfyL  , получим для нахождения )(1 xC , 

)(2 xC , …, )(xCn  лишь одно уравнение. Для однозначного определе-

ния этих функций следует наложить на них 1n  дополнительных ус-

ловий. Покажем, как это сделать самым удобным способом. 

Дифференцируя равенство (6.6), имеем 

 nnnn yxCyxCyxCyxCyxCyxCy )(...)()()(...)()( 22112211  . 

Потребуем теперь, чтобы не только y  имело такой же вид, как u , но 

чтобы и y  выглядело так же, как и u  , то есть, чтобы было 

 nn yxCyxCyxCy  )(...)()( 2211 . (6.7) 

Для этого нужно потребовать выполнение равенства 

 0)(...)()( 2211  nn yxCyxCyxC . 

Это и есть первое из 1n  дополнительных условий. 

Дифференцируя равенство (6.7), получим 

 nnnn yxCyxCyxCyxCyxCyxCy  )(...)()()(...)()( 22112211 . 

Потребуем, чтобы y   выглядело так же, как и u  , то есть, чтобы было 

 nn yxCyxCyxCy  )(...)()( 2211 . 

Для этого нужно положить 

 0)(...)()( 2211  nn yxCyxCyxC . 

Это и есть второе дополнительное условие. Аналогично, требуя, чтобы 

y   имело тот же вид, что и u  , получим третье условие 
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 0)(...)()( 2211  nn yxCyxCyxC . 

Продолжая этот процесс дифференцирования, на 1n  шаге по-

требуем, чтобы было 

 
)1()1(

22
)1(

11
)1( )(...)()(   n

nn
nnn yxCyxCyxCy . (6.8) 

Тогда придем к последнему из дополнительных условий 

 0)(...)()( )2()2(
22

)2(
11   n

nn
nn

yxCyxCyxC . 

Дифференцируя (6.8), имеем 

  )()(
22

)(
11

)( )(...)()( n
nn

nnn yxCyxCyxCy  

 
)1()1(

22
)1(

11 )(...)()(   n
nn

nn
yxCyxCyxC . 

Итак, если выполняется система равенств 
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,0)(...)()(
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)2()2(
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)2(
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2211

2211

2211

n
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nn
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nn

nn

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC



 (6.9) 

то 
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)1()1(
22

)1(
11

)1(
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2211

n
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nn

nnn

n
nn

nnn

nn

nn

nn
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yxCyxCyxCy

  (6.10) 
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Умножая равенства (6.10) соответственно на )(xpn , )(1 xpn , 

)(2 xpn , …, )(1 xp , 1 и подставляя их в уравнение )(][ xfyL  , полу-

чим 

  ][)(...][)(][)( 2211 nn yLxCyLxCyLxC  

 )()(...)()( )1()1(
22

)1(
11 xfyxCyxCyxC n

nn
nn

 
. 

Поскольку 1y , 2y , …, ny  есть решения уравнения 0][ yL , то 

 0][ 1 yL ,     0][ 2 yL ,     …,     0][ nyL , 

а, значит, 

 )()(...)()( )1()1(
22

)1(
11 xfyxCyxCyxC n

nn
nn

 
. 

Это и есть то основное условие, по отношению к которому условия 

(6.9) являются дополнительными. 

Таким образом, если для )(1 xC , )(2 xC , …, )(xCn  выполнены ус-

ловия 
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,0)(...)()(

,0)(...)()(

,0)(...)()(

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

xfyxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

  (6.11) 

то функция (6.6) является решением уравнения )(][ xfyL  . 

Определителем неоднородной системы уравнений (6.11) является 

вронскиан )(xW , а так как функции 1y , 2y , …, ny  линейно независи-

мы, то 0)( xW . Поэтому система (6.11) имеет единственное решение: 

 )()( 11 xxC  ,     )()( 22 xxC  ,     …,     )()( xxC nn  , 

где )(1 x , )(2 x , …, )(xn  – некоторые функции, являющиеся ку-

сочно-непрерывными, а, значит, и интегрируемыми. Поэтому получим 
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 111 )()( CxxC  ,    222 )()( CxxC  ,    …,    nnn CxxC  )()( , 

где 1C , 2C , …, nC  – независимые произвольные постоянные. Под-

ставляя эти функции в равенство (6.6), находим 

 nnn yCxyCxyCxy ])([...])([])([ 222111  . (6.12) 

Покажем, что это решение уравнения )(][ xfyL   является его общим 

решением. Для этого перепишем равенство (6.12) в виде 

   nnnn yxyxyxyCyCyCy )(...)()(... 22112211  . (6.13) 

Первая группа слагаемых справа есть общее решение однородного 

уравнения 0][ yL . Вторая же группа получается из функции (6.12), 

если положить в ней 0...21  nССС . Но функция (6.12) удовле-

творяет уравнению )(][ xfyL   при любых 1C , 2C , …, nC , поэтому 

вторая группа слагаемых соответствует частному решению v  этого 

уравнения. Следовательно, равенство (6.13) можно переписать в виде 

 vuy  . 

Отсюда и следует, что функция (6.13), или, что то же самое, функция 

(6.12) есть общее решение неоднородного линейного дифференциаль-

ного уравнения (6.1). 

Рассмотренный метод является обобщением метода, изложенного 

ранее для линейного дифференциального уравнения первого порядка, 

поэтому его также называют методом вариации произвольных посто-

янных. 

П р и м е р  6 . 1 .  Найти общее решение уравнения 

 xyy tg . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 012   имеет 

корни i 2,1 . Поэтому фундаментальная система решений соответ-

ствующего однородного уравнения состоит из функций: 
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 xy cos1  ,     xy sin2  . 

Запишем общее решение однородного уравнения 

 xCxCu sincos 21  . 

Тогда общее решение исходного неоднородного уравнения ищем как 

 xxCxxCy sin)(cos)( 21  . 

При 2n  система (6.11) примет вид: 

 








).()()(

,0)()(

2211
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xfyxCyxC

yxCyxC
 

Для данного уравнения получим: 

 










.tgcos)(sin)(

,0sin)(cos)(

21

21

xxxCxxC

xxCxxC
 

Эта система имеет решение: 

 
x

x
xC

cos

sin
)(

2

1  ,     xxC sin)(2  . 

Интегрируя эти равенства, получим: 

 1

2

1
24

tglnsin
cos

1
cos

cos

1cos
)( C

x
xdx

x
xdx

x

x
xC 























  , 

 22 cos)( CxxC  . 

Запишем общее решение 

 xCxxxCx
x

xxy sinsincoscoscos
24

tglncossin 21 










 . 

Окончательно получим 
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 x
x

xCxCy cos
24

tglnsincos 21 










 . 

 

Практическое занятие 

 

Т е м а  з а н я т и я .  

Метод вариации произвольных постоянных. 

Ц е л ь  з а н я т и я .  

Изучить метод вариации произвольных постоянных для решения 

неоднородных линейных дифференциальных уравнений. 

А у д и т о р н о е  з а н я т и е .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 
1

1
23




xe
yyy ;  2) 132   xeyyy x

; 

3) 
x

yy
3cos

2
 ;   4) 2)( 23  xyyx . 

С а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 
x

e
yyy

x

 2 ;   2) 
x

yy
sin

1
 ; 

3) xyy tg24  . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Какое уравнение называется неоднородным линейным диффе-

ренциальным уравнением n -го порядка? 

2. Привести общий вид неоднородного линейного дифференци-

ального уравнения n -го порядка. 

3. Сформулировать общие теоремы о неоднородных линейных 

дифференциальных уравнениях. 

4. Доказать общую теорему 1 о неоднородных линейных диффе-



 77 

ренциальных уравнениях. 

5. Доказать общую теорему 2 о неоднородных линейных диффе-

ренциальных уравнениях. 

6. Сформулировать и доказать теорему об общем решении неод-

нородного линейного дифференциального уравнения n -го порядка. 

7. Какой вы знаете общий метод интегрирования неоднородного 

линейного дифференциального уравнения? 

8. Обосновать метод вариации произвольных постоянных для ин-

тегрирования неоднородного линейного дифференциального уравне-

ния. 

9. Вывести метод вариации произвольных постоянных для интег-

рирования неоднородного линейного дифференциального уравнения. 

10. Доказать, что метод вариации произвольных постоянных по-

зволяет получить общее решение неоднородного линейного диффе-

ренциального уравнения. 

11. Из каких основных этапов состоит вывод метода вариации 

произвольных постоянных для решения неоднородного линейного 

дифференциального уравнения n -го порядка? 

12. Записать вид общего решения неоднородного линейного диф-

ференциального уравнения n -го порядка, которое находится методом 

вариации произвольных постоянных. 
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7. НЕОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 

В данном разделе излагаются методы решения неоднородных ли-

нейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-

ми и с правой частью специального вида. Особое внимание уделяется 

получению частного решения неоднородных линейных дифференци-

альных уравнений. Рассмотрены случаи правой части в виде полинома, 

произведения полинома и экспоненты, произведения полинома, экспо-

ненты и гармонической функции. Показано, что в этих случаях нахож-

дение частного решения неоднородного линейного дифференциально-

го уравнения можно выполнить методом неопределенных коэффици-

ентов, который сводится к составлению и решению системы линейных 

алгебраических уравнений. 

Для всех рассмотренных случаев даются примеры решения диф-

ференциальных уравнений. Приводятся уравнения для аудиторного 

практического занятия и самостоятельной работы студентов. 

 

7.1. Уравнения с правой частью специального вида 

 

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное уравне-

ние с постоянными коэффициентами 

 )(... 1
)2(

2
)1(

1
)( xfypypypypy nn

nnn  


, (7.1) 

где 1p , 2p , …, 1np , np  – вещественные числа. 

Уравнение (7.1) можно проинтегрировать рассмотренным ранее 

методом вариации произвольных постоянных, который сводится к со-

ставлению и решению системы линейных уравнений относительно 

функций, а также к интегрированию этих функций. Таких трудоемких 

операций можно избежать в некоторых случаях благодаря особому 

виду уравнения (7.1). 
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Поскольку общее решение соответствующего однородного урав-

нения (5.1) мы уже умеем находить на основании теории и методов 

раздела 5, то получение общего решения уравнения (7.1) в силу теоре-

мы подраздела 6.2 сводится к нахождению какого-нибудь частного его 

решения. Оказывается, что эта задача решается весьма просто при не-

которых специальных видах функции )(xf  в правой части уравнения 

(7.1). Далее рассматриваются следующие случаи. 

1. Уравнения с правой частью в виде полинома. 

В этом случае правая часть уравнения (7.1) представима в виде 

 )()( xPxf m , 

где )(xPm  – многочлен степени m  с известными коэффициентами. 

2. Правая часть в виде произведения полинома и экспоненты. 

В данном случае правая часть уравнения (7.1) имеет вид 

 ax
m exPxf )()(  , 

где )(xPm  – многочлен степени m  с известными коэффициентами, a  

– некоторое число. 

3. Правая часть в виде произведения полинома, экспоненты и 

гармонической функции. 

В этом случае правая часть уравнения (7.1) имеет один из видов: 

 bxexPxf ax
m sin)()(  ,     bxexPxf ax

m cos)()(  , 

 
axebxxRbxxPxf ]cos)(sin)([)(  , 

где )(xPm  – многочлен степени m  с известными коэффициентами, 

)(xP  и )(xQ  – многочлены известных степеней с известными коэф-

фициентами, a  и b  – некоторые числа. 

Для всех этих случаев на основании значений корней характери-

стического многочлена уравнения (7.1) и вида его правой части можно 

записать частное решение с точностью до коэффициентов входящих в 
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него многочленов. Значения этих коэффициентов находятся путем со-

ставления и решения системы линейных алгебраических уравнений. 

Такой метод нахождения частного решения уравнения (7.1) называется 

методом неопределенных коэффициентов. 

 

7.2. Уравнения с правой частью в виде полинома 

 

Пусть правая часть неоднородного линейного дифференциально-

го уравнения с постоянными коэффициентами (7.1) имеет вид 

 )()( xPxf m , 

где )(xPm  – многочлен степени m , то есть 

 mm
mm

m bxbxbxbxP  


1
1

10 ...)( . 

Тогда уравнение (7.1) примет вид 

 )(... 1
)2(

2
)1(

1
)( xPypypypypy mnn

nnn  


. (7.2) 

Рассмотрим два случая. 

В  п е р в о м  с л у ч а е  предположим, что в уравнении (7.1) 

0np . Тогда частное решение уравнения (7.2) можно искать в виде 

 )(xQv m , (7.3) 

где )(xQm  – некоторый многочлен степени m . Действительно, в этом 

случае, положим 

 mm
mmm AxAxAxAxAv  


1
2

2
1

10 ... , 

где 0A , 1A , …, mA  – неизвестные коэффициенты. Дифференцируя это 

равенство, получим: 

 1
3

2
2

1
1

0 ...)2()1( 
  m

mmm AxAmxAmxmAv , 
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 2
4

2
3

1
2

0 2...)3)(2()2)(1()1( 
  m

mmm AxAmmxAmmxAmmv , 

 … . 

Подставляя эти производные в уравнение (7.2) и приравнивая коэффи-

циенты в левой и правой частях полученного равенства при одинако-

вых степенях переменной x  – mx , 1mx , 2mx , …, будем иметь сис-

тему линейных алгебраических уравнений: 
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nnn
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Из первого уравнения этой системы найдем 0A , из второго – 1A , из 

третьего – 2A  и так далее. Поскольку коэффициент при каждой оче-

редной неизвестной равен коэффициенту уравнения np , а 0np , то 

числа 0A , 1A , 2A , …, mA  из этой системы могут быть найдены и при 

том единственным образом. 

П р и м е р  7 . 1 .  Найти общее решение уравнения 

 1243 2  xyyyy . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 0243 23   

имеет корни 11  , i 13,2 . Следовательно, общее решение 

соответствующего однородного уравнения 

 )sincos( 321 xCxCeeCu xx  
. 

Правая часть исходного уравнения имеет в данном случае вид 

 )()( 2 xPxf  . 
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Поскольку 023 p , то частное решение ищем в виде 

 )(2 xQv  , 

то есть 

 CBxAxv  2 . 

Для такого решения имеем: 

 BAxv  2 ,     Av 2 ,     0v . 

Подставляя v  , v  , v  и v  в исходное уравнение, получим 

 1222486 22  xCBxAxBAxA . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 2x , 1x  и 0x , 

имеем: 

 
















.1246

,028

,12

CBA

BA

A

 

Отсюда 

 21A ,     2B ,     3C . 

Итак, частное решение 

 32
2

2

 x
x

v . 

Следовательно, общее решение исходного уравнения 

 32
2

)sincos(
2

321   x
x

xCxCeeCy xx
. 

В о  в т о р о м  с л у ч а е  пусть 0np  и при этом 01 np , 

02 np , …, 01 knp , но 0knp . Тогда дифференциальное урав-

нение (7.1) примет вид 
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 )(... )()2(
2

)1(
1

)( xPypypypy m
k

kn
nnn  
 . (7.4) 

Это линейное дифференциальное уравнение, допускающее пони-

жение порядка. Положим zy k )( , где )(xzz   – новая неизвестная 

функция. Получим для нее уравнение 

 )(1
)2(

2
)1(

1
)( xPzpzpzpzpz mknkn

knknkn  
  . 

Поскольку 0knp , то мы пришли к первому случаю. Поэтому 

частное решение такого уравнения ищем в виде 

 )(xRv m
, 

где )(xRm  – некоторый многочлен степени m . Если его коэффициен-

ты уже найдены, то для частного решения уравнения (7.4) имеем 

 )()( xRv m
k  . 

Интегрируя это равенство k  раз подряд, получим 

  


 k
m

k
m

kmkmkm xDxDxDxDxDv 1
1

2
2

1
10   

 kk
kk CxCxCxC  


1
2

2
1

1  . 

Здесь 0D , 1D , …, mD  – некоторые определенные числа, а 1C , 2C , …, 

kC  – произвольные постоянные. Поскольку мы ищем произвольное 

частное решение дифференциального уравнения (7.4), то можно поло-

жить 021  kCCC  , и тогда получим 

 
k

m
k

m
kmkmkm xDxDxDxDxDv  


 1

1
2

2
1

10  . 

Итак, в этом случае 

 
k

m xxQxv )()(  , (7.5) 

где )(xQm  – некоторый многочлен степени m . 
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П р и м е ч а н и е . Из дифференциального уравнения (7.4) следует, 

что характеристическое уравнение для второго случая имеет вид 

 02
2

1
1  

 k
kn

nnn ppp  . 

Отсюда следует, что корень этого уравнения 0  имеет кратность k . 

Именно в этом случае равенство (7.5) отличается от (7.3) появлением 

справа сомножителя kx  в частном решении. Первый случай может 

рассматриваться как частный случай второго случая при 0k . Тогда 

формула (7.5) превращается в (7.3). 

П р и м е р  7 . 2 .  Найти общее решение уравнения 

 xyy  . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 023   

имеет корни 021  , 13  . Следовательно, общее решение соот-

ветствующего однородного уравнения 

 
xeCxCCu 321  . 

Правая часть исходного уравнения имеет в данном случае вид 

 )()( 1 xPxf  . 

Поскольку 2k , то частное решение ищем в виде 

 
2

1 )( xxQv  , 

то есть 

 
2)( xBAxv  ,     23 BxAxv  . 

Для такого решения имеем: 

 BxAxv 23 2  ,     BAxv 26  ,     Av 6 . 
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Подставляя v  , v  , v  и v  в исходное уравнение, получим 

 xBAxA  266 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 1x  и 0x , име-

ем: 

 










.026

,16

BA

A
 

Отсюда 61A , 21B . Итак, частное решение 

 
26

23 xx
v  . 

Складывая u  и v , получим общее решение исходного уравнения 

 
26

23

321

xx
eCxCCy x  . 

 

7.3. Правая часть в виде произведения полинома и 

экспоненты 

 

Пусть правая часть неоднородного линейного дифференциально-

го уравнения с постоянными коэффициентами (7.1) имеет вид 

 
ax

m exPxf )()(  , 

где )(xPm  – многочлен степени m , то есть 

 mm
mm

m bxbxbxbxP  


1
1

10 ...)( , 

а a  – некоторое число. Тогда уравнение (7.1) примет вид 

 
ax

mnn
nnn exPypypypypy )(... 1

)2(
2

)1(
1

)(  


. (7.6) 
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Положим axzey  , где )(xzz   – новая неизвестная функция. 

Обозначим левую часть уравнения (7.6) через ][yL , а левую часть со-

ответствующего ему характеристического уравнения – через )(D . 

Тогда по формуле (3.8) линейного дифференциального оператора для 

произведения функций получим 

 )()(12
1

!

][

)!1(

][
...

!2

][
][][][][ n

ax
nn

ax
n

ax
axaxax z

n

eL
z

n

eL
z

eL
zeLzeLzeLyL 


  . 

В силу определения линейного дифференциального оператора (3.4) 

имеем: 

 axax eaDeL )(][  ,     axax eaDeL )(][1  ,     axax eaDeL )(][2  ,     …, 

 
axnax

n eaDeL )(][ )1(
1


  ,     

axax
n eneL !][  . 

Следовательно, 

 axnn
n

ezz
n

aD
z

aD
zaDzaDyL


















 


)()1(

)1(

)!1(

)(
...

!2

)(
)()(][ . 

Поэтому, подставляя 
axzey   в уравнение (7.6), получим 

 ax
m

axnn
n

exPezz
n

aD
z

aD
zaDzaD )(

)!1(

)(
...

!2

)(
)()( )()1(

)1(



















 



. 

Сокращая это равенство на axe , имеем 

     )()()(
!2

)(
...

)!1(

)( )1(
)1(

)( xPzaDzaDz
aD

z
n

aD
z m

n
n

n 





 


. (7.7) 

Получено неоднородное линейное дифференциальное уравнение с 

постоянными коэффициентами вида (7.2) с многочленом в правой час-

ти, которое рассмотрено в предыдущем подразделе. При этом возмож-
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ны два случая. 

В  п е р в о м  с л у ч а е  предположим, 0)( aD , то есть значение 

a  не является корнем характеристического уравнения. Тогда част-

ное решение уравнения (7.7) ищется в виде (7.3) 

 )(xQv m . 

Следовательно, частное решение исходного уравнения (7.6) нуж-

но искать в виде 

 
ax

m exQxv )()(  . (7.8) 

В о  в т о р о м  с л у ч а е  пусть 0)( aD , 0)(  aD , 0)(  aD , 

…, 0)()1(  aD k
, но 0)()( aD k

, то есть значение a  является k -

кратным корнем характеристического уравнения. Тогда частное реше-

ние уравнения (7.7) ищется в виде (7.5) 

 k
m xxQv )( . 

Частное решение исходного уравнения (7.6) нужно искать в виде 

 
kax

m xexQxv )()(  . (7.9) 

Можно условно считать, что в первом случае будет 0k  и из 

формулы (7.9) получается формула (7.8) как частный случай. То есть, 

можно условно считать первый случай частным случаем второго. В то 

же время, формулы (7.3) и (7.5) предыдущего подраздела теперь выте-

кают из формул (7.8) и (7.9) данного подраздела как частный случай 

при 0a . 

Если в уравнении (7.1) правая часть есть сумма нескольких сла-

гаемых вида 

 
ax

m exPxf )()(  , 

то можно для каждого слагаемого найти соответствующее частное ре-

шение, а затем на основании принципа суперпозиции сложить их. 
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П р и м е р  7 . 3 .  Найти общее решение неоднородного диффе-

ренциального уравнения 

 xxeyyy  2 . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 022   

имеет корни 11  , 22  . Запишем общее решение соответствую-

щего однородного уравнения 

 
xx eCeCu 2

21  
. 

В данном случае правая часть исходного уравнения имеет вид 

 
xexPxf  1

1 )()( . 

Поскольку число 1a  не совпадает ни с 1 , ни с 2 , то частное ре-

шение ищем в виде 

 
xexQv )(1 , 

то есть 

 
xeBAxv )(  . 

Для такого решения имеем: 

 
xx eBAxAev )(  ,     

xx eBAxAev )(2  . 

Подставляя v  , v  и v  в исходное уравнение и сокращая его на xe , 

получим 

 xBAxBAxABAxA  222 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях этого уравне-

ния 1x  и 0x , имеем: 

 










.02

,12

BA

A
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Отсюда 21A , 41B . Итак, частное решение 

 xe
x

v 









4

1

2
. 

Складывая u  и v , получим общее решение исходного дифферен-

циального уравнения 

 xxx e
x

eCeCy 







 

4

1

2

2
21 . 

П р и м е р  7 . 4 .  Найти общее решение неоднородного диффе-

ренциального уравнения 

 xeyyy x 444 2  . 

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение 

 044 23   

имеет корни 01  , 232  . Общее решение однородного урав-

нения 

 
xexCCCu 2

321 )(  . 

Правая часть исходного уравнения имеет в данном случае вид 

 )()()( 21 xfxfxf  , 

где 

 
xexPxf 2

01 )()(  ,     
xexPxf  0

12 )()( . 

Значит 

 21 vvv  , 

где 

 
22

01 )( xexQv x ,     xexQv x 0
12 )( . 

Итак, полагаем 
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 CxBxxAev x  222 . 

Дифференцируя эту функцию, имеем: 

 CBxxAexAev xx  222 222 , 

 BAexAexAev xxx 2284 2222  , 

 xxx AexAexAev 2222 12248  . 

Подставляя v  , v  , v  и v  в исходное неоднородное дифферен-

циальное уравнение, получим 

  BAexAexAeAexAexAe xxxxxx 88321612248 22222222  

 xeCBxxAexAe xxx 44888 2222  . 

После упрощения имеем 

 xeCBBxAe xx 44884 22  . 

Приравнивая коэффициенты, получим систему уравнений: 

 
















.048

,48

,14

CB

B

A

 

Отсюда 41A , 21B , 1C . Найдено частное решение 

 x
x

xev x








 1

24

1 22 . 

Общее решение исходного неоднородного дифференциального 

уравнения 

 x
x

xeexCCCy xx








 1

24

1
)( 222

321 . 
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7.4. Правая часть в виде произведения полинома, экспоненты 

и гармонической функции 

 

Пусть правая часть неоднородного линейного дифференциально-

го уравнения с постоянными коэффициентами (7.1) имеет вид 

 bxexPxf ax
m sin)()(  , 

где )(xPm  – многочлен с вещественными коэффициентами степени m , 

то есть 

 mm
mm

m bxbxbxbxP  


1
1

10 ...)( , 

a  и b  – некоторые числа. Тогда уравнение (7.1) примет вид 

     bxexPypypypypy ax
mnn

nnn sin)(... 1
)2(

2
)1(

1
)(  

 . (7.10) 

Введем вспомогательное уравнение с комплекснозначной правой 

частью 

 
xiba

m exPyL )()(][  . (7.11) 

Поскольку в уравнении (7.6) число a  не обязательно должно бы-

ло быть вещественным, то уравнение (7.11) можно отнести к этому 

случаю. Поэтому его частное решение ищем в виде 

 
kxiba

m xexQv )()(   , (7.12) 

где k  – кратность числа iba   как корня характеристического уравне-

ния. Перепишем равенство (7.12) в виде 

 
kxiba

mm
mm xeAxAxAxAv )(

1
1

10 )( 


   . 

Подставим это v  в уравнение (7.11). Очевидно, производные 

различных порядков от v  будут суммами слагаемых вида 

 
sxiba

l xexR )()( 
, 
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где )(xRl  – некоторый многочлен степени l , а s  – натуральное число. 

При этом многочлен )(xRl  имеет, вообще говоря, комплексные коэф-

фициенты, полученные в результате дифференцирования множителя 

xibae )(  . 

Подставив v  в (7.11) и сократив полученное уравнение на 

xibae )(  , приравняем коэффициенты слева и справа при одинаковых 

степенях x . Тогда получим для неизвестных коэффициентов 0A , 1A , 

2A , …, mA  систему линейных алгебраических уравнений, коэффици-

енты которых будут, вообще говоря, комплексными. Поэтому и неиз-

вестные 0A , 1A , 2A , …, mA , найденные из этой системы, будут, во-

обще говоря, комплексные. Поэтому (7.12) можно переписать 

 kxiba
mm xexiTxSv )()]()([   , 

где )(xSm  и )(xTm  – многочлены с вещественными коэффициентами. 

В силу теоремы 2 подраздела 6.1 исходное уравнение (7.10) имеет 

частное решение в виде мнимой части v  

 })]()(Im{[Im )( kxiba
mm xexiTxSvv   , 

то есть 

 
k

mm
ax xbxibxxiTxSev )}sin)](cos()(Im{[  . 

Окончательно 

 
kax

mm xebxxTbxxSv ]cos)(sin)([  . (7.13) 

Очевидно, если правая часть уравнения (7.1) имеет вид 

 bxexPxf ax
m cos)()(  , 

то частное решение ищется по той же формуле (7.13). 

Если правая часть уравнения (7.1) имеет вид 
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 axebxxRbxxPxf ]cos)(sin)([)(  , 

то на основании принципа суперпозиции снова ищем частное решение 

в виде (7.13), где m  – высшая из степеней многочленов )(xP  и )(xQ . 

При решении конкретных уравнений пользоваться формулой 

(7.13), как правило, нецелесообразно, а удобнее, как было сделано в 

общем случае, вводить сначала уравнение с комплексозначной правой 

частью. Исключение составляет лишь тот случай, когда 0a , и тогда 

удобнее искать частное решение в виде 

 
k

mm xbxxTbxxSv ]cos)(sin)([  . 

П р и м е р  7 . 5 .  Найти общее решение уравнения 

 xeyyy x 2cos2  . 

Р е ш е н и е .  Поскольку 

 }Re{2cos )21( xix exe  , 

то введем вспомогательное уравнение 

 
xieyyy )21(2  . 

Характеристическое уравнение 

 022   

имеет корни 21  , 12  . Общее решение однородного уравнения 

 
xx eCeCu 2

2
1  

. 

Поскольку число i21  не совпадает ни с 1 , ни с 2 , то 

 xiAev )21(   , 

 
xieiAv )21()21()(   , 
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 xixi eiAeiAv )21()21(2 )43()21()(   . 

Подставляя v  , v  и v  в исходное уравнение и сокращая его на 

xie )21(  , получим: 

 12)21()43(  AiAiA ,     1)64(  Ai . 

Отсюда 

 )32(
26

1

52

64

64

1
i

i

i
A 





 . 

Следовательно, 

 xieiv )21()32(
26

1   . 

Тогда 

 )]2sin2)(cos32Re[(
26

1
xixiev x  , 

то есть частное решение 

 )2sin32cos2(
26

1
xxev x  . 

Общее решение исходного уравнения 

 )2sin32cos2(
26

1
2

2
1 xxeeCeCu xxx   . 

 

Практическое занятие 

 

Т е м а  з а н я т и я .  

Однородные линейные дифференциальные уравнения с постоян-

ными коэффициентами и с правой частью специального вида. 

Ц е л ь  з а н я т и я .  

Изучить методы решения однородных линейных дифференциаль-

ных уравнений с постоянными коэффициентами и с правой частью 
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специального вида. 

А у д и т о р н о е  з а н я т и е .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 32254  xyyyy ; 2) xeyyy 432  ; 

3) 22 xeyy x  ;   4) xexyyy 2245  ; 

5) xyyy sin23  ;  6) xeyyy x 2sin84 2  ; 

7) xeyy x cos9 3 ;  8) xxyy sin . 

С а м о с т о я т е л ь н а я  р а б о т а .  

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1) 12)5(  xyy ;   2) 022 2   xeyyy ; 

3) 
xxeyy 4 ;   4) xyyy cos168)4(  ; 

5) 
xxeyyy 244  ;  6) xxyyy cos23  ; 

7) xxeyy x cos)4(  ;  8) xxyy 5sin35 2  . 

 

Контрольные вопросы 

 

1. Какое уравнение называется неоднородным линейным диффе-

ренциальным уравнением с постоянными коэффициентами? 

2. Привести общий вид неоднородного линейного дифференци-

ального уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами. 

3. Какие существуют методы интегрирования неоднородного ли-

нейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициен-

тами? 

4. Какие рассматриваются случаи правой части неоднородного 

линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффици-

ентами? 

5. Как называется метод интегрирования неоднородного уравне-

ния с постоянными коэффициентами и с правой частью специального 

вида? 

6. В чем заключается преимущество метода неопределенных ко-
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эффициентов перед методом вариации произвольных постоянных при 

интегрировании неоднородного уравнения с постоянными коэффици-

ентами? 

7. Как интегрируется неоднородное линейное дифференциальное 

уравнение с постоянными коэффициентами и с правой частью в виде 

многочлена? 

8. Какой вид имеет решение уравнения с постоянными коэффици-

ентами и с правой частью в виде многочлена при отсутствии нулевых 

корней? 

9. Записать вид частного решения уравнения с постоянными ко-

эффициентами и с правой частью в виде многочлена при наличии ну-

левых корней. 

10. Как интегрируется уравнение с постоянными коэффициентами 

и с правой частью в виде произведения полинома и экспоненты? 

11. Какой вид имеет частное решение неоднородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и с 

правой частью в виде произведения полинома и экспоненты? 

12. Как интегрируется неоднородное линейное дифференциальное 

уравнение с постоянными коэффициентами и с правой частью в виде 

произведения полинома, экспоненты и гармонической функции? 

13. Какой вид имеет частное решение неоднородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и с 

правой частью в виде произведения полинома, экспоненты и гармони-

ческой функции? 

14. Как записывается общее решение неоднородного линейного 

дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и с 

правой частью специального вида? 
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8. СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ 

 

При решении обыкновенных дифференциальных уравнений воз-

никает необходимость в использовании формул дифференциального и 

интегрального исчисления функций одной переменной. Ниже приве-

дены основные правила дифференцирования и интегрирования функ-

ций, а также таблицы производных и интегралов основных элементар-

ных функций. 

П р а в и л а  д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я .  

Производная постоянной величины 0C . 

Производная суммы vuvu  )( . 

Производная разности vuvu  )( . 

Постоянный множитель можно выносить за знак производной: 

 yCCy )( . 

Производная произведения vuvuuv )( . 

Производная частного 

 
2v

vuvu

v

u 









. 

Производная сложной функции xu ufxuf ))((( . 

Производная обратной функции 

 
x

y
y

x



1

. 

Производная функции, заданной параметрически: 

 










);(

),(

tyy

txx
                

t

t

x

y

dx

dy




 . 
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Производные основных элементарных функций приведены в 

табл. 8.1. 

 

Таблица 8.1 – Производные элементарных функций 

 

)(xf
 

)(xf 
 

)(xf
 

)(xf 
 

ax  
1axa

 
xa  aax ln  

xln  
x

1

 

xe  
xe  

xsin  xcos  xarcsin  21

1

x  

xcos  xsin  xarccos  21

1

x
  

xtg
 

x2cos

1

 

xarctg
 21

1

x  

xctg
 

x2sin

1


 

xarcctg
 21

1

x


 

xsh
 

xch
 

xArsh
 

1

1

2 x  

xch
 xsh

 
xArch

 
1

1

2 x  

xth
 x2ch

1

 

xArth
 21

1

x  

xcth
 x2sh

1


 

xArcth
 21

1

x  

 

В этой таблице a  – некоторый числовой постоянный параметр. 

Структура таблицы позволяет установить аналогию и отличие между 
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производными тригонометрических и гиперболических функций, а 

также производными обратных тригонометрических и обратных ги-

перболических функций. Здесь обозначены гиперболические и обрат-

ные гиперболические функции: 

 
2

sh
xx ee

x


 ,     
2

ch
xx ee

x


 , 

 
xx

xx

ee

ee
x








th ,     

xx

xx

ee

ee
x








cth , 

 )1ln(Arsh 2  xxx ,     )1ln(Arch 2  xxx , 

 
x

x
x






1

1
ln

2

1
Arth ,     

x

x
x






1

1
ln

2

1
Arcth . 

Формула Лейбница для производной произведения функций 

 
)()1()2()1()()(

)!1(

2)1(

!2

)1(
)( nnnnnn uvv

n

nn
vu

nn
vnuvuuv 







  

 . 

П р а в и л а  и н т е г р и р о в а н и я .  

Неопределенный интеграл 

   CxFdxxf )()( , 

где )(xF  – первообразная подынтегральной функции )(xf , 

)()( xfxF  ; C  – произвольная постоянная. 

Первообразные основных элементарных функций приведены в 

табл. 8.2. 

Противоположность действий дифференцирования и интегриро-

вания: 

   )()( xfdxxf
dx

d
 ,        Cxfxdf )()( . 
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Таблица 8.2 – Основные первообразные 

 

)(xf
 

)(xF
 

)(xf
 

)(xF
 

ax  1

1





a

xa

 

xa  a

a x

ln  

x

1

 
xln

 
xe  

xe  

xcos  xsin  
xsin

1

 2
tgln

x

 

xsin  xcos  
xcos

1

 












24
tgln

x

 

x2cos

1

 

xtg
 22

1

xa   a

x
arcsin

 

x2sin

1

 

xctg
 22

1

xa   a

x

a
arctg

1

 

xch
 

xsh
 22

1

ax   
)ln( 22 axx 

 

xsh
 

xch
 22

1

ax   

22ln axx 
 

x2ch

1

 

xth
 22

1

ax   ax

ax

a 


ln

2

1

 

x2sh

1

 

xcth
 21

1

x  x

x





1

1
ln

2

1

 

 

В этой таблице a  – некоторый числовой постоянный параметр. 

Интеграл суммы 

   dxxvdxxudxxvxu )()()]()([ . 
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Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

   dxxfCdxxCf )()( . 

Интегрирование методом внесения под знак дифференциала: если 

   CxFdxxf )()( , 

то при произвольной функции )(x  

 CxFxdxf  )]([)()]([ . 

Формула интегрирования по частям 

   vduuvudv . 

Интегрирование методом замены переменных 

   dtttfdxxf )()]([)( , 

где )(xt   – новая переменная, )(tx   – обратная функция. 

Теорема Барроу 

 )()( xfdttf
dx

d
x

a

 . 

Формула Ньютона-Лейбница 

 )()()( aFbFdxxf

b

a

 . 
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