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ПЕРЕДМОВА 
Існує багато практично важливих наукових та технічних галузей, в яких 

об’єкти дослідження математично описуються величинами, що зазнають 
розрив. Такі об’єкти часто виникають в задачах, які використовують 
дистанційні методи і, зокрема, в задачах томографії. Так, в дефектоскопії 
виявлення тріщин у промислових виробах за допомогою неруйнівного 
контролю є важливою задачею, як і визначення відхилень внутрішньої будови 
виробу від еталону. В багатьох задачах геофізики встановлення місця 
розташування границь, що розділяють блоки з різними фізичними 
властивостями, є першим етапом в подальших дослідженнях, направлених на 
визначення фізичних величин, що характеризують внутрішню будову Землі. В 
комп’ютерній томографії при дослідженні внутрішньої структури тіла корисно 
враховувати його неоднорідність, тобто різну щільність в різних частинах тіла 
(кістки, серце,  шлунок тощо мають різну щільність, тобто щільність всього тіла 
є функцією з розривами першого роду на системі ліній чи поверхонь). 

До теперішнього часу в томографії розроблено багато обчислювальних 
методів, алгоритмів та програмних засобів, направлених на відновлення 
внутрішніх властивостей об’єкта. Вони добре себе проявляють при відновленні 
об’єктів з гладкими властивостями, але дають незадовільні результати для 
об’єктів з розривними характеристиками. Тому виникає необхідність створення 
теорії наближення розривних функцій та методів виявлення  точок та ліній 
розриву функцій для точнішого уявлення про структуру досліджуваного 
об'єкта.  

Задача наближення неперервних функцій неперервними конструкціями з 
достатньою повнотою описана в багатьох роботах, наприклад, [18, 36, 41]. 
Існують багато технічних задач, в яких наближувальна функція не обов’язково є 
гладкою, іноді допустима її розривність – аби похибка наближення була 
достатньо мала. Наближення такого типу раніше детально не розглядалося, 
існують тільки підходи до розв’язання такого типу задач, які застосовні для 
частинних випадків (див. наприклад, [1, 11]). Для того, щоб розв’язувати 
широке коло наукових та технічних задач, корисно використовувати рівномірні 
наближення негладкими та розривними функціями. У праці Б.Я. Попова [43] 
розглядаються наближення неперервних функцій за допомогою розривних 
сплайнів в чебишевській нормі. У працях О.М. Литвина та його учнів [43 – 64] 
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досліджують наближення неперервних функцій однієї змінної кусково-сталими 
функціями. 

Існують математичні моделі, що описують процеси, які протікають в 
складних багатокомпонентних об'єктах. До таких процесів належать 
деформація складних тіл, формування температурних полів, використання 
нових матеріалів для створення об'єктів авіабудування, машинобудування тощо. 
Багатокомпонентність тіл, наявність в них прошарків, включень привели до 
створення класів математичних задач з розривними розв'язками.  

Для моделювання складних неперервних фізичних явищ в якості потужної 
обчислювальної техніки використовуються спектральні методи Фур'є. Їхня 
швидкість збіжності залежить від гладкості та періодичності функції в 
досліджуваній області. Якщо функція має розрив хоча б в одній точці, 
швидкість збіжності погіршується до першого порядку і коливання 
розвиваються поруч з розривами. Така поведінка сум Фур’є називається явищем 
Гіббса. 

У монографії аналізуються результати досліджень, викладені у публікаціях 
вітчизняних та зарубіжних науковців, які стосуються методів наближення 
розривних функцій однієї та двох змінних, а також прикладних питань їхнього 
ефективного застосування в моделюванні процесів, що описуються розривними 
функціями.  

У частині I подано огляд традиційних методів наближення розривних 
функцій та методів, що використовують нові інформаційні оператори, та 
проаналізовано результати досліджень з питань побудови методів наближення 
розривних функцій, методів виявлення точок або ліній розриву та методів 
відновлення внутрішньої структури об'єкта, заданої значеннями в окремих 
точках або слідами на системі прямих із суттєвим використанням її 
неоднорідності. 

На даний час значна увага багатьох вчених приділяється оптимізації 
методів наближення функцій багатьох змінних. Інформація, яка при цьому 
використовується для побудови операторів наближення, включає дані Радона, 
які надходять з комп’ютерного томографа. Тобто треба вміти математично 
обробляти серію проекцій уздовж заданої системи ліній або серію малюнків 
(експериментальних даних), отриманих тим чи іншим способом. Вони можуть 
бути слідами функцій двох або трьох змінних на заданій системі ліній та 
площин відповідно, зображеннями внутрішньої структури тіла в заданій 
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системі площин, що перетинають тіло. Взагалі, об’єкти, які потрібно 
відновлювати, наприклад у медичній комп’ютерній томографії, можна описати 
функціями, що мають розриви першого роду на деяких лініях чи поверхнях. А 
для більш точного дослідження об’єкта корисним є вміння визначати 
геометричні характеристики ліній та поверхонь розриву. Така задача виникає, 
наприклад, при виявленні дефектів багатошарових об’єктів. Не існує 
томографічних методів, які використовують факт неоднорідності внутрішньої 
структури об’єкта.  

Поява та масове використання швидкодіючих ЕВМ зумовили у другій 
половині XX століття розвиток томографічних методів у наукових 
дослідженнях та медичній діагностиці. Нині ці методи застосовуються у 
багатьох галузях людської діяльності. 

Зазначимо істотну обставину: математичні основи томографії були 
закладені ще на початку минулого століття в працях німецького вченого Й. 
Радона [141], який розвинув теорію перетворення функцій багатьох змінних 
(перетворення Радона). Згідно з цим перетворенням функцію багатьох змінних 
можна характеризувати не тільки її значеннями  у точках багатовимірного 
простору, а й інтегралами від цієї функції, взятими по нескінченній сукупності 
ліній або площин. За останні десятиліття комп’ютерна томографія зробила 
потужні кроки у напрямку удосконалення алгоритмів, програмних засобів та 
апаратної реалізації. 

Виділимо основні риси та особливості томографічних методів. 
Привабливіша риса полягає в тому, що способи вимірювань не руйнують 
об'єкт. Так, в трансмісійній томографії використовується активна зондуюча 
взаємодія із середовищем фізичного поля, характеристики якої фіксуються 
після проходження об'єкта. Вимірювання в емісійній томографії здійснюються з 
використанням власних джерел випромінювання природного чи штучного 
походження. В переважній більшості математичних моделей у томографії 
використовується променеве наближення: інформація про середовище 
"натоплюється" вздовж променя та реєструється на виході. Невід'ємною рисою 
томографії є й багатократне проведення однотипних вимірювань, чим 
досягається мета отримання достатнього об'єму даних. У силу некоректності 
задачі томографії їхня недостатність призводить до свавілля в розв'язанні, а 
неточності у вимірюваннях – до його нестійкості. 
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Але практична реалізація томографічного методу ще далека від 
оптимальності, оскільки є недостатньо обґрунтованою доза опромінення 
томографа та наявність невластивих об'єкту артефактів на екранах дисплеїв при 
відновленні об’єкта у заданому перетині. У практиці дослідження 
томографічних зображень часто виникає задача отримання зображення 
перетину тіла у тих площинах, для яких немає зображення, за відомими 
зображеннями у деякій сукупності перетинів.  

Потрібно зазначити, що оператори інтерфлетації функцій є природнім 
узагальненням операторів інтерполяції функцій трьох змінних. Тому, як і у 
випадку інтерполяції, похибки в експериментальних даних (у даному випадку в 
томограмах) привносяться також  в оператори інтерфлетації. В математиці існує 
альтернатива операторам інтерполяції – оператори апроксимації. Це оператори, 
що побудовані шляхом згладжування експериментальних даних за допомогою 
поліномів, раціональних функцій, тригонометричних поліномів, вейвлетів тощо. 

Задача побудови математичних моделей динамічної внутрішньої структури 
тривимірних тіл належить до однієї з найбільш актуальних задач сучасності. 
Така задача виникає в різних галузях науки і техніки, зокрема, в медичній 
практиці у разі проведення декількох повторних досліджень пацієнта в різні 
моменти часу та за необхідності аналізу на їх основі ефективності лікування.  

Особливо важливим є побудова чотиривимірних моделей на основі 
томографічних даних у різні моменти часу. Ця задача сама по собі є дуже 
складною у зв’язку з великими масивами інформації, яка використовується на 
кожному етапі часу, а також з обмеженнями на візуалізацію результатів 
відновлення в моменти часу, що не збігаються з моментами, для яких 
представлені експериментальні дані. 

У частині II проаналізовано результати досліджень з питань математичного 
моделювання в комп'ютерній томографії. Побудовано методи відновлення  3D 
внутрішньої структури стаціонарного тіла за її томограмами, що лежать в 
системі деяких площин з використанням інтерфлетації та мішаної апроксимації 
функцій трьох змінних. Крім того, викоадено метод відновлення динамічної 
внутрішньої структури тривимірного тіла, що змінюється з часом, за відомими 
її томограмами, які надходять з комп’ютерного томографа. Описано 
обчислювальні експерименти з використанням томограм, які надходять з 
реально діючих томографів. 
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СПИСОК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ І СКОРОЧЕНЬ 
          - квантор загальності „для всіх” 
         - випливає 
        - еквівалентно 
R           - множина дійсних чисел  xRx  

nR         - евклідів n  - вимірний простір niRxRxxx i
n

n ,1,),...,( 1   

         - пуста множина 
}{},:{ xx PxPx  - сукупність елементів x з властивістю xP  

Ax    -  елемент x  належить множині А 

AxAx  ,  - елемент x  не належить множині А 

BA     - переріз множин А і В (їхня спільна частина) 
BA     - об’єднання множин А і В 
BA     - множина А є частиною множини В 

\A B      - }:{ BxAx   різниця множин А і В 

A            -  замикання множини А 

,,ij i j      - символ Кронекера, , ,1, 0i i i j    , якщо ji   

 I              - тотожній оператор 

)(GC        - простір функцій, неперервних у nRG   

)(GC r      -  простір функцій, неперервних у nRG  , разом із частинними  

похідними порядку r  

)(),,( GC nmr  - простір функцій, неперервних у 3RG  , разом із частинними 

похідними порядку r  по першій змінній, m  – по другій, n  – по третій 
РКТ        - радонівська комп’ютерна томографія 
ШПФ – швидке перетворення Фур’є 
FT – перетворення Фур'є 

1

n

i
i

S

  – об’єднання множин , 1,iS i n  

lim ( )
x x

f x


 – правостороння або лівостороння границі функції ( )f x  при 

0ix x   або 0ix x   

( )U x  –   - окіл точки x  

( )Lf x  – оператор L  діє на функцію ( )f x  
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( )T x  – функція-томограма, яка паралельна заданій площині, 
( , )
( , )
( , )

x y
x x z

y z


 


 

, ( )i jf x y   – одностороння границя функції ( , )f x y  при 0, 0i jx x y y     

1 2
( , ) ( , )( , ) f x y f x yD f x y

x y
 

   
 

 – похідна від функції ( , )f x y  за напрямком   
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ЧАСТИНА I 

 

 

 
МЕТОДИ НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ТА 

ДВОХ ЗМІННИХ 

 
 

Cучасні методи наближення розривних функцій та неперервних функцій 
розривними функціями 

◄► 
Наближення розривної функцій однієї змінної розривними сплайнами 

◄► 
Відновлення розривної функції двох змінних за інтерполяційними даними 

у вузлах ректангуляції області визначення 
◄► 

Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерполяційними та апроксимаційними сплайнами з використанням 

трикутних елементів 
◄► 

Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами 
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РОЗДІЛ 1. 

CУЧАСНІ МЕТОДИ НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНИХ ФУНКЦІЙ ТА 
НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦІЙ РОЗРИВНИМИ ФУНКЦІЯМИ 

 

1.1. Рівномірні наближення неперервних функцій розривними 
раціональними сплайнами 

Для ефективного розв’язування багатьох наукових та технічних задач слід 
використовувати рівномірні наближення негладкими та розривними 
раціональними сплайнами. Рівномірному наближенню раціональним 
чебишевським розривним, неперервним та інтерполяційним сплайнами 
неперервних функцій присвячена праця Б.А. Попова [81]. Розглянемо 
наближення розривними сплайнами. Нехай задано неперервну функцію ( )f x  

на проміжку [ , ]a b  та множина раціональних багаточленів ,k lU , у яких степінь 

чисельника не вищий за k , та степінь знаменника не вищий за l . Для кожного 
раціонального багатолена 

,
0

1

( )
1

ik
i

k l i
ii

i
i

xR x
b x










. 

Для цього багаточлена справедливо , ( ) , [ , ], 1,k l i i iR u u a b i s    . 

Визначення 1.1 [81]. Раціональний багаточлен , ,( )k l k lR x U , для якого 

максимальне значення абсолютної величини зваженої похибки  

,( ) ( )
( )

( )
k lf x R x

x
x


 


,     ( 1.1) 

де ( ) [ , ], ( ) 0x C a b x     при [ , ]x a b , досягає на проміжку [ , ]a b  мінімум 

, ,

, ,

[ , ] [ , ]

( ) ( ) ( ) ( )
min max max ,

( ) ( )k l k l

k l k l

V U x a b x a b

f x V x f x R x
x x  

 


 
 

називається раціональним багаточленом найкращого чебишевського 
наближення функції  ( )f x  на проміжку [ , ]a b  з s  закріпленими точками. 

Позначимо  ( )x  функцію Хевісайда: 

0, 0
( )

1, 0
x

x
x


   
; 

розглянемо множину точок 0 1: ... rZ a z z z b     . 
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Визначення 1.2 [81]. Сплайн ( )
, , 1

1

( ) ( ) [( )( )]
r

i
k l k l i i

i
S x R x x z z x



    , кожна 

ланка ( )
, ( ), 1,i

k lR x i r  якого є раціональним багаточленом вигляду (1.1) 

найкращого чебишевського наближення функції ( )f x  на проміжку 1[ , ]i iz z , 

називається раціональним чебишевським сплайном. Якщо 0s  , то сплайн 

, ( )k lS x  називається розривним раціональним сплайном. 

Визначення 1.3 [81]. Наближення функції ( )f x  сплайном ( )S x  

називається рівномірним наближенням із заданою похибкою  , якщо 

1[ , ]

( ) ( )
max , 1, 1,

( )i i
i ix z z

f x S x
i r

x


        


. 

У праці [81] також доводено теорему про наближену формулу для 
величини максимальної похибки рівномірного наближення раціональним 
розривним чебишевським сплайном. 

Теорема 1.1. Нехай 3 1( ) [ , ], ( ) [ , ], ( ) 0mf x C a b x C a b x      і 

, ( ) 0, [ , ]k l f x a b   . Тоді похибка i  рівномірного наближення функції ( )f x  за 

допомогою чебишевського раціонального розривного сплайна із заданою 
кількістю ланок cr r  при r   має вигляд 

11
1 1

,
2 1

( )
1

2 ( 1)! ( )

m
bm m

k lc
c m

a

fr b adx O
m x r



  



                 
 
 , 

1, 1
,

,

( 1)! ( )
( ) ,

( )
k l

k l
k l

m f
f

f
  

 


 
1 2

, 2 3 1

1 1

1, 0
...

( ) ...
, 0,

... ... ... ...
...

t s t s t

t s t s t s t

t t t s

s
c c c

f c c c
s

c c c

   

    

  



   



 

( )

0, 0
( ) ( ) , 0,1,2,... .

!
c c x f x
 

 
  

  

 

Такі вирази справедливі для похибки рівномірних абсолютних ( ( ) 1x  ) та 

відносних наближень чебишевськими сплайнами нульового степеня (відрізками 
постійних 0k l  ). 
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Теорема 1.2. Нехай 1( ) [ , ]f x C a b  та похідна ( )f x  перетворюється у нуль 

в s  точках 1{ }s
i iC c   інтервалу ( , )a b , 0,1,2,...s  , а в інших точках цього 

інтервалу відмінна від нуля. Тоді максимальна похибка c  рівномірного 

абсолютного наближення чебишевськими відрізками постійних із заданою 
кількістю cr  цих відрізків при cr   знаходиться за формулою 

1

1

1 ( ) 2 ( 1) ( ) ( 1) ( ) 1
2

ss
s

c i
ic

sf a f c f b O
r s r





              
 . 

 
1.2. Наближення розривних функцій за допомогою неперервних 

функцій 
 
1.2.1.  Перетворення Фур’є для розривних функцій 

 

У теоретичному випадку неперервним перетворенням Фур'є (FT) можна 
точно реконструювати скінченні функції з усіх значень її FT. На практиці 
відомий лише дискретний ряд значень. Відновлення дискретних значень 
вихідної функції стикається з явищем Гіббса. Ця проблема може бути вирішена 
за допомогою нового підходу фільтрації, що знижує помилки при виконанні 
швидкого перетворення Фур'є (ШПФ),  що для функції однієї змінної було 
описано в [216]. 

У статті [220] побудовано нові двовимірні функції, які зменшують 
коливання в явищі Гіббса поряд з відомими точками розриву двовимірного 
сигналу. У цій праці розглядається функція або сигнал 1 2( , )f x x  на множині 

2[0,1]S  , яка задовольняє наступні припущення: 

1. 2 2
1 2 1 2( , ) ( ), ( , ) 0f x x L R f x x   для 1 2( , )x x S , 

1 2
1 2

( , )
sup ( , )

x x S
f x x M


 , де 

, 0M R M   – це стала; 

2. 1 2( , )f x x  має скінченну кількість точок розривів Z  і вони задані; 

3. 1 2( , )f x x  має неперервні частинні похідні 
1 21 2 1 2( , ), ( , )x xf x x f x x  , 

1 2( , ) ,x x Z  
1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
( , ) ( , )

sup ( , ) , sup ( , )x x
x x Z x x Z

f x x C f x x C
 

  , де C R  – стала. 

Автори [220] вводять позначення: 
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  1 1 2 22 ( )
1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) i x x

S

f f x x e dx dx       


– перетворення Фур'є для функції 

1 2( , )f x x ; 

  
1 2, 1 2 1 2{ ( , ) : , 0, 1, 2,...}k kF f f k k k k    
 

– дискретне представлення 

перетворення Фур'є. 
Нехай  

0 1 10 ... 1N Nx x x x      , 1
1 , 1,2

q q qj j jx x x x q
N       , 

1 2 1 2{( , ) : 0,..., 1, 0,..., 1}j jX x x j N j N     ,  (1.2) 

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2

1

, , 1 1
,

, [ , ] [ , ]
N

j j j j j j j j
j j

S S S x x x x


    , 

де N  – додатне число. 
Множина значень функції 1 2( , )f x x  в точках множини X  визначена 

наступним чином: 

1 2 1 2, 1 2 1 2 , 1 2{ ( , ) :( , ) , 0, 1, 0, 1}j j j jF f f S j N j N           . (1.3) 

Для кожної функції 1 2( , )f x x  дискретне перетворення Фур'є має вигляд 

1 1 2 2

1 2 1 2
1 2

1
2 ( )/

, ,2
, 0

1{ :
N

i j k j k N
k k j j

j j
F f f e

N


  



  

 
1 2/ 2 / 2 1, / 2 / 2 1}.N k N N k N         

У праці [220] доводено дві теореми: перша теорема стосується випадка, 
коли точки розриву розташовані  на границі заданої області. 

Теорема 1.3 [220]. Нехай функція 1 2( , )f x x  задовольняє припущення 1)–3), 

множини X  та F  визначаються у вигляді формул (1.2) та (1.3) відповідно, і 
точки Z збігаються з X або лежать на границях сегментів 

1 2,j jS . Тоді  

1 2 1 2 1 2, , ,k k k k k kf a f K x  
  , де  

2

11 2

1 2

1 2

/2
1 2

2

/, 1
1 2 1

1

( ) /1 2
1 2 2

1 2

1, 0, 0,
sin( / ) , 0, 0,

/
sin( / ) , 0, 0, / 2 / 2 1,

/
sin( / ) sin( / ) , 0, 0, / 2 / 2 1.

/ /

ik N

ik Nk k

i k k N

k k
k N e k k

k N
a k N e k k N k N

k N
k N k N e k k N k N

k N k N

 

 

  

 
   


        


         
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Для практичних задач у [220] розглянуто випадок, коли точки розриву 
розташовані в будь-якій точці області S . Для зручності будемо вважати, що 

1 2( , )f x x  має лише одну точку розриву 1 2( , )z z  – внутрішня точка S і 

1 1 2 21 1( , ) ( , 1 / ) ( , 1 / )p p p pz z x x N x x N     для 1 20 1, 0 1p N p N      . Далі 

автори [220] використовують нові розділи вузлів осей 1 2,x x  такі, що частинні 

похідні від 1 2( , )f x x  існують на кожному сегменті S . Нехай 

0 1 2 10 ... ... 1
q qp q p N Nx x x z x x x           , 

1
1 , , 1

q q qj j j q q qx x x x j p p
N        , 1 2, , 1,2,

q q q qp q p p p qx z x x x z q         

1 2 1 1 1 1 2{( , ) : 0,..., 1, , 1, 0,..., 1,j jX x x j N j p p j N        (1.4) 

1 2 2 22 2 2 1 2 1 2, 1,} {( , ),( , ),( , ),( , )},p p p pj p p x x z x z x z z    

де X  – це нова множина точок з S . 
Множину S  можна записати у вигляді 

1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1

,
0, , 1
0, , 1

,
N

j j
j j p p
j j p p

S A B C D S


  
  

          (1.5) 

де 
1 2 1 1 2 2, 1 1[ , ] [ , ],j j j j j jS x x x x    та множини , , ,A B C D  визначаються так: 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2 2

[ , ] [ , ], [ , ] [ , ],

[ , ] [ , ], [ , ] [ , ].
p p p p

p p p p

A x z x z B z x x z

C x z z x D z x z x


  

   

   
   (1.6) 

Нову множину значень F  функції 1 2( , )f x x  на множини X  запишемо у вигляді 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

, , 1 1 1 1

2 2 2 2 ,

, ,

,

{ ( , ) :( , ) , 0,..., 1, , 1,

0,..., 1, , 1} { ( , ) :( , ) ,

( , ) :( , ) , ( , ) :( , ) ,

( , ) :(

j j j j j j j j

p p p p p p

z p z j z p p z p z p z

z z z z z

F f f S j N j p p

j N j p p f f A

f f B f f C

f f

          

          

           

   
2

, ) }z D 

 (1.7) 

Теорема 1.4 [220]. Нехай функція 1 2( , )f x x  задовольняє припущення 1)–3), 

і функція 1 2( , )f x x  має лише одну точку розриву 1 2( , ) { }z z Int S .  Множина 

точок X   та множина значень F  функції 1 2( , )f x x  в точках X  визначені 

формулами (1.4) та (1.7). Тоді   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

[1] [2]
, , , , , , , , ,( ) ( )k k k k k k p p z p k k p p p z k kf a f f f g f f g     

   

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

[3] [4] [5]
, , , , , , , , , 1( ) ( ) ( )p p z z k k z p z z k k p z z z k kf f g f f g f f g K x        , 
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2 ,3 2 ,4

1 ,1 1 ,2

1 2

1 ,1 1 ,2 2

,1 ,2 ,3 ,4 1 2

2 2,1 ,2
1 2

2

2 2,3 ,4[ ]
, 1 2 1

1
2 2 2

( )( ), 0, 0,

( ), 0, 0, 1,5,
2

( ), 0, 0, / 2 / 2 1,
2

( )(

r r

r r

r r r

r r r r

i k m i k mr r

i k m i k mr rr
k k

i k m i k m i k m

m m m m k k
m m

e e k k r
i k

m m
g e e k k N k N

i k

e e e

   

   

     

   


   

 


       
 

 ,3 2 ,42

2
1 2

1 2 2

) ,
4

0, 0, / 2 / 2 1,

ri k me
k k

k k N k N

 









 

 
      

 1,...,4
, 1,...,5{ }s

r s rm 
  – елементи матриці 

1 2

1 2

1 2

2 1 2

1 2 2

1 1 2

1 1 2

1 1 1 2

2 1 1 2

1 1 2 1

p p

p p

p p

p p p

p p p

x z z x

z x x z

x z x zM
x x x z

x z x x





 

  

  

 
 
 
   
 
 
 
 

, 

K  – додатна константа, що залежить від функції 1 2( , )f x x , 
1 2 1 2

1
, , 0{ }N

k k k ka 
  визначені 

в теоремі 1.3.  
Найважчим в застосуваннях спектральних методів наближення розривних 

функцій є явище Гіббса. Якщо розривна функція апроксимується за допомогою 
спектрального розкладання (чебишевське, Фур'є і т.д.), наближення є точним 

(1 / )O N  лише в гладких областях та містить (1)O  осциляцій поблизу розриву. 

Коли спектральні методи застосовуються до розв'язання диференціальних 
рівнянь з розривними розв'язками, феномен Гіббса може призвести до 
чисельної нестійкості. 

Існують різні методи фільтрації для відновлення спектральних точностей в 
області розривів [141, 176]. З іншого боку, одностороння фільтрація може бути 
використана для отримання рівномірної збіжності в областях, близьких до 
розривів [204]. 

У праці [110] була побудована неосцилююча апроксимація розривних 
функцій. Нехай ( )u x  – кусково-неперервна функція з розривом у точці sx  і 

стрибком [ ]
sxu . Головна ідея в [110] полягала у розширенні спектрального 

фур'є-простору з пилоподібною функцією. Було показано, що наближення з 
використанням доповненого спектрального простору буде неосцілюючим, якщо 
пилоподібну функцію наблизити величиною другого порядку точності. Крім 
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того, був запропонований метод оцінки розриву параметрів із заданою точністю 
на основі спектральних коефіцієнтів розширення. В [111] зазначено, що 
наближення першого порядку точності розриву також призводить до 
неколивальної поведінки.  

Про чисельний експеримент з розривними розв'язками за допомогою 
чебишевського спектрального простору, збільшеного ступінчастою функцією і 
підходом усереднювання комірки, було повідомлено в праці [112]. 

У статті [199] розширюється цей метод і створюється надійний метод, що 
дає змогу оцінити параметри розриву з точністю, потрібною для отримання 
неколивального наближення. Викладемо його. 

Нехай , 1 ( 1)ju j K N     – середні значення комірок, K  – кількість 

спектральних елементів, що покривають область, і N  – кількість чебишевських 
точок у кожному елементі. У праці [199] прийнято, що задано усередненні 

значення розривів функції ju . Також пропонується новий метод відновлення, 
що базується на простій та надійній процедурі оцінки параметрів розривів із 
спеціальною точністю. Наведемо основні кроки алгоритму: 

Крок 1: Знайдемо клітину sJ  таку, що 1 1 1 1
2 ( 1) 1

maxs sJ J J J
J K N

u u u u   
    

   . 

Крок 2: Визначаємо розривну компоненту: 

1

1

, 1 1,

, ,

, 1 ( 1).

s

s

s

J s
d
J J s

J s

u J J

u u J J

u J J K N





   
 
     

 

Крок 3: Визначаємо неперервну компоненту: 

, 1 ( 1)
c d
J J Ju u u J K N      . 

Крок 4: Знаходимо ,s sI I   такі, що позначають відповідну клітину sJ  

інтервалу [ , ]
s sI I

x x  : 

1

1

, 1 ,

, ( 1) 1.
s

s

J sd
I

J s

u I I
u

u I I K N







   
    

 

Крок 5: Отримаємо значення точки c
Iu  від c

mu , використовуючи процедуру 

представлення, наведену в главі  2 праці [199]. 

Крок 6: Отримаємо , 1 ( 1) 1c d
I I Iu u u I K N       . 
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Пара середніх значень комірки 1 1,s sJ Ju u   представляє величину розриву з 

першим порядком точності.  
 

1.2.2. Ряди Фур’є для розривних функцій 
 

Нерівномірна збіжність рядів Фур'є для розривних функцій, і, зокрема, 
коливальна поведінки скінченної суми вже були проаналізовані Wilbraham 
[218] в 1848 році. Спектральні методи Фур'є з'явилися як потужна 
обчислювальна техніка для моделювання складних гладких фізичних явищ. Їх 
експоненціальна швидкість збіжності залежить від гладкості та періодичності 
функції в області, що цікавить дослідників. Якщо функція має розрив хоча б в 
одній точці, швидкість збіжності погіршується до першого порядку і коливання 
розвиваються поруч з розривами. Така поведінка називається явищем Гіббса. 
Історія виявлення та дослідження явища Гіббса була описана в статті [142], в 
якій показано, що знання коефіцієнтів розкладання недостатньо для отримання 
значень кусково-гладкої функції з тим самим порядком точності, що і в 
гладкому випадку. Задача формулюється так: за заданими 2 1N   коефіцієнтами 

Фур'є ˆ ,kf N k N    функції ( )f x , визначеної на інтервалі [ 1,1]x  , 

будується значення точки функції ( )f x .  

Прямим методом є побудова класичної форми Фур'є: 

ˆ( ) ( ) .
N

ik x
N k

k N
f x f x e 



   

Це дуже гарний спосіб відновлення значення точки ( )f x  за умови, що ( )f x  є 

гладкою і періодичною. Дійсно, якщо ( )f x  є аналітичною і періодичною, 

відомо, що ряд Фур'є збігається експоненціально швидко: 

1 1
max ( ) ( ) , 0N

Nx
f x f x e

  
    . 

Однак, якщо ( )f x  є або розривною, або неперіодичною, то ( )Nf x  не є 

гарним наближенням до ( )f x . Наприклад, розглянемо розривну функцію (рис. 

1.1, а), яка аналітично задається так: 

1, 0 ,
2( )

1, .
2

x
t

x

        


. 

Після розкладання її в ряд Фур'є отримаємо ряд (рис.1.1, б) 



18 
 

1

4sin( )( ( )) .
n

k

ktF t
k

 


 

 
   а       б 
Рис. 1.1. Графічне зображення: а – розривної функції ( )t  та б – її ряд 

Фур'є 
Проблеми, які характеризують явище Гіббса, також притаманні 

спектральним методам Фур'є, застосовуваним для рівнянь в частинних 
похідних з розривними рішеннями. Метою праці [98] є представлення методів, 
які можуть значно знизити ефект явища Гіббса, щоб забезпечити високу 
збіжність порядку розкладанням Фур'є та чисельну стабільнусть і точність 
спектрального методу Фур'є.  

За останні кілька десятиліть було розроблено методи, які пом'якшують 
явище Гіббса в розкладанні Фур'є від розривних функцій. З'являється все 
більше доказів того, що деякі з цих методів дозволяють використовувати 
спектральні методи для рівнянь в частинних похідних з розривними рішеннями 
[128, 130, 175]. У працях [99, 126, 143, 198] розглянуто методи подолання 
наслідків явища Гіббса в розкладанні Фур'є. 

Фільтрація є класичним інструментом для зниження впливу явища Гіббса в 
розкладанні Фур'є. У статті [99] обговорюється використання фільтрів у 
розкладанні Фур'є від розривних функцій. Тим не менш, фільтрація не повністю 
видаляє явище Гіббса. Для повного його видалення  використовується 
спектральний метод перепроеціювання, який був введений в [143] і 
проаналізований у статтях [144 – 147]. Однак для застосування спектрального 
методу перепроеціювання в гладкій області вимагається попереднє визначення 
місць розривів. У праці [99] наведено алгоритм визначення розривів на основі  
спектральних даних Фур'є. Цей метод може також бути використаний для 
рівномірно розподілених даних сітки. Розглянемо процедуру виявлення 
розриву, спочатку розроблену в [139], яка відновлює положення і амплітуди 

t  3
2


2


-1 

1 
( ( ))F t

t  3
2


2


-1 

1 

( )t
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розривної кусково-гладкої функції ( )f x , або неперервним спектральним 

методом Фур'є, або дискретним, що засновані на рівновіддалених значень сітки 
у фізичному просторі. Виявлення розриву необхідне для визначення інтервалів 
гладкості, в якому кусково-гладка функція може бути відновлена спектральним 
методом перепроеціювання. Розглянемо основні моменти побудови методу 
виявлення розривів, коли коефіцієнти Фур'є кусково-гладкої функції відомі. 

Розглянемо метод виявлення розриву шляхом концентрації ядер. 
Припустимо, що ( ), [ , )f x x    є кусково-гладкою функцією з розривами, яка 

має чітко визначені односторонні границі: ( ) lim ( ),
x x

f x f x





  та 

[ ]( ) ( ) ( )f x f x f x    позначимо функцію локального стрибка. Визначимо 

кускову гладкість так: 
( ) ( ) [ ]( )( ) , .x

f x t f x t f xF t x
t

   
   

Границі в кусково-гладкій функції ( )f x  визначаються з використанням 

гладких ядер концентрації, ( ) ( )K t K t , які характеризуються так: 

( ) ( ) [ ]( ), 0,K t f x f x         (1.8) 

де   є малим параметром, обернено пропорційним числу коефіцієнтів Фур'є. 
Таким чином, ( )K t  призводить до концентрації розривів поблизу країв ( )f x , і 

розташування розривів, а також їх амплітуди можуть бути відновлені. 
Ядро ( )K t  має наступні властивості: 

1. ( )K t  – непарна функція. 

2. ( )K t  – нормована функція, тобто 
0

( ) 1 ( ).
t

K t dt O


     

3. Виконується вимога допустимості: 

( ) ( ) ,BV
t

t K t t dt Const     .    (1.9) 

[ , ]BV a b  – простір з нормою [ , ]

b

BV a b
a

dx   . 

Теорема 1.5 [142]. Розглянемо непарне нормоване ядро ( ),K t  що 

задовольняє вимогу допустимості (1.9). Тоді ядро ( )K t  задовольняє умову (1.8) 

для всіх кусково-гладких функцій ( )f x  та має місце  наступна оцінка: 

* ( ) [ ]( )K f x f x Const     . 
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Для зменшення осциляції поблизу розриву використовуються різні ядра 
концентрації розривів, наприклад, такі: 

1. Тригонометричне ядро (множник): sin( ) ( )
( )Si


     


, 

0

sin( ) .Si d
 

  
  

2. Поліноміальне ядро: ( ) ( ) .p pp        

3. Експоненціальне ядро:  
1

exp ( 1) 1( ) , exp .
( 1)

Const e Const d   
          

  

Приклад 1.1. Розглянемо розривну функцію: 

2

1 1cos3 , ,
2 2 2

4( ) 2, ,
1 2 2 2

7sin cos , .
2 2

x x

f x x
x

xx x

      


      
   

 

На рис. 1.2 показано, як використовувати різні ядра концентрації в методі 
концентрації розривів.  

 
   а    б    в 
Рис. 1.2. Метод концентрації, який використовує: а –  тригонометричне 

ядро з    , б – поліноміальне ядро з 1p  , в – експоненціальне ядро з 

const=3, 6   (пунктирна лінія – функція ( )f x , суцільна лінія – наближена 

функція стрибків) 
На рис. 1.2 показано, що метод концентрації дійсно "сконцентрувався" на 

розривах функції. Однак також очевидно, що є деякі проблеми. Зокрема, 
коливання, які відбуваються в околі стрибка розриву, можуть бути помилкові. 
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Задача ще більше ускладнюється, коли розриви розташовані поруч один з 
одним.  

У праці [16] досліджено розривні функції, які можуть бути представлені за 
допомогою рядів неперервних функцій. Класичним прикладом таких функцій 
можуть бути тригонометричні ряди. 

Ще одним із класів методів,  направлених на боротьбу з явищем Гіббса, є 
методи, що використовують паде-наближення [126, 127, 129, 153, 160, 206]. Ці 
методи розширюють стандартну апроксимацію Паде шляхом використання 
ортогональних многочленів як основи замість канонічного базису, в якій 
чисельник і знаменник є апроксимантами Паде. Наближення типу Паде 
користується перевагою використання раціональних функцій, які є більш 
широкими, ніж поліноми, і можуть мати особливості, а, отже, існує більш 
сильна ймовірність того, що паде-апроксимант буде фіксувати особливості 
функції [126, 153]).  

Деякі паде-методи не вимагають інформацію про місця стрибків. Проте 
розташування розривів може стати актуальним питанням, коли фактична 
функція явно невідома. У багатьох випадках, наприклад, за участю 
спектральних наближень негладких рішень деяких рівнянь з частинними 
похідними, рішення має вигляд обчислювальних даних, які зашумлюють явище 
Гіббса. Оскільки ці дані є шумом, то існують стандартні методи їх обробки, 
щоб виправити це явище. Це можна зробити одним із способів, викладеним у 
працях [129, 153, 208], який використовує паде-апроксимацію. Такий підхід, 
однак, може виявитися менш успішним, якщо не подається з деякою 
інформацією про можливі положеннях стрибка, як зазначено у праці [208]. 
Оскільки розрахункові дані не можуть явно показати існування і 
місцезнаходження можливих стрибків, їхнє знаходження може стати 
обов'язковою умовою. 

Дослідження, проведене в працях [126, 127], показує, наскільки важливим 
є знання місцезнаходження стрибка в корекції явища Гіббса. У цих працях 
розроблено підхід, який дає змогу виявити місцезнаходження стрибка в процесі 
наближення. Подібний підхід з такою самою концепцією в контексті 
наближення Паде-Чебишева проаналізовано в [206 – 208]. 
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1.2.3. Наближення розривних функцій у метриці Хаусдорфа 
 

У статті [79] досліджено наближення розривних функцій у метриці 
Хаусдорфа. Спочатку визначимо цю метрику. Хаусдорфовою відстанню між 
плоскими множинами A  і B  називається величина 

( , ) inf{ ( ), ( )}H A B A U B B U A     , 

де ( )U X  –  -окіл множини X  відносно відстані  , яка називається відстанню 

Мінковського: 

1 1 2 2 1 2 1 2(( , ),( , )) max{ , }x y x y x x y y    . 

Доповненим графіком ( )F f  функції f  є найменша замкнена відносно осі Oy  

множина, що містить графік ( )y f x . У [79] розглянуто обмежені 2-

періодичні функції, графіки яких є доповненими. Хаусдорфовою відстанню між 
функціями ,f g  називається хаусдорфова відстань між їх (доповненими) 

графіками ( , ) ( ( ), ( ))H f g H F f F g . Позначення ( )nНЕ f  – це найменше 

ухилення в змісті хаусдорфової відстані функції f  від тригонометричних 

поліномів порядку не вище n , ( ) lim ( )nn
c f nНЕ f


 . 

У [79] наведено деякі оцінки поведінки функції f  поблизу точок розриву 

при ( )
2

c f 
 . А саме, покладемо 

0 0 0 0
0 0, ,

( , ) lim ( ), ( , ) lim ( )
x x x x x x x x

M x f f x m x f f x 

   
  , 

0 0 0 0( ) max{ ( )}, ( ) min{ ( )}f x f x f x f x   . 

Причому 0( )f x  має, взагалі кажучи, не одне значення. У [79] ( , )x f  позначено 

середину відрізка [ ( , ), ( , )]m x f M x f , а ( , )x f  – половина його довжини: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) , ( , )
2 2

m x f M x f M x f m x fx f x f 
   . 

Теорема 1.6 [79]. Для довільної обмеженої 2 - періодичної функції f  з 

доповненим графіком та довільних x  маємо 
2

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .
4 ( )

x f f x x f x f ch c f
c f

  
    

 
    (1.10) 
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Теорема 1.7 [79]. Нерівності (1.10) є точними в тому сенсі, що для 

довільного 0 2
c 
  існує така функція 0f , що 0 0( )c f c , і для деякої точки 0x  

виконується рівність 
2

0 0 0 0 0 0 0
0

( ) ( , ) ( , )
4

f x x f x f ch c
c

  
   

 
 . 

Зауваження 1.1. Теорема 1.4 показує, що при ( )
2

c f
   величини 

0 0( ) ( , )f x x f   не можуть бути великими, якщо є невеликим коливання  

0 0 02 ( , ) ( , ) ( , )x f M x f m x f   

функції f  в нескінченно малому виколотому околі точки 0x . А саме, якщо при 

цьому існує границя ( )f x  при 0 0,x x x x  , то ця границя дорівнює 0( )f x  та 

функція f  однозначна та неперервна в точці 0x . 

Наслідок 1.1. Якщо ( )
2

c f 
 , то ( ) ( , ), ( ) ( , )f x M x f f x m x f    для 

довільної точки x . 
 
1.2.4. Розв’язання багатоекстремальних задач для функцій, що мають 

розриви 
При розв'язанні різних класів прикладних задач часто доводиться мати 

справу з питанням пошуку екстремумів негладких функцій. Такі ситуації 
зустрічаються, наприклад, у теорії апроксимації, в застосуваннях з дослідження 
операцій тощо. Праця [12] присвячена викладенню підходу до розв'язання задач 
оптимізації розривних функцій. Цей підхід базується на поняттях 
апроксимаційного та узагальненого екстремумів функцій. Наведено доведення 
необхідних та достатніх умов екстремуму для широкого класу розривних 
функцій. Розглянуто співвідношення між узагальненим екстремумом та 
екстремумом в звичайному змісті, що дає змогу досліджувати якісну поведінку 
розривних функцій. 

У праці [87] розв’язано багатоекстремальні задачі, до яких належить 
випадок заданих та незаданих точок розривів (а також поєднання цих випадків), 
та описано прийоми для розв’язання частково цілочисельних задач шляхом 
зведення їх до допоміжної задачі із заданими точками розривів.  У [87] описано 
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ці алгоритми стосовно одномірної задачі. Нехай стандартна задача має вигляд 
* *( ) min{ ( ) : [ , ]}.x x x a b       

Нехай мінімізаційна функція ( )x , [ , ]x a b  має розриви першого роду у 

заданих точках  

0 1 1... s sa b               (1.12) 

та задовольняє умову 
1( ) ( ) ( ) nx x L x x            (1.13) 

в інтервалах між цими точками, тобто  1, , ,1 1i ix x i s       . При цьому 

точки 0  та 1s  включаються в ряд (1.12) незалежно від того, вони є точками 

розриву чи ні. 
Згідно з запропонованим у праці [87] методом, перші 1s   ітерації 

здійснюються у довільних внутрішніх точках 1( , ), 1 1i i ix i s      . 

Зазначено, що вказані точки ніколи не збігаються з точками розривів, хоча і 

можуть лежати в дуже малому їхньому околі. Для вибору точки 1, 1kx k s    

наступної ітерації необхідно: 

1) упорядкувати точки 1,..., kx x  попередніх ітерацій і точки 0 1,..., s   у 

порядку зростання координат. Точки отриманого ряду позначимо  
0 1i m k s     , причому кожній точці, якщо вона не збігається з точками 
ряду (1.12), відповідає обчислюване в ній значення функції ( )i iz x  ; 

2) кожному інтервалу 1( , ),1i ix x i m    поставити у відповідність 

абсолютне значення відносної різниці 

1 1(1 ) /i i i i i iz z             (1.14) 

та характеристику  
2 2

1 1 1( ) (1 ) (1 )( ) /i i i i i i i iR i z z                  

1 1 12[(1 )(1 ) (1 )(1 ) ] / ,i i i i i iz z r              

0 1

0 1

1, { ,..., },
0, { ,..., },

i s
i

i s

x
x





  
     

 

max{ :1 },i i m      1
1( ) ,n

i i ix x       (1.15) 

число r  – параметр методу ( 1r  ) і n  з (1.13); 
3) визначити інтервал 1( , )i ix x , якому відповідає максимальна 

характеристика ( ) max{ ( ) :1 }R t R i i m   . 
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Наступна ітерація здійснюється в точці  

1 1
1 1 1(1 ) ( )( ( ) / ) / 2

2
k ni i

i i t t t t
x xx sign z z z z r 

  


         . 

У праці В.Г. Стронгіна визначаються умови збіжності. Вводиться функція 
( 0), ,

( ) min{ ( 0), ( 0)}, ( , ),
( 0), ,

a x a
x x x x a b

b x b

  
      
  

   (1.16) 

що збігається з функцією ( )x  всюди, крім (може бути) точок розривів. 

Множина граничних точок послідовності { }kx , що породжується описаним 

алгоритмом, збігається з множиною точок глобального мінімума функції (1.16), 
якщо, починаючи з деякого кроку процесу пошуку, виконується умова 2r L  , 

де   з (1.15), а L  з (1.13). При цьому збіжність до граничної точки x  є 

лівосторонньою, якщо ( 0) ( 0)x x     , правосторонньою в протилежному 

випадку та двосторонньою, якщо ( 0) ( 0)x x     . Тим самим алгоритм 

забезпечує збіжність до точок глобального мінімуму розривної функції (1.16) 
навіть у випадку, коли цей мінімум досягається у точках розриву.  

Помилкове задання деяких (чи всіх) точок розриву з ряду (1.12) не 
призводить до втрати збіжності методу. Алгоритм інтерпретує такі помилкові 
точки як випадок усувного розриву, оскільки ліві та праві границі 
мінімізаційної функції в таких точках збігаються, що і забезпечує неперервність 
функції (1.16).  

У праці [68] запропоновано узагальнення вказаного методу мінімізації 
функцій, що мають довільне скінченне число точок розриву. Розривні функції, 
що розглядаються в цій праці, є ідеалізаціями функцій із стрибкоподібними 
змінами, які характерні для багатьох складних прикладних задач. При цьому 
стрибки визначаються або використанням різних математичних моделей при 
різних значеннях аргумента, або відображенням у моделі явищ типу резонанса, 
або використанням грубих сіток для прискорення обчислень значень функції, і 
т.д. 

Теорема 1.11 [68]. Нехай для функції ( ), [ , ]x x a b   справедливо наступне: 

1) область визначення [ , ]a b  містить скінченну множину   точок   
розриву функції з скінченним стрибком: 

max{ ( ) ( 0) , ( ) ( 0)},             (1.17) 
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( 0) ( 0) 0      ;    (1.18) 

2) довільна дуга ( ), ( , ) [ , ]x x a b       є ліпшецевою, якщо підінтервал 

( , )    не містить точок розриву; 

3) довільна точка *x  абсолютного мінімуму не є точкою розриву та 
* *( ) min ( ) min ,

a x b
x x   

          (1.19) 

min{ ( 0), ( ), ( 0)};           (1.20) 

4) у кожній точці розриву   відповідний стрибок   задовольняє 

умову 

*
2

14 ( ), .
2 1
r
r 


      


   (1.21) 

Тоді жодна точка розриву   не може бути граничною точкою 

послідовності { }kx , що породжує алгоритм глобального пошуку при мінімізації 

функції ( )x .  

Зміст запропонованого у [68] розв’язку полягає в тому, щоб 
мінімізувати перетворену функцію 

( ) ( ( )), [ , ],x F x x a b        (1.22) 

що задовольняє (1.11) та зберігає розташування і значення екстремума з (1.19), 

тобто * *( ( )) min{ ( ) : [ , ]}.F x x x a b       

Побудуємо перетворення F , що задовольняє вказані умови. 
Перенумеруємо точки розриву   в порядку зростання відповідних значень 

  з (1.20), тобто 
*

1 1 1... ... ,i i n n                 (1.23) 

де , 1,i i n   – значення (1.20) для точок i , а величина 1n  введена додатково 

для зручності наступних викладок. За оператор F  у (1.22) оберемо кусково-
лінійну, монотонно зростаючу функцію: 

0 1

1

, ,
( )

( ) , , 1 ,i i i i i

w u u
F u

w u v u i n

 
         

  (1.24) 

0 1 11 ... ... 0.i i nw w w w w           (1.25) 

З (1.24) випливає, що 1 1 1( ) ( ),i i i i i iF v v w          звідки отримуємо, 

враховуючи ,i iv    що  
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1

1
1

( ).
i

i i k k k
k

v w





         (1.26) 

При використанні в (1.22) перетворення (1.24) стрибка i  з (1.17) функції 

  в точці i  відповідає менший (згладжений) стрибок i iw   функції   у тій 

самій точці. При цьому умова (1.21) для функції   має вигляд 
1

*
1

1
4 ( ) ,

i

i i i k k k
k

w w





 
           

  

і для її виконання достатньо вибрати послідовність значень (1.25) згідно з 
рекурентним співвідношенням 

*
1min{ ,4 ( ) / }, 1 ,i i i iw w v i n          (1.27) 

де iv  – з (1.26) і коефіцієнт 1  . 

Наведені вище співвідношення, що визначають перетворення (1.22), 
залежать від характеристик (1.27), (1.20) точок розриву, які зазвичай невідомі 
(невідомо навіть само число n  точок розриву). У зв’язку з цим при побудові 
перетворення доводиться використовувати наближені значення характеристик 
точок розриву в процесі мінімізації. 

У праці [68] запропоновано метод ідентифікації точок розриву. 
Перенумеруємо різниці (1.14) у порядку спадання їх значень:  

(1) ... ( ) ( 1) ... ( )...i i k             (1.28) 

та визначимо мінімальний номер p , що задовольняє умови 

( ) , 1 , 1, 1
( 1)

p Q p qk q Q
p


    
 

 – задані числа.  (1.29) 

Випадок, коли на поточному кроці k  не існує номера p , що задовольняє 

умову (1.29), інтерпретується як ознака відсутності точок розриву мінімізуємої 
функції  , що не задовольняють умову (1.21). Навпаки, існування значення p , 

що задовольняє нерівності (1.29), означає ознаку наявності точок розриву. Щоб 
виключити з розгляду вплив малих різниць з (1.14), у (1.29) введено додаткове 
обмеження , 1p qk q  . 

Якщо умови (1.29) виконуються, то з послідовності інтервалів 

1( , ), 1i ix x i k    можна виділити ті, для яких виконуються умови 

, ( ),ij p j         (1.30) 

де j  – номер відповідної різниці (1.14) в упорядкованій послідовності (1.28). 

Виділеним інтервалам 1( , )i ix x  відповідають великі значення різниць i , що 
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означає наявність в інтервалі 1( , )i ix x  точки розриву  . За характеристики 

цього розриву приймаються оцінки 

1 1min{ ( ), ( )}, ( ) ( ) ,i i i ix x x x              (1.31) 

що й використовуються при побудові перетворення (1.22), як це описано вище. 
Оскільки оцінки (1.31) і сама кількість таких оцінок можуть змінюватися в 

процесі мінімізації, то буде змінюватись й перетворення (1.22), тобто 
( ) ( )kx x  . Тому будемо розглядати це перетворення як частину алгоритму 

мінімізації (згладжувальний алгоритм глобального пошуку). 
При цьому загальна схема виконання ( 1)k  -ї ітерації складається з 

наступного. 
1. Обчислюються різниці (1.14), їх значення впорядковуються згідно з 

(1.18) та перевіряється виконання умови (1.29) для заданих значень 1, 1q Q  . 

2. Якщо умова (1.29) не виконується, то точка чергової ітерації 
обирається згідно з алгоритмом, описаним вище [87]. 

3. У випадку виконання умови (1.29) визначаються всі інтервали, що 
задовольняють умови (1.30), і обчислюються відповідні їм оцінки (1.31). 
Оцінки   з (1.31) впорядковуються згідно з (1.23), й на основі виразів (1.26), 

(1.27) послідовно обчислюються всі коефіцієнти перетворення (1.24). При 
цьому використовуються поточні значення   з (1.21), задане значення 1   і 

* min{ ( ), 0 }k ix i k     (замість * ). 

4. Обчислюються значення ( ), 0i k iz x i k     для побудованих 

перетворень (1.22), (1.24), і згідно з виразами з [87], в які підставляються 
вказані значення , 0iz i k  , визначається точка чергової ітерації. 

Приклад 1.3. Для ілюстрації розглянемо задачу мінімізації  функції 

5

1

50, 0 1,
100, 1 4,5,

( ) sin(( 1) )
0, 4,5 6,
80, 6 10

i

x
x

x i i x i
x

x


 
         
  

   (1.32) 

в інтервалі [0,10]  при значеннях параметрів 2, 3, 0,3, 1r Q q      і точності 

0,01  . Крива, що відповідає функції ( )x , зображена на рис. 1.3, а. Процес 

мінімізації показано у вигляді діаграми на рис. 1.3, б. 
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           а    б 

Рис. 1.3.  Зображення функції (1.32), процес її мінімізації 
 

На осі абсцис на діаграмі позначено координати точок kx  чергової ітерації; 
номер k  відповідної точки наведено на осі ординат (тобто кожна ітерація 

представлена парою ( , )kx k , причому всі такі пари з’єднанні відрізками прямих 

у порядку зростання номеру k ).  
 

1.3. Розв’язування крайових задач з розривними розв’язками 
1.3.1. Розривний метод Гальоркіна 

 
У праці [78] розглядається розривний метод Гальоркіна високого порядку. 

Для вивчення схем високого порядку особливу цікавість становлять задачі, 
розв’язком яких є розривні функції. Вперше розривний метод Гальоркіна був 
описаний в [189] та в подальшому розвинений стосовно різних застосувань 
[114]. На відміну від класичного методу Гальоркіна розривний метод 
Гальоркіна апроксимує розв’язок функціями, розривними на границях комірок 
розрахункової сітки. У [78] розглянуто наступну загальну крайову задачу для 
функції ( )u x  на відрізку [ , ]a b : 

( , ( )) ( ), ( ) 0, [ , ]xF x u x S x u x x a b     ,   (1.33) 

де ( , ( ))F x u x  – функція потоку, ( )S x – задана функція джерела, а позначення   

використовується для оператора граничної умови. Для чисельного розв’язку 
крайової задачі (1.33) у [78] вводиться розрахункова сітка G  наступним чином: 

1
1

, [ , ], 1
N

i i i i
i

G e e x x i N


    , де ix  – координата вузла сітки. 

( )x

0 0 

40 

20 
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Розривний метод Гальоркіна визначає наближено розв’язок ( )hu x  у кожній 

комірці сітки як 

0

( ) ( ), 0, ,
K

h k k i
k

u x u x k K x e


    , 

де базисні функції обрані поліномами відповідного степеня, 

1

( ) , 0, ,
k

i
k i

i i

x xx k K x e
x x

 
     

. 

У праці [78] наведено приклад, в якому розв’язок вихідної крайової задачі 
розривний, тобто розглядається лінійна крайова задача 

0( ), (0) , [0,1].xu S x u U x       (1.34) 

Для чисельного розв’язку задачі (1.33) в схемі розривного методу Гальоркіна 
використовується визначення потоку Енквіста – Ошера [132]: 


0 0

( , ) min( ( ),0) max( ( ),0) (0))
lr uu

EO

l rF u u F s ds F s ds F     , 

де ( 0)l h iu u x   та ( 0)r h iu u x   – ліве та праве значення розв’язку у вузлі 

сітки. Для лінійного рівняння (1.34) маємо ( , )F x u u . Для аналізу 

немонотонного чисельного розв’язку на розриві в праці [78] було обрано 
наступний простий розв’язок крайової задачі (1.34): 

0

1

, 0 ,
( )

, 1,
s

s

U x x
U x

U x x
 

   
 

де sx  – координата розриву. 

Розглянемо комірку сітки 1[ , ],s i i se x x i i  , якій належить точка 

1,s i s ix x x x   . У подальшому припускається, що 0 10, 0,i iU x x h   , так що 

положення розриву може бути параметризовано так: 
, 0 1.sx ah a        (1.35) 

Для застосування схеми розривного методу Гальоркіна з урахуванням 
параметризації  в комірці se  зручно використовувати базисні функції вигляду 

( ) , 0,k
k x x k K   . 

У результаті наближення розв’язку лінійною фунцією 

0 1( )hu x u u x       (1.36) 

 отримують наступні вирази для коефіцієнтів цієї функції: 
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0 1
[ ](1 2 )[ ], 2 uu a u u a
h

   ,    (1.37) 

де  1 0[ ]u U U   – стрибок розв’язку в точці sx . 

З отриманих виразів (1.37) випливає, що коефіцієнт 0u  в розкладі (1.36) не 

залежить від кроку сітки h  і є лише функцією положення розриву: 0 0 ( )u u a . 

Похибка розв’язку на границі 0x   може бути обчислена так: 

0 1
1(0) (0) ( ) (1 2 ) 0, 2hU u u a a U a       . 

Отже, отриманий наближений розв’язок не збігається в нормі 

max ( ) ( )
s

hx e
L U x u x


   в області se . Функція 0

0
( )( )

[ ]
u au a

u
  зображена на рис. 1.4, 

а. 0
1
2

a   є критичним значенням параметра a . Довільне значення 0 1a a   

утворює стрибок розв’язку в точці 0x  . При цьому чим ближче розташований 
розрив до правої границі області se , тим більша величина стрибка 0 [ ]u u . 

Параметр a  породжує поле розв’язків ( , )hu x a , яке зображене на рис. 1.4, б. 

Значення 0a  являється єдиним положенням розриву, якому відповідає розв’язок 

0( , )u x a , що не має стрибка на лівій границі.  

 

 
      а          б 
Рис.1.4. Наближення розв’язку для степеня 1 полінома в комірці, що має 

розрив: а – функція  0
0

( )( )
[ ]

uu a
u


  на лівій границі області se ; б – поле 

розв’язків ( , )u x  , породжене положенням розриву   
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Для іншого значення 0a a  наближений розв’язок залишається розривним на 

лівій границі при зменшенні кроку сітки 0h . Таким чином, критичне 
значення 0a  може бути отримане з умови неперервності 0 0(0, )hu a U . 

Проведений у праці [78] аналіз лінійної задачі показав, що апроксимація 
розривного розв’язку гладкими функціями в схемі розривного методу 
Гальоркіна високого порядку призводить до появи осциляцій (стрибків) 
розв’язку поблизу розривів. Важливою особливістю цих осциляцій є те, що їх 
амплітуда не залежить від кроку сітки, а тому вони не зникають з подрібненням 
сітки. 

 
1.3.2. Моделювання процесів у багатокомпонентних середовищах 

 
В останні роки стрімко розвивається напрямок моделювання різних 

процесів, що протікають у суцільних багатокомпонентних середовищах (див., 
наприклад, [14, 15, 27, 28]). У праці [29] викладено нові теоретичні результати, 
які стосуються дослідження нових класів крайових та початково-крайових 
математичних задач у частинних похідних. Наведено опис інформаційних 
технологій аналізу процесів у багатокомпонентних дво- та тривимірних тілах з 
довільно розташованими у просторі тонкими включеннями або щілинами. 

Ретельний аналіз різних умов спряження (відношень, які враховують вплив 
тонких включень на процеси, що досліджуються) показав, що їх доцільно 
класифікувати як природні та головні [30]. Для крайових задач, які описуються 
еліптичними рівняннями другого порядку з різними типами умов спряження та 
змішаними крайовими умовами (в тому числі при наявності неоднорідних 
головних умов спряження та головних крайових умов), побудовано відповідні 
класичні узагальненні задачі, які складаються з пошуку функції 

2( ) { ( ) : ( ) }u u x H v x H L v     


, що задовольняє тотожності 

0 2{ ( ) : ( ) 0}w H v x H L v     , 

( , ) ( )a u w l w ,     (1.38) 

де 1( , ) :a H H R     та 1( ) :l H R   – відповідно деяка білінійна форма та 

деякий лінійний функціонал; 1 1
2{ ( ) : ( ), 1,2};

i
iH v x v W i R


     – множина 

дійсних чисел; 1
2 ( )iW   – простір функцій Соболева, визначених на області i ; 

2 ( )L v  – оператор, що задає головні крайові умови та головні умови спряження. 
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У праці [30] отримано достатні умови існування непорожніх множин H . 
Доведено теореми про існування та єдиності розривних рішень u H  
відповідних задачі (1.38) [30, 31, 195]. Показано, що при умові достатньої 
гладкості на , 1,2i i  , узагальнений розв'язок ( )u u x  є класичним розв'язком 

вихідної крайової задачі, де природні умови (крайові та спряжені) виконуються 
автоматично. 

Також доведено, що єдині розв'язки u H  задач вигляду (1.38) 
доставляють найменше значення на H  функціонала енергії 

( ) ( , ) 2 ( )v a v v l v   ,     (1.39) 

де білінійна форма ( , )a    та лінійний функціонал ( )l   визначені задачею (1.38). 

Розроблено методику побудови класів 
0

,N N
k kH H  розривних функцій методу 

скінченних елементів, де наближені розв'язки N N
k ku H  диференціальних 

(крайових) задач, що розглядаються, є розв'язками наступних задач: 

а) знайти функцію N N
k ku H  таку, що 

0 0
N N
k kv H H    виконується 

тотожність 

( , ) ( )N N N
k k ka u v l v ;     (1.40) 

б) знайти функцію N N
k ku H  таку, що 

( ) min ( ) min ( ( , ) 2 ( )).
N N N N
k k k k

N N N N N
k k k k kv H v H

u v a v v l v
 

       (1.41) 

Доведено еквівалентність задач (1.40), (1.41). Встановлено існування та 

єдиність їх загального розв'язку N N
k ku H . Отримано оцінки похибки 

наближених розв'язків: 
N k
k L

u u ch  ,     (1.42) 

де 1/2( , )
L

a     – енергетична норма, що породжена оператором вихідної задачі; 

u  – класичний розв'язок; с = const; h  – найбільший діаметр всіх скінченних 
елементів; k  – степінь поліномів методу скінченних елементів; N  – кількість 

скінченних елементів, на які розбита область   з розрізом  . 

Доведено, що у випадку N
kH H  маємо 

12
1, 0 ( ) ( ) ( )

kN k N k
k kL

u u ch u u c h h


       ,  (1.43) 

а при N
kH H  маємо 

2
10 ( ) ( )N k

ku u c h    ,    (1.44) 
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1
2

2
N k
k W

u u c h  ,     (1.45) 

де 1 2,c c  const; h  – найбільший з діаметрів скінченних елементів розбиття 

області   та розрізу  , на яких задані неоднорідні головні умови. 
У праці [30] також отримано еквівалентні узагальнені задачі вигляду 

(1.38), (1.39) для еліптичних задач, визначених у циліндричних та полярних 
системах координат з розривними розв'язками. Для них побудовані відповідні 

класи 
0

,N N
k kH H  функцій методу скінчених елементів. У [30] зазначено, що 

оцінки (1.42) – (1.45) для розривних наближених розв'язків методу скінченних 

елементів за порядком кроку скінченноелементного розбиття області   не 
гірші відомих для відповідних класів задач з гладкими розв'язками. 

У праці [104] створено новий клас алгоритмів для неруйнівного контролю, 
які дають змогу відновлювати розриви параметрів фізичного середовища в 2 -D 
та 3-D задачах зі змінним фоном і довільної геометрії. Багато практичних задач 
неруйнівного контролю можуть бути вирішені за умови, що ми можемо точно 
реконструювати розриви параметріксів фізичних середовищ. Підхід у [104] має 
дві основні особливості. По-перше, всі фізичні припущення щодо наближення 
про поширення хвиль зроблені в прямій задачі, тобто обернена задача звелася 
до розв'язування лінійного інтегрального рівняння першого типу з ядром 
коливання. По-друге, для розв’язування цього інтегрального рівняння 
будуються параметричні розв'язки, оскільки не можна побудувати явно 
функцію Гріна диференціального й інтегрального рівняння. Параметрікс є 
розв’язком, який визначається так само, як функція Гріна. Параметрікси 
широко використовуються в теорії псевдодиференціальних операторів і їх 
застосування є стандартним підходом, щоб розібратися у властивостях рівнянь 
в частинних похідних.  

 
1.3.3. Побудова різницевих схем із слабкою апроксимацією 

 

У праці [17] пропонуються алгоритми побудови різницевих схем, що слабо 
апроксимують з підвищеним порядком нелінійні законі збереження. Розвиток 
різницевих схем підвищеного порядку апроксимації відбувався, в основному, з 
використанням поняття класичної апроксимації. Для визначення її порядку 
використовується розклад у ряди Тейлора, що обумовлює наявність підвищеної 
гладкості у розв’язку задачі, яка відсутня у її вихідній постановці. Більш того, у 
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нелінійних нестаціонарних рівняннях у частинних похідних гіперболічного 
типу з гладкого початкового розподілення розв’язку часто утворюються 
ділянки високоградієнтної або розривної поведінки розв’язку (узагальнений 
розв’язок). Кількість розривів у розв’язку не фіксована. Теоретичний та 
чисельний аналіз деяких характерних відмінностей у конструкціях різницевих 
схем класичної та слабкої апроксимації наведено у працях [74, 75]. 

У теоретичному плані розвиток поняття слабкої апроксимації різницевої 
схеми вихідної системи інтегральних законів збереження базується на 
визначенні слабкого (узагальненого) розв’язку для системи 

( ) ( ) 0u F u u uq u
t x t x

   
   

   
  

у вигляді  

 ( ) ( ) 0t x
D D

u F u dxdt ug F u g dxdt
t x

           або ( ) 0,
D

udx F u dt


   

2

1

2 1 1( ) ( ) 0, ( , ), 1,2; ( ) ( ) .
x

i
x

udx F u F u u u t x i F u q u du
t


     
    

Диференціюючи останнє інтегральне співвідношення по 2x  та вважаючи 

далі, що 2x x , отримаємо ( ) 0u uq u
t x

 
 

 
. 

Використання поняття слабкого розв’язку зручно для опису розривних 
розв’язків, оскільки дає змогу автоматично отримувати та враховувати в 
обчислювальному алгоритмі умови на розривах. 

Нехай 1 2D D L D    з лінією розрива L , тоді 

1 2

( ) ( ) {[ ] [ ( )] } 0,
D D L

u F u u F udxdt dxdt u dx F u dt
t x t x

                        

де 2 1[ ]f f f   – різниця значень по обидві сторони розриву. Однозначні 

практичні рекомендації щодо алгоритмів побудови таких схем на сьогодні 
відсутні. Існують підходи до побудови та дослідження порядка апроксимації 
різницевих схем, в яких широко використовується розкладання у ряди Тейлора. 
Але побудовані таким чином схеми при їх використанні для дослідження 
реальних нелінійних задач  на розривних розв’язках породжують сильні 
осциляції чисельного розв’язку. 
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РОЗДІЛ 2. 

НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 
РОЗРИВНИМИ СПЛАЙНАМИ 

 
2.1. Наближення розривних функцій розривними інтерполяційними 

сплайнами 
Нехай задано функцію однієї змінної  на інтервалі  з 

можливими розривами першого роду в точках . Припускаємо, що 

хоча б в одному вузлі  функція має розрив першого роду. Задані вузли 

розбивають інтервал  на  частин. 
Надалі під поняттям "розривний лінійний сплайн" будемо розуміти 

сплайн степені 1 дефекту 1. 
Визначення 2.1 [47]. Будемо називати розривним інтерполяційним 

лінійним сплайном на відрізку  наступну функцію: 

,  (2.1) 

де  – параметри сплайну , що визначаються у вигляді 

односторонніх границь  . 

Теорема 2.1. Функція  задовольняє 

інтерполяційні властивості на кожному з інтервалів : 

1 1( 0) , ( 0) .k k k k k kSp x С Sp x С 
        (2.2) 

Доведення. Слід врахувати, що згідно з формулою (2.1) зліва від вузла 1kx   

сплайн  задається формулою 

1
1

1 1

( ) ( , ) k k
k k k

k k k k

x x x xS x Sp x С С С
x x x x

 


 

 
  

 
, 

а справа від вузла kx  – 

. 

Перевіримо виконання інтерполяційних умов (2.2): 

1 1 1
1 1 1

1 1

( 0, ) k k k k
k k k k k

k k k k

x x x xSp x С С С С
x x x x

    
  

 

 
   

 
, 

( )f x [ , ]a b

, 1,kx k n

kx

[ , ]a b 1n 

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

1
1

1 1

( ) ( , ) , 1, 1k k
k k k

k k k k

x x x xS x Sp x С С С k n
x x x x

 


 

 
    

 

1, , 1, 1k kC C k n 
   ( )S x

1
10 0

lim ( ), lim ( )
k k

k kx x x x
С f x С f x



 
   

 

( ) ( ), 1, 1kS x Sp x k n  

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

( )S x

1
1

1 1

( ) ( , ) k k
k k k

k k k k

x x x xS x Sp x С С С
x x x x

 


 

 
  

 
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. 

Теорему 2.1 доведено. 
Визначимо вигляд похибки наближення розривним спайном (2.1) та 

оцінку наближення розривної функції побудованим сплайном [48, 49]. 

Теорема 2.2. Якщо , то залишок  

наближення розривним інтерполяційним сплайном вигляду (2.1) на кожному 
інтервалі розбиття матиме вигляд 

1
( )

1( ) ( ) ( , ) , [ , ]
k

k

x
r

k k k
x

R f x f G x d x x x


     , 1, 1,k n   

1
1

1

1
1

1
1

( ) , ,
( 1)!

( , ) 1, 1.
( ) , ,

( 1)!

r
k k

k
k k

r
k k

k
k k

x x x x x
x x r

G x k n
x x x x x

x x r












   
       

       

 

Доведення. Скористаємося тотожністю  

1
1

1 1
( ) ( ) ( ), ( , ), 1, 1k k

k k
k k k k

x x x xf x f x f x x x x k n
x x x x




 

 
    

 
, 

а також тотожністю, яка перевіряється -кратним інтегруванням частинами: 
1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
( 1)!

x r
r k

k
xk

xf x f x f d
r

 
   

  1,k n . 

Тоді запишемо послідовність тотожностей: 

1

1 1
( ) ( ) ( )k k

k k k k

x x x xf x f x f x
x x x x



 

 
  
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1
( )

1

( )( )
( 1)!

k

x r
rk k

k k x

x x xf d
x x r





  
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1
( )

1( ) ( ) ( , ) , [ , ],
k

k

x
r

k k
x

S x f G x d x x x


     
 

де ( , )G x   визначено в умові теореми. 

Теорему 2.2 доведено. 
Теорема 2.3 [43]. Оцінка похибки наближення функції  

побудованим розривним інтерполяційним сплайном  на кожному 

інтервалі  має вигляд 

1 1
1

1 1
1 [ , ] [ , ]( ) [ , ] ( ) sup ( ) ( ) ( ) ,

2k k k k
k k

k k
k k kL x x L x x

x x x

x xf x C x x R x f x Sp x f x
   






 

     
 

1 1

2
2 1

1 [ , ] [ , ]

( )( ) [ , ] ( ) ( ) .
8k k k k

k k
k k L x x L x x

x xf x C x x R x f x
   




     

Зауваження 2.1. Якщо , то побудований 

розривний інтерполяційний сплайн вигляду (2.1) є неперервним лінійним 
інтерполяційним сплайном. 

Приклад 2.1. Нехай задано функцію  на інтервалі [ 1;1]  з двома 

точками розриву 0,5, 0,5x x    першого роду  (рис. 2.1): 
2

2

1, 1 0,5,
( ) , 0,5 0,5,

1, 0,5 1.

x x
f x x x

x x

     
   
   

 

 
Рис.2.1. Графічний вигляд наближуваної функції в прикладі 2.1 

 
Обираємо вузли сплайна: 1 2 3 41, 0,5, 0,5, 1.x x x x       Вважаємо 

заданими односторонні значення функції у вузлах:  

( )f x

( ) ( )kS x Sp x

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

( ), 1, 1k k kС С f x k n    

( )f x

x
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1 1 3 3

2 2 3 3

2 2 4 4

( 0) 2, ( 0) 0,5,

( 0) 1,25, ( 0) 0,75,

( 0) 0,5, ( 0) 0.

C f x C f x

C f x C f x

C f x C f x

 

 

 

     

      

      

 

Наближувальний інтерполяційний сплайн згідно з формулою (2.1) буде 
мати вигляд (рис.2.2): 

1,5 0,5, 1 0,5,
( ) , 0,5 0,5,

1,5 1,5, 0,5 1.

x x
Sp x x x

x x

     
   
   

 

 

 
 а    б    в 

Рис.2.2.  Графічний вигляд функції  (тонка лінія) та наближувального 

інтерполяційного сплайну  (товста лінія) на інтервалах: а – ( 1; 0,5)  ,  

 б – ( 0,5;0,5) , в – (0,5;1)  
 

Максимальне відхилення функції  від побудованого 

інтерполяційного сплайну дорівнює max ( ) ( ) 0,06.f x Sp x   

 
2.2. Наближення розривних функцій розривними апроксимаційними 

сплайнами методом мінімакса 
 

Оскільки експериментальні значення функції у точках можуть бути задані 
неточно, то в таких випадках корисними є згладжувальні (апроксимаційні) 
сплайни. Даний параграф присвячений побудові таких сплайнів для 
наближення розривної функції однієї змінної, тобто знаходженню таких 

параметрів  у розривному інтерполяційному сплайні (2.1), 

щоб наближення було найкращим у тому чи іншому сенсі. Для розв’язування 

( )f x

( )Sp x

( )f x

1, , 1, 1k kC C k n 
  
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цієї задачі використовуємо методом мінімакса [32, 49–51] та метод найменших 
квадратів [46]. 

Сплайном найкращого наближення будемо вважати сплайн, який на 

кожному з інтервалів  має найменше максимальне 

відхилення від наближуваної функції .  

Теорема 2.4. Якщо на кожному з інтервалів  невідомі 

параметри  знаходити з умови 

1 1
max ( ) ( ) mink Ck n

f x Sp x
  

  ,    (2.3) 

то отримаємо розривний сплайн найкращого наближення.  
Доведення. Доведення випливає з того, що кожний з елементів, який треба 

мінімізувати, дорівнює максимальному відхиленню наближувального сплайна  
від функції . Тому при знаходженні параметрів з умови (2.3) отримаємо

, які забезпечують найменше відхилення. 

Теорему 2.4 доведено. 
Теорема 2.5. Якщо наближувана функція  є розривною кусково-

лінійною функцією з точками розриву  і наближуємо її кусково-

лінійним розривним сплайном , що визначається формулами (2.1), і 

невідомі параметри-елементи  знаходимо з умови (2.3), то 

отримаємо точно наближувану функцію, тобто . 

Доведення. Нехай функція  на -му інтервалі має вигляд 

. 

Розглянемо максимум різниці функції  та наближувального сплайна (2.1) 

на -му інтервалі: 
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k k
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Знайдемо мінімум отриманого максимуму: 
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( ) ( )S x f x

( )f x k

1
1

2 1

( , ) , 1, 1k k
k k k

k k k k

x x x xf x B B B k n
x x x x

 


 

 
   

 

( )f x

k

1
1 1[ , ]

max { ( 0) ( 0, ) , ( 0) ( 0, )}
k k

k k k k k kx x x
f x Sp x C f x Sp x C


 

      

1
1 1[ , ]

max { , }
k k

k k k kx x x
B C B C



   
 

  

1
1 1[ , ]

min max { , }
k k

k k k kx x x
B C B C



   
 

 
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. 

Теорему 2.5 доведено. 
Точки розриву функції збігаються з точками розриву наближувального 

сплайна і найкраще наближення сплайна до функції виконуємо аналітично. На 

кожному з інтервалів  знаходимо максимальне значення 

відхилення сплайна від функції, яке буде дорівнювати одному із значень:  

 (2.4) 

де  – стаціонарні точки функції  на 

інтервалі . 

Потім знаходимо мінімум від отриманого максимуму по всіх інтервалах: 
. 

Отримуємо матрицю , яка і представляє собою шукану матрицю параметрів 

. 

Наведемо приклади. 
Приклад 2.2. Нехай задано функцію  на інтервалі [ 1;1]  з однією 

точкою розриву  першого роду  (рис. 2.3): 

1, 1 0,
( )

1, 0 1.
x x

f x
x x
   

    
 

Обираємо вузли сплайна: . Наближуємо функцію  

сплайном вигляду 

2 1
1 2 1 2

1 2 2 1

3 2
2 3 2 3

2 3 3 2

, ,
( )

, .

x x x xC C x x x
x x x x

Sp x
x x x xC C x x x
x x x x

 

 

            
    

У даному прикладі точка розриву  збігається з точкою розриву 
наближувального сплайна і найкраще наближення сплайна до функції 
виконуємо аналітично. 

1 1 1 10, 0 ;k k k k k k k kB C B C B C B C       
         

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

1
1

[ , ] 1 1[ , ]

2 1

( ) max { ( ) ( , ) , ( ) ( , ) ,

( ) ( , ) ,..., ( ) ( , )},

k k
k k

x x k k k k k k k kx x

k k k m k m

J C f x Sp x C f x Sp x C

f a Sp a C f a Sp a C




   

 

, 1,la l m ( , ) ( ) ( , )k k kJ x C f x Sp x C 

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

1[ , ]1 1 1 1
min ( ( )) min (max ( ) ( , ) )

k kx x kk n k n a x b
W J C f x Sp x C

       
  

W

1, , 1, 1k kC C k n 
  

( )f x

0x 

1 2 31, 0, 1x x x    ( )f x

0x 
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Рис.2.3. Графічний вигляд наближуваної функції 

 
На кожному з інтервалів [ 1;0]  та [0;1]  знаходимо максимальне значення 

відхилення сплайна від функції  за наступним алгоритмом: оскільки і 

сплайн, і наближувальна функція на кожному інтервалі є прямими, то 
максимальне відхилення буде дорівнювати одному з двох значень: 

 та  на інтервалі [ 1;0],  

 та  на інтервалі [0;1].  

Таким чином, задача зводиться до знаходження таких значень параметрів 
C, за яких будуть виконуватися умови  

, 

. 

У цьому прикладі сплайн матиме вигляд 

1 2

2 3

(1 ), 1 0,
( , )

( 1) , 0 1.

C x C x x
Sp x C

C x C x x

 

 

      
    

 

Абсолютне відхилення сплайна  від функції  дорівнює 

1 2

2 3

1 (1 ) , 1 0,
( , ) ( ) ( , )

1 ( 1) , 0 1.

x C x C x x
J x C f x Sp x C

x C x C x x

 

 

          
     

 

Згідно з формулою (2.4) від цієї функції знайдемо максимум по : 

1 2

[ 1;1]
2 3

max{ , 1 },
( ) max ( ( , ))

max{ 1 , }.x

C C
JM C J x C

C C

 

  

    
  

 

Таким чином, задача звелась до знаходження параметрів сплайна – 
елементів матриці С, які забезпечують мінімум серед двох величин: 

. 

( )f x

(0 0) (0 0)f Sp   ( 1) ( 1)f Sp  

(0 0) (0 0)f Sp   (1) (1)f Sp

[ 1,0]
max{ (0 0) (0 0), ( 1) ( 1)} min

C
f Sp f Sp


      

[0,1]
max{ (0 0) (0 0), (1) (1)} min

C
f Sp f Sp    

( , )Sp x C ( )f x

x

1 2 2 3min ( ) min{max{ , 1 },max{ 1 , }}
C C

JM A C C C C        
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У результаті отримаємо таку матрицю С: 

. 

Отже, найкраще наближення заданої функції в прикладі 2.2 матиме вигляд 

1
1 2

2 1

3
2 3

2 3

, ,
( )

, .

x x x x x
x x

Sp x
x x x x x

x x

       
 

 

Ми отримали точний вираз функції , тобто , що 

підтверджує викладену вище теорію. 
Приклад 2.3. Нехай задано функцію  на інтервалі [ 1;1]  з двома 

точками розриву  першого роду  (рис.2.4): 
1, 1 0,5,

( ) , 0,5 0,5,
1, 0,5 1.

x x
f x x x

x x

    
   
     

 
Рис.2.4. Графічний вигляд наближуваної функції 

 
Обираємо вузли 1 2 3 41, 0,5, 0,5, 1x x x x      . Наближуємо функцію  

сплайном вигляду 

2 1
1 2 1 2

1 2 2 1

3 2
2 3 2 3

2 3 3 2

4 3
3 4 3 4

3 4 4 3

, ,

( , ) , ,

, .

x x x xC C x x x
x x x x
x x x xSp x C C C x x x
x x x x
x x x xC C x x x
x x x x

 

 

 

  
    

  
   

 
  

  
 

 

1 2

2 3

0 1
1 0

C C
C

C C

 

 

   
      

( )f x ( ) ( )Sp x f x

( )f x

( )f x
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Отже, сплайн матиме вигляд 

1 2

2 3

3 4

(2 1) (2 2), 1 0,5,

( , ) ( 0,5) ( 0,5), 0,5 0,5,

(2 2) (2 1), 0,5 1.

C x C x x

Sp x C C x C x x
C x C x x

 

 

 

       


       
     

 

Як і в прикладі 2.4, максимальне значення абсолютного відхилення функції від 
сплайна буде досягатися на кінцях інтервалів. Абсолютне відхилення сплайна 

 від функції  матиме вигляд 

1 2

2 3

3 4

1 (2 1) (2 2) , [ 1; 0,5),

( 0.5) ( 0.5) , [ 0,5;0,5),

1 (2 2) (2 1) , [0,5,1].

x C x C x x

x C x C x x

x C x C x x

 

 

 

        
      


     

 

Знайдемо максимальне значення по  отриманого абсолютного 
відхилення на кожному з інтервалів згідно з формулою (2.4):  

1 2

2 3[ 1,1]

3 4

max{ , 0,5 },

( ) max ( ( , )) max{ 0,5 , 0,5 },

max{ 0,5 , }.
x

C C

JM C J x C C C

C C

 

 

 

 

  

    


  

 

Тепер знаходимо мінімум від отриманих максимумів: 

1 2min ( ) min{max{ , 0,5 },
C C

JM C C C     

2 3 3 4max{ 0,5 , 0,5 },max{ 0,5 , }}.C C C C          

У результаті отримаємо таку матрицю С: 

1 2

2 3

3 4

0 0,5
0,5 0,5 .
0,5 0

C C
C C C

C C

 

 

 

   
        

     

 

Отже, найкраще наближення заданої функції в даному прикладі матиме вигляд 

1
1 2

2 1

3 2
2 3

2 3 3 2

4
3 4

3 4

0,5 , ,

( , ) 0,5 0,5 , ,

0,5 , .

x x x x x
x x

x x x xSp x C x x x
x x x x
x x x x x
x x

 
  

  
    

 
 
  



 

( , )Sp x C ( )f x

( , ) ( ) ( , )J x C f x Sp x C  

x
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Як і в прикладі 2.2, отримали точний вираз функції ,  , 

що підтверджує викладену вище теорію. 
Приклад 2.4. Нехай задано функцію  на інтервалі [ , ]   з двома 

точками розриву  першого роду, яка не є лінійною (рис. 2.5): 

 

 

2 , ,
2

( ) sin( ), ,
2 2

2 , .
2

x x

f x x x

x x

       
    


         

 
Рис.2.5. Графічний вигляд наближуваної функції 

 

Обираємо вузли: 1 2 3 4, , ,
2 2

x x x x 
       . Наближуємо сплайном 

такого самого вигляду, як і в прикладі 2.3. Тобто наближувальний сплайн в 
цьому прикладі матиме вигляд 

1 2

2 3

3 4

2 2 , ,
2

2 2( , ) , ,
2 2

22 , .
2

x xC C x

x x
Sp x C C C x

x xC C x

 

 

 

            
          

 
          



 

Абсолютне відхилення сплайна  від функції  матиме вигляд 

 

( )f x ( , ) ( )Sp x C f x

( )f x

( , )Sp x C ( )f x

( , ) ( ) ( , )J x C f x Sp x C  
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 

 

1 2

2 3

3 4

2 2 2 , , ,
2

2sin( ) , , ,
2 2

2 22 , , .
2

x xx C C x

xx C C x

x xx C C x

 

 

 

                 
             
                 

  (2.5) 

Знайдемо максимальне значення по  отриманої абсолютної різниці на 
кожному з інтервалів: 

1. На інтервалі ,
2

     
 будемо користуватися формулою (2.4), як і в 

попередніх прикладах: 

1 2
,

2

1( ) max ( ( , )) max{ ,1 }.
x

JM A J x C C C 

      

     

2. Розглянемо інтервал ,
2 2
    

. Нехай  на цьому інтервалі 

наближується лінійною функцією  (рис.2.6). 

Розглянемо різницю функції та наближувального сплайну: . 

Максимум від цієї функції може досягатися на кінцях інтервалу та в точці 
екстремуму. Знайдемо цю точку: 

( ) 0 cos 0 arccos( ).h x x ax x a         

 
Рис.2.6. Наближення функції  функцією  

 
Розглянемо максимум різниці : 

,
2 2

2

max ( ( ) ) max{sin(arccos ) arccos , 1}
2

max{ 1 arccos , 1} 1 .
2 2

x
h x a a a a

a a a a a

     


   

 
     

 

x

( ) sin( )g x x

y ax

( ) sinh x x ax 

( )f x y ax

( )h x
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Отже, на інтервалі ,
2 2
    

 максимальне значення по  абсолютної різниці 

наближуваної функції  і сплайна  (2.5) матиме вигляд 

,
2 2

2( ) max ( ( , ))
x

JM C J x C
      

 

 

2 3 2 3
,

2 2

2 2max sin( ) max{ 1 , 1 }.
x

x x
x C C C C   

      

  
      

 
 

3. На інтервалі ,
2
   

 максимальне значення відхилення (2.5) матиме 

вигляд 

3 4
,

2

3( ) max ( ( , )) max{ 1 , }.
x

JM C J x C C C 

   

      

Тепер знаходимо мінімум від отриманих максимумів: 

 

2 3 3 4max{ 1 , 1 },max{ 1 , }}.C C C C          

У результаті отримаємо таку матрицю С: 

. 

Отже, найкраще наближення заданої функції в прикладі 2.4 матиме вигляд 
2 ( ), ,

2
2( , ) , ,

2 2
2 ( ), .

2

x x

xSp x C x

x x

       
    


       

 
 
 
 

x

( )f x ( , )Sp x C

1 2min ( ) min{ 1( ), 2( ), 3( ) min{max{ ,1 },
C C

JM C JM C JM C JM C C C    

0 1
1 1
1 0

C
 
   
  
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2.3. Наближення розривних функцій розривними апроксимаційними 
сплайнами методом найменших квадратів 
 

Визначення 2.2. Розривним апроксимаційним лінійним сплайном на 

відрізку 1[ , ], 0, 1k kx x k n    будемо називати розривну функцію, визначену 

формулою  

1
1

1 1
( ) ( ) , 0, 1k k

k k k
k k k k

x x x xS x Sp x C C k n
x x x x

 


 

 
    

 
, 

де коефіцієнти 1,k kC C 
  сплайна знаходяться методом найменших квадратів 

[48] в одній із форм: 
 дискретній формі  

1
2 2

0 1
( ) ( ( 0) ( 0)) ( ( 0) ( 0)) min

n n

k k k k k k
Ck k

J C f x Sp x f x Sp x


 
          ; 

  інтегральній формі  
11

2

0
( ) ( ( ) ( )) min.

k

k

xn

k
Ck x

J C f t Sp t dt



       (2.6) 

Теорема 2.6. Оцінка похибки наближення розривної функції  

розривним апроксимаційним сплайном  на кожному інтервалі розбиття 

 має вигляд: 

 якщо , то 

1[ , ]
( ) ( )

k kL x x
f x S x

 
 

1

1
[ , ]

( )
2 k k

k k
L x x

x x f x
 

   ;  (2.7) 

 якщо , то 

1[ , ]
( ) ( )

k kL x x
f x S x

 
 

1

2
1

[ , ]

( ) ( ) .
8 k k

k k
L x x

x x f x
 

     (2.8) 

Доведення. Розв’яжемо мінімізаційну задачу: 

. 

Запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
1

( ) ( )0, 0k k

k k

J C J C
C C 



 
 

 
 

відносно невідомих : 

( )f x

( )S x

1[ , ], 1, 1k kx x k n  
1

1( ) [ , ]k kf x C x x 

2
1( ) [ , ]k kf x C x x 

1
2

1
1

1 1

( ) ( ) min,
k

k

x
k k

k k k C
k k k kx

x x x xJ C f x C C dx
x x x x


 


 

  
      
 1, 1k n 

1,k kC C 

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1

1

1 1
1

1 1 1

1
1

1 1 1

2 ( ) 0,

2 ( ) 0;

k

k

k

k

x
k k k

k k
k k k k k kx

x
k k k

k k
k k k k k kx

x x x x x xf x C C dx
x x x x x x

x x x x x xf x C C dx
x x x x x x





  


  

 


  

     
          


               




 

1 1 1

1 1

2
1 1 1

12
1 1 1 1

2
1

1 2
1 1 1 1

( ) ( )( ) ( )( ) ;
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

k k k

k k k

k k

k k

x x x
k k k k

k k
k k k k k k k kx x x

x x
k k k k

k k
k k k k k k kx x

x x x x x x f x x xC dx C dx dx
x x x x x x x x

x x x x x x f x x xC dx C dx
x x x x x x x

  

 

   


   

 


   

   
 

   

   
 

   

  

 
1

.
k

k

x

kx

dx
x












 

В отриманій системі зробимо заміну 1 1 1( 0)k k kC f x
      , ( 0)k k kC f x      

та замінимо  інтерполяційним поліномом Лагранажа із залишковим 

членом . У результаті отримаємо наступні вирази для інтегральних членів 

системи: 

 

; 

 

; 

 

 

 

; 

( )f x

( )R x

1

1
1

1

1( ) ( ) ( 0)
3

k

k

x
k

k k k
k kx

x xf x dx x x f x
x x









    


1

1
1 1

1

1 ( ) ( 0) ( )
6

k

k

x
k

k k k
k kx

x xx x f x R x dx
x x




 




    


1 1

21 1
12

1 1 1

1 ( )
( )

k k

k k

x x
k k

k
k k k k k kx x

x x x x dx x x dx
x x x x x x

 

 


  

 
  

   
13

1
12

1

1 ( ) 1 ( )
( ) 3 3

k

k

x

k
k k

k k x

x x x x
x x









  



1

1

1 1

k

k

x
k k

k k k kx

x x x x dx
x x x x





 

 


 
13 2

1 12
1

1 ( )
( ) 3 2

k

k

x

k k k k
k k x

x xx x x x x
x x



 


 
        

2 2
1 1 1

1 1
1

1 ( )
( ) 3 2

k k k k k k
k k k k

k k

x x x x x xx x x x
x x

  
 



   
        

2 2 2 2
1 1 1 1 1

1

1 2 2 2 3 6 3 6
( ) 6

k k k k k k k k k k

k k

x x x x x x x x x x
x x

    



      
     

2 2 2
1 1 1

1
1 1

1 2 ( ) 1 ( )
6 6( ) 6

k k k k k k
k k

k k k k

x x x x x x x x
x x x x

  


 

   
       
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; 

 

; 

 

. 

Отримаємо систему вигляду 
1

1

1
1 1 1

1

1 1 1
1

1 1( ) ( ) ( ) ;
3 6

1 1( ) ( ) ( ) .
6 3

k

k

k

k

x
k

k k k k k k
k kx

x
k

k k k k k k
k kx

x xx x x x R x dx
x x

x xx x x x R x dx
x x






  



  


 
     




       




  (2.9) 

Для аналізу правих частин отриманої системи скористаємося формулами з 
праці [36]: 

;   . 

Використовуючи позначення 1max{ , }k k    , запишемо систему (2.9) у 

вигляді: 

1. Якщо , то 
2

1
1 1

2
1

1 1

1 1( ) ( ) ( ) ,
3 6 2

1 1( ) ( ) ( )
6 3 2

k k
k k k k

k k
k k k k

x xx x x x f x

x xx x x x f x


  


  

         
  


           

1 ( ) .
2

k kx x f x


    

2. Якщо , то 

1 1
2

2
1 1 1

1 ( )
( )

k k

k k

x x
k k

k
k k k k k kx x

x x x x dx x x dx
x x x x x x

 

  

 
  

   
13

12
1

1 ( ) 1 ( )
( ) 3 3

k

k

x

k
k k

k k x

x x x x
x x







  



1

1
1

1

1( ) ( ) ( 0)
3

k

k

x
k

k k k
k kx

x xf x dx x x f x
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







    


1

1
1 1

1

1 ( ) ( 0) ( )
6

k

k

x
k

k k k
k kx

x xx x f x R x dx
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


 




    
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1
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k
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k
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x xf x dx x x f x
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





    
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1 1
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x
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k kx

x xx x f x R x dx
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

 
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
    



1( ) ( ) ( )
2

k kx xf x S x f x
 

   
2

1( )( ) ( ) ( )
8

k kx xf x S x f x
 

   

1
1( ) [ , ]k kf x C x x 
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1( ) [ , ]k kf x C x x 
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3
1

1 1

3
1

1 1

1 1 ( )( ) ( ) ( )
3 6 16
1 1 ( )( ) ( ) ( )
6 3 8

k k
k k k k

k k
k k k k

x xx x x x f x

x xx x x x f x


  


  

      


      

  

2
1( ) ( ) .
8

k kx x f x


   
 

З цих нерівностей й випливає доведення теореми. 
Теорему 2.6 доведено. 
Зауваження 2.2. Якщо функція ( )f x a (const) наближається розривним 

лінійним сплайном вигляду (2.1) методом найменших квадратів, то оцінка (2.7) 
є точною, якщо ж функція має вигляд , то в оцінці (2.8) також 

досягається рівність.  
Наслідок 2.1. Якщо наближувана функція  є кусково-постійною або 

кусково-лінійою функцією з точками розриву , то наближуючи її 

розривним сплайном , який визначено формулами (2.1), і знаходячи 

коефіцієнти  з умови (2.6), отримаємо точно наближувану функцію. 

Зауваження 2.3. Якщо , то побудований 

розривний апроксимаційний сплайн (2.1) є неперервним лінійним 
апроксимаційним сплайном. 

Приклад 2.5. Нехай задано функцію  на інтервалі  з трьома 

точками розриву першого роду (рис.2.7): 

2

2

, 1 0,5,
, 0,5 0,

( )
1, 0 0,5,

1 , 0,5 1.

x x
x x

f x
x x

x x

   
    

  
   

 

Оберемо вузли сплайна: 1 21, 0,5,x x     3 4 50, 0,5, 1x x x   . 

Вважаємо заданими односторонні значення функції у вузлах:  

1 3

2 4

2 4

3 5

( 0) 1, ( 0) 0,5,
( 0) 0,5, ( 0) 0,5,
( 0) 0,25, ( 0) 0,5,
( 0) 0, ( 0) 0.

f x f x
f x f x
f x f x
f x f x

     
     
   
     



( )f x ax b 

( )f x

, 1,kx x k n 

( )S x

1,k kC C 


( ), 1, 1k k kC C S x k n    

( )f x [ 1,1]
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Рис.2.7. Графік наближуваної функції  

 
Побудуємо апроксимаційний сплайн у вигляді (2.1), де коефіцієнти 

матриці  знаходяться з умови (2.6), тобто сплайн має наступний вигляд 
(рис.2.8): 

, 1 0,5,
0,5 0,04, 0,5 0,

( )
0,5, 0 0,5,
1 , 0,5 1.

x x
x x

Sp x
x

x x

   
       
   

 

 
Рис.2.8.  Графічний вигляд функції  та наближувального 

апроксимаційного сплайну  

 
Як бачимо, апроксимаційний сплайн точно наближує функцію на тих 
інтервалах, де вона постійна або задана лінійно. Приклад підтверджує вище 
викладену теорію. 
 

C

( )f x

( )Sp x
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2.4. Наближення розривної функції розривним сплайном у випадку, 
коли вузли сплайна не збігаються з розривами функції 
 

Даний параграф присвячений розробці методу, який дає змогу знаходити 
невідомі точки розриву лінійної функції однієї змінної.  

Нехай розривну лінійну функцію задано на інтервалі . 

Інформацією про функцію ( )f x , [0;1]x  є її значення, які можна отримати на 

довільній скінченній множині точок з інтервалу [ , ]a b . Потрібно знайти точки 
-розриву першого роду. 

Розіб’ємо інтервал [0;1]  вузлами  на  інтервалів 

. Причому вузли  не збігаються з розривами функції . 

Метою параграфу є відновлення з заданою точністю   розривної функції однієї 
змінної за заданою інформацією та виявлення точок  -розриву цієї функції.  

Введемо поняття  -непервності [52, 174] функції однієї змінної. 

Визначення 2.3. Якщо 
0 0

lim ( ) lim ( )
q qx x x x

f x f x
   

   , то функцію  

будемо називати   - неперервною в точці . 

Теорема 2.7. Якщо 1( ) [0;1]f x C   є кусково-лінійною функцією і має 

одну точку розриву першого роду * , , , 2
2

k
k

mx m k N m   , то її можна виявити 

не більше ніж за  k   ітерацій. 
Доведення будемо виконувати методом математичної індукції.  

Нехай 1k  , 1m  , тобто * 1
2

x  . 

Крок 1. За вузли розривного лінійного сплайну ( )S x  вибираємо рівномірно 

розташовані вузли 0 1 2
10, , 1
2

x x x   . Будуємо розривний сплайн: 

1 2

2 3

0,5 0 , [0;0,5],
0 0,5 0,5 0

( )
1 0,5 , (0,5;1].

0,5 1 1 0,5

x xC C x
S x

x xC C x

 

 

          
  

 

Для початкового наближення за параметри kC   візьмемо односторонні значення 

функції ( )f x  у потрібних вузлах, тобто 

[0;1]E 

1 20 ... 1nx x x     n

1[ , ], 1, 1k kx x k n   kx ( )f x

( )f x

qx
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0
lim ( )

k
k

x x
С f x

 
 . 

Для знаходження параметрів  використовуємо метод найменших квадратів 
в інтегральній формі. Запишемо функціонал, який треба мінімізувати: 

0,51 1
2 2 2

0 0 0,5

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))J C f x S x dx f x S x dx f x S x dx        .  (2.10) 

 Оскільки ( )f x  є кусково-лінійною розривною функцією, то ( ) ( ) 0f x S x  . 

Звідки отримаємо ( ) 0.J C   

Отже, для випадку, коли розривна лінійна функція має одну точку розриву 

* , 1, 1
2k
mx k m   , для відновлення такої функції достатньо однієї ітерації. 

Нехай 2k  . Для визначеності будемо вважати 1m  , тобто *
2

1
2

x  . 

Крок 2. При побудові сплайну ( )S x  у запропонованому на кроці 1 вигляді 

функціонал матиме вигляд 
0,51

2 2

0 0

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0J C f x S x dx f x S x dx      , 

оскільки 
1

2

0,5

( ( ) ( )) 0f x S x dx  , бо ( )f x  є лінійною неперервною функцією на 

інтервалі (0,5;1) . 

Інтервал, на якому ( ) 0J C  , ділимо навпіл, вводячи новий вузол 
1
4

x  . 

Тобто маємо новий набір вузлів 0 1 22 1
1 10, , .
2 2

x x x    І повторюючи крок 1, 

отримуємо 
0,5 0,25 0,5

2 2 2

0 0 0,25

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0J C f x S x dx f x S x dx f x S x dx         . 

Аналогічний результат буде у випадку 3, 2m k  .  

Отже, для виявлення точки розриву * , 2
2k
mx k   потрібні 2 ітерації.  
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Нехай для виявлення точки розриву * , 1,
2k
mx m k n    потрібно n  

ітерацій, тобто на n -й ітерації розривний сплайн ( )S x  будуємо на вузлах 

0 1 2 1
1 10, ,

2 2n nx x x     і мінімізуючий функціонал має вигляд 

1 1
12 2

2 2

10
2

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0
n n

n

J C f x S x dx f x S x dx


      , 

оскільки функція є кусково-лінійною з єдиним розривом у точці * 1
2nx  . 

Доведемо, що для виявлення точки розриву * , 1, 1
2k
mx m k n     

потрібно ( 1)n  -а ітерація. Для цього випадку функціонал має вигляд 
1 1 1

12 2 2
2 2 2

10 0
2

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0,
n n n

n

J C f x S x dx f x S x dx f x S x dx


          

оскільки 

1
12

2

1

2

( ( ) ( )) 0,
n

n

f x S x dx


   бо ( )f x  є лінійною неперервною функцією 

на інтервалі 1
1 1, .
2 2n n

 
 
   

Інтервал, на якому ( ) 0J C  , ділимо навпіл, вводячи новий вузол 1
1

2nx 
 

(тобто робимо ( 1)n  -у ітерацію). Будуючи на новій трійці вузлів 

0 1 21
1 10, ,

2 2n nx x x    розривний  сплайн, отрмуємо 

1 1
12 2

2 2

10
12

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0,
n n

n

J C f x S x dx f x S x dx




       

тому що точка 1
1

2nx   є точкою розриву.  
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Тобто розрив виявлено за ( 1)n  -у ітерацію. 

Теорему 2.7 доведено. 

Теорема 2.8. Якщо 1( ) [0;1]f x C   – кусково - лінійна функція і має одну 

точку розриву першого роду *x , то виявити її можна за 2log 2k       ітерацій з 

похибкою .   
Доведення. Опишемо алгоритм виявлення точки  -розриву. 
 Крок 1. Вибираємо рівномірне розбиття інтервалу [0;1] : 

0 1 20, 0,5, 1x x x   . І будуємо на цих вузлах розривний сплайн ( )S x . 

Функціонал, який треба мінімізувати, має вигляд (2.10). Один з інтегралів у 
цьому виразі дорівнюватиме нулю, оскільки на інтервалі, по якому 
здійснюється інтегрування, функція є неперервно і лінійною.  

Крок 2. Інтервал, на якому ( ) 0J C  , ділимо навпіл. Нехай для 

визначеності це інтервал 10; ;
2

 
  

 вибираємо вузли 0 1 22
1 10, ,

22
x x x   . 

Знову будуємо сплайн на нових вузлах і один з інтегралів в мінімізуючому 
функціоналі не буде дорівнювати нулю. 

Знайдемо критерій зупинки ітераційного процесу.  
Треба знайти такий найближчий до точки розриву інтервал 

1, , , 2
2 2

k
k k

m m m N m    
 

, що виконується умова 

2 2
1 1 1 12 2 2 log log (2 ).

2 22 2 2
k

k k k
m m k

          
 

 

Оскільки k N , то 2log (2 )k       – номер ітерації (кроку), на якій потрібно 

зупинити ітераційний процес. 
m  задовольняє нерівності 

* * *1 2 , 2 1.
2 2

k k
k k

m mx m x m x
         

Оскільки m N , то * 2km x    . 
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Тобто на 2log (2 )k       – ітерації знайдемо точку  -розриву *x , яка 

потрапить в  -інтервал 
* *2 2 1

, .
2 2

k k

k k

x x          
 
 

 Тобто 

* *
*

2 2 1
,

2 2

k k

k k

x x
x

          
 
 

. 

Теорему 2.8 доведено. 
Приклад 2.6 Нехай розривна лінійна функція ( )f x  має розрив першого 

роду в точці * 3 0,14159265x    . Складемо таблицю результатів виявлення 
точки  -розриву, тобто  -інтервал та номер ітерації залежно від заданої 
похибки  . 

           Таблиця 2.1 
Кількість ітерацій для досягнення похибки   

Похибка 
  

Номер 
ітерації k  

 -інтервал 

0,01 6 (0,140625; 0,15625 ) 
0,001 9 (0,140625; 0,1425781) 
0,0001 13 (0,14147949; 0,1416016) 

 
Визначення 2.4. Базисним розривним лінійним сплайном на інтервалі 

[0;1]  будемо називати сплайн 

( ), [0;1],
( )

0, [0;1],
h x x

B x
x


  
 

де 1 2( ) ( )h x n x C xC     – лінійний неперервний поліном. 

Теорема 2.9. Довільну розривну лінійну функцію зі скінченною кількістю 
розривів першого роду можна представити у вигляді суми базисних розривних 
сплайнів. 

Дійсно, завжди знайдуться такі M N  і параметри kC , що лінійну 

розривну функцію можна записати у вигляді 

1
( ) ( ; )

M

k
k

f x B Mx k C



  ,  0k
kC f
M

    
 

.  

Викладемо алгоритм наближення розривної лінійної функції покроково.  
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Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний лінійний сплайн ( )S x  на 

заданих вузлах , 1,kx k n  (наприклад, рівномірно розташованих) за формулою 

(2.1) з невідомими коефіцієнтами 1, , 0, 1k kC C k n 
   . Причому на першій 

ітерації вважаємо, що односторонні значення функції в заданих вузлах 

збігаються. Знаходимо вектор 1 2 2 3 1( , , , ,..., , )n nC C C C C C C     
  з умови (2.6), 

обчислюючи функціонал ( )J C . 

Крок 2. Знаходимо інтервали, на яких 
1

2( ( ) ( )) 0, 0, 1
k

k

x

k
x

f t Sp t dt k n


    . 

Обчислюємо їх довжину 1k k kd x x  . Якщо 2kd   , то інтервали 1( , )k kx x   є 

 -околом точок розриву ( -розривами) і ітераційний процес закінчено. Якщо 
ця умова не виконується, то знайдені інтервали ділимо навпіл. Інші інтеграли 
дорівнюють нулю, оскільки ( )f x  є кусково-лінійною функцією. Отримаємо 

новий набір вузлів. І повторюємо крок 1. 
Крок 3. За вузли розривного сплайну вибираємо кінці інтервалу (0;1)  та 

точки  -розриву * , 1,mx m M , враховуючи, що 0 (0)C f  , ( ),m mC f x     

1,m M , 1 (1)MC f
  . 

Цей алгоритм можна модифікувати на випадок нелінійної функції. 
Оскільки наближувати будемо лінійним розривним сплайном, то крім значення 
  потрібно ще значення точності наближення . Викладемо модифікований 
алгоритм покроково. 

Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданих вузлах 

 за формулою (2.1) з коефіцієнтами . 

Крок 2. Знаходимо матрицю  коефіцієнтів сплайна з умови (2.6). Після 
підстановки знайдених коефіцієнтів у сплайн (2.1) отримаємо сплайн 

. 

Крок 3. На кожному з інтервалів  обчислюємо значення 

,  . 

Крок 4. Якщо виконуються умови: 
1) 1,q qJ J     , де  – задана точність наближення;  

2) ( )S x  є  -неперервною в точці 1qx  ,  

, 1,kx k n 1, , 1, 1k kC C k n 
  

C

( ) ( , )k kS x Sp x C

1[ , ], 1, 1k kx x k n  

1

* max ( )
k k

k kx x x
J J x

 
 ( ) ( ) ( )k kJ x f x S x 
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то вузол 1qx   видаляємо з розгляду. 

Крок 5. З усіх  вибираємо максимальне значення *

1 1
max ( )kk n

M J
  

  та 

ділимо інтервал, якому це максимальне значення належить, наприклад 

, навпіл, тобто вводимо новий вузол .  

Крок 6. На новій множині вузлів знову будуємо апроксимаційний сплайн 
за формулою (2.1) та за формулою (2.6) знаходимо матрицю коефіцієнтів . 

Перевіряємо виконання умови 
[0;1]

max ( ) ( ) ,
x

f x Sp x


   де  – задана 

точність наближення. 
Якщо умова виконана, то отримали набір оптимальних вузлів 

наближувального сплайну, серед яких знаходяться і розриви заданої функції. 
Якщо вказана умова не виконана, то повертаємося до кроку 3. 

Приклад 2.6. Нехай в області  задана функція (рис. 2.9): 
24 , (0;0,5],

( )
2, (0,5;1).

x xf x
x

 
 


 

Тобто функція має розрив в точці 0,5x  . 

 
 

Рис.2.9. Графічний вигляд функції 
 

Вибиремо вузли сплайна так, щоб вони не збігалися з розривом заданої 
функції 1 2 3 40, 0,3, 0,6, 1x x x x    . Побудуємо розривний апроксимаційний 

лінійний сплайн у вигляді формули (2.1). У нашому випадку він буде мати 
вигляд 

1
,1 ,2 1

1 1

( , ) , , 1,3k k
k k k k k

k k k k

x x x xS x C C C x x x k
x x x x




 

 
    

 
, (2.11) 

де коефіцієнти матриці С знаходимо з умови (2.6). Тобто будуємо розривний 
сплайн з точками розриву у вузлах сплайна (рис. 2.10, а). 

*
kJ

1[ , ],r rM x x r n  * 1

2
r r

r
x xx x   

C

[0,1]D 
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Задамо точність наближення 0,01  . На рис. 2.10, б–г наведено 
результати деяких з ітерацій. 

 
        а         б 

 
         в           г 

Рис. 2.10. Графічний вигляд наближуваної функції (тонка лінія) та 
побудованого сплайну (товста лінія) 

 
На рис. 2.10, г сплайн  наблизив задану функцію з точністю  . При 

цьому обрали оптимальні вузли сплайна: 

1 2 3 4 5 60, 0,075, 0,15, 0,3, 0,5, 1.x x x x x x       

 Як бачимо, серед вузлів є і точка розриву 5 0,5.x   

Приклад 2.7. Нехай в області  задана функція (рис. 2.11): 
212 2, (0;0,4],

( ) 3 , (0,4;0,7],
1, (0,7;0,1].

x x
f x x x

x

  
  
 

 

Тобто ця функція має два розриви першого роду в точках 0,4, 0,7x x  . 

Оберемо вузли сплайна: 1 2 3 40, 0,3, 0,6, 1x x x x    . Побудуємо 

розривний апроксимаційний лінійний сплайн у вигляді формули (2.1).(рис.2.11, 
а). Задамо точність наближення 0,01   та 0,01  . На рис. 2.11, б–г наведені 
результати деяких з ітерацій. 

( )S x

[0,1]D 
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Рис.2.11. Графічний вигляд функції 

     

   а      б    в 

      

                г          д     е 
Рис. 2.12. Графічний вигляд наближуваної функції (тонка лінія) та 

побудованого сплайну (товста лінія) 
 

На рис. 2.12, е наведено сплайн , який наблизив  задану функцію з 

точністю  . При цьому отримали набір оптимальних вузлів, серед яких 
знаходяться і точки розриву: 

1 2 3 4 50, 0,075, 0,15, 0,225, 0,3,x x x x x     6 7 8 90,375, 0,4, 0,7, 1.x x x x     
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РОЗДІЛ 3. 

ВІДНОВЛЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ ЗА 
ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИМИ ДАНИМИ У ВУЗЛАХ РЕКТАНГУЛЯЦІЇ 

ОБЛАСТІ ВИЗНАЧЕННЯ 
 

Даний розділ присвячений побудові та дослідженню розривних 
білінійних інтерполяційних [55] та апроксимаційних [56] сплайнів для 
відновлення розривної функції двох змінних з відомими лініями розриву 
першого роду за відомими її значеннями у вузлах ректангуляції області 
визначення. Для апроксимаційного методу наближення розривних функцій 
пропонується використовувати метод найменших квадратів в інтегральному 
вигляді. Також наведено метод відновлення розривних функцій двох змінних з 
невідомими лініями розриву, за допомогою якого можна знаходити лінії 
розриву функції двох змінних та визначати оптимальні вузли наближувального 
розривного сплайну. 
 

3.1. Відновлення розривної функції двох змінних розривними 
інтерполяційними сплайнами 
 

Нехай в області 2[0,1]D   задано розривну функцію ( , )f x y  та деяке 

розбиття на елементи (прямокутники) , 1 1[ , ] [ , ],i j i i j jx x y y     

1 20 ... 1,mx x x      1 20 ... 1ny y y     . Вважаємо, що на кожному з 

відрізків, які є спільними для двох сусідніх прямокутників ,i j  та , 1i j , або 

1,i j , або 1,i j , або , 1i j , функція ( , )f x y  може мати розриви першого 

роду, причому в кожній точці ( , )i jx y  може бути задано чотири різних значення 

наближуваної функції: 

,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 , ,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 , 

,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 , ,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 . 

Визначення 3.1. Будемо називати розривним кусково-білінійним 
інтерполяційним сплайном на прямокутній сітці сплайн вигляду 
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1 11
, 1,

1 1 1 1
( , ) ( , ) j ji i

ij i j i j
i i j j i i j j

y y y yx x x xS x y p x y C C
x x y y x x y y

  


   

  
   

   

 1
, 1 1, 1

1 1 1 1
,j ji i

i j i j
i i j j i i j j

y y y yx x x xC C
x x y y x x y y

 
  

   

  
 

   

  

(3.1) 

,( , ) , 1, 1, 1, 1.i jx y i m j n      

Лема 3.1. Функція ,( , ) ( , ), ( , )ij i jS x y p x y x y D    є розривною 

функцією, білінійною в кожному з елементів розбиття з наступними 
властивостями: 

1
1

0 0
lim ( , ) ( , ), lim ( , ) ( , )

i i
ij i ij i

x x x x
S x y p x y S x y p x y




   
  , 

1
1 ,

0 0
lim ( , ) ( , ), lim ( , ) ( , ), ( , )

i j
ij j ij j i j

y y y y
S x y p x y S x y p x y x y




   
   . 

Доведення очевидним чином випливає з представлення функції 
( , ) ( , )ijs x y p x y . 

Зауваження 3.1. Якщо , , , 1 , 1, ( , ),i j i j i j i j iC C C C f x y   
     1 ,j jy y y    

то на відрізку ix x  сплайн ( , )S x y  є неперервною функцією для кожного 

1, j jy y y y   . Якщо ж для всіх точок області D  відповідні односторонні 

границі в точках ( , )i jx y  рівні між собою та дорівнюють відповідним значенням 

( , )i jf x y , то ( , ) ( )S x y C D  і буде класичним білінійним сплайном на вказаній 

сітці вузлів. 
Теорема 3.1. Якщо ( , )f x y  має розриви першого роду у деяких точках 

( , )i jx y  та ( , )
,( , ) ( ), 1, 1, 1, 1, 1,2r r

i jf x y C i m j n r       , то залишок 

наближення функції ( , )f x y  білінійним поліномом 
2 2

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( )i j i j

i j
S x y f x y h x h y

 

 , 1
1 2

1 1

( ) , ( )i i

i i i i

x x x xh x h x
x x x x



 

 
 

 
 

в кожному прямокутнику ,i j  матиме вигляд 

11
( , )

1 2 ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ( , )
ji

i j

yx
r r

i j
x y

RS x y f G x G y d d x y


         ,  (3.2) 
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1

1 1

1 1
1

2 1

( )( ) , ,
( 1)!

( , )
( )( ) , ,

( 1)!

r
i

i i

r
i

i i

xh x x x x
r

G x
xh x x x x

r










  
      

      
1

1 1

2 1
1

2 1

( )
( ) , ,

( 1)!
( , )

( )
( ) , .

( 1)!

r
j

j j

r
j

j j

y
h y y y y

r
G y

y
h y y y y

r










  
     

    

 

Доведення. Скористаємося формулою, яка виведена в праці [43]: 

( , ) ( , ) ( , )RS x y f x y S x y 
2 2

1 1
( , ) ( , ) ( ) ( )i j

i j
f x y f x y h x h y

 

    

112 2
( , )

1 1

( )( )( ) ( ) ( , )
( 1)! ( 1)!

i j

ryx r
jr r i

i j
i j x y

yxh x h y f d d
r r



 

 
    

    . 

Оскільки маємо справу з прямокутним елементом ,i j , то цю формулу можна 

записати у вигляді формули (3.2) із врахуванням властивості інтеграла: 
1

1

1 1
( , ) ( , )( ) ( )( , ) ( , ) ,

( 1)! ( 1)!

i

i

xx r r
r r r ri i

x x

x x x xf d f d
r r





  
       

    

1 1
( , ) ( )( , )

( 1)!

i

i

x r
r r i

x

x xf d
r

 
   


 

11 1
( , ) ( , )( ) ( )( , ) ( , ) .

( 1)! ( 1)!

i

i

xx r r
r r r ri i

x x

x x x xf d f d
r r

  
      

    

Теорему 3.1 доведено. 

Теорема 3.2. Якщо ( , )
,( , ) ( )r r

i jf x y C   і  має розриви першого роду у 

деяких точках (або у всіх) ( , )i jx y , то існують такі значення 

, , , ,, , ,i j i j i j i jC C C C    , що  1 2( )
( , ) ( , ) r r

C D
f x y S x y O     ,  

1 10 1
max ( ),i ii m

x x  
  

 
2 10 1

max ( )j jj n
y y  

   , 

( , )
, , 1 2( , ) ( ), , 0, 0, 1,2.r r

i j i jf x y C D r           

Доведення. Покладемо у формулі для ( , )ijp x y   

( 0, 0), ( 0, 0),

( 0, 0), ( 0, 0).
ij i j ij i j

ij i j ij i j

C f x y C f x y

C f x y C f x y

 

 

     

     
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Звертаємо увагу, що в цьому випадку оператор ( , )ijp x y  можна зобразити у 

вигляді ( , ) ( , ) 1 2 ( , ),ij ij i jp x y p f x y E E f x y   де  

1
1

1 1

1 ( , ) ( , ) ( , ),i i
i i i

i i i i

x x x xE f x y f x y f x y
x x x x




 

 
 

 
 

1
1

1 1

2 ( , ) ( , ) ( , )j j
j j j

j j j j

y y y y
E f x y f x y f x y

y y y y



 

 
 

 
. 

Тому  
( , ) ( , ) ( 1 2 ) ( , )ij i jf x y p f x y I E E f x y   

 
    ( 1 ) 2 ( 1 ) 2 ( , )i j i jI E I E I E I E f x y         1 2 1 2 ( , )R R R R f x y  , 

 1 ( , ) 1 ( , )iR f x y I E f x y  ,  2 ( , ) 2 ( , )jR f x y I E f x y  . 

Оцінимо похибку наближення в нормі  ( )C D  через оцінки в ,( ) :i jC   

( )( )
( , ) ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 1 2 ( , )ij C DC D

f x y p f x y R f x y R f x y R R f x y      

1 2 1 2( ) ( ) ( )r r r rO O O       , 

1 1 2 1
0 1 0 1

max ( ), max ( )i i j j
i m j n

x x y y 
     

      . 

При малих 1  та 2  останнім доданком можна знехтувати. 

Теорему 3.2 доведено. 
 

3.2. Відновлення розривної функції двох змінних розривними 
апроксимаційними сплайнами 
 

Оскільки експериментальні значення функції у точках можуть бути задані 
неточно, то в таких випадках корисними є згладжувальні (апроксимаційні) 
сплайни. 

Нехай розривна функція двох змінних ( , )f x y  задовольняє умови п. 3.1. 

Побудуємо розривний апроксимаційний білінійний сплайн для наближення 
заданої функції. 

Визначення 3.2. Будемо називати розривним апроксимаційним білінійним 
сплайном в кожному прямокутному елементі ,i j  сплайн, представлений 

формулою (3.1) з коефіцієнтами , 1, , 1 1, 1, , ,i j i j i j i jC C C C  
    , що знаходяться 

методом найменших квадратів з умови 
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 в дискретній формі 
1 1

2

1 1
( ) ( ( 0, 0) ( 0, 0))

n m

k k k
k

J C f x y S x y
 

 
        


1 1

2
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( ( 0, 0) ( 0, 0))

n m

k k k
k

f x y S x y
 

 
        


1 1

2

1 1
( ( 0, 0) ( 0, 0))

n m

k k k
k

f x y S x y
 

 
        


1 1

2

1 1
( ( 0, 0) ( 0, 0)) min;

n m

k k k
Ck

f x y S x y
 

 
        


 

  в інтегральній формі 

, ,

2
( ) ( , ) ( , , ) min

i j i j

ij
CD

J C f x y p x y C dxdy
  

      .   (3.3) 

Теорема 3.3. Для оператора наближення розривної функції 
(2,2)

,( , ) ( )i jf x y C   розривним апроксимаційним сплайном ( , )S x y  вигляду 

(3.1), матриця коефіцієнтів якого знаходиться за формулою (3.3), на кожному 

елементі розбиття , , 1, 1, 1, 1i j i m j n     , справедлива наступна оцінка: 

( , )Sp x y   2 (2,0) 2 (0,2)
1 1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) .
8 8i i j ix x f x y y y f x y  

    
 

 

Доведення.  Розв’яжемо мінімізаційну задачу: 
11

1 11
, 1,

1 1 1 1

( )
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j ji i

ij i j i j
i i j j i i j jx y
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i j i j C

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C f x y dxdy
x x y y x x y y

 
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   

  
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Запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь  

, 1, , 1 1, 1

( ) ( ) ( ) ( )
0, 0 , 0, 0ij ij ij ij

i j i j i j i j

P C P C P C P C
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   
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   
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відносно невідомих 1,k kC C 
 . Вона складається з чотирьох рівнянь: 
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1 11

, 1,
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i j i j
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
 

 
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У цій системі зробимо заміну: 

, ,( 0, 0) ,i j i j i jC f x y      ,
1, 1 1,( 0, 0)i j i j i jC f x y 
       ,  

, 1 1 , 1( 0, 0) ,i j i j i jC f x y
       1, 1 1 1 1, 1( 0, 0)i j i j i jC f x y

           

і замінимо ( , )f x y  інтерполяційним поліномом Лагранжа із залишковим членом 

( , )R x y . Для подальшого викладення запишемо явні вирази для інтегральних 

членів отриманої системи: 
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Система набуває вигляду 
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Для аналізу правих частин отриманої системи скористаємося формулою з праці 
[36]: 

1[ , ]
( , )

k kC x x
R x y


 2 (2,0) 2 (0,2)

1 1
1 1( ) ( , ) ( ) ( , )
8 8i i j ix x f x y y y f x y  

   . 

Використовуючи позначення , 1, , 1 1, 1max{ , , }i j i j i j i j          , рівняння системи 

записуємо у вигляді  
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Після спрощення отримаємо систему, в якій присутні чотири однакові 

нерівності:  2 (2,0) 2 (0,2)
1 1

1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) .
8 8i i j ix x f x y y y f x y  

      З цих 

нерівностей і випливає доведення. 
Теорему 3.3 доведену. 
Наслідок 3.1. Якщо наближувана функція ( , )f x y  є кусково-білінійною 

або кусково-сталою функцією в кожному елементі розбиття з точками розриву 

( , ), 1, 1, 1, 1i jx y i m j n     у випадку наближення її кусково-білінійним 

сплайном ( , )S x y , визначеним формулами (3.1) з невідомими 

, 1, , 1 1, 1, , ,i j i j i j i jC C C C   
    , які знаходяться з умови (3.3), то отримаємо точно 

наближувану функцію, тобто ( , ) ( , )S x y f x y , де ( , )f x y A (const) або 

0 1 2 3( , ) ,f x y A A x A y A xy    A=const, 1,3 . 

Зауваження 3.2. Якщо відповідні односторонні границі в усіх точках 
області D  рівні та дорівнюють відповідним значенням ( , )i jf x y , то 
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побудований розривний апроксимаційний сплайн вигляду (3.1) є неперервним 
білінійним апроксимаційним сплайном. 

Приклад 3.1. Нехай 2, 2m n  , 1 2 3 10, 0,5, 1, 0,x x x y     

2 30,5, 1.y y   Нехай область 2[0,1]D   розбивається на наступні прямокутні 

елементи (рис.3.1): 

 
Рис.3.1. Область визначення наближуваної функції ( , )f x y  

1,1 1 2 1 2{( , ) : , }x y x x x y y y      ,  1,2 1 2 2 3{( , ) : , }x y x x x y y y      , 

 2,1 2 3 1 2{( , ) : , }x y x x x y y y      ,  2,2 2 3 2 3{( , ) : , }.x y x x x y y y       
Задамо функцію ( , )f x y  з розривами першого роду у вузлах заданої 

прямокутної сітки (рис.3.2): 

1,1

1,2

2,1

2,2

,( , ) ,
, ( , ) ,

( , )
, ( , ) ,
, ( , ) .

x y x y
x y x y

f x y
x y x y
x y x y

 
     
    

 
Рис.3.2. Графічний вигляд наближуваної функції ( , )f x y  

У цьому випадку маємо п’ять точок, в яких побудована функція має розриви 
першого роду: 

(0,5;0) 0,5, (0,5;0) 0,5,f f     (0;0,5) 0,5, (0;0,5) 0,5f f    , 

12

11 21

22

x 

y 

0 0,5 1 

0,5 

1 



72 
 

(0,5;0,5) 1, (0,5;0,5) 0,f f      (0,5;0,5) 1, (0,5;0,5) 0,f f     

(1;0,5) 0,5, (1;0,5) 1,5.f f     ,   (0.5,1) 0.5, (0.5,1) 1.5.f f      
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де C  – матриця коефіцієнтів: 

1,1 2,1 1,2 2,2

1,2 2,2 1,3 2,3

2,1 3,1 2,2 3,2

2,2 3,2 2,3 3,3

C C C C
C C C C

C
C C C C
C C C C

   

   

   

   

 
 
   
  
 

. 

Далі за методом найменших квадратів розглянемо вираз 

 

1,2 2,1

2 2( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy
 

     
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2( ( , ) ( , , )) .f x y S x y C dxdy


 
 

Треба знайти такі елементи матриці C , щоб вираз ( )F C  набував 

мінімального значення, тобто треба розв’язати мінімізаційну задачу 
( ) min.F C   Ця задача була розв’язана в системі комп’ютерної математики 

MathCad та була отримана наступна матриця коефіцієнтів: 

0 0,5 0,5 1
0,5 0 1 0,5

.
0,5 1 0 0,5
1 1,5 1,5 2

C

 
    
   
 
    

 

Тобто білінійний наближувальний сплайн набуває наступного вигляду: 

11

12

21

( 0,5) ( 0,5)0,5 0,5 , ( , ) ;
0,25 0,25 0,25

( 0,5)( 1) ( 0,5)( 0,5) ( 0,5)0,5 0,5 , ( , ) ;
0,25 0,25 0,25

( 1)( 0,5) ( 0,5)( 0,5)) ( 0,5)( , ) 0,5 0,5 , ( , ) ;
0,25 0,25 0,25

( 1)( 1)

x y x y xy x y

x y x y x y x y

x y x y x yS x y x y

x y

 
   

    
  

    
    

 


22

( 0,5)( 1) ( 1)( 0,5)1,5 1,5
0,25 0,25 0,25

( 0,5)( 0,5)2 , ( , ) .
0,25

x y x y

x y x y










    

  

  

 


 

Після спрощення отримаємо наближувану функцію ( , )f x y . Тобто побудований 

білінійний сплайн відновив точно задану кусково-лінійну розривну функцію 
двох змінних. 

1,1

2 2( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))
D

F C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy


     
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Приклад 3.2. Нехай на області, визначеній в прикладі 3.1, задано функцію 
( , )f x y  з розривами першого роду у вузлах заданої прямокутної сітки: 

 

У цьому випадку також маємо п’ять точок, в яких побудована функція має 
розриви першого роду: 

(0,5;0) 0,25, (0,5;0) 0,25,f f     (0;0,5) 0,25, (0;0,5) 0,25f f    ,  

(0,5;0,5) 0,5, (0,5;0,5) 0,f f    (0,5;0,5) 0,5, (0,5;0,5) 0,f f     
(1;0,5) 0,75, (1;0,5) 1,25,f f      (0,5;1) 0,75, (0,5;1) 1,25.f f      

У кожному розглянутому прямокутному елементі побудуємо білінійний 
інтерполяційний сплайн 1( , )S x y  у вигляді, представленому в прикладі 3.1, де 

матриця C  – матриця заданих значень (односторонні границі зліва і справа) 
розривної функції на заданій сітці вузлів. У нашому випадку матриця С  має 
вигляд 

. 

Якщо підставити матрицю С  в розривний сплайн 1( , )S x y , визначений у 

прикладі 3.1, отримаємо розривний сплайн вигляду (рис. 3.3, а): 

1,1

1,2

2,1

2,2

0,5 0,5 , ( , ) ;
0,5 1,5 0,5, ( , ) ;

1( , )
0,5 1,5 0,5, ( , ) ;
1 1,5 1,5 , ( , ) .

x y x y
x y x y

S x y
y x x y

y x x y

 
       
   

 

Максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  від побудованого 

білінійного сплайну 1( , )S x y :  

max ( , ) 1( , ) 0,125.f x y S x y   

2 2
1,1

2 2
1,2

2 2
2,1

2 2
2,2

, ( , ) ;

, ( , ) ;
( , )

,( , ) ;

, ( , ) .

x y x y

x y x y
f x y

x y x y

x y x y

  


 
 

  
  

0 0,25 0,25 0,5
0,25 0 1 0,75
0,25 1 0 0,75
0,5 1,25 1,25 2

С

 
    
   
 
    
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Далі побудуємо розривний апроксимаційний сплайн 2( , )S x y  у вигляді 

формули (3.1), а матрицю С  вважаємо невідомою. Застосовуючи метод 
найменших квадратів при розв’язанні мінімізаційної задачі (3.3), отримуємо  

0,083 0,167 0,167 0,417
0,25 0 1 0,75

.
0,25 1 0 0,75

0,417 1,167 1,167 1,917

C

 
    
   
 
    

 

Тобто білінійний наближувальний сплайн набуває вигляду (рис.3.3, б): 

1,1

1,2

2( , )
( 0,5)( 0,5) ( 0,5) ( 0,5)0,083 0,167 0,167

0,25 0,25 0,25

0,417 , ( , ) ;
0,25

( 0,5)( 1) ( 0,5)( 0,5) ( 0,5)0,25 0,75 , ( , ) ;
0,25 0,25 0,25

( 1)( 0,5) ( 0,5)( 0,5))0,25
0,25 0

S x y
x y x y x y

xy x y

x y x y x y x y

x y x y


   

   

 

    
  


   

  2,1

2,2

( 0,5)0,75 , ( , ) ;
,25 0,25

( 1)( 1) ( 0,5)( 1) ( 1)( 0,5)0,417 1,167 1,167
0,25 0,25 0,25

( 0,5)( 0,5)1,917 , ( , ) ;
0,25

x y x y

x y x y x y

x y x y








    

         

    
  

1,1

1,2

2,1

2,2

0,5 0,5 0,083, ( , ) ;
0,5 1,5 0.5, ( , ) ;
0,5 1,5 0.5, ( , ) ;
1,083 1,5 1,5 , ( , ) .

x y x y
x y x y
y x x y

y x x y

  
       
   

 

Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  від 

побудованого білінійного сплайну 2( , )S x y : max ( , ) 2( , ) 0,064.f x y S x y   
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    а    б 
Рис.3.3. Графічний вигляд наближуваної функції ( , )f x y  (світлий колір) та 

розривних сплайнів (темний колір): а – інтерполяційного 1( , )S x y ; б –  

апроксимаційного 2( , )S x y .  

 
3.3. Наближення розривної функції двох змінних розривними 

інтерполяційними сплайнами з використанням трапецієподібних 
елементів 
 

Нехай задано розривну функцію двох змінних ( , )f x y  в області 2[0;1]D  , 

яка розбивається прямими 1 2 30 ... 1mx x x x      , 1 2 30 ... 1ny y y y       

на прямокутні елементи. А кожний прямокутник розбивається похилою лінією 
на прямокутну трапецію та прямокутний трикутник. Трапеції та трикутники не 
вкладаються один в одний, а їхні сторони не перетинаються. Функція ( , )f x y  

має розриви першого роду на границях між цими трапеціями та трикутниками 
(не обов’язково між усіма).  

Метою параграфа є побудова та дослідження операторів розривної 
кусково-поліноміальної інтерполяції, таких, які в кожній трапеції є 
операторами поліноміальної інтерполяції функції ( , )f x y  [57, 58]. 

Якщо ( , )i jx y  – вузол, в якому знаходиться прямий кут прямокутної 

трапеції, то може зустрітися чотири типи трапецій (рис.3.4): 

;  (5) (5)
1 1( ),ij i i j jx x q y y y y       ; 

 (2) (2)
1 1, ( )ij i i j jx x x y y g x       ;  (6) (6)

1 1( ) ,ij i i j jq y x x y y y       ; 

 (3) (3)
1 1, ( )ij i i j jx x x g x y y       ;  (7) (7)

1 1( ) ,ij i i j jq y x x y y y       ; 

;  (8) (8)
1 1( ), ,ij i i j jx x q x y y y        

 (1) (1)
1 1, ( )ij i i j jx x x y y g x      

 (4) (4)
1 1, ( )ij i i j jx x x g x y y      



77 
 

де функції ( ) ( )( ), ( ),v v
u sg x q y  { 1, 1},u j j    { 1, 1},s i i    {1,2,3,4}v   є 

лінійними функціями, тобто задаються виразами ( )g x ax b   або ( ) .q y cy d   
Вважаємо, що на кожній із сторін заданих трапецій функція ( , )f x y  може 

мати (а може і не мати) розриви першого роду.  
 

 
Рис.3.4. Зображення можливих трапецієподібних елементів з прямим кутом 

у вузлі ( , )i jx y  
 
У вузлах заданої сітки функція набуває таких значень: 

  

  

 

(3)
1

(3)
2 1

(3) (3)
3 1

(3) (3)
4 1 1 1

( 0, 0),

( 0, 0),

( 0, ( ) 0),

( 0, ( 0)),

i j

i j

i j i

i j i

C f x y

C f x y

C f x g x

C f x g x




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  

  

  

    

  

(5)
1

(5) (5)
2 1

(5)
3 1

(5) (5)
4 1 1 1

( 0, 0),

( ( ) 0, 0),

( 0, 0),

( ( ) 0, 0),

i j

i j j

i j

i i j

C f x y

C f q y y

C f x y

C f q y y





  

  

  

  

    

  

(6)
1

(6) (6)
2 1

(6) (6)
3 1 1 1

(6)
4 1

( 0, 0),

( ( ) 0, 0),

( ( ) 0, 0),

( 0, 0),

i j

i j j

i j j

i j

C f x y

C f q y y

C f q y y

C f x y



  



  

  

  

  

 

(1)
1
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2 1

(1) (1)
3 1

(1) (1)
4 1 1 1
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( 0, 0),

( 0, ( ) 0),
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i j

i j

i j i

i j i

C f x y

C f x y

C f x g x

C f x g x





  

  

  

  
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(2)
1

(2)
2 1

(2) (2)
3 1
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4 1 1 1

( 0, 0),

( 0, 0),

( 0, ( ) 0),

( 0, ( ) 0),

i j

i j

i j i

i j i

C f x y

C f x y

C f x g x

C f x g x





  

  

  

  

  
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1

(4)
2 1

(4) (4)
3 1

(4) (4)
4 1 1 1

( 0, 0),
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( 0, ( ) 0),

( 0, ( ) 0),

i j

i j

i j i

i j i

C f x y

C f x y
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



  
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  

  

 

ix  1ix    

jy

1ix   

1jy 

(5)
ij(6)

ij

(7)
ij (8)
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1jy 
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(8)
1

(8) (8)
2 1

(8)
3 1

(8) (8)
4 1 1 1

( 0, 0),

( ( ) 0, 0),

( 0, 0),

( ( ) 0, 0).

i j

i j j

i j

i j j

C f x y

C f q y y

C f x y

C f q y y





  

  

  

  

  

 

Визначення 3.3. Будемо називати розривним інтерполяційним лінійним 

поліноміальним сплайном в області ( ) , 1,8k
ij D k    таку функцію: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) (1)

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2

4 ( , ) 3 ( , ) 2 ( , ) 3 ( , )
( , ) ( , )

4 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( )

k k k k
ij ij ij ijk k

ij k k k k k k k k
ij ij ij ij

x y x y x y x y
S x y s x y C C

A A A A

   
   

   
 

( ) ( ) ( ) ( )
(1) (1) ( )
3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 4 4

1 ( , ) 4 ( , ) 1 ( , ) 2 ( , )
,( , ) , 1,8,

1 ( ) 4 ( ) 1 ( ) 2 ( )

k k k k
ij ij ij ij k

ijk k k k k k k k
ij ij ij ij

x y x y x y x y
C C x y k

A A A A

   
   

   
 

(3.4) 
( )

( )

1 ( , ) ,

2 ( , ) ,

k
jij

k
iij

x y y y

x y x x

  

  
  

( )
( )

1

( ), 1,4,
3 ( , )

, 5,8,

k
k

ij
j

y g x k
x y

y y k

    
 

1( )

( )

, 1,4,
4 ( , )

( ), 5,8,
ik

ij k

x x k
x y

x q y k


    
 

 

( )
1 ( , )k

i jA x y ,  

1

1

1

1
( )

(5)2
1
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1
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1

(8)
1

( 0, 0), 1,

( 0, 0), 2,
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( 0, 0), 4,
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


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
   
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  

  

  
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(1)
1

(2)
1

(3)
1

(4)( )
13

1

1

1

1

( 0, ( ) 0, 1,

( 0, ( ) 0), 2,

( 0, ( ) 0), 3,

( 0, ( ) 0), 4,

( 0, 0), 5,

( 0, 0), 6,

( 0, 0), 7,

( 0, 0), 8,

i ij

i ij

i ij

k i ij

i j

i j

i j

i j

x g x k

x g x k

x g x k

x g x kA
x y k

x y k

x y k

x y k

















   

   
   
    
   

   


  


      

(1)
1 1 1

(2)
1 1 1

(3)
1 1 1

(4)
1 1 1( )

4 (5)
1 1 1

(6)
1 1 1

(7)
1 1 1

( 0, ( ) 0, 1,

( 0, ( ) 0), 2,

( 0, ( ) 0), 3,

( 0, ( ) 0), 4,

( ( ) 0, 0), 5,

( ( ) 0, 0), 6,

( ( ) 0,

i j i

i j i

i j i

i j ik

i j j

i j j

i j j

x g x k

x g x k

x g x k

x g x k
A

q y y k

q y y k

q y y

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


  

  


(8)

1 1 1

0), 7,

( ( ) 0, 0), 8.i j j

k

q y y k  












  
   

 

Теорема 3.4. Функція ( ) ( )( , ) ( , ), ( , ) , 1,8k k
ij ijS x y s x y x y D k     

задовольняє інтерполяційні властивості. 

Доведення. Розглянемо трапецієподібний елемент (1)
ij . Для цього 

елемента інтерполяційні властивості мають такий вигляд: 

 
(1) (1) (1)

1 1 3( 0, ( ) 0) ( 0, ( ) 0) ;i j i i j iS x g x f x g x C        
(1) (1) (1)

1 1 1 1 1 1 4( 0, ( ) 0) ( 0, ( ) 0) ;i j i i j iS x g x f x g x C            

 

Тоді формула (3.4) набуває такого вигляду: 

 

. 

Перевіримо виконання інтерполяційних властивостей: 
(1)

1(1) (1)1
1 1(1)

1 1

( )
( 0, 0) ( 0, 0)

( )
j ji i

i j i j
i i j j

y g xx xS x y C C f x y
x x y g x



 


      

 
; 

(1)
1 1(1) (1)1

1 2 2 1(1)
1 1 1

( )
( 0, 0) ( 0, 0)

( )
j j ii i

i j i j
i i j j i

y g xx xS x y C C f x y
x x y g x

 
 

  


      

 
; 

(1)
1(1) (1) (1) (1)1

1 3 3 1(1)
1 1

( )
( 0, ( ) 0) ( 0, ( ) 0)

( )
j i j i i

i j i i j i
j i j i i

g x y x xS x g x C C f x g x
g x y x x

 
 

 

 
      

 
; 

(1)
1( 0, 0) ( 0, 0) ;i j i jS x y f x y C     

(1)
1 1 2( 0, 0) ( 0, 0) .i j i jS x y f x y C      

(1) (1)
1 1(1) (1) (1)1

1 2(1) (1)
1 1 1 1

( ) ( )
( , ) ( , )

( ) ( )
j ji i

ij
i i j j i i j j

y g x y g xx x x xS x y s x y C C
x x y g x x x y g x

 

   

  
   

   

(1) (1)1
3 4(1) (1)

1 1 1 1 1( ) ( )
j ji i

j i j i i j i j i i

y y y yx x x xC C
g x y x x g x y x x



    

  
 

   
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(1)
1 1(1) (1) (1)1

1 1 1 4 4(1)
1 1 1

( )
( 0, ( ) 0)

( )
j i j i i

i j i
j i j i i

g x y x xS x g x C C
g x y x x

  
  

  

 
    

   
(1)

1 1 1( 0, ( ) 0).i j if x g x      

Теорему 3.4 доведено. 
Теорема 3.5. Якщо ( , )f x y  має розриви першого роду у деяких точках 

( , )i jx y  та ( , ) (1)( , ) ( ), 1, 1, 1, 1, 1,2r r
ijf x y C i m j n r       , то залишок 

наближення функції ( , )f x y  сплайном вигляду (3.4) на кожній трапеції матиме 

вигляд 

 

(1)
1 (1)

2 2 1(1) (1)
1 1

( )
( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y g x y y
R f x y R f x g x

y g x g x y



 

 
 

 
, 

(1)
1 ( )

(0, )
1 1( , ) ( , ) 1( , , ) , [ , ],

j

j

g x
r

i i
y

R f x y f x G x y d x x x


       

1
( ,0) (1)

2 1( , ) ( , ) 2( , ) , [ , ( )],
i

i

x
r

j j
x

R f x y f y G x d y y g x


      

(1) 1
1 (1)

1(1)
1

(1) 1
1 (1)

1(1)
1

( ) ( )
, ( ),

( ) ( 1)!
1( , , )

( ( ) )
, ( ),

( ) ( 1)!

r
j j

j j
j j

r
j j

j j
j j

y g x y
y y g x

y g x r
G x y

y y g x
y y g x

g x y r













   
       

        

 

1
1

1
1

1
1

1
1

( ) , ,
( 1)!

2( , )
( ) , .

( 1)!

r
i i

i i
i i

r
i i

i i
i i

x x x x x x
x x r

G x
x x x x x x

x x r













   
       

        

 

Доведення. Виконуємо доведення, використовуючи поняття інтерлінації 
функцій двох змінних. Запишемо оператор інтерлінації на лініях 1,i ix x x x   : 

 

та на лініях (1)
1, ( )j jy y y g x  : 

1
1 2 1 1 1

1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i
i i

i i i i

x x x xRS x y R R f x y R f x y R f x y
x x x x




 

 
   

 

1
1 1

1 1

( , ) ( , ) ( , )i i
i i

i i i i

x x x xS f x y f x y f x y
x x x x




 

 
 

 
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. 

Замінимо в операторах 1 ( , )S f x y  та 2 ( , )S f x y  сліди 1( , ), ( , ),i if x y f x y  
(1)

1( , ), ( , ( ))j jf x y f x g x  операторами інтерполяції: 

 

(1)
1 1 (1)

1 1 1 1(1) (1)
1 1 1 1 1

( )
( , ) ( , ( ) ;

( ) ( )
j i j i

i j i j i
j j i j i j i i

y g x y y x xf x y f x g x
y g x g x y x x

 
   

    

   
      

 

(1)
11

2 1 (1)
1 1 1

( )
( , ) ( , ) ( , )

( )
ji i

i j i j
i i i i j j

y g xx x x xS f x y f x y f x y
x x x x y g x




  

  
      

  

 

Легко побачити, що  2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )S x y S S f x y S S S S f x y     , причому 

перестановність операторів відсутня, тобто 1 2 2 1S S S S . 

Тепер розглянемо похибку оператора інтерполяції ( , )S x y : 

 

     1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )I S S S S f x y S S S S f x y S S S S f x y             

     1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ).I S S S S f x y S S f x y S S f x y          

Доданок  1 2 1 2 ( , )I S S S S f x y    є залишком наближення функції ( , )f x y  

оператором інтерлінації. Згідно з теоремою 3.2.1, наведеною в праці [43], 
залишок наближення формулами інтерлінації виражається як операторний 
добуток залишків наближення функції ( , )f x y  операторами 1 ( , )S f x y  та 

2 ( , )S f x y , тобто 

 
1 2 1 2( ( , ) ( , ))( ( , ) ( , )) ( , ) ( , )f x y S f x y f x y S f x y R f x y R f x y    , 

(1)
1 ( )

(0, )
1 1( , ) ( , ) 1( , , ) , [ , ],

j

j

g x
r

i i
y

R f x y f x G x y d x x x


      

(1)
1

2 1(1) (1)
1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y g x y y
S f x y f x y f x g x

y g x g x y



 

 
 

 

(1)
1 1

1 1(1) (1)
1 1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( )

( ) ( )
j i j i

i j i j i
j j i j i j i i

y g x y y x xS f x y f x y f x g x
y g x g x y x x

 


  

   
       



(1) (1)1
1 1 1 1 (1)

1 1 1

( , ( )) ( , ( )) .
( )

ji i
i j i i j i

i i i i j j

y yx x x xf x g x f x g x
x x x x g x y


   

  

  
     

   1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )RS x y I S f x y I S S S S f x y       

 1 2 1 2 ( , )I S S S S f x y   
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1
( ,0) (1)

2 1( , ) ( , ) 2( , ) , [ , ( )],
i

i

x
r

j j
x

R f x y f y G x d y y g x


      

(1) 1
1 (1)

1(1)
1

(1) 1
1 (1)

1(1)
1

( ) ( )
, ( ),

( ) ( 1)!
1( , , )

( ( ) )
, ( ),

( ) ( 1)!

r
j j

j j
j j

r
j j

j j
j j

y g x y
y y g x

y g x r
G x y

y y g x
y y g x

g x y r













   
       

          
1

1
1

1
1

1
1

1

( ) , ,
( 1)!

2( , )
( ) , ,

( 1)!

r
i i

i i
i i

r
i i

i i
i i

x x x x x x
x x r

G x
x x x x x x

x x r













   
   

   
        

 

1 1( ) ( , )S S f x y 

 (1)
1 (1)1

1(1) (1)
1 1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j i ji

i i j i j i
i i j j i j i j

y g x y yx x f x y f x y f x g x
x x y g x g x y




  

  
          

(1)
1 1 (1)

1 1 1 1 1(1) (1)
1 1 1 1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( )

( ) ( )
j i ji

i i j i j i
i i j j i j i j

y g x y yx x f x y f x y f x g x
x x y g x g x y

 
    

    

  
        

 

; 

 2 2

(1)
1 1

1(1)
1 1 1

( , )

( )
( , ) ( , ) ( , )

( )
j i i

j i j i j
j j i i i i

S S f x y

y g x x x x xf x y f x y f x y
y g x x x x x

 


  

 

   
       



 

(1) (1) (1)1
1 1 1 1 1 1(1)

1 1 1

( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))
( )

j i i
j i j i i j i

j j i i i i

y y x x x xf x g x f x g x f x g x
g x y x x x x


     

  

   
       

 

 

Теорему 3.5 доведено. 
Теорема 3.6. Оцінка похибки наближення функції ( , )f x y  побудованим 

розривним інтерполяційним сплайном ( )( , ) ( , )k
ijS x y s x y  на кожній трапеції має 

вигляд 

( , ) ( , )f x y S x y 
 

1 1

2
1

[ , ] [ , ( )]( , )
64i i j j

i i
L x x y y x

x x
f x y

  





  

1
1 1 1

1 1

( , ) ( , )i i
i i

i i i i

x x x xR f x y R f x y
x x x x




 

 
 

 

(1)
1 (1)

2 2 1(1) (1)
1 1

( )
( , ) ( , ( )).

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y g x y y
R f x y R f x g x

y g x g x y



 

 
 

 
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    2 2

1 1 1max ( ) , ( )j j i j j iy y x y y x     
 

 
1

2

1(0,2)

[ , ( )]

( )
max ( , ) ,

8j j

j i j
i L y y x

y x y
f x y

 


  


   (3.5) 

 
1

2

1 1(0,2)
1 [ , ( )]

( )
( , )

8j j

j i j
i L y y x

y x y
f x y

 

 


  
  

 
1

2
(2,0) 1

[ , ]
max ( , ) ,

8i i

i i
j L x x

x x
f x y

 


  
  

 
1

2
(2,0) 1

1 [ , ]
( , ( )) .

8i i

i i
j L x x

x x
f x y x

 




 



 

Доведення: 

 

1
2 2 1

1 1

( )
( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y y x y y
R f x y R f x y x

y y x y x y



 

 
  

 
 

1
1 2 1 1 1

1 1

( , ) ( , ) ( , )i i
i i

i i i i

x x x xR R f x y R f x y R f x y
x x x x




 

 
   

 
 

1
2 2 1

1 1

( )
( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y y x y y
R f x y R f x y x

y y x y x y

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Використовуючи оцінки, наведені в праці [43], отримуємо 
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Теорему 3.6 доведено. 

Наслідок 3.2. Для функції 2( , ) / 2f x y y xy y   , яка визначена в 

трапецієподібному елементі 20 1,0
2ij

xx y        
 

, похибка наближення 

(3.5) є точною. 
Аналогічні визначення та теореми можна сформулювати та довести для 

наближення розривної функції двох змінних, область визначення яких розбита 
на криволінійні прямокутні трапеції. Криволінійною трапецією будемо вважати 
трапецію з однією криволінійною стороною. 

Приклад 3.3. Нехай задано лінії: 1 2 30, 0,5, 1,x x x    

2

1
( 0,5)0,5 0,09 1 ,

0,49
xy

 
   

   
2 0,5,y   3 0,5y  

2( 0,5)0,09 1
0,49

x 
 

 
. 

Вони розбивають область визначення функції ( , )f x y  на вісім трапецієподібних 

елементів з однією криволінійною стороною в кожному елементі (рис. 3.5, а). 

Нехай функція ( , )f x y  задана в одиничному квадраті 2[0,1]  таким чином 

(рис.3.5, б): 
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Тобто на лініях, що розбивають область визначення, функція ( , )f x y  має 

розриви першого роду.  
 

                  
    а            б 

Рис.3.5. Графічне зображення: а – області визначення функції ( , )f x y ; 

б –  функції ( , )f x y  
 

Як експериментальні дані візьмемо односторонні значення заданої функції 
( , )f x y  у вузлах трапецієподібних елементів та сформуємо їх у вигляді матриці 

С (номер рядка матриці відповідає  номеру трапецієподібного елемента): 

 

Побудуємо розривний інтерполяційний сплайн на заданій сітці за формулою 
(3.4). Після зведення подібних розривний сплайн набуває вигляду, наведеного 
на рис. 3.6. 

Оцінка похибки наближення розривної функції ( , )f x y  побудованою 

розривною конструкцією ( , )S x y  дорівнює max ( , ) ( , ) 0,025.f x y S x y   

0 0 0 0
0,084 0,54 0,25 0,75

0,5 0,75 0,71 1,05
0 0 0 0

.
0 0 0 0

0,29 1,084 0,5 1,25
1 1,5 1,3 1,71
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C
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Рис. 3.6. Графічний вигляд розривного сплайн-інтерполянта для функції 

( , )f x y  
 

3.4. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
апроксимаційними сплайнами з використанням трапецієподібних 
елементів 
 

Нехай задано розривну функцію двох змінних ( , )f x y  в області 2[0;1]D  . 

Будемо вважати, що її область розбита на прямокутні трапеції. Трапеції не 
вкладаються одна в одну, а їх сторони не перетинаються (рис.3.4). Функція 

( , )f x y  має розриви першого роду на границях між цими трапеціями (не 

обов’язково між усіма). За відомі дані про функцію будемо вважати її значення 
у кутових точках трапецієподібного елемента (див. п. 3.3). Побудуємо 
апроксимаційний розривний сплайн для заданої розривної функції ( , )f x y  за 

заданою інформацією про неї [59]. 
Визначення 3.4. Будемо називати розривним апроксимаційним 

поліноміальним сплайном в області ( ) , 1,8k
ij D k    розривний сплайн 

вигляду (3.4), коефіцієнти якого ( ) , 1, 4; 1,8k
iC i k   знаходяться методом 

найменших квадратів з умови 
2

( )
( ( , ) ( , )) min.

C
k

ij

f x y S x y dxdy


      (3.6) 

Теорема 3.7. Для оператора наближення розривної функції 
(2,2) (1)( , ) ( )ijf x y C   розривним апроксимаційним сплайном ( , )S x y  вигляду 

(3.4), побудованого за допомогою методу найменших квадратів, на кожному 

елементі розбиття (1) , 1, , 1,ij i m j n   , справедлива наступна оцінка: 
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. 

Доведення. Виконаємо доведення на прикладі трапеції (1)
ij . Тоді формулу 

(3.4) можна записати в наступному вигляді: 

 

. 

Розв’яжемо мінімізаційну задачу: 

 

. 

Вираз у дужках позначимо через ( , , )L x y C . 

Запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь (1) (1)
1 2
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 (3.8) 

У системі зробимо заміну: 
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 і замінимо ( , )f x y  інтерполяційним сплайном, побудованим на 

трапецієподібному елементі (1)
ij  із залишковим членом ( , )R x y , який був 

виведений у п. 3.3. У результаті отримаємо наступні вирази для інтегральних 

членів отриманої системи, враховуючи, що (1)
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Тоді система (3.8) буде складатися з наступних рівнянь: 
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i j i j

b y ax ax b y ax axx x x x  


      
     

1 1 1 1
, 1 1, 1

( )(4 4 3 ) ( )(2 2 )
72 72

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y x a ax x x b y ax ax   
  

       
    

 
(1)

11
( ) (1)

11
(1)

1 1

( )
( , ) ;

( )

ji

i j

g xx
ji

i i j jx y

y g xx xR x y dydx
x x y g x




 




    

2) 1 11 1
, 1,

2 2 4 4 3
6 6 12 3

j i i j i ii i i i
i j i j

b y ax ax b y ax axx x x x  


      
     

1 1 1 1
, 1 1, 1

( )(2 2 ) ( )(4 4 3 )
72 36

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y ax ax x x b y ax ax   
  

        
    

  
(1)

11
( ) (1)

1
(1)

1 1

( )
( , ) ;

( )

ji

i j

g xx
ji

i i j jx y

y g xx xR x y dydy
x x y g x




 




    

3) 1 1 1 1
, 1,

( )(4 4 3 ) ( )(2 2 )
72 72

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y x a ax x x b y ax ax   


       
   

1 1 1 1
, 1 1, 1

( )(4 4 3 ) ( )(2 2 )
36 36

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y ax ax x x b y ax ax   
  

       
      

; 

1 1( )(4 4 3 )
36

i i j i ix x b y ax ax    


 

(1)
11

2( )

1
2 (1)

11

( )( )
( )

ji

i j

g xx
ji i

j jx y i i

y yx x x x dxdy
g x yx x






  
    

 

(1)
11 ( )

1
(1)

1 1

( , )
( )

ji

i j

g xx
ji

i i j jx y

y yx xR x y dydx
x x g x y




 




  
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4) 1 1 1 1
, 1,

( )(2 2 ) ( )(4 4 3 )
72 36

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y ax ax x x b y ax ax   


       
     

1 1 1 1
, 1 1, 1

( )(2 2 ) ( )(4 4 3 )
36 36

i i j i i i i j i i
i j i j

x x b y ax ax x x b y ax ax   
  

       
      

. 

Для аналізу правих частин отриманої системи скористаємося формулою (3.7): 
, 

де Q  визначається також формулою (3.7). 

Використовуючи позначення , 1, , 1 1, 1max{ , , }i j i j i j i j           та 

спростивши отримані вирази,  систему (3.8) запишемо у вигляді  

 

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ) 3 3 2 ( )(3 3 2 )
;

12 12
( )(3 3 2 ) ( )(3 3 2 )

;
12 12

( ) 3 3 2 ( )(3 3 2
12

i i i j i i i i i j i i

i i i j i i i i i j i i

i i i j i i i i i j i i

x x x y ax ax x x x y ax ax
Q

x x x y ax ax x x x y ax ax
Q

x x x y ax ax x x x y ax ax
Q

     

     

    

       
 

       
 

       
  1

1 1 1 1 1 1

)
;

12
( )(3 3 2 ) ( )(3 3 2 )

.
12 12

i i i j i i i i i j i ix x x y ax ax x x x y ax ax
Q



     











         

 

Тобто Q  . 

Теорему 3.7 доведено. 
Наслідок 3.3. Якщо наближувана функція ( , )f x y  є кусково-лінійною або 

кусково-сталою функцією в кожному трапецієподібному елементі розбиття з 

точками розриву ( , ), 1, , 1,i jx y i m j n   у випадку наближення її кусково-

лінійним сплайном ( , )S x y , визначеним формулами (3.4) з невідомими 
( ) , 1,4, 1,8k
mC m k  , що знаходяться з умови (3.6), то отримаємо точно 

наближувану функцію, тобто ( , ) ( , )S x y f x y , де ( , )f x y A (const) або 

0 1 2 3( , )f x y A A x A y A xy    . 

Зауваження 3.3. Якщо відповідні односторонні границі в усіх точках 
області D  рівні та дорівнюють відповідним значенням ( , )i jf x y , то 

побудований розривний апроксимаційний сплайн вигляду (3.4) є неперервним 
лінійним апроксимаційним сплайном. 

(1)
11 ( )

1
(1)

1 1

( , )
( )

ji

i j

g xx
ji

i i j jx y

y yx xR x y dydx
x x g x y




 




  

( , ) ( , )f x y S x y Q 
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Приклад 3.4. Нехай задано лінії:  

1 2 30, 0,5, 1x x x   , 1 2 3 4
2 2 3 2 2 21, , , .
5 5 5 5 5 5

y x y x y x y x         

Вони розбивають область визначення функції ( , )f x y  на вісім трапецієподібних 

елементів (один з кутів обов’язково є прямокутним). 
Нехай також задано функцію на одиничному квадраті [0,1] [0,1]  (рис. 

3.7): 

2 2
, 0,5 1; 0,5 0,4 1;

1,5 4 , 0 0,5; 0,5 0,4 0,6;( , )
0,5, 0 0,5; 0,4 0,4 0,5;

1,5, 0,5 1; 0,4 0,5.

x y x y x

x y x y xf x y
x x y

x x x y

      

        

    
     

 

   
    а      б 

Рис.3.7. Графічне зображення: а – області визначення функції ( , )f x y ;  

б – функції ( , )f x y  
 

Тобто на лініях фігури, зображеної на рис. 3.7, а, функція ( , )f x y  має розриви 

першого роду.  
Як експериментальні дані візьмемо односторонні значення заданої функції 

( , )f x y  у кутах трапецієподібних елементів: 

 

Спочатку побудуємо розривний інтерполяційний сплайн на заданій сітці, 

який, наприклад, для трапеції (1)
ij  задається формулою  

1Tp

8Tp

7Tp

6Tp

5Tp

4Tp

3Tp

2Tp

1 1,3 1,5 1,6
0,25 0,14 1,25 1,14

.
0,5 0,5 0,5 0,5
1 1 0,5 0,5

C

 
  
 
 
 
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Отримуємо інтерполяційний сплайн, графічний вигляд якого наведений на 
рис.3.8. 

 
Рис.3.8. Графічний вигляд розривного інтерполяційного сплайну (світлий 

колір) та заданої функції (темний колір) 
 

Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  від 

побудованого сплайну ( , )S x y : max ( , ) ( , ) 0,3f x y S x y  . 

Тепер побудуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданій сітці, 

який, наприклад, для трапеції (1)
ij  задається формулою 

 

 

Після знаходження коефіцієнтів цього сплайну з умови (3.6) отримаємо сплайн, 
наведений на рис. 3.9. 

Як на рис. 3.8, так само і на рис. 3.9 бачимо, що задана функція 
наближується точно там, де вона задана константою або лінійною функцією 
(графіки функції ( , )f x y  та наближуючи сплайнів точно збігаються).  

Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції ( , )f x y  від 

побудованого сплайну ( , )S x y : max ( , ) ( , ) 0,08f x y S x y  . 

(1) (1)
1 11

1(1) (1)
1 1 1 1

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )
j ji i

i j i j
i i j j i i j j

y g x y g xx x x xS x y f x y f x y
x x y g x x x y g x

 


   

  
  

   

(1) (1)1
1 1 1 1(1) (1)

1 1 1 1

( , ( )) ( , ( )) .
( ) ( )

j ji i
i j i i j i

i i j j i i j j

y y y yx x x xf x g x f x g x
x x g x y x x g x y


   

   

  
 

   

(1) (1)
1 1(1) (1)1

1 2(1) (1)
1 1 1 1

( ) ( )
( , )

( ) ( )
j ji i

i i j j i i j j

y g x y g xx x x xS x y C C
x x y g x x x y g x

 

   

  
  

   

(1) (1)1
3 4(1) (1)

1 1 1 1

.
( ) ( )

j ji i

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C
x x g x y x x g x y



   

  
 

   
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Рис.3.9. Графічний вигляд розривного апроксимаційного сплайну 

(світлий колір) та заданої функції (темний колір) 
Побудований розривний апроксимаційний сплайн наближує розривну 

функцію краще, ніж інтерполяційний. Побудовані розривні сплайни точно 
наближують ту частину функції, де вона є постійною або лінійною, що і 
підтверджує викладену вище теорію. 

 
3.5. Наближення розривної функції двох змінних розривними 

апроксимаційними сплайнами з використанням прямокутних елементів з 
однією криволінійною гранню 

Нехай задано розривну функцію ( , )f x y  в області 2[0;1]D  . Область D  

розбита на прямокутні елементи з однією криволінійною стороною 
(криволінійні трапеції), які не перетинаються та не вкладаються один в одний. 
Графічний та аналітичний вигляди таких можливих елементів наведено на рис. 

3.4, лише криволінійні сторони задані за допомогою формул 2( )g x ax bx c    

або 2( ) ,q y sy dy e    , , , , ,a b c d s e R . Функція має розриви першого роду на 

границях між цими елементами.  
Будемо будувати розривний апроксимаційний поліноміальний сплайн в 

області ( )k
ijTP D , 1, 1, 1, 1, 1,8i n j m k      у вигляді формули (3.4), 

коефіцієнти якого будемо знаходити методом найменших квадратів згідно з 
формулою (3.6) [60, 61]. Як експериментальні дані використовуємо 
односторонні значення функції ( , )f x y  у кутах криволінійих трапецій.  

Для оцінки наближення розривної функції розривним апроксимаційним 
сплайном справедлива теорема, аналогічна теоремі 3.7. Сформулюємо її у 
вигляді наступної теореми та доведемо її. 
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Теорема 3.8. Для оператора наближення розривної функції 
(2,2) ( )( , ) ( )k

ijf x y C   розривним апроксимаційним сплайном ( , )S x y  вигляду 

(3.4), побудованого за допомогою методу найменших квадратів, на кожному 

елементі розбиття ( ) , 1, 1, 1, 1, 1,8k
ij i n j m k      , справедлива наступна 

оцінка: ( , )Sp x y Q

 , де Q   визначається формулою (3.7). 

Доведення. Виконаємо доведення на прикладі трапеції (1)
ij . Тоді, 

позначаючи (1)
1( ) ( )jg x g x , формула (3.4) набуває наступного вигляду: 

(1)
2

1

( )
( )

i

i i j

x x y g xC
x x y g x

 


 
 

(1)
4

1 1( )
j i

i j i i

y y x xC
g x y x x 

 
 

. 

Розв’яжемо мінімізаційну задачу: 

(1)
2

1

( )
( )

i

i i j

x x y g xC
x x y g x

 


 

(1) 1
3

1( )
j i

i j i i

y y x xC
g x y x x





 


 
. 

Вираз у дужках позначимо через ( , , )L x y C . 

Запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь (1) (1)
1 2

( ) ( )
0, 0 ,ij ijP C P C

C C
 

 
 

 

(1) (1)
3 4

( ) ( )
0, 0ij ijP C P C

C C
 

 
 

 відносно невідомих (1) , 1,2,3,4kC k  : 

 

 

 

 

1

1

1

( )
1

1

( )

1

( )
1

1

1

( )( , ( , ) 0;
( )

( )( , ) ( , ) 0;
( )

( , ( , ) 0;
( )

( , ) ( , )
( )

i

i j

i

i j

i

i j

x g x
i

i i jx y

x g x
i

i i jx y

x g x
j i

i j i ix y

j

i

x x y g xS x y f x y dydx
x x y g x

x x y g xS x y f x y dydx
x x y g x

y y x xS x y f x y dydx
g x y x x

y y
S x y f x y

g x



















 
 

 

 
 

 

 
 

 






 

 

 
1 ( )

1

0.
i

i j

x g x
i

j i ix y

x x dydx
y x x
















  


 

    

 У системі зробимо заміну: 

(1) 1
1

1

( )( , )
( )

i

i i j

x x y g xS x y C
x x y g x





 
 

 

(1) 1
3

1( )
j i

i j i i

y y x xC
g x y x x





 
 

 

1 ( )
(1) 1
1

1

( )( )
( )

i

i j

x g x
i

ij
i i jx y

x x y g xP C C
x x y g x






  
   
 

2
(1)
4

1 1

( , ) min
( )

j i
C

i j i i

y y x xC f x y dxdy
g x y x x 

 
    
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 (1)
1 ,0, 0 ,i j i jC f x y      

 (1)
2 1 1,0, 0i j i jC f x y      ,  (1)

3 , 10, ( ) 0 ,i i i jC f x g x       
 (1)

4 1 1 1, 10, ( ) 0i i i jC f x g x         

і замінимо ( , )f x y  інтерполяційним сплайном, побудованим на 

трапецієподібному елементі (1)
ij  із залишковим членом ( , )R x y , який був 

виведений в п. 3.4. В результаті отримаємо наступні вирази для інтегральних 

членів отриманої системи, враховуючи, що 2( )g x ax bx c   : 

 

2
1 1 1(12 6 15 2 5 20 20 )

;
180

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       
  

 

1
2( )

1
2

1

( )( ) ( )
( )

i

i j

x g x
i i

x
jx y i i

x x x x y g x dxdy
y g xx x






   
      

   

2 2
1 1 1(3 4 5 3 5 10 10 )

180
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

 
1 2( )

1
2

1

( )( ( ))

( )

i

i j

x g x
ji

x
i ix y j

y y y g xx x dxdy
x x g x y






  
      

   

2
1 1 1(12 6 15 2 5 20 20 )

360
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

   
1 ( )

1
2 2

1

( )( ( ))( )( )

( )

i

i j

x g x
ji i

x
x y i i j

y y y g xx x x x dydx
x x g x y






  
 

 
   

2 2
1 1 1(3 4 5 3 5 10 10 )

360
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

1
22( )

1

( )
( )

i

i j

x g x
i

x
i i jx y

x x y g x dxdy
x x y g x





   
          

   

2 2
1 1 1(2 6 5 12 15 20 20 )

;
180

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       
  

 
1 2( )

2
1

( )( ( ))

( )

i

i j

x g x
ji

x
i ix y j

y y y g xx x dxdy
x x g x y





  
     

   

1
22( )

1

1

( )
( )

i

i j

x g x
i

x
i i jx y

x x y g x dxdy
x x y g x






   
          

 
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2 2
1 1 1(2 6 5 12 15 20 20 )

360
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

1
22( )

1

1 ( )

i

i j

x g x
ji

x
i i jx y

y yx x dxdy
x x g x y






  
          

   

2 2
1 1 1(12 6 15 2 5 20 20 )

180
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

 

1
2( )

1
2

1

( )( )
( )

i

i j

x g x
ji i

x
jx y i i

y yx x x x dxdy
g x yx x






  
      

   

2 2
1 1 1(3 4 5 3 5 10 10 )

180
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 ; 

1
22( )

1 ( )

i

i j

x g x
ji

x
i i jx y

y yx x dxdy
x x g x y





  
          

   

2 2
1 1 1(2 6 5 12 15 20 20 )

180
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

 . 

Для аналізу доданків, у склад яких входить залишковий член ( , )R x y , 

скористаємося формулою ( , ) ( , )f x y S x y Q  , де Q  визначається формулою 

(3.7). Тоді отримаємо 
1 ( )

1

1

( )( , )
( )

i

i j

x g x
i

x
i i jx y

x x y g xR x y dydx Q
x x y g x






 
  

  
 

2 2
1 1 1(3 2 4 2 6 6 )

;
24

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       
  

1 ( )

1

( )( , )
( )

i

i j

x g x
i

x
i i jx y

x x y g xR x y dydy Q
x x y g x





 
  

  
 

2 2
1 1 1( 2 2 3 4 6 6 )

;
24

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       
  

1 ( )
1

1

( , )
( )

i

i j

x g x
ji

x
i i jx y

y yx xR x y dydx Q
x x g x y







   

  
 

2 2
1 1 1(3 2 4 2 6 6 )

;
24

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       
  
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1 ( )

1

( , )
( )

i

i j

x g x
ji

x
i i jx y

y yx xR x y dydx Q
x x g x y






   

    

. 

Використовуючи позначення , 1, , 1 1, 1max{ , , }i j i j i j i j           та 

спростивши отримані вирази, рівняння системи  будуть мати однаковий вигляд: 

 2 2
1 1 13 2 4 2 6 6

24
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       

   

2 2
1 1 1(3 2 4 2 6 6 )

.
24

i i i i i i jax ax x bx ax bx y c
Q        

  

Тобто Q  . 

Теорему 3.8 доведено. 
Приклад 3.5. Нехай задано лінії:  

1 2 30, 0,5, 1,x x x    1 2 2 2
1 2 20, ( 0,5) 0,05, ( 1) 0,3,y y x y x         

1 2 2 2
3 3 30,5, ( 1) 0,7, ( 0,5) 0,95.y y x y x         

Вони розбивають область визначення функції ( , )f x y  на вісім 

трапецієподібних елементів з однією криволінійною стороною в кожному 
елементі. Нехай функцію задано на одиничному квадраті [0,1] [0,1]  (рис. 
3.10,б): 

2

2 2 2

2

2

, 0,5 1; 0,5 ( 1) 0,7;

1,5 4 , 0 0,5; 0,5 ( 0,5) 0,95;
( , )

0,5, 0 0,5; ( 0,5) 0,05 0,5;

1,5 , 0,5 1; ( 1) 0,3 0,5.

x y x y x

x y x y x
f x y

x x y

x x x y

       

          

     


       

 

Тобто на лініях фігури, зображеної на рис. 3.10, а, функція ( , )f x y  має розриви 

першого роду.  
Спочатку побудуємо розривний інтерполяційний сплайн вигляду (3.4), 

його графік наведено на рис. 3.11, а. Визначимо максимальне відхилення 
наближуваної функції ( , )f x y  від побудованого сплайну ( , )S x y : 

max ( , ) ( , ) 0,3f x y S x y  . 

2 2
1 1 1( 2 2 3 4 6 6 )

24
i i i i i i jax ax x bx ax bx y c       


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f

1Tр2Tр

3Tр
4Tр

 
а    б 

Рис.3.10. Графічне зображення: а – області визначення функції ( , )f x y ;  

б – функції ( , )f x y  
 

Тепер побудуємо розривний апроксимаційний сплайн за формулами (3.4), 
коефіцієнти якого знаходяться з умови (3.6). Графічне зображення цього 
сплайну наведено на рис. 3.11, б. Визначимо максимальне відхилення 
наближуваної функції ( , )f x y  від побудованого сплайну ( , )S x y : 

max ( , ) ( , ) 0,08f x y S x y  . 

          
  а       б 
Рис.3.11. Графічний вигляд розривних слайдів: а – інтерполяційного і б – 
апроксимаційного (чорний колір) та заданої функції (сірий колір). 

 
Як бачимо, побудований розривний апроксимаційний сплайн наближує 

розривну функцію краще, ніж інтерполяційний. Побудовані розривні сплайни 
точно наближують ту частину функції, де вона є постійною або лінійною, що і 
підтверджує викладену вище теорію. 
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3.6. Алгоритм відновлення розривної функції за інтерполяційними 
даними та знаходження ліній розриву з використанням прямокутних 
елементів  

Нехай в області 2[0,1]D   задано розривну функцію ( , )f x y  та деяке 

розбиття на елементи (прямокутники) , 1 1[ , ] [ , ],i j i i j jx x y y     

1 20 ... 1,mx x x      1 20 ... 1ny y y     . Причому розташування ліній 

розриву функції ( , )f x y  невідоме. Як експериментальні дані будемо 

використовувати скінченну кількість інтерполяційних значень розривної 
функції ( , )f x y  у кутах заданої прямокутної сітки: 

,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 ,   ,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 , 

,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 ,   ,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y
 
 

 . 

Перенумеруємо задані значення матриці C  як показано на рис. 3.12. Тобто як 

вхідні дані використовується матриця значень , , 1, , 1,4,pC p n m     

розривної функції ( , )f x y , де p  – номер прямокутного елемента, що 

розглядається. 
Для подальшого викладення введемо поняття  -неперевності функції. 

 
 
 
 
 
Рис. 3.12. Формування матриці невідомих значень розривної функції в і-му 

прямокутному елементі 
 

Визначення 3.5. Якщо 
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q qx x x x

f x y f x y y
   

    , то функцію

( , )f x y  будемо називати  - непрервною на лінії qx x , аналогічно, якщо 

,1iC ,3iC  

,2iC ,4iC
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0 0
lim ( , ) lim ( , ) ,

s sy y y y
f x y f x y x

   
    , то функцію ( , )f x y  будемо називати  -

неперервною на лінії sy y .  

Визначення 3.6. Якщо виконуються всі  чотири нерівності з визначення 
3.5 у точці ( , ) :q sx y  

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

x x x x
y y y y

f x y f x y
   
   

  

 
0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

x x x x
y y y y

f x y f x y
   
   

     

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

x x x x
y y y y

f x y f x y
   
   

    
0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q
s s

x x x x
y y y y

f x y f x y
   
   

    

то функцію ( , )f x y  будемо називати  -неперервною в точці ( , )q sx y . 

Визначення 3.7. Якщо ( , )f x y  є  -неперервною ,( , ) i jx y  , то будемо 

її називати  -неперервною в усьому прямокутному елементі ,i j . 

Розглянемо випадок виявлення ліній розриву білінійної розривної функції. 

Теорема 3.9. Якщо 1( , ) [0;1]f x y C   має одну точку розриву першого роду 

* *, , , , 2 , 2
2 2

k k
k k

m px y m k p N m p     , то її можна виявити за небільше ніж 

k   ітерацій. 
Доведення будемо виконувати методом математичної індукції.  
Нехай 1, 1k   . Для визначеності будемо вважати 1, 1m p  , тобто 

* *1 1,
2 2

x y  . 

Ітерація 1. За вузли розривного лінійного сплайну ( )S x  вибираємо 

рівномірно розташовані вузли 0 1 2 0 1 2
1 10, , 1, 0, , 1
2 2

x x x y y y      , тобто 

розбиваємо область визначення функції на прямокутні елементи , , 0,1,2ij j i  .  

Будуємо розривний лінійний сплайн за формулою 

1 11
, 1,

1 1 1 1

( , ) ( , ) j ji i
ij i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xS x y p x y C C
x x y y x x y y

  


   

  
   

   
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1
, 1 1, 1

1 1 1 1

, ( , )j ji i
i j i j ij

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C x y П
x x y y x x y y

 
  

   

  
  

   
. 

Для початкового наближення як параметри kC   візьмемо односторонні 

значення функції ( )f x  у потрібних вузлах. 

Для знаходження параметрів  використовуємо метод найменших квадратів 
в інтегральній формі. Запишемо функціонал, який треба мінімізувати: 

 2

, ,

( ) ( , ) ( , ) min,
CDi j i j

J C f x y S x y dxdy
  

   
   

(3.9) 

1 1
2

0 0
2 2

11 12
2 2

21 22

( ) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) .

J C f x y S x y dx

f x y S x y dx f x y S x y dx

f x y S x y dx f x y S x y dx

 

 

  

    

   

 

 

 

 

( ) 0J C  , оскільки ( , )f x y  є кусково-лінійною розривною функцією і тому 

( , ) ( , ) 0f x y S x y  . 

Отже, для випадку, коли розривна лінійна функція має одну точку розриву 

* *1
2

1, , 1, 1
2

x y k    , і для відновлення такої функції достатньо однієї 

ітерації. 
Нехай 2, 2k   . Для визначеності будемо вважати 1, 1m p  , тобто 

* *
2 2

1 1,
2 2

x y  . 

Ітерація 2. При побудові сплайну ( , )S x y  функціонал буде мати вигляд 
1 1

2 2

0 0 11

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))J C f x y S x y dx f x y S x y dx


      , 

оскільки інші інтеграли дорівнюють нулю, бо ( , )f x y  є лінійною неперервною 

функцією на інтервалі (0,5;1) . 

Інтервал, на якому ( ) 0J C  , ділимо на чотири рівні частини, вводячи нові 

вузли 
1 1,
4 4

x y  . Тобто маємо новий набір вузлів 
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0 1 2 0 1 22 1 2 1
1 1 1 10, , ; 0, , .
2 2 2 2

x x x y y y       І повторюючи крок 1, 

отримуємо 
1 1
4 4

2 2

0 011

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy


        

1 1 1 1
4 2 2 4

2 2

1 10 0
4 4

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy         

1 1
2 2

2

1 1
4 4

( ( , ) ( , )) 0f x y S x y dxdy    . 

Аналогічний результат буде у випадку 3, 2, 3, 2m k p    .  

Отже, для виявлення точки розриву * *, 2, , 2
2 2k
m px k y      потрібні 2 

ітерації.  
Нехай для виявлення точки розриву 

* *, , 1, , 1,
2 2k
m px y m k n p n        потрібно n  ітерацій, тобто на n -й 

ітерації розривний сплайн ( , )S x y  будуємо на сітці 

0 1 2 0 1 21 1
1 1 1 10, , ; 0, ,

2 2 2 2n n n nx x x y y y        і мінімізуючий функціонал 

має вигляд 
1 1 1 1

1 12 2 2 2
2 2

1 10 0
2 2

1 1 1 1
1 12 2 2 2

2 2

1 10 0
2 2

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) 0.

n n n n

n n

n n n n

n n

J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

 

 

    

    

   

   

 



103 
 

Доведемо, що для виявлення точки розриву 

* *, , 1, 1, 1, 1
2 2k
m px y m k n p n          потрібно ( 1)n  -а ітерація. Для 

цього випадку  
1 1 1 1

1 12 2 2 2
2 2

1 10 0
1 12 2

1 1 1 1
1 12 2 2 2

2 2

1 10 0
1 12 2

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) 0,

n n n n

n n

n n n n

n n

J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

 

 

 

 

    

    

   

   

 

оскільки ( )f x  є лінійною неперервною функцією на всіх прямокутних 

елементах, крім того елемента, куди потрапила точка розриву. 
Прямокутний елемент, на якому ( ) 0J C  , ділимо на чотири рівні частини, 

вводячи новий вузол 1 1
1 1,

2 2n n 
 
 
   

(тобто робимо ( 1)n  -у ітерацію). І будуючи 

на новій трійці вузлів 0 1 21
1 10, ,

2 2n nx x x    розривний  сплайн, отримуємо 

1 1
12 2

2 2

10
12

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0,
n n

n

J C f x S x dx f x S x dx




       

тому що точка 1
1

2nx   є точкою розриву.  

Тобто розрив виявлено за ( 1)n  -у ітерацію. 

Теорему 3.9 доведено. 

Теорема 3.10. Якщо 1 2( , ) [0;1]f x y C   є кусково-лінійною функція і має 

одну точку розриву першого роду * *( , )x y , то виявити її можна за 2log 2k       

ітерацій з похибкою .   
Доведення. Опишемо алгоритм виявлення точки  -розриву. 

 Крок 1. Обираємо рівномірну сітку області 2[0;1] : 0 1 20, 0,5, 1x x x    і 

0 1 20, 0,5, 1y y y   . І будуємо на цій сітці розривний білінійний сплайн 

( , )S x y . Функціонал, який треба мінімізувати, має вигляд (3.9). Три інтеграли в 
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цьому виразі будуть дорівнювати нулю, оскільки на прямокутних елементах, по 
яким ведеться інтегрування, функція є неперервною і лінійною.  

Крок 2. Інтервал, на якому ( ) 0J C  , ділимо на чотири рівні частини, 

вводячи нові вузли в сітку. Нехай для визначеності це інтервал 1 10; 0;
2 2

         
 і 

обираємо вузли  

0 1 2 0 1 22 2
1 1 1 10, , , 0, , .

2 22 2
x x x y y y       

Знову ж будуємо сплайн на нових вузлах і один з інтегралів в 
мінімізуючому функціоналі не буде дорівнювати нулю. 

Знайдемо критерій зупинки ітераційного процесу.  
Треба знайти такий найближчий до точки  -розриву прямокутний елемент 

21, , , , 2
2 2

k
k k

m m m k N m    
 

, що виконується умова 

2 2
1 1 1 12 2 2 log log (2 ).

2 22 2 2
k

k k k
m m k

          
   

Оскільки k N , то 2log (2 )k       – номер ітерації (кроку), на якій потрібно 

зупинити ітераційний процес. 
m  задовольняє нерівності 

* * *1 2 , 2 1.
2 2

k k
k k

m mx m x m x
         

Оскільки m N , то * 2km x    . 

Тобто на 2log (2 )k      -ітерації знайдемо точку  -розриву *x , яка 

потрапить в  -інтервал 
* *2 2 1

, .
2 2

k k

k k

x x          
 
 

 Тобто 

* *
*

2 2 1
,

2 2

k k

k k

x x
x

          
 
 

.  

Теорему 3.10 доведено. 
Викладемо алгоритм знаходження ліній  -розриву покроково. 
Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданих вузлах 

( , ), 1, 1, 1, 1i jx y i n j m     за формулою (3.1) з параметрами 
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, , 1,( 1) ( 1),kC k m n     1,4 . І знаходимо матрицю невідомих коефіцієнтів 

сплайна з умови (3.4), обчислюючи функціонал ( )J C . 

Крок 2. Знаходимо інтервали, на яких 
1 1

2( ( , ) ( , )) 0, , 1, 1
k

k

x y

x y
f u v S u v dt k n

 

    




 . Обчислюємо довжину інтервалів 

1k k kd x x  , 1g y y    . Якщо 2kd   , 2g   , то інтервали 

 1 1( , ) ,k kx x y y     є  -прямокутником точок розриву ( -розрив) і ітераційний 

процес закінчено. Якщо ці умови не виконуються, то знайдені прямокутні 
елементи ділимо на чотири частини, якщо не виконується одна з цих 
нерівностей, то прямокутний елемент ділимо на 2 частини. Інші інтеграли 
дорівнюють нулю, оскільки ( )f x  є кусково-лінійною функцією. Отримуємо 

новий набір вузлів. І повторюємо крок 1. 
Крок 3. Як вузли розривного сплайну обираємо кутові точки області 

визначення розривної функції та точки  -розриву ( , ), 1, , 1,m zx y m M z Z  , 

враховуючи ,
, ( , ), 1, , 1,m z m zC f x y m M z Z         . Сукупність знайдених 

точок  -розриву створює лінії  -розриву. 
Зауваження 3.4. Прямокутні елементи, на які розбивається область 

визначення розривної функції, можуть мати довільно малі висоти і довжини, 
тобто можуть вироджуватися в лінії (одновимірний випадок). 

Наведемо модифікований алгоритм виявлення ліній розриву для випадку 
нелінійної функції двох змінних. Оскільки наближувати її будемо білійним 
розривним сплайном, то окрім значення   знадобиться точність наближення . 

Викладемо модифікований алгоритм покроково. 
Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданих вузлах 

( , ), 1, 1, 1, 1i jx y i n j m     за формулою (3.1), який на кожному елементі 

розбиття може мати однаковий аналітичний вигляд ( , , )ijp x y C  з різними 

параметрами та з невідомими , , 1, ( 1) ( 1), 1,4kC k m n      . І знаходимо 

матрицю невідомих коефіцієнтів сплайна з умови (3.3). Після підстановки 
знайдених коефіцієнтів в сплайн (3.1) отримаємо розривний сплайн, що 

складається з функцій ( , ), 1, 1, 1, 1ijp x y i m j n    . 
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Крок 2. На кожному прямокутному елементі розбиття ,i j , 

1, 1, 1, 1i m j n     обчислюємо значення 

. 

Крок 3. Вилучаємо з розгляду ті прямокутні елементи, на яких 
побудований білінійний сплайн є  -неперервним та на яких задовольняється 
точність наближення. Прямокутні елементи, що залишилися 

, , 1, 1, 1, 2r q r n q n   , ділимо на чотири рівні прямокутника, вводячи нові лінії 

всередині обраного прямокутного елемента (рис. 3.13). Наприклад, якщо 
ділимо , , ,u v u m v n   , то вводимо до розгляду лінії всередині ,u v : 

*
1, v vx x y y y    ;   *

1, u uy y x x x      (3.10) 

* *1 1,
2 2

u u v v
u v

x x y yx x y y  
    . 

 
Рис. 3.13. Формування нового набору прямокутних елементів шляхом 

ділення на чотири частини елементів, де функція не є  -неперервною 
 

Крок 4. Для отриманого набору прямокутних елементів  знову будуємо 
апроксимаційні сплайни за формулами (3.1) та (3.3) Далі перевіряємо 
виконання умови 

[0,1]
[0,1]

max ( , ) ( , )
x
y

f x y S x y



   , де   – задана точність наближення. 

Якщо ця умова виконується, то отримали набір відрізків прямих вигляду (3.10), 
які і складають лінії розриву заданої розривної функції ( , )f x y . Якщо вказана 

умова не виконується, то повертаємося до кроку 3. 
 
Приклад 3.6. Нехай в області [0,1] [0,1]G    задано функцію (рис. 3.14, а) 

1
1

* max ( , ), ( , ) ( , ) ( , )
i i
j j

ij ij ij ij
x x x
y y y

J J x y J x y f x y p x y



 
 

  
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3, 0 0,4;
( , )

0, 0,4 1.
x

f x y
x

 
   

 

Тобто функція має один розрив першого роду на лінії 0,4x  . 
Обираємо сітку так, щоб вона не збігалася з лінією розриву заданої функції 

1 2 3 1 2 30, 0,5, 1, 0, 0,5, 1x x x y y y       (рис. 3.14, б). 

   
а     б 

Рис.3.14. Графічний вигляд функції ( , )f x y (а) та прямокутна сітка для 

наближувального сплайну (б) 
 

Вважаємо заданими значення розривної функції у кутах заданої сітки, 
тобто  

(0,0) 3, (0;0,5) 3, (0,5;0) 0,
(0,5;0,5) 0, (0;1) 3, (0,5;1) 0,
(1;0) 0, (1;0,5) 0, (1;1) 0.

f f f
f f f
f f f

  
  

  
 

Але для методу потрібно знати односторонні значення функції ( , )f x y  у 

кутах заданої сітки. Тому як експериментальні дані візьмемо елементи 
наступної матриці (початкові дані): 

 

Тобто на першій ітерації лівосторонні та правосторонні значення функції 
вважаємо рівними. 

Далі будуємо розривний апроксимаційний сплайн та знаходимо матрицю 
коефіцієнтів С за методом найменших квадратів в інтегральній формі (рис. 
3.15). Задамо точність наближення 0,01  .  

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

3 3 0 0
3 3 0 0

.
0 0 0 0
0 0 0 0

C

 
 
 
 
 
 
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Рис. 3.15. Графічний вигляд наближуваної функції (сірий колір) та 

побудованого сплайну (чорний колір) 
 

Результати розробленого методу, а також деякі проміжні ітерації наведено 
на рис. 3.16. 

а  

б       
Рис. 3.16. Результати відновлення розривної функції в прикладі 3.6: 

 а – проміжна ітерація; б –  кінцевий результат 
 

Тобто розривний сплайн ( , )P x y  наблизив розривну функцію ( , )f x y  з 

точністю  . 
Приклад 3.7. Нехай в області [0,1] [0,1]G    задано функцію (рис.3.17): 

3, 0 0,4; 0 0,4;
( , )

0, 0,4 1; 0,4 1.
x y

f x y
x y

   
     

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8
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Рис. 3.17. Графічний вигляд наближуваної функції 

 
Оберемо таку саму сітку, як і в прикладі 3.6. 

Задана функція має розриви на лініях 0,4, 0,4x y  . За початкове 

наближення оберемо наступну матрицю: 

3 0 0 0
0 0 0 0

.
0 0 0 0
0 0 0 0

C

 
 
 
 
 
 

 

Побудуємо апроксимаціний сплайн на заданій сітці вузлів та задамо таку 
саму точність наближення. На рис. 3.18 наведено деякі проміжні результати 
наближення розривної функції та зображення сітки наближувального сплайну 
для отриманого результату.  

Тобто отримали розривний сплайн (рис. 3.18, в), який наближує задану 
розривну функцію з точністю 0,01. Також визначили відрізки, на яких дана 
функція має розрив. 

 

а  
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б  

в   
Рис. 3.18. Результати відновлення розривної функції в прикладі 3.7: 

 а, б – проміжні ітерації; в –  кінцевий результат 
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РОЗДІЛ 4. 

НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 
РОЗРИВНИМИ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИМИ ТА АПРОКСИМАЦІЙНИМИ 

СПЛАЙНАМИ З ВИКОРИСТАННЯМ ТРИКУТНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 

Даний розділ присвячений побудові та дослідженню розривних лінійних 
інтерполяційних та апроксимаційних сплайнів для відновлення розривної 
функції двох змінних з відомими лініями розриву першого роду за її відомими 
значеннями у вузлах триангуляції області визначення. Для апроксимаційного 
методу наближення розривних функцій пропонується використовувати метод 
найменших квадратів в інтегральному вигляді [62, 63].  

 
4.1. Наближення розривної функції двох змінних розривними 

інтерполяційними сплайнами з використанням прямокутної триангуляції 
області визначення 
 

Нехай задано розривну функцію двох змінних  в області . 

Будемо вважати, що область  розбивається прямими 
,  на прямокутні елементи, а 

кожний прямокутник розбивається діагоналлю на два прямокутні трикутники. 
Трикутники не вкладаються один в одний, а сторони трикутників не 
перетинаються. Функція  має розриви першого роду на границях між 

цими прямокутними трикутниками (не обов’язково між усіма). Метою 
параграфа є побудова та дослідження операторів розривної кусково-
поліноміальної інтерполяції таких, які в кожному трикутнику є операторами 
поліноміальної інтерполяції функції . 

Якщо  – вузол, в якому знаходиться прямий кут прямокутного 

трикутника, то можуть зустрітися чотири типи трикутних елементів (рис. 4.1): 

; 

; 

( , )f x y D

D

0 1 20 ... 1mx x x x      0 1 20 ... 1ny y y y     

( , )f x y

( , )f x y

( , )i jx y

1 1(1)
1

1

( )( )
, i j j

ij i i j j
i i

x x y y
x x x y y y

x x
 




  
        

1 1(2)
1

1

( )( )
, i j j

ij i i j j
i i

x x y y
x x x y y y

x x
 




  
        



112 
 

; 

. 

Вважаємо, що на кожній із сторін заданих трикутників функція  

може мати (а може і не мати) розриви першого роду, причому в вершинах 
трикутника функція набуває значень 
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Рис.4.1. Зображення можливих трикутних елементів з прямим кутом у вузлі 

 
Визначення 4.1. Будемо називати розривним інтерполяційним лінійним 

поліноміальним сплайном в області  наступну функцію: 
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Теорема 4.1. Функція  

задовольняє наступні інтерполяційні властивості: 

     

     

Доведення виконується безпосередньою підстановкою відповідних значень 
аргументів у визначений розривний сплайн (4.1). 

Теорема 4.2. Нехай функція  наближується оператором 

  та , 

тоді для оцінки похибки наближення в кожному трикутному елементі розбиття 
справедлива нерівність: 

, . 

Доведення. Виконаємо доведення для трикутного елемента типу . 

Очевидно, що 
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тому функцію  можемо представити у вигляді 
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Тепер оціним похибку наближення : 
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. 

Далі, після знаходження максимальних значень функцій , 

отримаємо, що максимального значення функція досягає в точці  

і воно дорівнює 1( ) / 2 / 2i i xx x    , а максимального значення функція 

досягає в точці  і воно дорівнює . 

Тобто отримаємо наступну оцінку похибки: . 

Теорему 4.2 доведено.  
Наведемо оцінку похибки наближення функції лінійним інтерполяційним 

сплайном з праці [88]. 

Нехай 2 2 2
1 2 1 2{ , } , 1R           , 1 2

( , ) ( , )( , ) f x y f x yD f x y
x y

 
   

 
 – 

похідна за напрямком  .  

Теорема 4.3 [88]. Нехай , 2 { ( , ) : ( , )M f x y D f x y  – неперервні 

в  та ( ) ( )D f u D f v M u v    , 1 2 1 2( , ) , ( , ) , }u u u D v v v D        

наближується оператором  , тоді 

для оцінки похибки наближення в кожному трикутному елементі розбиття 
справедлива нерівність: 
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,  

де  – довжина гіпотенузи. 

Теорема 4.4. Якщо  ( ) ( ) , 1,4, 1,3k kC f A k     , то в кожному трикутнику 

   оператор (4.1) точно відновлює всі лінійні функції. 

Доведення випливає з того, що через три точки можна провести лише одну 
площину. 
 

4.2. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
апроксимаційними сплайнами з використанням прямокутної триангуляції 
області визначення 
 

Нехай задано розривну функцію двох змінних  в одиничному 

квадраті . Ця область розбивається на прямокутні трикутні елементи 
таким самим чином, як і в п. 4.1 (див. рис. 4.1). Функція  має розриви 

першого роду на границях між цими прямокутними трикутниками (не 
обов’язково між усіма). Побудуємо оператор розривної кусково-поліноміальної 
апроксимації такий, що в кожному трикутнику він є оператором поліноміальної 
апроксимації функції  . 

Визначення 4.2. Будемо називати розривним апроксимаційним лінійним 

поліноміальним сплайном в області  функцію, визначену 

формулою (4.1), а коефіцієнти  сплайна знаходяться 

методом найменших квадратів в інтегральній формі з умови 

.   (4.2) 

Теорема 4.5. Нехай ,  – неперервні в 

 та ,  

 наближується апроксимаційним розривним сплайном 

 , визначеним формулою (4.1), з коефіцієнтами, що 

знаходяться з формули (4.2), тоді для оцінки похибки наближення в кожному 
трикутному елементі розбиття справедлива нерівність: 

21( , ) ( , )
6

f x y S x y Mh 

h

( ) ,k
ij 1, ,i m 1,j n

( , )f x y
2[0,1]D 

( , )f x y

( ) ( {1,2,3,4})k
ij D k  

( ) , 1,3, 1,4k
pC p k 

( ) ( )

2( )( , ) ( , , ) min
k k

ij ij

k
ij C

D

f x y s x y C dxdy
  

    

2( , )f x y M 2 { ( , ) : ( , )M f x y D f x y

( ) , 1, 4k
ij k  ( ) ( )D f u D f v M u v    ( )

1 2( , ) ,k
iju u u  

( )
1 2( , ) , }k

ijv v v    

( )( , ) ( , ),k
ijS x y s x y ( )( , ) k

ijx y 
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21( , )
6

Sp x y Mh

 , 

де  – довжина гіпотенузи трикутного елемента. 

Доведення. Виконаємо доведення на прикладі трикутника . Тоді 

формула (4.1) набуває вигляду 

,

. 

Розв’яжемо мінімізаційну задачу: , 

. 

Запишемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь  

  

відносно невідомих : 

1

1

( )
(1) (1) (1)
1 2 3

1 1 1 1

( )
(1) (1) (1)
1 2 3

1 1 1 1

(1)
1

( ) ( )2 0;
( ) ( )

( )2 0;
( )

2

i

i j

i

i j

x g x
j i

j j j i i jx y

x g x
j ji

j j j i i j jx y

y yy g x x x y g xC C C dydx
y g x y y x x y g x

y y y yy g x x xC C C dydx
y g x y y x x y y

C





   

   

   
        

   
        

 

 
1 ( )

(1) (1)
2 3

1 1 1 1

( ) 0.
( )

i

i j

x g x
j i i

j j j i i i ix y

y yy g x x x x xC C dydx
y g x y y x x x x



   










             
 

   

 (4.3) 

У системі зробимо заміну: 

   (1) (1)
1 , 2 1 , 10, 0 , 0, 0 ,i j i j i j i jC f x y C f x y             

 (1)
3 1 1,0, 0i j i jC f x y       

 і замінимо  інтерполяційним сплайном, побудованим на трикутному 

елементі  із залишковим членом , який був виведений у доведенні 

теореми 4.2. У результаті отримаємо наступні вирази для інтегральних членів 

отриманої системи, враховуючи, що : 

h
(1)
ij
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1 1
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
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; 

; 

 

; 

. 

Система (4.3) набуває вигляду 

1

1 1 1 1
, , 1

( )
1 1

1,

1 1 1 1
, , 1

1 1
1,

( )( ) ( )( )
12 24
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i i j j i i j j
i j i j

x g x
i i j j i
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
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


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



 




   
   


  

   

 

 
  (4.4) 

Для аналізу правих частин отриманої системи скористаємося теоремою 4.3 
для оцінки похибки наближення розривним інтерполяційним сплайном на 

1
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трикутному елементі: , де  – довжина гіпотенузи 

трикутного елемента . 

Використовуючи позначення , 1, , 1max{ , , }i j i j i j       та спростивши 

отримані вирази,  систему (4.4) запишемо у вигляді  

1 1 1 12

1 1 1 12

1 1 1 12

( )( ) ( )( )1 ;
6 6 6

( )( ) ( )( )1 ;
6 6 6

( )( ) ( )( )1 .
6 6 6

i i j j i i j j

i i j j i i j j

i i j j i i j j

x x y y x x y y
Mh

x x y y x x y y
Mh

x x y y x x y y
Mh

   

   

   

   
 


     


   

 


 

Тобто 21
6

Mh  . 

Теорему 4.5 доведено. 
Теорема 4.6. Нехай функція  наближується апроксимаційним 

розривним сплайном  у вигляді (4.1)  з коефіцієнтами, що 

знаходяться з формули (4.2), та . Тоді для оцінки 

розривного апроксимаційного сплайна в кожному трикутному елементі 
розбиття справедлива нерівність: 

1 1( , ) max{ ( , ) , ( , ) , ( , )} ,
2

x y
i j i j i j

M N
Sp x y f x y f x y f x y 

  
   

де . 

Доведення. Доведення виконується аналогічно доведенню теореми 4.5, 
використовуючи похибку наближення розривної функції розривними лінійними 
інтерполяційними сплайнами з теореми 4.2, яка має вигляд 

( , ) ( , ) .
2

x yM N
f x y S x y

  
   

Теорему 4.6 доведено. 
Наслідок 4.1. Якщо наближувана функція  є кусково-лінійною або 

кусково-сталою функцією в кожному трикутному елементі розбиття з точками 

розриву  у випадку наближення її кусково-лінійним 

сплайном , визначеним формулами (4.1) з невідомими 

21( , ) ( , )
6

f x y S x y Mh  h

(1)
ij

( , )f x y

( , )S x y (1)( , ) ijx y D 

( , ) , ( , )x yf x y M f x y N  

1 1,x i i y j jx x y y      

( , )f x y

( , ), 1, , 1,i jx y i m j n 

( , )S x y
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, що знаходяться з умови (4.2), то отримаємо точно 

наближувану функцію, тобто , де ( , )f x y A (const) або 

. 

Приклад 4.1. Нехай задано вузли трикутної сітки: 1 2 30, 0,5, 1x x x   , 

1 2 30, 0,5, 1y y y    та функція  визначена в області 

, представленої на рис.4.2: 

1

2

3

4

{ 0,5 0; 0,5 0; 1,5 0},
{ ( 0,5) 0; 0,5 0; 0,5 0},
{ ( 0,5) 0; ( 0,5) 0; 0,5 0},
{ 0,5 0; ( 0,5) 0; 0,5 0}.

x y x y
x y x y
x y x y

x y x y

        
         
           
           

 
Рис 4.2. Область визначення наближуваної функції  у прикладі 4.1 

Задамо функцію  з розривами першого роду у вузлах заданої 

трикутної сітки (рис.4.3): 

1

2

3

4

, ( , ) ;
1, ( , ) ;

( , )
1, ( , ) ;

1, ( , ) .

x y x y
x y x y

f x y
y x x y

x y x y

 
       
   

    (4.5) 

Як вхідні дані відомі інтерполяційні значення цієї функції у вузлах заданих 
трикутних елементів: 

(1) (1) (1)
1 2 3(0,5 0;0,5 0) 1, (0,5 0;1 0) 1,5; (1 0;0,5 0) 1,5,C f C f C f             
(2) (2) (2)
1 2 3(0,5 0;0,5 0) 1, (0,5 0;1 0) 0,5, ( 0;0,5 0) 0,5,C f C f C f             

(3) (3) (3)
1 2 3(0,5 0;0,5 0) 1, (0,5 0; 0) 0,5, ( 0;0,5 0) 1,5,C f C f C f             

(4) (4) (4)
1 2 3(0,5 0;0,5 0) 1, (0,5 0; 0) 1,5, (1 0;0,5 0) 0,5.C f C f C f             

( ) , 1,3, 1,4k
mC m k 

( , ) ( , )S x y f x y

0 1 2( , )f x y A A x A y  

( , )f x y

1 2 3 4     

( , )f x y
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Рис. 4.3. Графічне зображення розривної функції (4.5) 
Розривний сплайн-інтерполянт будемо будувати у вигляді 

1 1

2 2

3 3

4 4

( , , ), ( , ) ;
( , , ), ( , ) ;

( , )
( , , ), ( , ) ;
( , , ), ( , ) ,

S f x y C x y
S f x y C x y

S x y
S f x y C x y
S f x y C x y


   
 

    (4.6) 

де  будемо будувати згідно зі сплайн-інтерполянтом (4.1): 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

3 ( , ) 2 ( , ) 1 ( , )
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x y x y x y
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(1) (1) (1)
1 1 2 3( , , ) 2 (1,5 ) 2 ( 0,5) 2 ( 0,5),S x y C C x y C y C x        

(2) (2) (2)
2 1 2 3( , ) 2 (0,5 ) 2 ( 0,5) 2 ( 0,5),S f x y C x y C y C x        

(3) (3) (3)
3 1 2 .( , ) 2 ( 0,5) 2 ( 0,5) 2 ( 0,5),S f x y C x y C y C x        

(4) (4) (4)
4 1 2 3( , , ) 2 (0,5 ) 2 ( 0,5) 2 ( 0,5).S f x y C C x y C y C x        

Тут  – матриця відомих інтерполяційних значень функції : 
(1) (1) (1)
1 2 3
(2) (2) (2)

1 2 3
(3) (3) (3)
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1 1,5 1,5
1 0,5 0,5

.
1 0,5 1,5
1 1,5 0,5

C C C
C C C

C
C C C
C C C

   
   
    
   
       

 

Після підстановки отриманої матриці С в формулу (4.6) маємо 
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2(0,5 ) 3( 0,5) ( 0,5), ( , ) ,

x y y x x y
x y y x x y

S x y
x y y x x y

x y y x x y

       
        

      
       

 

( , , ), 1,4iS f x y C i 

C ( , )f x y
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Тобто розривна функція повністю збігається з побудованим інтерполяційним 
розривним сплайном, що підтверджує викладену теорію. 

Далі побудуємо розривний апроксимаційний сплайн. Користуючись 
методом найменших квадратів, записуємо вираз 

 

 
 

Треба знайти такі елементи матриці , щоб вираз  набував мінімального 

значення, тобто розв’язати мінімізаційну задачу 

. 

Ця задача була розв’язана в системі комп’ютерної математики MathCad та була 
отримана наступна матриця коефіцієнтів: 

1 1,5 1,5
1 0,5 0,5

.
1 0,5 1,5
1 1,5 0,5

C

 
 
 
 
 
 

 

Після підстановки значень невідомих коефіцієнтів у вираз (4.6) ми отримаємо 
наближувану функцію . Тобто побудований розривний інтерполяційний 

сплайн збігається з апроксимаційним та точно відновлює задану розривну 
функцію, що і підтверджує викладену вище теорію. Оскільки 

(1) (2) (3) (4)
1 1 1 1 (0,5;0,5) 1,C C C C f      то функція  є неперервною в точці 

(0,5;0,5) . 

Приклад 4.2. На тій самій сітці вузлів, що і в прикладі 4.1, розглянемо 
функцію (рис. 4.4): 

1

2

3

4

, ( , ) ;
1, ( , ) ;

1, ( , ) ;
2, ( , ) .

x y x y
x y x y

x y x y
x y x y

 
       
   

1

2 2( ) ( ( , ) ( , , )) ( ( , ) 1( , , ))
D

F C f x y S x y C dxdy f x y S x y C dxdy


     

2 3

2 2( ( , ) 2( , , )) ( ( , ) 3( , , ))f x y S x y C dxdy f x y S x y C dxdy
 

     

4

2( ( , ) 4( , , )) .f x y S x y C dxdy


 

C ( )F C

2( ) ( ( , ) ( , , )) min
D

F C f x y S x y C dxdy  

( , )f x y

( , )f x y
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2
1

2 2
2

3

4

1,5 ( , ) ;

( 1) ( 1) 0,5, ( , ) ;( , )
0,5, ( , ) ;

2, ( , ) .

y x x y
y x x yf x y

x y
x x y

   


     


  

 

У кожному розглянутому трикутному елементі будуємо інтерполяційний 
сплайн  у вигляді формули (4.1), як елементи матриці  беремо 

значення функції (лівосторонні та правосторонні) у вузлах сітки (у цьому 
випадку вважаємо їх заданими): 

(1) (1) (1)
1 2 3
(2) (2) (2)
1 2 3
(3) (3) (3)
1 2 3
(4) (4) (4)
1 2 3

0,75 0 0,25
1 0,75 1,75

.
0,5 0,5 0,5
0 0,5 0,5

C C C
C C C

C
C C C
C C C

   
   
    
   
       

 

Після підстановки значень матриці  в формулу (4.1) отримаємо 
наступний інтерполяційний сплайн (рис.4.5, а): 

1

2

3

4

1,5 2, ( , ) ;
1,5 0,5 +2, ( , ) ;

1( , )
0,5, ( , ) ;

2, ( , ) .

x y x y
x y x y

S x y
x y

x x y

   
    
  

 

 
Рис. 4.4. Зображення розривної функції  у прикладі 4.2 

 
Максимальне відхилення наближуваної функції  від побудованого 

інтерполяційного сплайна : max ( , ) 1( , ) 0,13f x y S x y  . 

Тепер побудуємо апроксимаційний сплайн у вигляді формули (4.1). 
Елементи матриці  знаходимо, застосовуючи метод найменших квадратів, 
тобто  

( , )S x y C

C

( , )f x y

( , )f x y

1( , )S x y

C
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0,775 0,075 0,275
0,95 0,65 1,65

.
0,5 0,5 0,5
0 0,5 0,5

C

 
 
 
 
 
 

 

Отримаємо апроксимаційний сплайн вигляду (рис. 4.5, б) 

1

2

3

4

1,4 1,975, ( , ) ;
1,4 0,6 +1,95, ( , ) ;

2( , )
0,5, ( , ) ;

2, ( , ) .

x y x y
x y x y

S x y
x y

x x y

   
    
  

 

    
               а       б 

Рис.4.5. Графічний вигляд функції (чорний колір) та наближувальних 

(сірий колір) сплайнів: а – інтерполяційного , б – апроксимаційного 

 

 
Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції  від 

побудованого сплайна : max ( , ) ( , ) 1,0f x y S x y  . 

Побудований розривний апроксимаційний сплайн наближує розривну 
функцію краще, ніж інтерполяційний, що відповідає теорії. Побудовані 
розривні сплайни точно наближують ту частину функції, де вона є сталою або 
лінійною, що і підтверджує викладену вище теорію. 

 

( , )f x y

1( , )S x y
2( , )S x y

( , )f x y

( , )S x y
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4.3. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерполяційними сплайнами з використанням довільної триангуляції 
області визначення 

У даному параграфі наведено розповсюдження викладеної теорії в п. 4.1 та 
4.2 на випадок, коли область визначення розривної функції розбивається 
довільними трикутниками. 

Нехай в області  задано розривну функцію двох змінних . 

Нехай  розбито на  довільних трикутників, та інформацію про функцію 
задано у вигляді значень функції  у вузлах трикутників області . 

Функція  має розриви першого роду на границях між цими 

трикутниками (не обов’язково між усіма). Побудуємо та дослідимо оператор 
розривної сплайн-інтерполяції для наближення розривної функції. 

Розглянемо довільний трикутник  з вузлами 

 (рис.4.6). 

Вважаємо, що на кожній із сторін заданого трикутника функція  

може мати (а може і не мати) розриви першого роду, причому в вершинах 

трикутника функція набуває значень . 

 
Рис. 4.6. Зображення довільного трикутника з триангульованої області 

визначення розривної функції  
 

Визначення 4.3. Будемо називати розривним інтерполяційним лінійним 

поліноміальним сплайном в області  наступну функцію: 

2[0;1]D  ( , )f x y

D n
( , )f x y D

( , )f x y

, 1,i i n 
( ) ( ) ( )( , ), 1, , 1,3k k k
i i iA x y i n k 

( , )f x y

( )

( )

( , )
( , )

lim ( , ), 1, , 1,2,3
k

i
i

k
i

x y A
x y

C f x y i n k



  

x

y

1ix 2ix 3ix

3iy

1iy

2iy

0

A

B

C

(1)
iA

(2)
iA

(3)
iA

(1)
ix (2)

ix (3)
ix

(1)
iy

(2)
iy

(3)
iy

( , )f x y

, 1,i D i n  
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     
(3) (2) (1)

(1) (2) (3)
(3) (1) (2) (2) (1) (3)

( , ) ( , ) ( , )( , ) i i i
i i i i

i i i i i i

x y x y x ys x y C C C
A A A

  
  

  
, ,    (4.7) 

(1) (2) (1)
(1) (1)

(2) (1)
( )( )( , ) i i i

i i
i i

x x y yx y y y
x x

 
   


; 

(1) (3) (1)
(2) (1)

(3) (1)
( )( )( , ) i i i

i i
i i

x x y yx y y y
x x

 
   


; 

(2) (3) (2)
(3) (2)

(3) (2)
( )( )( , ) i i i

i i
i i

x x y yx y y y
x x

 
   


. 

Теорема 4.7. Функція  задовольняє 

інтерполяційні властивості . 

Доведення. Перевіримо твердження теореми для : 
 

     
(3) (1) (1) (2) (1) (1) (3) (1) (1)

(1) (2) (3)
(3) (1) (2) (2) (1) (3)

( , ) ( , ) ( , )i i i i i i i i i
i i i

i i i i i i

x y x y x yC C C
A A A

  
   

    

 
(1) (1) (3) (1)

(1) (2) (1) (1)
(3) (1) (2) (2)

( )( ) 1i i i i
i i i i

i i i i

x x y yC C y y
x x A

  
       

 

 
(1) (1) (2) (1)

(3) (1) (1) (1)
(2) (1) (1) (3)

( )( ) 1i i i i
i i i i

i i i i

x x y yC y y C
x x A

  
      

. 

Теорему 4.7 доведено. 
Теорема 4.3 про похибку наближення функції інтерполяційним сплайном 

на трикутному елементі повністю розповсюджується на випадок довільних 
трикутників. 

Зауваження 4.1. Якщо значення функції у вузлах одного трикутника 
збігаються зі значеннями функції в цих же вузлах зі сторони сусідніх 
трикутників, то оператор (4.7) є класичним неперервним лінійним 
інтерполяційним сплайном. 

Зауваження 4.2. Якщо значення функції у вузлах трикутної сітки невідомі, 

то для знаходження невідомих коефіцієнтів  

пропонується використовувати метод найменших квадратів, згідно з яким усі 
невідомі знаходяться з умови 

( , ) ix y 

( , ) ( , ), ( , )i iS x y s x y x y D  

( )

( )

( , )
( , )

lim ( , ) , 1, , 1,2,3
k

i
i

k
i i

x y A
x y

s x y C i n k



  

1k 

(1) (1)

(1)
( , )
( , )

( , )

lim ( , ) lim ( , )
i i

i i
i

i i
x y A x x
x y y y

x y

s x y s x y
 
 



 

( ) , 1,2,3, 1,k
iC k i n 
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.   (4.8) 

І тоді отримаємо апроксимаційний розривний лінійний сплайн. 
Приклад 4.4. Нехай задано вузли довільної тріангуляції одиничного 

квадрата  : 

0 0
0 1

0,3 0,7
1 , 1

0,6 0,4
0 0
0 0

X Y

   
   
   
   

    
   
   
   
   

,  

0 1
0,3 0,7
0,6 0,4

2 , 1
1 1

0,6 0,4
0,3 0,7

X Y

   
   
   
   

    
   
   
   
   

,  

0,3 0,7
1 1
1 1

3 , 3
1 0
1 0

0,6 0,4

X Y

   
   
   
   

    
   
   
   
   

. 

Тобто одиничний квадрат розбито на 6 довільних трикутників (рис.4.7, а): 

 

 

 

 

 

 

 Нехай в області  задано розривну функцію , яка має розриви на 

лініях заданої тріангуляції, але не на всіх (рис.4.7, б): 

2
( ) ( , ) ( , , ) min

i i

i i C
D

J C f x y s x y C dxdy
  

     
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 
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7( , ) :1 0,3 ( 0,7); 0.7 1 ;
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 
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 
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    а      б 

Рис.4.7. Триангуляція області визначення функції  (а) та графічний 

вигляд наближуваної функції  (б) 
 

Функція  має розриви першого роду у вузлах заданої трикутної 

сітки та в них має такі односторонні значення: 
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     . 

У кожному трикутному елементі побудуємо інтерполяційний сплайн 
 у вигляді формули (4.7). Після знаходження за формулою (4.8) 

невідомих коефіцієнтів отримаємо сплайн вигляду (рис.4.8): 
21, 0 0,6; 1 ;
3

7, 0,7 1; 0,3 ( 0,7);
3( , )

33 , 0,3 1; 1 0,7 ( 0,3);
7

32,1 0,5 2,4, 0 0,4; 1 .
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       


 

 

 
Рис.4.8. Побудований наближувальний розривний сплайн 

 
Побудований розривний сплайн точно наближує ту частину функції, де 

вона є постійною або лінійною, хоча функція розривна не на всіх лініях 
трикутної сітки, що підтверджує викладену вище теорію. 
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РОЗДІЛ 5. 

 НАБЛИЖЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 
РОЗРИВНИМИ ІНТЕРЛІНАЦІЙНИМИ СПЛАЙНАМИ 

 
Даний розділ присвячений використанню операторів інтерлінації функцій, 

оскільки ці оператори відновлюють функції (можливо, наближено) за відомими 
їх слідами на даній системі ліній, а ці дані використовуються в дистанційних 
методах, зокрема в томографії. Тобто вони надають можливість будувати 
оператори, інтеграли від яких  по вказаних лініях (лінійні інтеграли) будуть 
дорівнювати інтегралам від самої відновлюваної функції. Отже, інтерлінація – 
математичний апарат, природно пов'язаний із задачею відновлення 
характеристик об'єктів за їх відомими проекціями. 

У розділі будуються та досліджуються оператори розривної інтерлінації 
для наближення розривних функцій двох змінних за відомими її слідами на 
системі ліній з використанням прямокутних та трикутних елементів у випадку, 
коли лінії розриву відомі. 
 

5.1. Відновлення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами з використанням прямокутних елементів 
 

Припустимо, що область  розбивається прямими 
,  на прямокутні елементи. 

Розглянемо елемент .  

Введемо позначення: 
0 0

( ) lim ( ), ( ) lim ( ).
i i

i ix x x x
g y g y g y g y 

   
   

Визначення 5.1. Будемо називати розривним інтерлінаційним 
поліноміальним сплайном в області , відповідним заданому розбиттю на 

підобласті , наступну функцію: 

, 

, (5.1) 

1, ,1 ( , ) 1 ( , ;{ 1 ( )};{ 1 ( )}, 0, 1)ij ij i s i sS x y S x y y y s       
1 1

1, 1, , ,
0 0

1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1 ( );i s i s i s i s
s s

y h x y h x
 

 
 

 

        

D

0 1 20 ... 1mx x x x      0 1 20 ... 1ny y y y     

1 1( , ) ( , ), 1, , 1,ij i i j jx x y y i m j n     

D

ij

( , ) ( , ), ( , )ij ijS x y S x y x y 

( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ), ( , )ij ij ij ij ijS x y S x y S x y S x y x y D    
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1, ,2 ( , ) 2 ( , ;{ 2 ( )};{ 2 ( )}, 0, 1)ij ij j p j pS x y S x y x x p        
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 

 
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1, ,12 ( , ) 12 ( , ;{ 1 ( )};{ 1 ( )}, 0, 1,ij ij i s i sS x y S x y y y s      

1, ,{ 2 ( )};{ 2 ( )}, 0, 1)j p j px x p      
1 1 1 1
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0 0 0 0
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s p s p
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 
 

   

   , 

 – базисні поліноми Ерміта степеня 2 1  з властивостями: 
( )

, , ,1 ( ) , , { 1, }, , {0, 1},s
k s k k k s sh x k k i i s s

             
( )

, , ,2 ( ) , , { 1, }, , {0, 1}.p
l p l l l p ph y l l j j p p

            

Теорема 5.1. Якщо  

   ( ) ( )

, ,1 ( ) 2 ( ) ,
p s

i s j j p i ijspy x C       
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то на границі прямокутника  функція  задовольняє наступні 

співвідношення: 

1

1,

, 1

( , )
1 ( ),

( , )
1 ( ), , 0, 1,

i

i

s
ij

i ss
x x

s
ij

i s j js
x x

S x y
y

x

S x y
y y y y s

x












 




 




      



 (5.2) 

1

1,

, 1

( , )
2 ( ),

( , )
2 ( ), , 0, 1.

j

j

p
ij

j pp
y y

p
ij

j p i ip
y y

S x y
x

y

S x y
x x x x p

y













 




 




      



 (5.3) 

Доведення. Підставимо у формулу (5.1) . У результаті отримаємо 
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ij ( , )ijS x y
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Таким чином, ми довели, що , 1 1,0 1( , ) 1 ( ), .i j i i j jS x y y y y y
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Аналогічно доводяться рівності, коли у формулу (5.1) підставляємо 
. 
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  
 

1 1

1, 1, , 1, 1, , , ,
0 0

2 ( ) 2 ( )i j s p j p i j s p j p
p p

C h y C h y
 

 
    

 

   1,1 ( ).i s y
   

Аналогічно доводяться властивості (5.2) при  та властивості (5.3). 

Теорему 5.1 доведено. 
Теорема 5.2. Якщо  

, , ,1 ( ) 1 ( ) 1 ( ),i s i s i sy y y       0, ,0 1,s         

 , , ,2 ( ) 2 ( ) 2 ( )j p j p j px x x      , 0, ,0 1p        , 

то функція  буде мати такі властивості: 
,( , ) ( ),S x y C D   

ix x

( , ) ( , ), ( , )ij ijS x y S x y x y 
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, 1
( , ) 1 ( ), 1, , 0, ,

i

s

i s j js
x x

S x y y i m s y y y
x



 


       


,  (5.4) 

, 1
( , ) 2 ( ), 1, , 0, , .

j

p

j p i ip
y y

S x y x j n p x x x
y



 


       


  (5.5) 

Доведення випливає з того, що якщо функції 1
, 11 ( ) [ , ],i s i iy C x x

   
1

, 12 ( ) [ , ]j p j jx C y y
  , то в кожному елементі  функція  буде 

належати класові . Таким чином, функція  у кожному з 

елементів  належить до класу 1, 1( )ijC    і на границі між сусідніми з  

елементами зберігає неперервність похідних до порядків  відповідно, 

оскільки доведення властивостей (5.4), (5.5) виконується аналогічно доведенню 
властивостей у теоремі 5.1. 

Теорему 5.2 доведено. 
Зауваження 5.1.  Таким чином, якщо умови теореми 5.2 виконуються, то 

функція  має розривні частинні похідні порядків більших ніж   по  та 

більших ніж   по  відповідно.  

Зауваження 5.2. У принципі припускається, що розриви функції  та 

її частинних похідних до відповідних порядків можуть існувати лише на 
границях одного або декількох елементів.  

Теорема 5.3. Якщо функції , ,1 ( ), 1 ( )i s i sy y    є поліномами (загалом 

різними) степеня 2 1Q     і функції , ,2 ( ), 2 ( )j p j px x    є поліномами (загалом 

різними) степеня 2 1Q    , то функція  буде кусково-поліноміальним 

розривним сплайном, який є поліномом від двох змінних на кожному 
прямокутнику . Зокрема, якщо 2 1Q    , то  буде розривним 

кусково-поліноміальним сплайном від  степеня 2 1  по кожній змінній. 

Доведення випливає з того, що функції  використовують 

поліноміальні базисні функції Ерміта і у припущеннях теореми 5.3 будуть 
поліномами. Якщо 2 1Q    , то  буде поліномом степеня 2 1  по 

кожній змінній. Якщо при цьому не виконуються умови теореми 5.2, то така 
функція  буде мати розриви між різними елементами.  

Теорему 5.3 доведено. 

ij ( , )ijS x y
1, 1( )ijC    ( , )S x y

ij ij

, 

( , )S x y x

y

( , )S x y

( , )S x y

ij D  ( , )S x y

( , )x y

( , )ijS x y

( , )ijS x y

( , )ijS x y
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Зауваження 5.3. Ще раз підкреслимо, що ці розриви не обов’язково 
можуть бути на границі між усіма елементами. Більш того, не вимагається, щоб 
на всіх чотирьох сторонах кожного елемента сплайн  мав розривні похідні 
порядків 1, 2,..., 1       та 1, 2,..., 1      по   та  відповідно. 

Теорема 5.4. Припустимо, що наближувана функція 
1, 1( , ) ( \ )klf x y C D    і 1, ,1 ( ) 1 ( ),i s i sy y 

   1, ,2 ( ) 2 ( ),j p j px x  
  , 0, 1.s p  

Тоді, якщо у ( , )S x y  покласти  
( ,0)

, ,1 ( ) 1 ( ) ( , ), {0,1,..., }, 1, , 0 1s
i s i s iy y f x y i m i i i i y 
               , 

(0, )
, ,2 ( ) 2 ( ) ( , ), {0,1,..., }, 1, , 0 1p

j p j p jx x f x y j n j j j j x 
                

( ,0)
1, 1, 11 ( ) 1 ( ) ( , )s

i s i s iy y f x y 
      , 10 jy y    або 1jy y  , 

(0, )
1, 1, 12 ( ) 2 ( ) ( , )p

j p j p jx x f x y 
      , 10 ix x    або 1ix x  , 

( ,0) ( ,0)
1, 1 ,1 ( ) ( 0, ), 1 ( ) ( 0, );s s

i s i i s iy f x y y f x y 
      

 ( ,0) ( ,0)
1, 1 ,1 ( ) ( 0, ), 1 ( ) ( 0, )s s

i s i i s iy f x y y f x y 
       , 

(0, ) (0, )
1, 1 ,2 ( ) ( , 0), 2 ( ) ( , 0)p p

j p j j p jx f x y x f x y 
       , 

(0, ) (0, )
1, 1 ,2 ( ) ( , 0), 2 ( ) ( , 0),p p

j p j j p jx f x y x f x y 
        

то отримана функція ( , )S x y  буде належати до класу 1, 1( )C D   і буде 

розривною разом із своїми похідними до порядку 1   по кожній змінній лише 

на границі елемента ij . 

Доведення випливає з того, що на границі між усіма елементами (за 
винятком елемента ) функція  буде мати неперервні похідні до 

порядку 1   включно і лише на границі елемента  може бути розривною 

разом із своїми частинними похідними. Тобто така функція буде належати 

класу 1, 1( , ) ( \ )klS x y C D   . 

Теорему 5.4 доведено. 
Теорема 5.5. Якщо виконуються умови теореми 5.4, то для похибки 

наближення такої розривної функції  відповідним розривним 

інтерлінаційним сплайном  буде виконуватись співвідношення 
2 2

,( , ) ( , ) ( 1 2 ), ( , ) ,kl i jf x y S x y O x y        

x y

ij ( , )S x y

ij

( , )f x y

( , )S x y
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2 2

,( , ) ( , ) ( ), ( , ) ,i jf x y S x y O i j x y     

 
 

при умові, що 1, 1
,( , ) ( )i jf x y C   . 

Доведення. Оператор  згідно з визначенням 5.1 може 

бути записаний у вигляді 
. 

Згідно з теоремою 3.2.1 з праці [43] залишок наближення формулами 
інтерлінації виражається як операторний добуток залишків наближення функції 

 операторами  та : 

  

. 

У цьому випадку оцінка похибки витікає з наслідку 3 до теореми 3.2.2 з праці 
[43]. 

Теорему 5.5 доведено. 
Приклад 5.1. Нехай , 0 1 20, 0,5, 1,x x x    1 0,5,y   

. Тобто двовимірна область розбивається на наступні прямокутні 

елементи (рис. 5.1): 
, 

,  

,  

. 

 

 
Рис.5.1. Область визначення наближуваної функції  

1 11 max( ), 2 max( ),k k l lk l
x x y y      

1 1, , ( , ) ( , ),i i j ji x x j y y i j k l       

( , ) ( , )ij ijS x y S f x y

( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , )ij ij ij ijS f x y S f x y S f x y S f x y  

( , )f x y 1 ( , )ijS f x y 2 ( , )ijS f x y

( , ) ( ( , ) ( , ))ij ijRS f x y f x y S f x y  

( ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ))ij ij ijf x y S f x y S f x y S f x y    

( ( , ) 1 ( , ))( ( , ) 2 ( , )) 1 ( , ) 2 ( , )ij ij ij ijf x y S f x y f x y S f x y RS f x y RS f x y   

2, 2m n  0 0,y 

2 1y 

11 0 1 0 1{( , ) : , }x y x x x y y y     

12 0 1 1 2{( , ) : , }x y x x x y y y     

21 1 2 0 1{( , ) : , }x y x x x y y y     

11 1 2 1 2{( , ) : , }x y x x x y y y     

( , )f x y
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Задамо функцію  у кутових точках елементів  наступним чином: 
,

11

,

,

,

: (0;0) (0 0;0 0) 1,

(0;0,5) (0 0;0,5 0) 2,
(0,5;0,5) (0,5 0;0,5 0) 1,
(0,5;0) (0,5 0;0 0) 2,

f f
f f
f f
f f

 

 

 

 

    

   

   

   

,
12

,

,

,

: (0;0,5) (0 0;0,5 0) 1,

(0;1) (0 0;1 0) 2,
(0,5;1) (0,5 0;1 0) 1,
(0,5;0.5) (0,5 0;0,5 0) 2,

f f
f f
f f
f f

 

 

 

 

    

   

   

     
 

 

,
22

,

,

,

: (0,5;0,5) (0,5 0;0,5 0) 3,

(0,5;1) (0,5 0;1 0) 4,
(1;1) (1 0;1 0) 3,
(1;0,5) (1 0;05 0) 4,

f f
f f
f f
f f

 

 

 

 

    

   

   

      

,
21

,

,

,

: (0,5;0) (0,5 0;0 0) 3,

(0,5;0,5) (0,5 0;0,5 0) 4,
(1;0,5) (1 0;0,5 0) 3,
(1;0) (1 0;0 0) 4.

f f
f f
f f
f f

 

 

 

 

    

   

   

     
 

Розривний сплайн будемо будувати у вигляді 

, ,1 1 0 1

0 1 0 1 1 0 0 1

, ,1 0 0 0
11

0 1 1 0 1 0 1 0

, ,1 2 2 2

0 1 1 2 1 2 1 2

( , )

(0;0) (0,5;0)

(0;0,5) (0,5;0,5) , ( , ) ,

(0;0,5) (0,5;0,5)

S x y
x x y y x x y yf f
x x y y x x y y

x x y y x x y yf f x y
x x y y x x y y

x x y y x x y yf f
x x y y x x y y

   

   

   



   
 

   
   

  
   

   


   



, ,1 1 0 1
12

0 1 2 1 1 0 2 1

, ,2 1 1 1

1 2 0 1 2 1 0 1

, ,2 0 1 0
21

1 2 1 0 2 1 1 0

(0;1) (0,5;1) , ( , ) ,

(0,5;0) (1;0)

(0,5;0,5) (1;0,5) , ( , )

x x y y x x y yf f x y
x x y y x x y y

x x y y x x y yf f
x x y y x x y y

x x y y x x y yf f x y
x x y y x x y y

   

   

   



   
  

   
   

 
   

   
  

   

, ,2 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

, ,2 1 1 1
22

1 2 2 1 2 1 2 1

,

(0,5;0,5) (1;0,5)

(0,5;1) (1;1) , ( , ) ,

x x y y x x y yf f
x x y y x x y y

x x y y x x y yf f x y
x x y y x x y y

   

   












 







     
    


          

 

( , )f x y ij
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11

12

0,5 0,5 0,5 0,51 2 2
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

1 , ( , ) ,
0,5 0,5

0,5 1 1 1 0,5 0,51 2 2
0,5 0,5 1 0,5 1 0,5 1 0,5 1 0,5

0,51 , ( , ) ,
0,5 1 0,5

1 0,5 0,5 03 4
0,5 1 0,5 1 0,5

x y x y x y

x y x y

x y x y x y

x y x y

x y x y

   
     
   

  

     
     
     


  




   
  

  

21

22

,5 14
0,5 0,5 1 0,5

0,53 , ( , ) ,
1 0,5 0,5

1 1 0,5 1 1 0,53 4 4
0,5 1 0,5 1 1 0,5 0,5 1 0,5 1 1 0,5

0,5 0,53 , ( , ) ,
1 0,5 1 0,5

x y

x y x y

x y x y x y

x y x y











     
  
    
 
            

     
     

   

  11

12

21

4( 0,5)( 0,5) 8 ( 0,5)
8 0,5 4 , ( , ) ,

4( 0,5)( 1) 8( 1)( 1)
8( 0,5)( 0,5) 4 ( 0,5), ( , ) ,

12( 1)( 0,5) 16( 0,5)( 0,5)
12( 1) 12( 0,5) , ( , ) ,

12( 1)( 1) 16( 0,5)(

x y x y
x y xy x y

x y x y
x y x y x y

x y x y
x y x y x y

x y x

     

   

     
     


     

    

   

22

1)
16( 1)( 0,5) 12( 0,5)( 0,5), ( , ) ,

y
x y x y x y






 




 
       

 

11

12

21

22

2 2 8 1, ( , ) ,
10 6 8 8 , ( , ) ,
4 2 2 2 , ( , ) ,
8 6 6 1, ( , ) .

x y xy x y
x y xy x y

xy x y x y
xy x y x y

   
         
    

 

Як бачимо, функція  на границі між елементами  і  при  

буде мати наступні сліди: 
 

, ,1 0
0 1

0 1 1 0

(0,5;0) (0,5;0,5) ,y y y yf f y y y
y y y y

    
   

 
. 

Аналогічно 
 

( , )S x y 11 21 1x x

1 11 1( , ) ( 0, ) ( , )S x y S x y S x y   

1 21 1( , ) ( 0, ) ( , )S x y S x y S x y   
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, ,1 0
0 1

0 1 1 0

(0,5;0) (0,5;0,5) ,y y y yf f y y y
y y y y

    
   

 
. 

Тобто якщо , ,(0,5;0) (0,5;0)f f    , то в точці (0,5;0)  такий сплайн буде 

розривним. Крім того, якщо в точці , ,(0,5;0,5) (0,5;0,5)f f    , то сплайн буде 

розривним на всій лінії 0 10,5,x y y y   . 

Задамо наближувану функцію у вигляді 

. 

Таким чином, у кожному з чотирьох елементів задання наближувана функція 

має частинну похідну , . Тому згідно з теорією похибка 

наближення такої розривної функції написаним вище розривним сплайном буде 
задовольняти нерівність: 

2 2
(2,2)

,( , )
max ( , ) ( , ) ( , )

2!2!ij
i jx y

i jf x y S x y f


 
     

2 21 1
12 21 0,016.

2!2! 64

   
   
       

Приклад 5.2. Нехай в області, визначеній у прикладі 5.1, задано функцію 
 з розривами першого роду у вузлах заданої прямокутної сітки (рис. 

5.2):

  

2 2
11

2 2
12

2 2
21

2 2
22

, ( , ) ;

, ( , ) ;
( , )

, ( , ) ;

, ( , ) .

x y x y
x y x y

f x y
x y x y
x y x y

  


  
  
  

 

 
Рис. 5.2. Зображення розривної функції  

 

1 1
,

( )( )( )( )
( , ) ( , ) , ( , ) , , 1,2

4
i i j j

ij i j

x x x x y y y y
f x y S x y x y i j    

   

2,2( , ) 1f x y  ( , ) ijx y 

( , )f x y

( , )f x y
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Ця функція має розриви першого роду на границях заданої прямокутної сітки, а 
отже, і в кутових точках сітки.  

Спочатку побудуємо розривний білінійний апроксимаційний сплайн на 
заданій прямокутній сітці, для чого скористаємося результатами розділу 3, 
згідно з якими апроксимаційний сплайн у кожному елементі розбиття 
будується за формулою 

 

 

 – матриця невідомих коефіцієнтів. 
У цьому випадку експериментальними даними є значення функції в 

кутових точках прямокутної сітки, тобто 

(0,5;0) 0,25, (0,5;0) 0,25,f f     (0;0,5) 0,25, (0;0,5) 0,25,f f   

 

(0,5;0,5) 0,5, (0,5;0,5) 0,f f    (0,5;0,5) 0,5, (0,5;0,5) 0,f f     

(1;0,5) 0,75, (1;0,5) 1,25,f f      (0,5;1) 0,75, (0,5;1) 1,25f f     . 

Далі, застосовуючи метод найменших квадратів, розв’язуємо мінімізаційну 

задачу: . 

Ця задача була розв’язана в системі комп’ютерної математики MathCad та була 
отримана така матриця коефіцієнтів: 

0,083 0,167 0,167 0,417
0,25 0 1 0,75

.
0,25 1 0 0,75

0,417 1,167 1,167 1,917

C

 
    
   
 
    

 

Тобто білінійний наближувальний сплайн набуває вигляду (рис.5.3): 

11

12

21

22

0,5 0,5 0,083, ( , ) ;
0,5 1,5 0,5, ( , ) ;

( , )
1,5 0,5 0,5, ( , ) ;
1,5 1,5 1,083, ( , ) .

x y x y
x y x y

L x y
x y x y
x y x y

  
       
   

 

 

1
1, 1 1,

1 1 1 1

( , , ) j ji i
ij i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xL x y C C C
x x y y x x y y

 
  

   

  
  

   

11 1
, 1 ,

1 1 1 1

, ( , ) ;j ji i
i j i j ij

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C x y
x x y y x x y y

  


   

  
  

   

C

2( ) ( ( , ) ( , , )) min
D

F C f x y L x y C dxdy  



141 
 

 
Рис.5.3. Графічний вигляд наближуваної функції  (сірий колір) та 

наближувальної функції  (чорний колір) 

 
Далі визначимо максимальне відхилення наближуваної функції  від 

побудованого білінійного сплайну : max ( , ) ( , ) 0,064f x y L x y  . 

Тепер на заданій сітці вузлів для заданої розривної функції  

побудуємо розривний інтерлінаційний сплайн у вигляді формули (5.1), яка для 
нашого випадку набуває вигляду 

, 

, 

1
1

1 1

1 ( , ) 1 ( ) 1 ( ) ;i i
ij i i

i i i i

x x x xS x y y y
x x x x

  


 

 
     

   

1
1

1 1

2 ( , ) 2 ( ) 2 ( ) ;j j
ij j j

j j j j

y y y y
S x y x x

y y y y
 


 

 
     

 
 

 

 

, 

. 

Для цього як експериментальні дані використовуються сліди заданої 
функції вздовж заданої системи ліній 0 1 20, 0,5, 1,x x x x x x       

0 1 20, 0,5, 1y y y y y y      , а саме: 

ff Sp

( , )f x y

( , )L x y

( , )f x y

( , )L x y

( , )f x y

( , ) ( , ), ( , )ij ijS x y S x y x y 

( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , ), ( , )ij ij ij ij ijS x y S x y S x y S x y x y D    

1
1, 1 1,

1 1 1 1

12 ( , ) j ji i
ij i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xS x y C C
x x y y x x y y

 
  

   

  
  

   

11 1
, 1 ,

1 1 1 1

;j ji i
i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C
x x y y x x y y

  


   

  
 

   

1 1
1

1 1 10 0
0 0

lim ( , ), lim ( , )
i i
j j

i j i jx x x x
y y y y

C f x y C f x y
 


 
     

   

 

1

1 0 0
0 0

lim ( , ), lim ( , )
i i
j j

ij ijx x x x
y y y y

C f x y C f x y


 
    

   

 
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2 2
11 0 10 0,5 0

0 0,5 0 0,5

2 2
0 10 0,5 0

0 0,5 0 0,5

: 1 ( ) lim ( , ) , 1 ( ) lim ( , ) 0,25;

 2 ( ) lim ( , ) , 2 ( ) lim ( , ) 0,25;

x x
y y

y y
x x

y f x y y y f x y y

x f x y x x f x y x

 

  
   

 

  
   

       

      
 

2 2
12 0 10 0,5 0

0,5 1 0,5 1

2 2
1 10,5 0 1 0

0 0,5 0 0,5

: 1 ( ) lim ( , ) , 1 ( ) lim ( , ) 0,25;

2 ( ) lim ( , ) 0,25 , 2 ( ) lim ( , ) 1 ;

x x
y y

y y
x x

y f x y y y f x y y

x f x y x x f x y x

 

  
   

 

   
   

       

       
 

2 2
21 0 10,5 0 1 0

0 0,5 0 0,5

2 2
0 10 0,5 0

0,5 1 0,5 1

: 1 ( ) lim ( , ) 0,25, 1 ( ) lim ( , ) 1;

2 ( ) lim ( , ) , 2 ( ) lim ( , ) 0,25 ;

x x
y y

y y
x x

y f x y y y f x y y

x f x y x x f x y x

 

   
   

 

  
   

        

         

2 2
22 0 10,5 0 1 0

0,5 1 0,5 1

2 2
0 10,5 0 1 0

0,5 1 0,5 1

: 1 ( ) lim ( , ) 0,25, 1 ( ) lim ( , ) 1;

2 ( ) lim ( , ) 0,25, 2 ( ) lim ( , ) 1

x x
y y

y y
x x

y f x y y y f x y y

x f x y x x f x y x

 

   
   

 

   
   

          

         
 

та задана матриця інтерполяційних даних у вузлах заданої сітки: 

00 01 10 11

01 02 11 12

10 11 20 21

11 12 21 22

0 0,25 0,25 0,5
0,25 1 0 0,75

.
0,25 0 1 0,75
0,5 1,25 1,25 2

C C C C
C C C C

C
C C C C
C C C C

   

   

   

   

   
   
    
     
          

 

Побудуємо інтерлінаційний сплайн для прямокутного елемента : 

2 21 0
11 0 1

0 1 1 0

0,5 01 ( , ) 1 ( ) 1 ( ) ( 0,25)
0,5 0,5 0

x x x x x xS x y y y y y
x x x x

    
       

   
 

2 22 ( 0,5) 2 ( 0,25);y x x y      

2 21 0
11 0 1

0 1 1 0

0,52 ( , ) 2 ( ) 2 ( ) (0,25 )
0 0,5 0,5

y y y y y yS x y x x x x
y y y y

   
       

  
 

2 22 ( 0,5) 2(0,25 )x y x y     ; 

 

 

0,5 0,50,25 0,25 0,5 ( 0,5) ( 0,5) 2
0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5

x y x y x y y x x y xy 
        

 
; 

11

1 1 1 0
11 00 01

0 1 0 1 0 1 1 0

12 ( , ) x x y y x x y yS x y C C
x x y y x x y y

    
  

   

0 1 0 0
10 11

1 0 0 1 1 0 1 0

x x y y x x y yC C
x x y y x x y y

    
  

   
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2 2 2 22 ( 0,5) 2 ( 0,25) 2 ( 0,5) 2(0,25 )y x x y x y x y           

2 2( 0,5) ( 0,5) 2 .x x y xy y x        

Аналогічно будуються інтерлінаційні сплайни на інших прямокутних 
елементах. У результаті отримаємо розривний інтерлінаційний сплайн 

2 2
11

2 2
12

2 2
21

2 2
22

, ( , ) ;

, ( , ) ;
( , )

, ( , ) ;

, ( , ) .

x y x y
x y x y

S x y
x y x y
x y x y

  


  
  
  

 

Як бачимо, він повністю збігається з наближуваною функцією, тобто 
. 

Можемо зробити висновок, що інтерлінаційний розривний сплайн точно 
відновлює задану розривну функцію на заданій прямокутній сітці вузлів на 
відміну від розривного апроксимаційного сплайну. 
 

5.2. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами з використанням прямокутної триангуляції 
області визначення 

 
Нехай задано розривно функцію двох змінних  в області 

. Будемо вважати, що область  розбивається прямими 

,  на прямокутні елементи, а 

кожний прямокутник розбивається діагоналлю на два прямокутні трикутники. 
Трикутники не вкладаються один в одний, а сторони трикутників не 
перетинаються. Функція  має розриви першого роду на границях між 

цими прямокутними трикутниками (не обов’язково між усіма). Побудуємо 
оператор розривної кусково-поліноміальної інтерлінації такий, що в кожному 
трикутнику він є оператором поліноміальної інтерлінації функції . 

Розглянемо трикутний елемент  (рис.5.4), утворений 

прямими  
1 ( , ) 0, 2 ( , ) 0, 3 ( , ) 0i j ijx y x y x y      , 

11 11 11 11( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 12 ( , )S x y S x y S x y S x y   

max ( , ) ( , ) 0f x y S x y 

( , )f x y

[0,1] [0,1]D   D

0 1 20 ... 1mx x x x      0 1 20 ... 1ny y y y     

( , )f x y

( , )f x y

, 1, , 1,ij i n j m  
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Рис.5.4. Зображення трикутного елемента  

Вважаємо заданими:  
1. Сліди функції  на прямій  (справа та зліва від прямої 

відповідно): 

0 0
( ) lim ( , ) ( 0, ), ( ) lim ( , ) ( 0, )

i i
i i i ix x x x

p y f x y f x y m y f x y f x y
   
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mp m y f x y f x y
 
 
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2. Сліди функції  на прямій  (над та під прямою відповідно): 

0 0
( ) lim ( , ) ( , 0), ( ) lim ( , ) ( , 0),

j j
j j j jy y y y

p x f x y f x y m x f x y f x y
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i
j

ij j i i jx x
y y

pp p x f x y f x y
 
 

        

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0)
i
j

ij j i i jx x
y y

pm m x f x y f x y
 
 

       . 

3. Сліди функції  на прямій  ( під та над 

прямою відповідно): 

ij

( , )f x y ix x

( , )f x y jy y

( , )f x y 1
1

1

( )( )j j i
j

i i

y y x x
y y

x x





 
 


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1
1
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( ) , 0 ,j j i
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i i

y y x x
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




  
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 1( ) 0, 0 ,ij ij i i jpm m x f x y        

 1( ) 0, 0ij ij i i jpp p x f x y        

або 

1
1

1

( )( )
( ) 0, ,j i i

ij i
j j

y y x x
m y f x y

y y




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1
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( ) 0, ,j i i
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y y x x
p y f x y
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




  
      

 

 1( ) 0, 0 ,ij ij j i jpm m y f x y        1( ) 0, 0ij ij j i jmp p y f x y      . 

Теорема 5.6. Якщо сліди функції  задовольняють умови 

     1 1 1( ) ( ), ( ) ,j i i j ij i i j ij i j ip x p y m x p y m x p x           , 

то оператор 

 
12

3 ( , )
( , ) ( ) ( ) ( )

3 ( )
ij

j i i j
ij

x y
Of x y p x p y p y

A


    


 

1 1

13 1

2 ( ) ( )( )
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j i j j
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y x x y y
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A x x
 


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1 1
1 1

23 1 1

( )( ) ( )( )1 ( ) ( )
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j i i j i ii
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i j j j j

y y x x y y x xx m x p x p x
A y y y y

 
 

 

       
                    

 

інтерлінує  на 
.
 

Доведення. Перевіримо виконання інтерлінаційної умови на границі 
трикутного елемента, що лежить на прямій : 

 
12

3 ( , )
( , ) ( ) ( ) ( )

3 ( )i i

i

ij
j i i jx x x x

ij x x

x y
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


     
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j i j j
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( , )f x y

( , )f x y : ( , ) ( , )
i i

i Of x y f x y
 

 

ix x
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1
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i

j
j j i i i jx x

j i
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y y

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1
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


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. 

Таким чином, ми довели, що ( , ) ( )
i

ix x
O f x y p y


  . Аналогічно 
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  1

1

( ) ( ) ( ) ( )
j

i
j j i j i jy y

i i

x xp x p x p y p y
x x







      
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  1 1
1

( ) ( )i
ij i j i j

i i

x x m x p x p x
x x  



    

  

1

1 1

( ) ( ) ( )i i
j j j

i i i i

x x x xp x p x p x
x x x x



 

 
     

 
. 

Таким чином, ми довели, що ( , ) ( )
j

jy yOf x y p x


 .  

Перевіримо виконання останньої інтерлінаційної властивості: 
 

  1 1
1 1 1

1
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3 ( , )
( ) ( ) ( )
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ji j j i ij
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x x y yj i i j y yx x y yij x xy y

x x

x y
p x p y p y
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        1

1 1 1

( ) .i i i
ij j j ij ij

i i i i i i

x x x x x xm x p x p x m x m x
x x x x x x



  

   
            

 

Тобто , де  – сторони трикутника. 

Теорему 5.6 доведено. 
Теорема 5.7. Якщо  є неперервною разом із своїми частинними 

похідними до другого порядку включно всередині трикутного елемента , то 

для залишку  справедлива рівність: 

1 1

1

(1,1) (1,1)

( )( )12 13

3 ( , ) 2 ( )
( , ) ( , ) ( , )

3 ( ) 2 ( )
i j ji j i
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

 
  
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1
1

1

(1,1)

( )( )23
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1 ( ) ( , ) , ( , ) .
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j i i j
i
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y y x xi yx

y y

x f u v dudv x y
A






 





 
     (5.6) 

Доведення. Обчислимо кожний з трьох інтегралів. У результаті отримаємо 

 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )i j i j i j i jf x y f x y f x y f x y f x y p y p x p y          ; 
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ij i j j i
j j j j

y y x x y y x x
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 

 
 
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Після підстановки результатів інтегрування у вираз для похибки 
отримаємо тотожність . 

Теорему 5.7 доведено. 
У випадку, коли область триангульована, залишок інтерлінації в кожному з 

трикутників не дорівнює добуткові залишків одновимірної інтерполяції на 
відміну від випадка розбиття області на прямокутні елементи. Тому для оцінки 
залишку корисною буде лема. 

Лема [20, c. 202]. Нехай , , , 1, , ( 0),n n
i i jx R R i M mes          

( , ), , 1, ,
( , ) 0, \ .

i i

i
i

K x i M
K x

       


1

1 11 , , 1, ( ), ( , ) ( )
i

p
p

p i qp q g L K x d L
p p






 
              

 . 

Якщо 
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то отримаємо нерівність  

1
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p q
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 
 

 
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 
 
  . 

Оцінимо похибку, загальний вигляд якої був отриманий у теоремі 5.7.  
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Теорема 5.8. Нехай , . Тоді справедлива оцінка 

похибки: 

  (1,1) 1
( )

1 1

( , ) ( , ) , ( , ) ,
ij
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i j ijL

i i j j
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 (5.7) 
де  – істотна верхня грань функції  

на , тобто найменше з чисел , для яких нерівність  

виконується на множині міри нуль. 
Доведення. Запишемо похибку (5.6) у наступному вигляді: 

,       
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1,1( , ) ( )ijf x y L  ( , ) ijx y 

( ) lim ( ) sup ( , )ij p ijp
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

 

  
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  1
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y yx xx x y y
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

 

 
       

 

Таким чином, застосувавши лему, одержимо 

(1,1) 1
( )

1 1

( , ) ( , ) ( )( ) ,
ij

ji
i jL

i i j j

y yx xRf x y f x y x x y y
x x y y




 

 
       

 

. 

Теорему 5.8 доведено. 
Теорема 5.9. Якщо виконуються умови теорем 5.7 та 5.8, то функція 

 перетворює нерівність (5.7) у 

рівність. 

Доведення. Знайдемо : 

 

 

. 

Згідно з означенням простору , маємо  

, . 

Після підстановки одержаного результату у формулу (5.7) отримаємо 
рівність в цій формулі. 

Теорему 5.9 доведено. 
Приклад 5.3. Нехай  – область визначення 

( , ).f x y  Функція неперервно-диференційовна всередині заданого трикутника 

. Тоді за теоремою 5.6 оператор поліноміальної інтерлінації буде мати вигляд 
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    ( , ) (1 ) ( ) ( ) (0) ( ) 1 ( )Of x y x y p x p y p y m x p x p y             

    1 1 ( ) .x m y p y p x       

Для залишку  за теоремою 5.7 справедлива рівність 

. 

А оцінка похибки за теоремою 5.8 має вигляд 
. 

Величина  завжди додатня, тому можемо оцінити цю 

величину зверху, знайшовши найбільше значення функції : 

2

2

0 (1 ) 0 2 0,
(1 ) 0 2 0.0

f
y x y xy y xy yx

f x x y xy x xy x
y

                     


 

Розв’язавши цю систему, отримаємо чотири стаціонарні точки: 

. Після підстановки точок у функцію 

 знаходимо найбільше значення цієї функції, яке дорівнює 

, у точці . Тому . 

Приклад 5.4. Нехай функція  визначена в області 

, представленій на рис. 5.5: 

 

 
Рис 5.5. Область визначення наближуваної функції  
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Нехай функція  має розриви першого роду на лініях триангуляції та 

наступні сліди на цих лініях: 
( ) ( 0, ) , ( ) ( 0, ) ,p y f y y m y f y y          

( ) ( , 0) 2 , ( ) ( , 0) ,p x f x x m x f x x         

1 2( ) ( ,1 0) 1 , ( ) ( ,1 0) 1 ,m x f x x x m x f x x x              

3 4( ) ( , 1 0) 1 2 , ( ) ( , 1 0) 1 2m x f x x x m x f x x x               . 

Ці сліди задовольняють умови теореми 5.6 у кожному з чотирьох трикутників. 
Розривний сплайн-інтерлінант будемо будувати у вигляді 

1 1

2 2

3 3

4 4

( , ), ( , ) ;
( , ), ( , ) ;

( , )
( , ), ( , ) ;
( , ), ( , ) ;

O f x y x y
O f x y x y

S x y
O f x y x y
O f x y x y


   
 

,    (5.8) 

    1 1( , ) (1 ) ( ) ( ) (0) ( ) 1 ( )O f x y x y p x p y p y m x p x p y             

    1 1 1 ( ) ,x m y p y p x       

    2 2( , ) (1 ) ( ) ( ) (0) ( ) 1 ( )O f x y x y p x m y m y m x m x m y             

    2 1 1 ( ) ,x m y p y p x         

    3 3( , ) (1 ) ( ) ( ) (0) ( ) 1 ( )O f x y x y m x m y m y m x m x m y              

    3 1 1 ( ) ,x m y m y m x         

    4 4( , ) (1 ) ( ) ( ) (0) ( ) 1 ( )O f x y x y m x p y p y m x p x p y              

    4 1 1 ( ) .x m y m y m x       
Підставимо у визначений розривний сплайн значення слідів функції 

 на відповідних лініях. У результаті отримаємо:  
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1

2

3

4

2 , ( , ) ,
2 , ( , ) ,

, ( , ) ,
, ( , ) .

x y x y
x y x y

x y x y
x y x y

 
     
  

 

Як бачимо, функція  на границі між елементами  і  буде мати 

наступні сліди: 

    1 1( 0, ) (1 ) (0) ( ) (0) (0) 1 ( ) , ( , )S y y p p y p y m p p y x y            ; 

    2 2( 0, ) (1 ) (0) ( ) (0) (0) 1 ( ) , ( , )S y y p m y m y m m m y x y           . 

Тобто, якщо (0) (0)p m   , (1) (1)p m   , то функція  буде розривною 

на лінії . 
 

5.3. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами з використанням трапецієподібних елементів 

Нехай задано розривну функцію двох змінних  в області 2[0;1]D  . 

Будемо вважати, що область  розбивається прямими 
,  на прямокутні елементи, а 

кожний прямокутник розбивається похилою лінією на прямокутну трапецію та 
прямокутний трикутник. Трапеції та трикутники не вкладаються один в одний, 
а їх сторони не перетинаються. Функція  має розриви першого роду на 

границях між цими трапеціями та трикутниками (не обов’язково між усіма).  
Побудуємо оператор розривної кусково-поліноміальної інтерлінації такий, 

що в кожній трапеції він є оператором поліноміальної інтерлінації функції 
. 

Якщо  – вузол, в якому знаходиться прямий кут прямокутника, то 

може зустрітися чотири типи трапецій, аналітичний та графічний вигляд яких 
наведено в п. 3.3 (див. рис.3.4). Вважаємо, що на кожній із сторін заданих 
трапецій функція  може мати (а може і не мати) розриви першого роду. 

Розглянемо трапецію типу . 

Вважаємо заданими:  
1. Сліди функції  на прямій  (справа та зліва від прямої 

відповідно): 

( , )S x y 1 4

( , )f x y

0x 
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D
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( , )f x y

( , )i jx y
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 (1) (1)
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( , )f x y ix x
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0 0
( ) lim ( , ) ( 0, ), ( ) lim ( , ) ( 0, )

i i
i i i ix x x x

p y f x y f x y m y f x y f x y
   

        ; 

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij i j i jx x
y y

pp p y f x y f x y
 
 

        

(1) (1)
1 1 1( ( )) ( 0, ( ) 0)ij i j i i j ipm p g x f x g x        . 

2. Сліди функції  на прямій  (справа та зліва від прямої 

відповідно): 

1
1 10
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i
i ix x

p y f x y f x y
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  
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3. Сліди функції  на прямій  (над та під прямою відповідно): 

0
( ) lim ( , ) ( , 0),

j
j jy y
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( ) lim ( , ) ( , 0),

j
j jy y

m x f x y f x y
 

     

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij j i i jx x
y y

pp p x f x y f x y
 
 

        

1
1, 1 10

0

( ) lim ( , ) ( 0, 0)
i
j

i j j i i jx x
y y

mp m x f x y f x y


   
 

       . 

4. Сліди функції  на прямій  (під та над прямою 

відповідно): 

 (1)
1 1( ) , ( ) 0 ,j jm x f x g x     (1)

1 1( ) , ( ) 0j jp x f x g x    , 

 (1)
, 1 1 1( ) 0, ( ) 0 ,i j j i i j ipm m x f x g x        

 (1)
1, 1 1 1 1 1 1( ) 0, ( ) 0 .i j j i i j imm m x f x g x             

Визначення 5.2. Будемо називати розривним інтерлінаційним 

поліноміальним сплайном в трапецієподібному елементі  наступну 

функцію: 

( , )f x y 1ix x 

( , )f x y jy y

( , )f x y (1)
1( )jy g x

(1)
ij
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,    (5.9) 

1
1 1

1 1

( , ) ( ) ( )i i
i i

i i i i

x x x xL f x y p y m y
x x x x




 

 
   

 
; 

(1)
1

2 1(1) (1)
1 1

( )
( , ) ( ) ( )

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y y y g x
L f x y m x p x

g x y y g x



 

 
   

 
. 

Теорема 5.10. Якщо сліди функції  задовольняють співвідношення 

1 1( ) ( ), ( ) ( ),j i i j j i i jp x p y p x m y        

(1) (1)
1 1 1 1 1 1 1( ( )) ( ), ( ( )) ( ),i j i j i i j i j ip g x m x m g x m x           

то оператор (5.9) інтерлінує  на , тобто 

1 1

(1)
1 1

( , ) ( ),
( , ) ( ),
( , ) ( ),

( , ( )) ( ).

i i

i i

j j

j j

Lf x y p x
Lf x y p x
Lf x y p x

Lf x g x m x

 

 

 

 

 

 

    (5.10) 

Доведення. Щоб перевірити виконання цих умов, знайдемо 

1
2 1 2 1

1 1

( , ) ( ) ( )i i
i i

i i i i

x x x xL L f x y L p y m y
x x x x




 
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       

 
1

, 1 1, 1(1)
1 1 1( )

j i i
i j i j

j j i i i i

y y x x x xpm mm
g x y x x x x


  

  

   
        

  (5.11) 
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1 1 1
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.
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j i i

i j i j
j j i i i i

y g x x x x xpp mp
y g x x x x x
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

  

   
       

 

Оскільки з умови теореми маємо, що (1)
1 1( ) ( ), ( ( )) ( )i j j i i j i j ip y p x p g x m x     , 

то 

1
2 1 2 1
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x x x xL L f x y L p y m y
x x x x




 
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y y y g xx x m x p x
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     
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1 1 1 1 1
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( ) ( ) .

( ) ( )
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j i j i
i i j i j j j i

y y y g xx x m x p x
x x g x y y g x

 
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  
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Перевіримо виконання умов (5.10): 

 1 2 2 1( , ) ( , )Lf x y L L L L f x y  

( , )f x y

( , )f x y (1) (1)
(1) : ( , ) ( , )

ij ijij Lf x y f x y
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1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i iLf x y L f x y L f x y L L f x y     
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
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Оскільки з умови теореми маємо, що 1 1( ) ( ),i j j im y p x     
(1)

1 1 1 1 1( ( )) ( )i j i j im g x m x      , то 

1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )j j j jLf x y L f x y L f x y L L f x y   

 

1
1

1 1

( ) ( ) ( )i i
i j i j j

i i i i

x x x xp y m y p x
x x x x




 

 
     

 
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1
1 1

( ) ( ) ( );i i
i j i j j

i i i i

x x x xp y m y p x
x x x x




 

  
        

 

(1) (1) (1) (1)
1 1 1 2 1 2 1 1( , ( )) ( , ( )) ( , ( )) ( , ( ))j j j jLf x g x L f x g x L f x g x L L f x g x      

 

(1) (1)1
1 1 1 1

1 1

( ( )) ( ( )) ( )i i
i j i j j

i i i i

x x x xp g x m g x m x
x x x x


   

 

 
     

 

 
(1) (1)1

1 1 1 1
1 1

( ( )) ( ( )) ( ).i i
i j i j j

i i i i

x x x xp g x m g x m x
x x x x


   

 

  
          

Таким чином, перевірено виконання інтерлінаційних властивостей (5.10) 
оператора (5.9). 

Теорему 5.10 доведено. 
Зауваження 5.4. Перестановність операторів відсутня, тобто . 

Для знаходження загального вигляду залишкового члена та його оцінки 
скористаємося результатами досліджень, викладеними в праці [26], в якій 

1 2 2 1L L L L
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наведено залишковий член для наближення неперервної функції трьох змінних 
оператором інтерфлетації на паралелепіпеді з криволінійною гранню. 

Теорема 5.11. Нехай виконуються умови теореми 5.9, тоді для 
залишкового члена  виконується рівність 

1 12 2
( , )

1, 2,
1 1 ( )

( ) ( )( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,
( 1)!( 1)!

k m

yx p q
p q k

k m
k m x y x

x yRf x y P x P x y f d d
p q

 

 

  
    

       (5.12) 

, а поліноми  мають вигляд 

, 

. 

Доведення. Спочатку зауважимо, що оскільки одна із сторін трапеції  

задана функцією від змінної , то згідно з зауваженням 5.4 .  

Використаємо рівність ,де  – деякі 

дійсні числа. Підставимо замість 1 тотожній оператор , а замість чисел ,  

– оператори  відповідно: 

, 

тобто отримали оператор . 

Тоді для залишку  запишемо рівність 

.  (5.13) 

Для доведення формули (5.12) скористаємося тим фактом, що залишкові 
члени формули Лагранжа в інтегральній формі по кожній із змінних  мають 

вигляд 
1

1
1
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x p p
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p
i i x

x x f y xI L f x y d
x x p
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
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(1)
1

(1) 1
1

(1)
1 ( )

( ( ) )( , ) .
( ) ( 1)!
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j j g x

y y g xf x d
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



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    

Підставимо ці рівності у формулу (5.13): 
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1 1
1 1
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( , ) ( ) ( , ) ( )
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i i
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Після розкриття скобок отримаємо рівність (5.12). 
Теорему 5.11 доведено. 
Оцінимо похибку наближення розривної функції  побудованим 

розривним інтерлінантом , визначеним формулою (5.9) в 

трапецієподібному елементі . 

Теорема 5.12. Нехай , тоді для 

залишкового члена  має місце оцінка 
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Доведення. Згідно з теоремою 5.11 формулу для залишкового члена можна 
записати у вигляді 
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(1)
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Застосовуючи для цього інтеграла нерівність Гьольдера, одержуємо 

 
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1 11, 1, 1     
 

. 

Тому для похибки наближення отримаємо нерівність (5.14). 
Теорему 5.12 доведено. 
Зауваження 5.5. Якщо односторонні сліди функції на відповідних лініях, 

що утворюють границі трапецієподібних елементів, збігаються, то розривна 
функція перетворюється в неперервну.  

Приклад 5.5. Нехай задано функцію на одиничному квадраті [0;1] [0;1] , 
область визначення якої зображено на рис. 5.6:

 

    
       а       б 

Рис. 5.6. Зображення  області визначення функції  (а)  

та функції  (б) 
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1,5 4 , { 0,5 1; 0,4 0,5}.

x y x Tр x y x
x y x Tр x y x

f x y
x y x Tр x x y
x y x Tр x x y

        
                  
          

Нехай задано лінії: 

( , )f x y

( , )f x y
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1 2 3

(1) (2) ( )
3 3 2

(3) (4)
1 1

0, 0,5, 1,
2 2 3( ) 1, ( ) , 0,5, 1,4,
5 5 5

2 2 2( ) , ( ) .
5 5 5

k

x x x x x x

y g x x y g x x y g k

y g x x y g x x

     

         

    

  (5.15) 

Тобто на деяких лініях функція  має розиви першого роду, а на деяких 

лініях функція неперервна. Вони розбивають область визначення функції 
 на вісім трапецієподібних елементів (один з кутів обов’язково є 

прямим). Побудуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданій сітці за 
формулою, яка згідно з формулою (3.4) для даного прикладу набуває вигляду 

 

 

Після знаходження коефіцієнтів матриці  методом найменших квадратів 
за формулою (3.6) отримаємо сплайн, наведений на рис. 5.7, а.  

Максимальне відхилення наближуваної функції  від побудованого 

сплайна : max ( , ) ( , ) 0,08apf x y S x y  . 

Тепер побудуємо інтерлінаційний розривний сплайн за формулою (5.9). Як 
експериментальні дані використовуємо сліди функції на заданій системі ліній 
(5.15): 

2 3

1

1 2 30 0

2 30,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 1,

3( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 1,
5

x x x x

y x g x

Tp p y f x y y m y f x y y

p x f x y x m x f x y x

   

   

       

       
 

1 2

2

2 1 20 0

2 30,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) , ( ) lim ( , ) 0,5,

7 3( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) ,
5 5

x x x x

y x g x

Tp p y f x y y m y f x y y

p x f x y x m x f x y x

   

   

      

       
 

1 2

3

2 2
3 1 20 0

2
2 0,5 0

2 2
1 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 1,5 , ( ) lim ( , ) 2,5 ,

( ) lim ( , ) 4 1,25,

( ) lim ( , ) 4 (0,4 0,4) 1,5,

x x x x

y

x g x

Tp p y f x y y m y f x y y

m x f x y x

p x f x y x x

   

 

 

       

   

     

 

( , )f x y

( , )f x y

1 1(1) (1)1
1 2

1 1 1 1

( ) ( )
( , )

( ) ( )
j ji i

ap
i i j j i i j j

y g x y g xx x x xS x y C C
x x y g x x x y g x

 

   

  
  

   

(1) (1)1
3 4

1 1 1 1

, 1,3.
( ) ( )

j ji i

i i j j i i j j

y y y yx x x xC C i
x x g x y x x g x y



   

  
  

   

C

( , )f x y

( , )apS x y
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2 3

4

2 2
4 2 30 0

2 2
2 10,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 2,5 , ( ) lim ( , ) 5,5 ,

( ) lim ( , ) 4 1,25, ( ) lim ( , ) 3,84 1,5.
x x x x

y x g x

Tp p y f x y y m y f x y y

m x f x y x p x f x y x
   

   

       

       
 

Для елемента за формулою (5.9) маємо 

3 2
1 2 3

2 3 3 2

1 0,5( , ) ( ) ( ) ( 0,5) ( 1)
0,5 0,5

x x x x x xL f x y p y m y y y
x x x x
   

        
    

( 1)( 2 1) (2 1)( 1) ;x y x y x y        
 

(1)
2 3

2 3 2(1) (1)
3 2 2 3

( )( , ) ( ) ( )
( ) ( )

y y y g xL f x y m x p x
g x y y g x

 
    

 
 

0,5 0,4 1(0,6 1) ( 0,5)
0,4 1 0,5 0,5 0,4 1

y y xx x
x x
  

    
    

 
( 0,5)(0,6 1) ( 0,4 1)( 0,5) ;

0,4 0,5
y x y x x x y

x
     

  
 

 

(1) (1)2 3 2
2 1 2 3 3 3(1)

3 2 2 3 3 2

( , ) ( ( )) ( ( ))
( )

y y x x x xL L f x y p g x m g x
g x y x x x x

   
        

 

(1)
3 3 2

2 2 3 2(1)
2 3 2 3 3 2

( ) ( ) ( )
( )

y g x x x x xp y m y
y g x x x x x

   
          

0,5 1 2 0,5 2( 1 0,5) ( 1 1)
0,4 1 0,5 0,5 5 0,5 5

y x xx x
x
                

 

0,4 1 1 0,5 1,5
0,5 0., 1 0,5 0,5
y x x x

x
             

 0,5 2( 1)( 0,4 1,5) (2 1)(0,4 2)
0,4 0,5
y x x x x

x


        
   

 0,4 1 2( 1) 3 1,5 ;
0,4 0,5
y x x x x y

x
 

      
  

1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .Lf x y L f x y L f x y L L f x y x y x y x y x y          
 Тобто інтерлінаційний сплайн на елементі  повністю збігається із 

заданою функцією на цьому елементі. Тепер побудуємо інтерлінаційний сплайн 
на елементі : 

1( 2, 2)Tр i j 

1Tр

4( 2, 1)Tр i j 



162 
 

2 23 2
1 2 3

2 3 3 2

1 0,5( , ) ( ) ( ) (2,5 ) (5,5 )
0,5 0,5

x x x x x xL f x y p y m y y y
x x x x
   

        
    
2 2 2 2 2( 1)( 5 2 ) (2 1)(5,5 ) 5 5 2 11 5,5 6 0,5;x y x y x y x y y x                   

(4)
2 1

2 1 2(4) (4)
1 2 2 1

( )( , ) ( ) ( )
( ) ( )

y y y g xL f x y p x m x
g x y y g x

 
    

   

2 2 20,5 0,4(3,84 1,5) (4 1,25) 0,2 0,5 4 0,4 1,5;
0,4 0,5 0,5 0,4

y y xx x x y x xy
x x
 

        
 

 

(4) (4)2 3 2
2 1 2 1 3 1(4)

1 2 2 3 3 2

( , ) ( ( )) ( ( ))
( )

y y x x x xL L f x y p g x m g x
g x y x x x x

   
        

 

(4)
1 3 2

2 2 3 2(4)
2 1 2 3 3 2

( ) ( ) ( )
( )

y g x x x x xp y m y
y g x x x x x

   
          

2 20,5 1 0,5(2,5 (0,4 ) ) (5,5 (0,4 ) )
0,4 0,5 0,5 0,5

y x xx x
x
            

0,4 1 0,5(2,5 0,25) (5,5 0,25)
0,5 0,4 0,5 0,5
y x x x

x
            

 2 20,5 ( 5 0,32 )( 1) (11 0,32 )( 0,5)
0,4 0,5

y x x x x
x


       
  

 0,4 4,5( 1) 10,5( 0,5) 6,2 0,5 0,4 0,5;
0,5 0,4
y x x x x y xy

x


        
  

1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Lf x y L f x y L f x y L L f x y   
 2 26 0,5 0,2 0,5 4 0,4 1,5 6,2 0,5 0,4 0,5y x x y x xy x y xy             

 2 24 1,5.y x     

Аналогічно будуються інтерлінаційні сплайни на елементах  і . 

У результаті отримали розривний інтерлінаційний сплайн (рис.5.7, б), який 
повністю збігається із заданою розривною функцією, тобто максимальне 
відхилення наближуваної функції  від побудованого сплайна : 

. 

2Tр 3Tр

( , )f x y ( , )S x y

max ( , ) ( , ) 0f x y S x y 
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      а       б 
Рис. 5.7. Зображення розривних слайдів: а –  апроксимаційного, 

 б – інтерлінаційного сплайнів 
 

Отже, розривний інтерлінаційний сплайн точно відновив задану розривну 
функцію. 

Приклад 5.6. Розглянемо функцію , представлену на рис. 3.10: 
2

2 2 2

2

2

, 0,5 1; 0,5 ( 1) 0,7;
1,5 4 , 0 0,5; 0,5 ( 0,5) 0,95;

( , )
0,5, 0 0,5; ( 0,5) 0,05 0,5;
1 , 0,5 1, ( 1) 0,3 0,5.

x y x y x
x y x y x

f x y
x x y

x x x y

       


         
     

        

. 

Для цієї функції вже був побудований розривний інтерполяційний та 
апроксимаційний сплайни (приклад 3.5) за відомими її значеннями у вузлах 
заданих прямокутних елементів, і було знайдено максимальне відхилення 
побудованого сплайну від заданої функції, яке дорівнює 0,03 для 
інтерполяційного розривного сплайну і 0,08 – для апроксимаційного 
розривного сплайну. 

Тепер побудуємо на заданій сітці розривний інтерлінаційний сплайн 
 за формулою (5.9). Нехай задана система ліній: 

1 2 30, 0,5, 1x x x x x x      ,  (1) 2
3 ( ) ( 1) 0,7,y g x x     

(2) 2 ( )
3 2( ) ( 0,5) 0,95, ( ) 0,5, 1,4,ky g x x y g x k         

(3) 2 (4) 2
1 1( ) ( 0,5) 0,05, ( ) ( 1) 0,3.y g x x y g x x          

Як експериментальні дані відомими вважаються сліди функції  на 

заданій системі ліній: 

2 3

1

1 2 30 0

2
2 30,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 1,

( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 1,7,
x x x x

y x g x

Tp p y f x y y m y f x y y

p x f x y x m x f x y x x
   

   

       

         
 

( , )f x y

( , )L x y

( , )f x y
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1

2

2

2
2 1 0

2
2 0

2
2 0,5 0

3 ( ) 0

2 3 4

: ( ) lim ( , ) 1,5 ,

( ) lim ( , ) 0,5 ,

( ) lim ( , ) 1,25 4 ,

( ) lim 1,4 3,6 2 1,01( , ) ,

x x

x x

y

x g x

Tp p y f x y y

m y f x y y

x x

p x f x y x

xy xm x f x

 

 

 

 

   

   

    

   

  

 

1 2

3

3 1 20 0

2 10,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 0,25,

( ) lim ( , ) 0,5, ( ) lim ( , ) 0,5,
x x x x

y x g x

Tp p y f x y m y f x y

m x f x y p x f x y
   

   

     

     
 

2 3

4

4 2 30 0

2 10,5 0 ( ) 0

: ( ) lim ( , ) 1, ( ) lim ( , ) 0,5,

( ) lim ( , ) 1,5 , ( ) lim ( , ) 1,5 .
x x x x

y x g x

Tp p y f x y m y f x y

m x f x y x p x f x y x
   

   

     

       
 

Для елемента за формулою (5.9) маємо 

2 22 1
1 1 2

1 2 2 1

0,5 0( , ) ( ) ( ) (1,5 ) (0,5 )
0,5 0,5

x x x x x xL f x y p y m y y y
x x x x
   

         
    

 21,5 2 ;x y  
 (2) (2)
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( ) ( ) ( ) ( )

y g x y g xL f x y p x m x
g x g x g x g x

 
    

   

    2

2

2 3 4
2

2

0 1,,5( 0,5) 4 3,0,95 1,25 4
0,5 ( 0,5) 0,95 ( 0,

6 2 1,01
5) 0,95 0,5

yy x x
x x

x x x x  
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

    

       
2 20,5 1,2 4,5 1,0 1,85;x y x y x xy     

 
(2)

2 23 2 1
2 1 1 3 2 3(2) (2)

2 3 1 2 2 1

( )( , ) ( ( )) ( ( ))
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y g x x x x xL L f x y p g x m g x
g x g x x x x x

   
          

(2)
(2) 22 2 1

1 2 2 2(2) (2)
3 2 1 2 2 1

( ) ( ( )) ( ( ))
( ) ( )

y g x x x x xp g x m g x
g x g x x x x x

   
        

 

    2 22 2 2
2

( 0,5) 0,95 0,5 1,5 (( 1) 0,7) ( 1) 0,7 2,5
0,5 ( 0,5) 0,95 0,5 0,5
y x x xx x

x
    

                

2
0,5 0,5 1,25 0,25

( 0,5) 0,95 0,5 0,5 0,5
y x x

x
            

 

2 21,2 1,5 0,5 1,85;x y y x x xy     
 

1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Lf x y L f x y L f x y L L f x y   
 

4Tр
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2 22 21,5 2 0,5 1,2 4,5 1,0 1,2 1,1, 5 58 y y xx y x y x y x xy x          
 2 2 20,5 1,85 4 1,5.x xy x y      

 Аналогічно будуються інтерлінаційні сплайни на інших трапецієподібних 
елементах. 

Можна побачити, що аналітично цей сплайн повністю збігається із 
заданою функцією , тобто  і максимальне відхилення 

побудованого сплайну від заданої функції дорівнює нулю. 
Можемо зробити висновок, що інтерлінаційний розривний сплайн точно 

відновлює задану розривну функцію на заданій сітці вузлів. 
 
 

5.4. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами з використанням трикутних елементів з 
однією криволінійною стороною 

Нехай задано розривну функцію двох змінних  в області . 

Будемо вважати, що область  розбивається прямими 
,  на прямокутні елементи, а 

кожний прямокутник розбивається два прямокутні трикутники з криволінійною 
гіпотенузою. Трикутники не вкладаються один в одний, а сторони трикутників 
не перетинаються. Функція  має розриви першого роду на границях між 

цими прямокутними трикутниками (не обов’язково між усіма). Побудуємо 
оператор розривної кусково-поліноміальної інтерлінації такий, що в кожному 
трикутнику він є оператором поліноміальної інтерлінації функції . 

 Розглянемо трикутний елемент  (рис.5.8), в якому 

катети  задаються рівняннями: , а гіпотенуза  є 

криволінійною і може задаватися рівнянням , тобто 

 або . Причому виконуються наступні 

співвідношення: . 

Нехай на цьому трикутнику задано функцію , яка на лініях заданого 

трикутного елемента може мати розриви першого роду. 
 

( , )f x y ( , ) ( , )L x y f x y

( , )f x y D

D

0 1 20 ... 1mx x x x      0 1 20 ... 1ny y y y     

( , )f x y

( , )f x y

, 1, , 1,ij i n j m  

: , :i jAB x x AC y y  BC

( ) ( ) 1h x g y 
1(1 ( ))y g h x  1(1 ( ))x h g y 

( ) 0, ( ) 0j ig y h x 

( , )f x y
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Рис.5.8. Один з можливих трикутних елементів з криволінійною гіпотенузою 

та з прямим кутом у вузлі  

Вважаємо заданими:  
1. Сліди функції  на прямій  (справа та зліва від прямої 

відповідно): 

0
( ) lim ( , ) ( 0, ),

i
i ix x

p y f x y f x y
 

     

0
( ) lim ( , ) ( 0, )

i
i ix x

m y f x y f x y
 

    ; 

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij i j i jx x
y y

pp p y f x y f x y
 
 

        

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0)
i
j

ij i j i jx x
y y

mp m y f x y f x y
 
 

       . 

2. Сліди функції  на прямій  (над та під прямою відповідно): 

0
( ) lim ( , ) ( , 0),

j
j jy y

p x f x y f x y
 

     

0
( ) lim ( , ) ( , 0),

j
j jy y

m x f x y f x y
 

     

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0),
i
j

ij j i i jx x
y y

pp p x f x y f x y
 
 

        

0
0

( ) lim ( , ) ( 0, 0)
i
j

ij j i i jx x
y y

pm m x f x y f x y
 
 

       . 

3. Сліди функції  на криволінійній гіпотенузі (під та над прямою 

відповідно): 

   1 1( ) , (1 ( )) 0 , ( ) , (1 ( )) 0ij ijm x f x g h x p x f x g h x         ; 

 1( ) 0, (1 ( )) 0 ,ij ij i i ipm m x f x g h x        

 1( ) 0, (1 ( )) 0ij ij i i ipp p x f x g h x        

ix

jy

x

y

A

B

C

i
x

x


jy y

( )
( ) 1

h x
g y




( , )i jx y

( , )f x y ix x

( , )f x y jy y

( , )f x y
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або 

   1 1( ) (1 ( )) 0, , ( ) (1 ( )) 0,ij ijm y f h g y y p y f h g y y         ; 

 1( ) (1 ( )) 0, 0 ,ij ij j j jpm m y f h g y y        

 1( ) (1 ( )) 0, 0ij ij j j jmp p y f h g y y       . 

Введемо позначення: 

   1 1( ) 0, (1 ( )) 0 , ( ) 0, (1 ( )) 0i i i im x f x g h x p x f x g h x            

або 

   1 1( ) (1 ( )) 0, 0 , ( ) (1 ( )) 0, 0j j j jp y f h g y y m y f h g y y           . 

Легко перевірити, що виконуються наступні співвідношення: 

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ).
i i ij i i i ij j

j j ij j j j ij j

m x m x p x p y

p y m y m y p y

     

     
   (5.16) 

Для побудови оператора інтерлінації скористаємося результатами досліджень, 
викладених у праці О.М. Литвина [43]. 

Теорема 5.13. Якщо сліди функції  задовольняють умови 

 1( ) ( ), ( ) (1 ( )) ,j i i j ij i i ip x p y m x p g h x        

   1 1(1 ( )) (1 ( ))ij j j jm h g y p h g y      , 

то оператор 
,   (5.17) 

1 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )ij ijL f x y h x m y g y m x    , 

2 ( , ) ( ) ( ) ( )j i i jL f x y p x p y p y      , 

 1 2 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i jL L f x y h x p y p y p y       

 ( ) ( ) ( ) ( )ij i i jg y m x m x p x      
інтерлінує функцію  на трьох сторонах трикутника , 

тобто 
( , ) ( )

j jy y
L f x y p x


  , ( , ) ( ),

i ix x
Lf x y p y


    (5.18) 

( , ) ( , )Lf x y f x y , якщо ( ) ( ) 1h x g y  .   (5.19) 

Доведення. Запишемо формулу (5.1) у вигляді  

( , )f x y

1 2 12( , ) ( , ) ( , ) ( , )Lf x y L f x y L x y L x y  

( , )f x y , 1, , 1,ij i n j m  
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( , ) (1 ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))j i i jLf x y h x g y p x p y p y         

( )( ( ) ( ) ( ))ij j jh x m y p y p x      ( ) ( ) ( ) ( )ij i ig y m x m x p y    . (5.20) 

Візьмемо у формулі (5.20) , в результаті отримаємо 

( , ) (1 ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))
j j j i j i jy y

Lf x y h x g y p x p y p y


         

( )( ( ) ( ) ( ))ij j j j jh x m y p y p x      ( ) ( ) ( ) ( ) .j ij i i jg y m x m x p y     
Оскільки , то  

( , ) (1 ( )) ( )
j jy y

Lf x y h x p x


    ( )( ( ) ( ) ( )).ij j j j jh x m y p y p x    
Згідно з формулою (5.16) маємо 

( , ) (1 ( )) ( )
j jy y

Lf x y h x p x


    ( )( ( ) ( ) ( )) ( )ij j ij j j jh x m y m y p x p x      . 

Аналогічно, підставивши у формулу (5.20) , отримаємо 

( , ) (1 ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ))
i i j i i i jx x

Lf x y h x g y p x p y p y

        

( )( ( ) ( ) ( ))i ij j j ih x m y p y p x      

 
( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

i

ij i i i i i j j i

i i ij i

h x
g y m x m x p y p y p x

m x m x



          

  

 

(1 ( )) ( ) ( ) ( ) ( )i i ig y p y g y p y p y       . 

Таким чином, умови (5.18) перевірено. 

Підставивши  у формулу (5.20), отримаємо 

 

1 1(1 ( ) ( (1 ( ))))( ( ) ( (1 ( ))) ( ))j i i jh x g g h x p x p g h x p y           

1 1( )( ( (1 ( ))) ( (1 ( ))) ( ))ij j jh x m g h x p g h x p x         

 1 1( (1 ( ))) ( ) ( ) ( (1 ( )))ij i ig g h x m x m x p g h x          

1 1( )( ( (1 ( ))) ( (1 ( ))) ( ))ij j jh x m g h x p g h x p x          

 1 1( (1 ( ))) ( ) ( ) ( (1 ( )))ij i ig g h x m x m x p g h x         . 

Згідно з введеними позначеннями маємо 

jy y

( ) 0jg y 

ix x

1(1 ( ))y g h x 

1(1 ( )))
( , )

y g h x
Lf x y  


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 1 1 1 1( (1 ( ))) (1 ( (1 ( )))) 0, (1 ( ))ijm g h x f h g g h x g h x            

   1 1 1( ( ))) 0, (1 ( )) , (1 ( )) 0 ( )ijh h x g h x x g h x m x          ; 

 1 1 1( (1 ( )) (1 ( (1 ( ))) 0, 0j jp g h x f h g g h x y           

 , 0 ( )j jf x y p x    ; 

1 1( (1 ( ))) ( 0, (1 ( ))) ( )i i ip g h x f x g h x m x        . 

Тоді отримуємо 

1 (1 ( )))
( , )

y g h x
Lf x y  

 ( )( ( ) ( ) ( ))ij j jh x m x p x p x      

 (1 ( )) ( ) ( ) ( )ij i ih x m x m x m x         

( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( ).ij ij ijh x m x h x m x m x        

Аналогічно доводиться, що 1 (1 ( )))
( , ) ( )ijx h g x

Lf x y m y 
  . Умова (5.19) доведена. 

Теорему 5.13 доведено. 

Теорема 5.14. Якщо , то для залишку 

 виконуються співвідношення  

 

. 

Доведення. Запишемо тотожності 

(1,1)( , ) ( ) ( ) ( , ) ;
i j

yx

j i
x y

f x y p x p y f u v dudv        

1 (1 ( ))
(1,1)( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ;

j

h g y y

ij j j
x y

f x y m x p y f x y f u v dudv
 

         

1 (1 ( ))
(1,1)( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .

i j

g h xx

ij i i
x y

f x y m x p x p y f u v dudv
 

          

За їх допомогою отримаємо тотожність 
. 

Теорему 5.14 доведено. 

(1,1)( , ) ( )ijf x y C 

( , ) ( ) ( , )Rf x y I L f x y 

(1,1)

0 0

( , ) (1 ( ) ( )) ( , )
yx

Rf x y h x g y f u v dudv    
1 1(1 ( )) (1 ( ))

(1,1) (1,1)

0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )
h g y y g h xx

x y

f x f u v dudv g y f u v dudv
  

    

( , ) (1 ( ) ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )f x y h x g y f x y h x f x y g y f x y      ( , ) ( , )Lf x y Rf x y
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Наслідок.  Для довільних функцій , де  – 

довільні  функції однієї змінної, справедлива рівність . 

Доведення випливає з того, що . 

Зауваження 5.6. Якщо  ( ) ( )i ip y m y   , ( ) ( )j jp x m x  , ( ) ( )ij ijp x m x   , 

то побудований розривний сплайн вигляду (5.17) є неперервним 
інтерлінаційним сплайном на границях трикутного елемента . 

Приклад 5.7. Нехай функція  визначена в області 

, представленій на рис.5.9, а. Катети цих трикутних 

елементів утворені прямими , а гіпотенузи задані рівнянням вигляду 

, де  задовольняють умови  та в 

кожному трикутному елементі задаються наступним чином: 
2

1 2
2 2 2 2

3 4

: ( ) , ( ) , : ( ) , ( ) ,
: ( ) , ( ) , : ( ) , ( ) .

h x x g y y h x x g y y
h x x g y y h x x g y y

      

     
 

Нехай у визначеній області задано функцію  (рис 5.9, б): 

2

2 2 2 2

0,5, 0 1; 0 1 ,
( , ) 1, 1 0; 0 1 ,

, 1 1 ; 1 0.

x y x
f x y x x y x

x y y x y y

     
        


        

 

Отже, функція  на лініях тріангуляції має розриви першого роду, але не 

на всіх лініях. Як вихідні дані будемо використовувати сліди заданої функції на 
лініях трикутних елементів: 

1
2

: ( ) ( 0, ) 0,5, ( ) ( , 0) 0,5;

( ) ( ,1 0) 0,5;

p y f y p x f y
m x f x x

        

    
 

2 : ( ) ( 0, ) 1, ( ) ( , 0) 1;
( ) ( ,1 0) 1;

m y f y p x f x x
p y f x x x

          
      

 

2 2
3

2

: ( ) ( 0, ) , ( ) ( , 0) ;

( ) ( , 1 0) 1;

m y f y y m x f x x

p x f x x

        

     
 

2 2
4

2

: ( ) ( 0, ) , ( ) ( , 0) ;

( ) ( , 1 0) 1.

p y f y y m x f x x

m x f x x

        

     
 

( , ) ( ) ( )f x y u x v y  ( ), ( )u x v y

( , ) ( , )Lf x y f x y
2

( ( ) ( )) 0u x v y
x y


 
 

ij

( , )f x y

1 2 3 4     

0, 0x y 

( ) ( ) 1h x g y  ( ), ( )h x g y (0) 0, (0) 0h g 

( , )f x y

( , )f x y
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       а      б 

Рис. 5.9. Графічне зображення: а – області визначення функції ;  

 б – самої функції  

 
Ці сліди задовольняють умови теореми 5.13 в кожному з чотирьох трикутників, 
тому за формулою (5.17) будуємо розривний інтерлінаційний сплайн, який в 
точності збігається із заданою функцією (див. рис. 5.9, б).  
 
 

5.5. Наближення розривної функції двох змінних розривними 
інтерлінаційними сплайнами з використанням довільних трикутних 
елементів 
 

Нехай задано розривну функцію двох змінних  в області . 

Будемо вважати, що область  розбивається на довільні трикутники. 
Трикутники не вкладаються один в одний, а їх сторони не перетинаються. 
Функція  має розриви першого роду на границях між цими трикутними 

елементами (не обов’язково між усіма). Побудуємо оператор розривної 
поліноміальної інтерлінації, який в кожному трикутнику є оператором 
поліноміальної інтерлінації функції . 

Розглянемо трикутний елемент , сторони якого задаються 

рівняннями  

1 2: ( , ) , 1,3, 1,i i i i i
k k k k kx y x y k i n          ,    2 2

1 2 1i i
k k   , 

12 11 1
1 2

123 22 21 2 2 1
1 2

32 31 3

0, 0, , ( , ), 1,3.

i i i
i i

i i i i i i i ik k
k k k ki i

i i i

k k
  

 
              

 
  


 



Нехай ( , )i i i
kl kl klA x y  – розв’язок систем рівнянь: 

( , )f x y

( , )f x y

( , )f x y D

D

( , )f x y

( , )f x y

, 1,i i n 
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( , ) 0,
, , 1,3,

( , ) 0,

i
k
i

x y
k k

x y

   
  

   

тобто це вершини заданого трикутника. 

Вважаємо заданими сліди функції  на прямих  (під та над 

прямою відповідно) : 

1

2

( , ) , 0 ,i k k
k

k

xm x y f x
   

    
 1

2

( , ) , 0i k k
k

k

xp x y f x
   

    
  

або 

2 2

1 1

( , ) 0, , ( , ) 0, .i ik k k k
k k

k k

y ym x y f y p x y f y
        

              

Лемма 5.2. Між координатами  точки перетину прямих 

, ,i i
k l   векторами ,i i

k l   та функціями ( , ), ( , )i i
k lx y x y   виконується 

співвідношення 

( , ) ( , ), ( , )
i i

i i il k
kl k li i

kl lk

A x y x x y x x y 
     
 

. 

Доведення. Координати точки  задовольняють систему 

1 2

1 2

( ) 0, ,

( ) 0 .

i i i i i i i
k kl k kl k kl k

i i i i i i i
l kl l kl l kl l

A x y

A x y

        
       

 

Отже,  

1 1 2

1 2

, ,
i i i i

i ikl ki k k
kl kl kli i i i

kl l l l

x
A

y
       

         
       

 

    1 2 2

1 1

1 1 .
i i

T Ti il k
kl l li ii i

kl kll k

   
         

 

Звідси випливає, що 

          1 ( )
( ) ( )

( )

T Ti i i
T Tl k ki i i i i

kl k l kl kli i i
kl kl l

x
A x x A

x

    
            

 

       1 1
.

i TTi i i i ik
kl kl kl kli

l

x x
A x

y y
      

                 
 

Лемму 5.2 доведено. 

( , )f x y i
k

( , )i i i
kl kl klx y A

i
klA 
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Теорема 5.15. Нехай . Якщо сліди функцій  

задовольняють у точках  умови Нікольського [72], які можуть бути записані, 

наприклад, так 

3 13 1 13( , ) ( , ),i i i ip x y m x y   1 12 2 12

2 32 3 32

( , ) ( , ),
( , ) ( , ),

i i i i

i i i i

m x y m x y
m x y p x y

  

    
тоді оператор  

      (5.21) 

1 2 3
2 23 3 3 23 2 3 23

1 23 23 32

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i

x y m A x y p A x y p A
A

      
                     

 

2 1 3
1 13 3 3 13 1 1 13

2 13 13 31

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i

x y m A x y p A x y m A
A

      
                    

 

3 1 2
1 12 2 2 12 1 2 12

3 12 12 21

( , ) ( , ) ( , ) ( )
( )

i i i
i i i i i i i i

i i i i

x y m A x y m A x y m A
A

      
                 

 

є розривним інтерлінаційним сплайном в  і має такі властивості: 

1 1 1 1
1: ( , 0) 0 : ( , 0) 0

( , ) ( )i i

i i

x y x y
O f x y m x

       
  ; 

2 2 2 2
2: ( , 0) : ( , 0) 0

( , ) ( )i i

i i

x y x y
O f x y m x

      
  ;   (5.22) 

3 3 3 3
3: ( , 0) 0 : ( , 0) 0

( , ) ( )i i

i i

x y x y
O f x y p x

       
  . 

Доведення. Обчислимо слід оператора інтерлінації на лінії 

1 1: ( 0, ) 0i i x y    : 

1 ( , 0) 0
( , ) i

i

x y
O f x y

  
  

1

2 1 3
1 13 3 3 13 1

2 13 13 31( , 0) 0

( , ) ( , ) ( , )
( ) i

i i i
i i i i i i

i i i i
x y

x y m A x y p A x y
A

  

      
                 

 

 
1

1 13 ( , 0) 0
( )

i

i i

x y
m A

  
   

1

3 1 2
1 12 2 2 12 1

3 12 12 21( , 0) 0

( , ) ( , ) ( , )
( ) i

i i i
i i i i i i

i i i i
x y

x y m A x y m A x y
A

  

      
                 

 

 
1

2 12 ( , 0) 0
( )

i

i i

x y
m A

  
 . 

2( , ) ( ), 1,if x y C i n   ( , )f x y
i
klA

( , )iO f x y 

iT
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Далі, скориставшись результатом лемми 5.2, отримаємо 

1 ( , 0) 0
( , ) i

i

x y
O f x y

  
  

    
1

1

2
1 3 13 1 13

( , 0) 02 13 ( , 0) 0

( , ) , ( )
( ) i

i

i
i i i i i

i i x y
x y

x y m x y p A m A
A   

  


      


 

    
1

1

3
1 2 12 2 12

( , 0) 03 12 ( , 0) 0

( , ) , ( )
( ) i

i

i
i i i i i

i i x y
x y

x y m x y m A m A
A   

  


    


 

   
1 1

1 1

2 3
1 1( , 0) 0 ( , 0) 0

2 13 3 12( , 0) 0 ( , 0) 0

( , ) ( , ), , .
( ) ( )i i

i i

i i
i i

i i i ix y x y
x y x y

x y x ym x y m x y
A A     

     

       
     

Таким чином, першу властивість у формулі (5.21) доведено. Інші 
властивості доводяться аналогічно. 

Теорему 5.15 доведено. 

Теорема 5.16. Якщо , то для залишку 

 виконується рівність 

32 ( , )( , )
(1,1)1 2 3

23 3 2 2 3
1 23 23 320 0

( , )( , )
( )

ii x yx yi i i
i i

i i i i

x yR f x y f A t t dt dt
A

    
       

   

31 ( , )( , )
(1,1)2 1 3

13 3 1 1 3
2 13 13 310 0

( , )
( )

ii x yx yi i i
i

i i i i

x y f A t t dt dt
A

    
       

   

1 2( , ) ( , )
(1,1)3 1 2

12 2 1 1 2
3 12 12 210 0

( , ) , ( , )
( )

i ix y x yi i i
i i

i i i i

x y f A t t dt dt x y
A

     
       

  . (5.23) 

Доведення. Обчислимо перший з трьох подвійних інтегралів: 
32 ( , )( , )

(1,1) 2 3
23 3 2 2 3

23 320 0

ii x yx y i i
i

i if A t t dt dt
   

     
   

2 ( , )
(0,1) (0,1)2 3 3

23 3 2 23 2 2
23 32 320

( , )
i x y i i i

i i
i i if A x y t f A t dt

       
                 
  

2 3 2
23 3 2 23 3

23 32 23

( , ) ( , ) ( , )
i i i

i i
i i if A x y x y f A x y

     
                

 

 3
23 2 23

32

( , )
i

i i
if A x y f A

 
      

 

(2,2)( , ) ( ), 1,if x y C i n  

( , ) ( ) ( , )i iR f x y I O f x y 
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 2 3
23 3 23 2 23

23 32

( , ) ( , ) ( , )
i i

i i i
i if x y f A x y f A x y f A

     
                  

 

2 3
2 23 3 3 23 2 3 23

23 32

( , ) ( , ) ( , ) ( ) .
i i

i i i i i i i i
i if x y m A x y p A x y p A

     
                   

 

Аналогічно обчислюються інші два подвійних інтеграла. Після підстановки 
обчислених інтегралів у формулу (5.23), враховуючи, що 

, отримуємо 

. 

Теорему 5.16 доведено. 
Зауваження 5.7. Якщо односторонні сліди на одній лінії збігаються, то 

отримаємо неперервний інтерлінаційний сплайн. 
Приклад 5.8. Нехай областю визначення розривної функції  є 

трикутник  (рис. 5.10), сторони якого задані рівняннями 1( , ) 0,x y   

2( , ) 0,x y   3( , ) 0 :x y   
31( , ) 7 ,

50 50 50
x yx y   

      
1,22( , ) 4 5 ,

41 41 41
x yx y      

5,13( , ) 5 2 .
29 29 29
x yx y   

 
 

   
    а           б 

Рис. 5.10. Функція : а – область визначення; б – зображення 

( , ) ( , ) ( , )i iR f x y f x y O f x y 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )i if x y O f x y f x y O f x y  

( , )f x y



( , )f x y
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Якщо розв’язати попарні системи вище наведених рівнянь, то отримаємо 

точки перетину сторін трикутника: . А 

функцію  задамо наступним чином: 
2 2 , ( , ) ,( , )

0, ( , ) .
x y x yf x y

x y
    

 

Отже, функція має розриви на лініях заданого трикутника і на цих лініях 
має наступні сліди (під та над лініями відповідно): 

 

 
1 1( , 0) 0

2
1 1( , 0) 0

( , ) , 0,

( , ) , 1,02 0.,22 0,184,
x y

x y

m x y f x y

p x y f x y x x
  

  

  

    
 

 

 
2 2( , 0) 0

2
2 2( , 0) 0

( , ) , 0,

( , ) , 2,56 0,75 0,09,
x y

x y

m x y f x y

p x y f x y y y
  

  

  

    
 

 

 

2
3 3( , 0) 0

3 3( , 0) 0

( , ) , 7,25 12,75 6,5025,

( , ) , 0.
x y

x y

m x y f x y x x

p x y f x y
  

  

    

  
 

Перевіримо виконання умов Нікольського: 

1 22( , 0) 0 1( 0, ) 0
( , ) ( , ) 0,2

x y x y
p x y m x y

     
    , 

2 33( 0, ) 0 2( , 0) 0
( , ) ( , ) 1,13

x y x y
m x y p x y

     
    , 

2 33( 0, ) 0 1( 0, ) 0
( , ) ( , ) 0,9

x y x y
p x y m x y

     
    . 

Таким чином, умови теореми 5.15 виконуються, і побудований за 
формулою (5.21) розривний інтерлінаційний сплайн наведено на рис. 5.11, б. На 
рис. 5.11, а для порівняння показано розривний інтерполяційний сплайн, що 
наближує ту саму розривну функцію і який побудований за формулою (4.7) з 
п.4.3. 

12 23 13(0,2;0,4), (0,7;0,8), (0,9;0,3)A A A

( , )f x y
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а      б 

Рис.5.11. Зображення заданої розривної функції  і розривних сплайнів:  

а – інтерполяційного; б – інтерлінаційного 
 

 

  

( , )f x y
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ЧАСТИНА II 

 

 

 

РОЗВ'ЯЗАННЯ 2D, 3D ТА 4D ЗАДАЧ КОМП'ЮТЕРНОЇ ТОМОГРАФІЇ З 
ВИКОРИСТАННЯМ НОВИХ ІНФОРМАЦІЙНИХ ОПЕРАТОРІВ. 

. 

 
 

 
 

Сучасні методи розв'язання задач комп'ютерної томографії 
◄► 

Розв’язання двовимірної задачі комп’ютерної томографії за допомогою 
інтерлінації функцій з використанням неоднорідної внутрішньої структури 

тіла  

◄► 

Математична модель відновлення стаціонарної внутрішньої 
структури тривимірного тіла за томограмами на системі трьох груп 

перетинних площин 

◄► 
Математична модель відновлення динамічної внутрішньої структури 

тривимірного тіла  
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РОЗДІЛ 6. 

CУЧАСНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ КОМП’ЮТЕРНОЇ 
ТОМОГРАФІЇ 

 

6.1. Постановка задачі радонівської комп’ютерної томографії 
 

Нехай на площині, де введена прямокутна система координат Oxy , задано 

функцію  yxf , , яка може бути щільністю, електропровідністю, коефіцієнтом 

поглинання, затухання тощо. Проінтегруємо цю функцію вздовж прямої  

   , : cos sin 0s x y s      ,    
,

, ,
s

R s f x y d


    , 

де s  – відстань від початку координат до вказаної прямої;   – кут між віссю 
Ox  і перпендикуляром до цієї прямої, опущеним з початку координат. Якщо 
функція  yxf ,  інтегрується за всіма можливими напрямками, то  ,R s  , як 

функція від двох змінних, називається перетворенням Радона функції  yxf , , 

тобто перетворення Радона ставить у відповідність функції  yxf ,  на площині 

Oxy  функцію  ,R s   на множині всіх прямих. Функція  ,R s   часто 

називається образом функції  yxf ,  у просторі Радона. Ще частіше функцію 

 ,R s   розглядають, як проекцію функції  yxf ,  або як функцію, що описує 

проекційні дані. 
Згідно з визначенням радонівського образу  ,R s   і з врахуванням того, 

що інтеграл від заданої функції вздовж прямої дорівнює інтегралові по всій 
площині від добутку цієї функції на дельта-функцію, аргументом якої є 

   cos sinx y s    , можна записати  

        , , cos sinR s f x y x y s dxdy
 

 

        .  (6.1) 

Інтегрування по двох змінних зведемо до інтегрування по одній змінній. 
Для цього введемо ще одну прямокутну систему координат yxO  , повернуту 

відносно системи координат Oxy  на кут  , і скористаємося формулами, що 

встановлюють можливість переходу від однієї системи координат до іншої:  

       cos sin , sin cos ,x x y y x y                 (6.2) 
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       cos sin , sin cos .x x y y x y           

Зробимо заміну (6.2) в інтегралі (6.1) (рис.6.1).  Отримуємо  

            

        

, cos sin , sin cos

cos sin , sin cos .

R s f x y x y x s dx dy

f s y s y dy

 







                

        

 


 (6.3) 

 
                                        y 
                                      

                    y                                     x 
 

                                                s     
                                               х 

 
Рис. 6.1.  Лінія ,s    , за якою проводиться інтегрування  

 

Для фінітної функції  yxf , , відмінної від нуля в області 

   1 2{ }D r y r     , замість формули (6.1) будемо використовувати формулу 

          
 

 2

1

, cos sin , sin cos .
r s

r s

R s f s y s y dy           

У загальному випадку функція, яка описує радонівський образ, має таку 
важливу властивість: 

   , , .R s R s           (6.4) 

Для перевірки справедливості цієї формули достатньо у формулі (6.1) зробити 
відповідну заміну. Геометричний зміст цієї властивості полягає в тому, що 
довільні пари    , ,s i s      задають одну і ту саму пряму , .s  . 

Звертаємо увагу, що 0, 0 2s     , хоча на практиці зручно 

використовувати такі змінні: , 0a s a      . 

У комп’ютерній томографії задача ставиться таким чином: функція  yxf ,  

невідома, але відома функція  ,R s  , яка є образом функції  yxf ,  у просторі 

Радона. Треба за функцією  ,R s   відновити функцію  yxf , . Уперше таку 
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формулу використав Йоганн Радон [185] у 1917 році, яку він виклав у працях 
Саксонської академії наук. Ця формула має вигляд 

 
 

   2
0

,
1, , cos sin .

2

R t
tf x y dtd s x y

s t

 



 
     
    

Вона називається оберненим перетворенням Радона. За її допомогою можна 
відновити функцію  yxf , , якщо відома функція  ,R s   з довільною точністю. 

Але на практиці функція  ,R s   відома лише при деяких значеннях 

, , 1, , 1,i js s i m j n       і, зазвичай, з похибкою. Тому на практиці 

досліджуються також інші методи, не пов’язані безпосередньо з формулою 
Радона. Одним з методів, пов’язаних з оберненою формулою Радона, є метод 
фільтрованих обернених проекцій. 
 

6.2. Основні алгоритми 2D-томографії 

 

6.2.1. Математичні методи, засновані на використанні перетворення 
Радона 

 
У радонівській комп’ютерній томографії найбільшого розповсюдження 

набули математичні методи [67], що ґрунтуються на використанні прямого 
перетворення Радона [185]: 

( , ) ( , ) : ( , ) ( cos sin )R f s p s f x y x y s dxdy
 

 

            

`

( cos sin , sin cos ) , : cos sin
Г

f s t s t dt f dt Г x y s




             

та оберненого перетворення: 

1
2

0

1 ( , )( , ) [ ]( , ) .
2 cos sin

p s dsdf x y R p x y
s x y s

 




  
 

       

Сьогодні істотно зростає використання алгоритмів розв’язання великих 
систем алгебраїчних рівнянь на комп’ютерах з розпаралелюванням [137]. Це 
дає змогу значно зменшити час на відновлення конкретних об’єктів і навіть 
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відновлювати динамічні об’єкти (наприклад, рухоме серце) в реальному 
масштабі часу. 

Комп’ютерна томографія використовується, якщо внутрішня структура 
об’єкта досліджується за допомогою деякого випромінювання, що 

поширюється вздовж прямої  з інтенсивністю  де  – 

початкова інтенсивність прямолінійного променя ;  – інтенсивність після 
проходження променя крізь тіло;  – коефіцієнт поглинання 

випромінювання (наприклад рентгенівського). У результаті сканування 

отримують значення лінійних інтегралів .  

Наведемо деякі особливості томографічних методів дослідження: 
1. Томографічні методи відрізняються від традиційних перш за все тим, 

що в них використовується великий об’єм інформації про досліджуваний об’єкт 
(до  і більше проекцій, тобто експериментальних даних). Обробка та 
інтерпретація такого обсягу даних неможлива без сучасних методів 
обчислювальної математики, розвинутого програмного забезпечення, 
високоефективних засобів обчислювальної техніки. 

2. У галузі створення та використання нових томографічних методів 
характерна відсутність вичерпної інформації про пакети програм для 
комп’ютерної томографії (автори публікацій обмежуються тільки описом цих 
пакетів). Це пояснюється, по-перше, тим, що кожний такий діючий пакет 
програм є ноу- хау і може забезпечити розробникам чималий прибуток. По- 
друге, кожний такий пакет є дорогою продукцією. Тому той, хто хоче 
розробляти нові методи в томографії, повинен також самотужки створювати 
програмне забезпечення і для вже відомих «діючих» методів, щоб мати 
можливість порівняти їх ефективність. 

3. Для збільшення точності томографів класичні схеми радонівської 
комп’ютерної томографії вимагають збільшення кількості проекцій, тобто 
опромінювань. Але медичні томографи мають опромінювати тіло лише в 
невеликих дозах. Крім того, в деяких випадках потрібно відновлювати 
внутрішню структуру досліджуваного об’єкта в реальному масштабі часу 
(наприклад, при дослідженні рухомого серця). Очевидно,що збільшення 
кількості проекцій призводить до збільшення часу на сканування, обробку та 

L 







 

L
dsxfII )(exp0 0I

L I
),,()( zyxfxf 

 








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Idsxf
0

ln)(

5105 
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візуалізацію. Тому актуальною є задача оптимізації (зменшення) обсягу 
експериментальних даних (проекцій) для отримання результатів з потрібною 
точністю. 

4. У більшості алгоритмів розв’язання плоскої задачі радонівської 
комп’ютерної томографії використовуються пряме та обернене перетворення 
Радона. Їх аналіз показує, що задачу оптимізації кількості проекцій для 
відновлення функцій із заданих класів (тобто відновлення об’єктів з 
характеристиками, що описуються функціями із заданих класів) поки що не 
розв’язано. 

Серед алгоритмів відновлення функцій за даними Радона найбільш 
відомими є  кілька алгоритмів, зокрема: 

1. Алгоритм згортки і оберненої проекції. 

Введемо функцію ( , ) ( , ) ( )Пp s p s s s ds




       , де ( )s  – функція з 

властивостями 1( ), ( ) ( ), ( ) 1L R s s s ds




      . На практиці П – 

локалізована в околі нуля функція. Наприклад, 
1( ) ,s
h

  якщо ; ( ) 0,
2
hs s    якщо 

2
hs   

або 
2

21( )
s
hП s e

h





. 

Тут параметр  – порядок апертури детектора томографа. 
Будемо вважати відомими такі експериментальні дані (проекції) [152]: 

1 1 2
2

( , ), , , , , , 0, 1j k j kp s s j s j N N k k N
N

 
            . 

Для алгоритму згортки і оберненої проекції зручно використовувати вираз для 
оберненої формули Радона: 

0

( , ) ( cos sin , ) ,f x y x y d


       

2 2

1 2 ( , ) ( , ) ( , )( , )
2

p a p a t p a ta dt
t





      
  

  . 

h
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Стосовно негладких функцій ця формула втрачає сенс, і для побудови 
алгоритму використовується її регуляризований варіант [178]: 

*

0

1( , ) ( cos sin , ) ,
2

f x y x y d


         

2

1( , ) ( ) ( , )
2

a H a s p s ds




      
  , 

де  – регуляризація узагальненої функції 2 2

1
2 a




, причому 

2

1( ) ( )
4

i sH s e R d


 



   
  . 

Функція ( )R   називається ефективним регуляризатором і має такі властивості: 

( ) 1 ( ) ( 0), ( 0) ( )R O R         . 

Найпростіший варіант методу згортки і обернених проекцій полягає в 
застосуванні квадратурних формул прямокутників до інтегралів. 

2. Фур’є-алгоритм. 
Припустимо, що щільність образу описується функцією  і її 

перетворення Радона ( , )p s   має компактний носій. Тоді ( , )p s   можна 

виразити формулою  2ˆ( , ) ( , ) i sp s p e d






     , де 

2ˆ ( , ) ( , )
d

i s

d

p s p s e ds 



       (6.5) 

є одновимірним перетворенням Фур’є функції ( , )p s   за змінною s. Фур’є- 

алгоритм [108] істотно використовує пряме перетворення Фур’є: 

2 ( )ˆ ( , ) ( , ) i x yf f x y e dxdy
 

   

 

      

та обернене перетворення: 

2 ( )ˆ( , ) ( , ) .i x yf x y f e d d
 

  

 

         (6.6) 

Якщо в (6.5) підставити замість ( , )p s   формулу прямого перетворення 

Радона і зробити заміну змінних: 
cos sin , sin cos ,
cos sin , sin cos ,

x s t y s t
s x y t x y
       
       

 

H

),( yxf
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то, враховуючи фінітність , отримаємо 

2 2ˆ ( , ) ( , ) ( , )
d

i s i s

d

p p s e ds p s e ds


   

 

         

2( cos sin , sin cos )
d

i s

d

f s t s t dt e


 

 

         

2 [ cos sin ] ˆ( , ) ( cos , sin )i x yf x y e dxdy f
 

   

 

       . 

Таким чином, маємо співвідношення 

( , ) ( , ), cos , sinp f           
 , 

яке відоме під назвою теореми про центральний шар, або про центральний 
переріз. 

Формула (6.6) дає можливість відновити функцію оригіналу  за 

допомогоюї перетворення Радона , використовуючи вираз 

2 2( , ) ( ( ))f p arctg 
     



  . 

 

6.2.2. Алгебраїчні алгоритми відновлення 

 
В алгебраїчних алгоритмах відновлення для розв’язання інтегрального 

рівняння Радона широко використовується метод Kaчмажа. Різні способи 
дискретизації обумовлюють застосування різних алгебраїчних методів. У 

випадку повної дискретизації припустимо, що  2 2sup ( , ) 1 .f x y G x y      

Для виконання дискретизації розіб’ємо  на малі квадрати  і 

замінимо  вектором , у якого компонента  дорівнює деякому 

функціоналу від  на . Наприклад, 

, 

де  – деяка точка . 

Нехай  – фіксована система прямих, що перетинають ; jma  – 

довжина , . При розв’язанні системи рівнянь  

fp,

f

p

 MmSm ,1, 

f mRF  mF

f mS

),( mmm yxfF 

),( mm yx mS

NjL j ,1, 

mj SL  T
Mjjj aaa ),...( 1
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, 

де  – прямі, запишемо її у вигляді 

.     (6.7) 

Згідно з методом Качмажа один крок ітерації алгебраїчного алгоритму 
відновлення можна описати такою послідовністю формул: 

1 1
2 ( ) , 1,j j T j

j j j

j

F F g a F a j N
a

 
    . 

Тут (0,2)  – параметр релаксації. При невеликій кількості кроків цей метод 

потребує такої самої кількості арифметичних операцій, як і метод згортки та 
оберненої проекції. Якщо система (6.7) сумісна (що малоймовірно), то її 
розв’язок F  має мінімальну норму.  

Зазначимо, що математичний апарат, який використовується при 
розв’язанні задач комп’ютерної томографії, включає фур’є - аналіз, інтегральне 
перетворення Гілберта, різні квадратурні та інтерполяційні формули, спеціальні 
функції, дискретне перетворення Фур’є, швидке перетворення Фур’є, сучасні 
алгоритми розв’язання великих систем алгебраїчних рівнянь, зокрема метод 
Качмажа тощо. 

 
6.3. Методи розв’язання задач 3D - томографії 

 

6.3.1. Метод відновлення функції трьох змінних за її інтегралами 
вздовж прямих, що перетинають задану криву 
 

У комп’ютерній рентгенівській томографії тривимірний об’єкт 
представляється у вигляді набору тонких зрізів. Для відновлення щільності 
зрізу розв’язується задача обернення двовимірного перетворення Радона. Для 
дослідження низки об’єктів більш природною є інша схема, коли джерело 
випромінювання рухається по деякій просторовій кривій. Кожній точці кривої 
відповідає конус променів, які проходять через цю точку. Вихідними даними є 
дані про послаблення випромінювання при проходженні крізь об’єкт.  

Математична задача ставиться як задача відновлення функції трьох 
змінних за інтегралами вздовж прямих, що проходять через задану криву. 

Njgdsyxf j
L

,1,),( 

jL

NjgFa j
T
j ,1, 
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Розв’язанню цієї задачі для різних класів функцій та для різних типів кривих 
присвячено праці [6, 13, 22, 73, 92, 125]. 

У [211] отримано формулу обернення для функцій, які мають фінітний 
носій, та для кривих, що задовольняють відповідні умови. Головним у цих 
умовах є те, що будь-яка площина, яка перетинає об’єкт, перетинає й криву, по 
якій рухається випромінювач. Прикладом кривої, яка задовольняє відповідні 
умови [211], є сукупність двох одиничних кіл, що лежать у взаємно 
перпендикулярних площинах. У праці [92] наведено вираз для перетворення 
Фур’є, який дає змогу при побудові чисельних алгоритмів застосовувати метод, 
запропонований у [35, 86]. 

Нехай задано функцію , яка має фінітний носій, та 

просторову криву 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))         , параметр   пробігає деякий 

інтервал  дійсної прямої. Для будь-якого 1 2 3( , , )      та   

визначається функція 

1( , ) ( ( ) ) ( ( ) ) .g f t dt f t dt
 

 


          

    (6.8) 

Функція ( , )g    є інтегралом від функції  вздовж прямої, яка проходить 

через точку 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))          у напрямку вектора 1 2 3( , , ).      

У праці [211] наведено формулу для відновлення функції  за 

функцією ( )g  : 
2

2

2

0

1 ( , )( ) cos ,
2 ( ( ), )

Gf x d d
i









  
   

         (6.9) 

де (cos cos ,sin cos ,sin )       , а   таке, що скалярний добуток ( , )x  

дорівнює ( , ( ))    і ( , ( ))    не дорівнює нулю. Вважають, що таке   існує 

для будь-якого , що належить носію функції . Функція ( , )G    є 

тривимірним перетворенням Фур’є від функції ( , )g    за змінною  . Але з 

рівності (6.8) випливає, що перетворення Фур’є від функції ( , )g   , яке 

розуміється у звичайному сенсі: 

3

2 ( , )( , ) ( , ) i

R

G g e d         , 

може не існувати, оскільки на нескінченності ( , )g    має порядок 1  . Це 

пов’язано з переходом від вхідних даних, що задані на поверхні 1  , до 

),,()( 321 xxxfxf 



)(xf

)(xf

x )(xf
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однорідної функції, яка задана на всьому просторі. У [211] перетворення Фур’є 
розуміється в сенсі узагальнених функцій, тобто G  – перетворення Фур’є від 

( , )g    – такий функціонал, що його дія на ( )   збігається з дією ( , )g    на 

перетворення Фур’є від ( )  : 

, ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )G g g d               . 

Тут   – будь-яка нескінченно диференційована функція, яка спадає на 

нескінченності швидше будь-якого степеня 1  , наприклад гаусоїда. Її 

перетворення Фур’є   має ті самі властивості та останній інтеграл збігається в 
звичайному сенсі. Для того, щоб в формулі (6.9) розуміти інтеграл в 
звичайному сенсі, треба знайти регулярну функцію ( , )G   , за допомогою якої 

задається функціонал G , тобто знайти функцію, яка задовольняє рівність 

, ( ) ( , ) ( )G G d         . 

У праці [92] знайдено ( , )G   , що має наступний вигляд: 
22

2 2
0 0

1 ( , )( , ) cos ,
2 ( , )

gG d d
  

      
       (6.10) 

де ( , ) (cos cos ,sin cos ,sin )          . 

Згідно з формулою (6.8) при будь-якому   функцію ( , )g    задано для всіх 

  таких, що 1  , чи, що теж саме, для всіх  . Це дає змогу обчислити 

( , )G    для всіх  , відмінних від нуля, зокрема для тих, які задовольняють 

рівність 1   та використовуються у формулі (6.9).  

У праці [22] наведено інший запис рівності (6.10): 

2 21
2 2 2 2

1 1

1 ( )( ( ), ) 1 ( , )( , ) .
4 ( , ) 4 ( , )a a

R f a gG d a d a
a a 

   
     

      (6.11) 

Відмінність у множниках у цих виразах пояснюється тим, що в (6.11) 
інтегрування ведеться по всій сфері, а в (6.10) – по половині, оскільки ( , )g    

симетрична функція. Для виведення формул (6.10) та (6.11) бралося до уваги, 
що функція ( , )g    задає променеві дані, тобто інтеграли по прямим від деякої 

функції. Але зв’язок, що виражається формулами (6.10) та (6.11), є більш 
загальним, він задає співвідношення між значеннями на одиничній сфері 
однорідної узагальненої функції та її перетворенням Фур’є. Інтеграл в (6.11) 
розуміється в сенсі аналітичного продовження. 
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У праці [22] отримано формули для знаходження перетворення Радона 
функції , щоб потім за відомими формулами відновити саму функцію . 

У праці [24]  задано дію узагальненої функції  на основну : 

 2
2

( ) ( ) 2 (0)1 , .x xx x dx
x

     
      (6.12) 

У працях [35, 86] для побудови чисельних алгоритмів звернення 
двовимірного перетворення Радона використовується спосіб, який полягає в 
тому, що за вхідними даними, відомими на дискретній решітці, будується 
апроксимація, для якої збігається інтеграл у правій частині рівності (6.12). 
Чисельні експерименти та обробка реальних даних показують високу точність 
подібних алгоритмів. Цей метод може бути застосований і при відновленні 
функцій трьох змінних за інтегралами вздовж просторових прямих, якщо 
використовуються формули (6.9) і (6.10) або (6.11). Для цього формулу (6.10) 
треба привести до вигляду, аналогічному формулі (6.12). Введемо позначення: 

( ( , ), ) ( , , ),g q          
2

0

1( , ) ( , , ) .
2

Q q d


       
   

Якщо (0,0,1)  , то формулу (6.10) можна записати у вигляді  
2

2
0

cos ( , )((0,0,1), ) .
(sin )

QG d
   

  
     (6.13) 

При довільному   для отримання формули типу (6.13) треба перейти до 

сферичної системи координат, в якій полюсом є точка  . У такій системі 

координат через ( , , , )q      будемо позначати функцію ( , , )q    , а через 

2 ( , , )Q      – її інтеграл за  , тобто інтеграл від функції ( , , )q     по колу, яке 

лежить на одиничній сфері та в площині, перпендикулярній вектору  , що 

відстоїть від початку координат на відстані sin . З використанням наведених 

позначень формулу (6.13) приводимо до вигляду 

2

2
0

cos ( , , )( , ) .
(sin )

QG d
    

   
     (6.14) 

Канонічну регуляризацію функції 21 (sin )   побудовано в [92]: 

f f
21 x
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/2

2 2 2
0

1 ( ) ( ) 2 (0), ( ) .
(sin ) (sin )

d
      

        
    (6.15) 

Оскільки ( , ) ( , )g g     , то ( , , ) ( , , )Q Q       , і рівність (6.14) можна 

записати у вигляді 
/2

2
/2

1 cos ( , , )( , ) .
2 (sin )

QG d




   
   

  

Використовуючи (6.15), отримуємо 
/2

2 2
0

cos ( , , ) ( ,0, )( , ) .
(sin )

Q QG d
       

       
    (6.16) 

Різниця між рівностями (6.14) та (6.16) полягає в тому, що в (6.14) інтеграл 
розуміється в сенсі аналітичного продовження чи узагальнених функцій, а 
інтеграл в (6.16) для достатньо гладких функцій  збігається в звичайному 

сенсі, що дає змогу обчислювати його за дискретними даними. Для побудови 
чисельних алгоритмів необхідні формули, які зв’язують функцію ( , , , )q      з 

функцією ( , , )q     та вектором  . 

 

6.3.2. Метод томографічної реконструкції об’єкта в конусах променів 
 

Задача томографічної реконструкції в конусах променів полягає у 
відновленні щільності тривимірного об’єкта в заданій точці. Вихідними даними 
є значення на плівці чи двовимірній матриці детекторів, отримані при різних 
положеннях випромінювача, що дискретно рухається по деякій тривимірній 
траєкторії. Математично розв’язується задача визначення функції трьох 
змінних за її інтегралами вздовж прямих, що лежать в тривимірному просторі. 

При використанні методу тривимірної томографічної реконструкції 
вважають, що для досліджуваного об’єкта та траєкторії руху випромінювача 
виконується умова Кирилова – Туя [211]: будь-яка площина, яка перетинає 
носій функції, перетинає і траєкторію руху випромінювача. Цю умову 
задовольняють траєкторія, яка складається з двох перетинних кіл, що лежать у 
взаємно перпендикулярних площинах, і носій функції – сфера. 

Для формул обернення тривимірної томографічної реконструкції в праці 
[38] наведено чисельні алгоритми та результати моделювання томографічної 

Q
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реконструкції, коли траєкторія руху випромінювача складається з двох 
перетинних кіл; вхідними даними є значення функції, задані на поверхні сфери. 

У праці [96] розглянуто випадок, коли траєкторія складається з двох 
перетинних кіл, що лежать у взаємно перпендикулярних площинах, а вхідними 
даними є значення функцій, задані на поверхні плоского детектора (рис. 6.2). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.2. Схема отримання даних при тривимірній томографічній 
реконструкції (траєкторія руху випромінювача – два перетинні кола, що лежать 
у взаємно перпендикулярних площинах, плоский детектор) 

 
Формулу обернення тривимірної томографічної реконструкції для 

побудови чисельних алгоритмів наведено в [38, 96] в такому вигляді: 

2 2

2
0 ( )

2

1 1( ) cos ( , ) ( , ) ( ) ,
8 ( ( ), ) S

f x L D g d d






 

  
                

        (6.17) 

де  – шукана функція; 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( ))          – траєкторія 

руху випромінювача; ( , )g    – інтеграл від функції  уздовж променя, 

який проходить через точку ( )   у напрямку вектора 

1 2 3( , , ); ( , ) (cos cos ,cos sin ,sin )                 . Тут   – кут між 

вектором та площиною , а   – кут між проекцією вектора на площину 

),,()( 321 xxxfxf 

)(xf

0z

Об’єкт

Випромінювач 

Площина 
детектора 

Траєкторія 
випромінювача 
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 і віссю ); ( , ) ( , )x         таке, що ( , ) ( , ( ))x      і 

( , ( )) 0; ( )S      – коло, яке є перетином одиничної сфери та площини ( )P  . 

Площина ( )P   проходить через початок координат та ортогональна вектору  . 

Символ ( )   означає інтегрування по колу, оператор ( , )L D  – 

диференціювання функції ( , )g    у напрямку  . 

Оскільки траєкторія руху випромінювача складається з двох кіл, що лежать 
у взаємно ортогональних площинах, то можливий перетин обох кіл площиною 

( ( , ))P    , яка проходить через точку . У таких випадках вибір 

кола суттєво впливає на результати реконструкції. Якщо точку положення 
випромінювача обирати на колі, площина якої складає з вектором 

 більший кут, то такий алгоритм вибору точки положення 

випромінювача дає змогу отримати більш точні результати. При цьому 
найбільш точні результати отримують у точках, які належать прямим, що 
ортогональні площинам, в яких лежать кола, що складають траєкторію 
випромінювача.  

У праці [204] на базі комп’ютерного моделювання показано, що методи 
тривимірної конусоподібної Х-променевої томографії можна використовувати 
для аналізу схем в оптичній спектральній галузі. Метод може бути 
застосований, коли відстань між апаратом і об’єктом велика, коли 
досліджуються об’єкти кристалічного типу за допомогою рентгенівських 
променів, а також рідина та гази з твердою часткою. 

У [211] наведено аналітичні обернені формули для відновлення 
тривимірного об’єкта за допомогою Х-променів.  

Нехай  – дійсна інтегрована функція в . Будемо використовувати 

функцію: 

1
0

( )( , ) ( )R f z f z t dt


     , 

де , 2S (  – одинична сфера з центром у початку координат). 

Функція  є інтегралом уздовж півосі . Нехай маємо криву   в 

, яка є неперервною функцією 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )),          , де  – 

інтервал дійсної осі . Якщо 3R  і  , маємо функцію 

0z OX

),,( 321 xxxx 

),,( 321 xxxx 

)(xf 3R

3Rz 2S

),)(( 1 zfR 0t
3R 

R
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1
0

( , ) ( )( ( ), ) ( ( ) )g R f f t dt


            . 

Для , носій якої Ω обмежений, у [95] наведено формулу: 

2 2

0
2

1 ( , )( ) cos
2 ( ( ), )

Gf x d d
i








  
   

      ,  (6.18) 

де ( , )G    – перетворення Фур’є від ( , )g    в сенсі розподілу 

(cos cos ,cos sin ,sin )       , ( , )   – скалярний добуток двох векторів 
3, R  , ( , ), ( , ) ( , ( )) , ( ) 0x x i             . Допускається, що крива   

задовольняє умови Туя [211] і   існує для всіх 2, x S  . 

Формула (6.18) використовує перетворення Фур’є розподілу ( , )G   , і 

чисельні алгоритми на базі формули складні, тому що класичне перетворення 
Фур’є для функцій, які використовуються в формулі, не існує. 

Для моделювання об’єктів на основі процесів конусоподібної томографії 

використовується ( , )G    [210]: 

 
( )

( , ) ( , ) ( , ) ,
4 S

iIMG L D g d 



                 (6.19) 

де  2( ) |( , ) 0 , ( , ) k
k

S S L D 
        

 . 

Якщо  – дійсна функція, то в (6.18) використовується лише 

( , )IMG   . В оптичній спектральній галузі застосовуються формули (6.18), 

(6.19), але замість функції ( , )g    використовується функція ( ( , )) 1s g    , 

якщо ( , ) 0,g     і ( ( , )) 0s g    , якщо ( , ) 0g    . 

 

6.3.3. Методи спіральної томографії 
 

У праці [80] розглядається задача томографії для проекційних схем з 
випромінювачем, що рухається по спіралі. Нині така геометрія збору даних є 
актуальною, оскільки вона широко використовується в медичних томографах. 
У першу чергу було поставлене питання про повноту набору проекційних 

)(xf

)(xf
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даних, які отримані при русі випромінювача вздовж спіралі, тобто чи можливо 
точно відновити внутрішню структуру об’єкта за таким даними. В 
основоположній праці Туя [211] були виведені достатні умови, які має 
задовольняти траєкторія руху випромінювача для того, щоб було можливим 
здійснити точну реконструкцію. Найбільш важливим з них є наступні: будь-яка 
площина, яка перетинає носій відновлюваної функції, також має перетинати 
траєкторію руху випромінювача хоча б в одній точці. Взагалі спіраль, яка 
охоплює повністю об’єкт як по радіусу, так і по висоті, задовольняє умови 
достатності Туя. З цього випливає, що для даного випадку в принципі можливо 
отримати точну формулу обернення.  

Побудові алгоритмів розв’язання задачі томографії, заснованих на цій 
формулі обернення, присвячено чимало публікацій. Більшість з цих алгоритмів 
є наближеними в тому сенсі, що деякі частини точної формули в них 
замінюються більш простими та легко реалізованими операторами. Умовно такі 
алгоритми можна поділити на два класи. До першого належать алгоритми, в 
яких з сукупності конусних проекцій, зареєстрованих при русі випромінювача 
по спіральній траєкторії, шляхом інтерполяції отримується набір віяльних 
проекцій. За цими проекціями можлива двовимірна реконструкція паралельних 
шарів об’єкта, які зазвичай обирають перпендикулярними осі спіралі [120, 179, 
201]. В англомовній літературі такий підхід називається rebinning метод, нижче 
буде використаний метод пересортування. До другого класу належать 
алгоритми оберненого проектування з фільтрацією (англійський еквівалент – 
filtered backprojection; далі згідно з англійською абревіатурою будемо 
використовувати  термін FBR-алгоритми). Вже сама назва пояснює принцип дії 
таких алгоритмів: двовимірні конусні проекції фільтруються будь-яким чином, 
а потім виконується процедура оберненого проектування. Остання є 
стандартною і не викликає значних теоретичних ускладнень. Вона здійснюється 
як інтегрування проекційних даних за параметром, змінною якого задається 
спіраль. Найбільший інтерес викликає спосіб фільтрації. Саме він характеризує 
точність алгоритму. Існує декілька підходів до побудови фільтрів. У першу 
чергу, це різні модифікації фільтрації запропонованої B.D. Smith [201] для 
випромінювача, який рухається по криволінійній траєкторії, чи авторами праці 
[136] – для кругового руху випромінювача. Зазвичай така фільтрація зводиться 
до обчислення одномірної згортки з сингулярним ядром перетворення Гілберта. 
У [214] розглянуто один з таких алгоритмів. 
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Більш складні FBR-алгоритми базуються на ідеї, яка була викладена в 
праці [148]. Її зміст полягає в тому, щоб з проекційних даних, які 
представляють собою інтеграли від шуканої функції вздовж прямих, зібрати 
інтеграли від цієї ж функції за площинами. Точніше, в [148] було виведено 
співвідношення, що зв’язує радіальну похідну тривимірного перетворення 
Радона від деякої функції трьох змінних з інтегралом уздовж прямої від 
двовимірної променевої проекції цієї функції. Фільтри, отримані на підставі цієї 
формули, є двовимірними та забезпечують більш високу якість відновлення, 
ніж одномірні фільтри. Методи їх побудови можна знайти, наприклад, у [121, 
167, 163, 205]. 

Більшість наведених вище алгоритмів є складними, особливо це стосується 
FBR-алгоритмів з двовимірною фільтрацією проекцій. Крім цього, методи, які 
засновані на точних формулах обернення інтегральних перетворень, 
потребують великої кількості проекційних даних для того, щоб отримати 
допустимий розв’язок. Як альтернатива можуть бути використані алгебраїчні 
методи. З досвіду застосування таких алгоритмів для томографічної 
реконструкції слід очікувати, що в деяких випадках для їх успішного 
застосування потребується значно менше проекційних даних, ніж, наприклад, 
для FBR-алгоритмів. Є підстава вважати, що ітераційні методи будуть 
ефективними для відновлення достатньо простих,  висококонтрасних (у тому 
числі бінарних) об’єктів. У той самий час складні низьконтрасні біологічні 
об’єкти будуть краще відновлюватися більш точними алгоритмами, які 
реалізують формули обернення інтегральних перетворень. 

 
Одномірна фільтрація проекцій 

У праці [80] розглядається наступна задача трансмісійної томографії. 
Нехай треба відновити внутрішню структуру деякого непрозорого об’єкта. 
Останній вважається достатньо протяжним в одному з напрямків. Виберемо в 
тривимірному просторі систему координат  так, щоб вісь  збігалася з 

цим напрямком. Далі вважаємо, що проекційні дані для томографічної 
реконструкції реєструються за допомогою обладнання, в якому випромінювач 
проникаючого випромінювання та детектор нерухомі один відносно одного. 
Позначимо  – відстань між ними. Випромінювач рухається вздовж спіралі, 

),,,0( zyx z

D
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вісь якої лежить на осі . При цьому площина детектора завжди залишається 
паралельною ці осі. Геометрію збору проекційних даних пояснює рис. 6.3. 

Нехай  – радіус спіралі, 
2
H


 – її крок. Рівняння такої спіралі має вигляд 

( ) ( cos , sin , ) .TR R H          (6.20) 

Позначимо  – розподіл коефіцієнта поглинання всередині об’єкта. 

Введемо на детекторі двовимірну систему координат . Початок 

координат покладемо в точку ортогональної проекції випромінювача на 
площину, в якій розташований детектор. Вісь  спрямуємо паралельно осі  
обраної системи координат у тривимірному просторі. При цьому вісь  буде 
обертатися в площині  при русі детектора разом з випромінювачем уздовж 

спіралі. Позначимо ( , , )f u v   – розподіл інтегрального поглинання по детектору 

при фіксованому положенні випромінювача, який визначається параметром  . 
Надалі функцію двох змінних ( , ) ( , , ) constf u v f u v 

   будемо називати 

двовимірною конусною проекцією, чи просто проекцією функції . 

Зв’язок між функціями  і ( , , )f u v   визначається наступним чином: 

0

( , , ) ( ( ) ( , , )) .f u v g l u v dl


          (6.21) 

У рівнянні (6.21) ( )   – точка, в якій знаходиться випромінювач, її координати 

в системі  визначаються згідно з (6.20); ( , , )u v   – одиничний вектор у 

напрямку променя, що з’єднує випромінювач і точку з координатами  на 

детекторі (див. рис. 6.3). 

Рис.6.3. Схема збору проекційних даних для задачі трансмісійної 
томографії (  – частина спіралі, по якій рухається випромінювач;  – 
плоский детектор;  – досліджуваний об’єкт) 
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Задача трансмісійної томографії, що розглядається, полягає в наступному. 
Нехай відомо двовимірні проекції (6.21) для низки значень параметра  з 
інтервалу . За цими даними треба визначити функцію трьох змінних 

. Зазначимо, що проекції можуть бути зрізаними, на яких 

відображається лише частина об’єкта. 
Зазвичай FBR-алгоритми, які здійснюють реконструкцію за проекційними 

даними, що зареєстровані в системах зі спіральним рухом випромінювача, 
будують наступним чином. На першому етапі виконується поворот системи 
координат на детекторі  таким чином, щоб вісь  стала 

паралельною та співнапрямленою дотичному вектору до спіралі в точці 
положення випромінювача. 

Для круглої спіралі з рівномірним кроком кут повороту   не залежить від 
місця випромінювача, тобто він є постійним для будь-якої точки траєкторії і 
дорівнює 

2 2
arccos .R

R H

 
   

 
    (6.22) 

Поворот системи координат виконується для кожної двовимірної проекції. При 
цьому отримують набір даних ( , , )f u v   . 

На другому етапі кожна з проекцій помножується на вагову функцію, яка 
враховує геометричний фактор. У результаті отримують зважену проекцію, яку 
потім позначають 1( , , )f u v   . Для спіралі, яка розглядається, зважена проекція 

виражається за допомогою рівняння 

1 2 2 2
( , , ) ( , , ).Df u v f u v

u v D
     

  
   (6.23) 

Наступним кроком є фільтрація кожної з функцій 1( , , )f u v   . Фільтрація 

може бути або одномірною за змінною , або двовимірною. У праці [214] 
запропоновано одномірну фільтрацію у вигляді згортки з сингулярним при 

0  ядром: 

2

12 0

2

1 , ,
1( , , ) lim( ( , , ) ( )), ( )

14 , .

F
u

f u v f u v E u E u
u

u

 

                 
 

 (6.24) 

Для кожної проекції згортка (6.24) застосовується послідовно для кожного 
рядка при фіксованому значенні змінної . Як реалізацію ядра ( )E u   в цій 



min max[ , ] 

),,( zyxg

),,(),,( 11 vuOvuO  u
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праці використано інший відомий фільтр – Шеппа – Логана [197]. У 
дискретному вигляді він визначається наступним рівнянням: 

    (6.25) 

У виразі (6.25)  – крок сітки за змінною . 

На останньому етапі FBR-алгоритмів виконується обернене проектування 

фільтрованих проекцій ( , , )Ff u v   , в результаті якого отримують оцінку 

шуканої функції . Для спіральної геометрії реєстрації даних обернене 

проектування задається формулою 
max

min

2 2

2( , , ) ( , , ) .
( cos sin )

FD R Hg x y z f u v d
x y R





    
      (6.26) 

Координати  поверненої системи на детекторі пов’язані з 

координатами  у тривимірному просторі наступними співвідношеннями: 

2 2

2 2

cos sin ( )cos sin ,
cos sin ( cos ) ( sin )

cos sin ( )sin cos .
cos sin ( cos ) ( sin )

y x z Hu D D
R x y x R y R

y x z Hv D D
R x y x R y R

        
        

        
        

 (6.27) 

Розглянемо застосування одномірної фільтрації (6.24) у випадку зрізаних 
проекцій. Таку проекцію показано на рис. 6.4.  

Рис. 6.4. До одномірної фільтрації зрізаних проекцій 
 

На ньому наведено декілька прямих, уздовж яких береться згортка. Для її 
правильного обчислення інтегрування має виконуватися по всій області 
перетину носія повної (не зрізаної) проекції з прямою. З рис. 6.4 бачимо, що для 
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прямих  частина цього перетину знаходиться за межами детектора. Тому 

через формули (6.24) фільтрація вздовж них буде невірною.  
 

Двовимірна фільтрація проекцій 

Суть двовимірної фільтрації зводиться до того, щоб отримати похідну 
тривимірного перетворення Радона від шуканої функції згідно з методом 
Grangeat [148]. У випадку, якщо проекції не зізані, формула реконструкції, яка 
виведена в [148], може бути застосована для будь-якої траєкторії руху 
випромінювача, яка задовольняє умови Туя, в тому числі й для спіралі. Для 
випадку спіральної геометрії зі зрізаними проекціями ця формула була 
модифікована [167, 205]. При цьому було виведене поняття так званої області 

 на детекторі. (Тут користуємося термінологією праці [167]; у більш пізніших 
публікаціях область  частіше називають  -областю.) Ця область 
визначається наступним чином. Нехай випромінювач знаходиться в точці 
траєкторії, яка задана параметром 0 . Тоді верхня межа області  утворюється 

шляхом проектування витка спіралі, що розташований вище поточного 
положення випромінювача, тобто при 0 0[ , 2 ]      відповідно; нижня межа 

утворюється при проектуванні витка спіралі з 0 0[ 2 , ]     . У системі 

координат  верхня межа області  задається рівнянням 
2

2( ) 1 ,
2

DH u uV u arctg
R D D

       
  

   (6.28) 

а нижня межа – кривою . Зазначимо, що в наведеній постановці можна 

вважати, що , оскільки проекції зрізані лише в напрямку осі спіралі.  

На основі поняття області  з використанням методу Grangeat було 
розроблено низку алгоритмів реконструкції для спіральної геометрії зі 
зрізаними по висоті детектора проекціями. Характерна особливість цих 
алгоритмів – щоб знайти одне значення радіальної похідної тривимірного 
перетворення Радона, використовуються дані, що належать різним проекціям 
(зазначимо, винятки тут становлять алгоритми, які розроблялися Кацевичем 
[163,164]), у той час як в оригінальній формулі P.Grangeat при обчисленні 
радіальної похідної в будь-якій точці використовується лише одна двовимірна 
проекція (більш детально див., наприклад,  [167]). 
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Алгоритм, який описується в [167], також належить до класу FBR-
алгоритмів з двовимірною фільтрацією. Алгоритм будується за тією самою 
схемою, що була описана в одномірній фільтрації, але замість одномірного 
фільтра (6.24) використовується більш складний двовимірний фільтр. Спочатку 
для кожної проекції обчислюються допоміжні функції:  

1 1( , , ) ( , ) ( , , ), ( , , ) ( , ) ( , , ).tr tr
u B v Bf u v u v f u v f u v u v f u v

u v
                   
  

   (6.29) 

У рівняннях (6.29) 1( , , )f u v    – зважена проекція (6.23); ( , )B u v   – 

характеристична функція області . Далі від допоміжних функцій (6.29) 
береться двовимірне перетворення Радона: 

( , , ) ( cos sin , sin cos , ) ,

( , , ) ( cos sin , sin cos , ) .

tr
u u

tr
v v

s f s t s t dt

s f s t s t dt









        

        




  (6.30) 

Потім функції ( , , )u s    та ( , , )v s    помножуємо на ваги cos  та sin  

відповідно. Після цього виконується їх обернене проектування в площині 
детектування, а від результату береться частинна похідна за змінною : 

2

2

2

2

2

2

1( , , ) ( cos sin , , )cos ,
4

1( , , ) ( cos sin , , )sin .
4

tr
u u

tr
v v

f u v u V d
u

f u v u V d
u











            
 

            
 





 (6.31) 

Фільтровану проекцію отримуються підсумуванням функцій ( , , ),tr
uf u v    

( , , )tr
vf u v    і межового члена ( , , ) :boundf u v    

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).F F F
u v boundf u v f u v f u v f u v                (6.32) 

Межовий член у рівнянні (6.32) виникає внаслідок того, що  використовуються 
зрізані проекції. Формули для його обчислення виведено в праці [167]. 

Послідовність операцій, яка задається формулами (6.30) і (6.31), може бути 

замінена фільтрацією функцій ( , , )tr
uf u v    та ( , , )tr

vf u v    в частотній області: 

B

u
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 

 

2 2

2 2

( , , ) ( , , ),
2

( , , ) ( , , ).
2

F tru u
u v u vu u

u v

F trv u
u v u vv v

u v

v vif v v f v v
v v

v vif v v f v v
v v

   
 

   
 

  (6.33) 

Наведений в [214] обчислювальний експеримент показав, що використання 
формули (6.33) замість (6.30) і (6.31) значно зменшує час рахунку.  

Двовимірний фільтр (6.29) – (6.33) при деяких припущеннях можна звести 
до одномірного фільтра. Замінимо в (6.29) характеристичну функцію ( , )B u v   

одиницею. Таке можливо, наприклад, у випадку, якщо область  повністю 
покриває детектор. Тоді фільтрація (6.30), (6.31) або (6.33) буде безпосередньо 
застосовуватися до частинної похідної зваженої проекції 1( , , )f u v   . Як відомо, 

похідна еквівалентна в просторі Фур’є множенню на 2i v ; з цього випливає, 

що (6.33) можна записати у вигляді 

 

 

 

2

12 2

2

12 2

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ).

F u u
u v u vu

u v

F v u
u v u vv

u v

v v
f v v f v v

v v
v v

f v v f v v
v v

  


  


   (6.34) 

При підстановці (6.34) в (6.33) сума перших двох членів дає фільтрацію функції 

1( , , )f u v    одномірним фільтром . Але фільтр Шеппа – Логана є однією з 

реалізацій в просторовій області частотного фільтра . Таким чином, якщо 

знехтувати межовим членом ( , , )boundf u v    та замінити функцію ( , )B u v   

одиницею, то розглянутий нами двовимірний фільтр зведеться до одномірного 
фільтра [95] в напрямку . 
 

Алгебраїчні методи. Алгоритми ART 

В умовах відносно невеликої кількості проекційних даних томографічну 
реконструкцію треба виконувати переважно за допомогою алгебраїчних 
методів. При цьому на першому етапі здійснюється дискретизація 
відновлюваної функції та проекційних даних. Питанням дискретизації задач 
томографії присвячено, наприклад, праці [71, 95]. У результаті отримано 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь , яка пов’язує шуканий вектор 

 з вектором вимірювань . Матриця цієї системи , проектуюча 
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матриця, залежить від схеми збору даних та способу дискретизації. В 
наближенні променевої томографії елемент проектуючої матриці  часто 

визначають як довжину перетину -го променя з -м вокселем. (Воксели – це 

елементарні об’єми, на які розбивається область реконструкції.) Таким чином, у 
даному випадку проектуюча матриця виявляється сильно розрідженою. Для 
розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь подібного виду існують 
спеціальні ітераційні алгоритми. У праці [80] використано один з них – ART 
(Algebraic Reconstruction Technique). Він часто застосовується в задачах 
томографічної реконструкції. Згідно з [95] -й крок для ART задається 

формулою 
( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )
2( )

( , ) .
i k i k k

k k i k

i k

f a gg g a
a

 
      (6.35) 

Тут ( )i ka  – ( )i k -й рядок матриці ;A   – параметр релаксації, який впливає на 

швидкість збіжності алгоритму; , тобто рядки матриці 

перебираються циклічно;  – скалярний добуток;  – евклідова норма в 

. У [95] показано, що ітераційний процес (6.35) збігається для будь-якого 

початкового наближення , якщо . Якщо, крім того, 

наближення  належить лінійній оболонці векторів , то процес 

(6.35) збігається до розв’язку системи рівнянь з мінімальною нормою, якщо 
вона сумісна, та до узагальненого розв’язку для несумісної системи.  
 

Алгоритм пошарової реконструкції 

У праці [80] реалізовано алгоритм, заснований на найпростішій схемі 
отримання даних для реконструкції об’єкта в шарі, перпендикулярному осі 
спіралі. Нехай потрібно відновити структуру об’єкта в перетині . З 

рівняння спіралі обчислюється параметр 0 , при якому спіраль перетинає цей 

перетин. Далі виконується двовимірна реконструкція за даними, отриманими 
при русі випромінювача в інтервалі 0 0[ , ]      . При цьому з кожної 

двовимірної проекції береться один рядок – той, який лежить в площині . 

Отриманий результат приписується перетину . Окрім простоти перевага 

даного методу полягає в тому, що для відновлення шуканої функції в перетині 
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використовуються виміряні дані, а не отримані в результаті інтерполяції, яка 
завжди вносить додаткові  викривлення. Для двовимірної реконструкції за 
отриманим набором одномірних віяльних проекцій використовувався 
наступний FBR-алгоритм (див., наприклад, [162]): 

0

0
0

2
0 2 2

1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( ( , , ) ) .
2 SLv z

Dg r z U r f u v E s r u du d
D u

  


  

        
  (6.36) 

У рівнянні (6.36) шукана функція записана в циліндричних координатах;  – 

фільтр Шеппа – Логана (6.25), 

2
2

cos( )( , , ) , ( , , ) .
( sin( )) sin( )

RD DrU r s r
R r R r

 
     

      
  (6.37) 

Очевидно, що для того, щоб зібрати описаним вище способом віяльні 
проекції по всіх азимутальних напрямках, необхідно, щоб для всіх 

0 0[ , ]        детектор перетинав площину . Таким чином, розмір 

детектора має дорівнювати хоча б кроку спіралі (нагадаємо, що за умовами 
геометрії, яка розглядається, випромінювач завжди проектується в центр 
детектора). 

 
 - метод 

Первісний  -метод [151] – це метод апроксимаційного відновлення для 
гвинтової конусно-променевої геометрії (рис. 6.5). Джерело рухається по 
гвинтовій траєкторії радіуса R з висотою витка P навколо осі Z. Висота витка 
визначається як відстань між двома послідовними поворотами спіралі. Область 
двовимірного детектора обмежена по висоті променевим вікном між двома 
послідовними поворотами первісної спіралі (рис. 6.5, б). Фізична побудова і 
геометрія детектора можуть змінюватися, поки всі розміри обмежені цим  -

вікном. Конусно-променеві проекції ( , , )Cp s   і відповідні промені всередині 

 -вікна параметризуються так, що   – проекційний кут,   – віяльний кут,   – 
конусний кут і 2s – координати висоти детектора на детекторі, який повернуто 
на траєкторію циліндра. Головні межі  -вікна мають висоту  та межі 

основи .  

Перший крок  -методу – перехід від конусних променів до 
псевдопаралельних, як показано у формулі 

SLE

0zz 

4/Ps 

4
Ps 
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  ( , , ) ( , , ) ( arcsin ,arcsin , ).C C t tp t s p s p s
R R

        (6.38) 

Координата висоти детектора s не змінюється. У праці [151] зазначається, що 
результуючий промінь, показаний на рис. 6.5, в, є розбіжним, коли ми дивимося 
з боку, і паралельним, коли ми дивимося вздовж осі обертання. На рис. 6.5, в 
також показано віртуальний плоский ортогональний детектор у напрямку 
проектування, яким є вісь обертання. Псевдопаралельний промінь перетинає 
цей плоский детектор на декартовій сітці, яка лежить у прямокутнику. 
Горизонтальні рядки цього детектора мають сталу величину s. 

 -метод продовжується з ваговим косинусом конусного кута для кожного 
променя. Це супроводжується одномірним фільтруванням даних по 
горизонтальним лініям дійсного плоского детектора. Значення величин 
отримують за допомогою тривимірного методу обернених проекцій 
фільтрованих даних. 

Для того, щоб відслідити неточність  -методу, вивчається набір об’єктних 
точок, які лежать у прямокутному вікні детектора в один і той самий момент. Ці 
точки лежать на поверхні, яка називається  -поверхнею. Можна показати, що 
кожна об’єктна точка належить одній і лише одній площині. Повний набір  -
поверхонь нахилений до осі обертання і заповнює повний об’єм, який буде 
відновлений (рис. 6.5, г). 

Припускається, що система проектування обертається вверх, коли точки  -
поверхні вступають у прямокутне вікно детектора на лінії верхніх меж 
одночасно. У той час коли обертання системи проектування продовжується, 
проектування з  -поверхні переміщується вниз детектора. Воно починає 
відхилятися від лінійної форми та перетворюється у подовжену область з 
негоризонтальною середньою лінією. Однак після обертання всі точки на  -
поверхні знову вишуковуються в горизонтальну лінію, тепер уздовж нижньої 
межі вікна, і виходять з прямокутного вікна одночасно. 

Одномірне променеве фільтрування в цих алгоритмах виконується вздовж 
цих похилих ліній або кривих. Фільтровані дані – дані, які отримані методом 
обернених проекцій у двох вимірах на похилих площинах або в трьох вимірах 
на об’ємі. Факт, що деякі об’єктні точки на похилих поверхнях проектуються 
вище, ніж похила лінія, а деякі – нижче, є необробленим кроком фільтрування 
цих алгоритмів. Цей крок буде оброблюватися за допомогою нового швидкого 
 -методу.  
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Рис. 6.5. Геометрія для гвинтового конуса: а – приклад детектора, що 

знаходиться в центрі; б –  детектор на  -вікні; в – псевдопаралельні промені 
разом з площиною віртуального детектора; г – множина  -поверхонь 

 
Розглянемо околи точок на -поверхні. Вони проектуються в околи на 

детекторі. Значення проектування цих детекторних околів забруднене 


а  

б  

в  

г



206 
 

об’єктними точками, які належать іншим -поверхням. Але на детекторі 
проекції цих забруднених точок мають різну швидкість у t-напрямку. Лише 

зв’язки, подібні нахилу , мають подібну проективну t-швидкість. Мета 

швидкого -методу – зменшити небажані взаємодії між сусідніми -
поверхнями під час фільтрування. 

Для кожної  -поверхні можна побудувати повну множину значень зв’язків 

. Зв’язки розміщені в тривимірному ( , , )t d  проекційному просторі, 

при цьому ( , )t  – координати зв’язків ідентичні двовимірному випадку, 

оскільки ми можемо розглядати відновлення як двовимірне, коли дивимося 
вздовж осі обертання; S – координати потребують подальшого розглядання. 

Ураховуючи  -поверхню та значення , , ,
A Bi A i Bt t  , використовуємо (6.37) 

для того, щоб координати точки  на  -поверхні відповідали зв’язку. 

Знаючи , обчислюємо z-координату точки з єдиним рівнянням  -

поверхні. Координати кінцевої точки зв’язку  можуть бути пораховані 

за допомогою проектування точки  на віртуальний плоский детектор за 

проекційними кутами ,
A Bi i   відповідно. Аналітичні викладки можна знайти в 

[151]. 
Повний набір зв’язків для  -поверхні буде приблизно відповідати 

проекційним слідам точок на  -поверхні від їхніх рухів на місці проектування 

(рис. 6.6). Під вхідним кутом проектування 
ini   -поверхні всі зв’язки 

розпочинаються в , під вихідним кутом проектування 
ini    всі 

зв’язки закінчаться у точці .  
Коли кінцеві точки зв’язків вже обчислено, можна знайти множину значень 

зв’язків вздовж лінійних сегментів: 
1

( , , ) ( , , ( ) )
A

A
A

i n
A A

i A i A A B A
i i

i i i iI t d p t d s s s
n n

 



 
      .  (6.39) 

Неявна одномірна інтерполяція у t-напрямку для двовимірного випадку тут 
стала неявною двовимірною інтерполяцією для кожної  площини. 

Якщо підставимо вираз (6.38) у (6.39), то можна побудувати зв’язок 

безпосередньо за конусно-променевими даними ( , , )Cp s   без проміжного 



n
d

 

),,( dtI 

),( yx

),( yx

BA ss ,

),,( zyx

4/Ps 

4/Ps 

),( st
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ланцюжка (6.38). Тоді існуючі точки умов адитивності (6.39) не будуть 
збігатися з проекційними даними точок навіть у напрямку кута проектування. 
Отже, неявна тривимірна інтерполяція необхідна для кожного доданка в (6.39).  

 
Рис. 6.6. Зв’язки, необхідні для  - поверхні у вигляді спіралі з висотою 

витка Р=1 
 
Як тільки обчислено значення зв’язків  -поверхні, їх можна фільтрувати. 

Потім фільтровані зв’язки об’єднуються в піксельні значення відповідно 
формулі 

   
/

1 1 1 1
1

( , ) ( (1 ) (1 ) (1 ) )
N n

l l l l l l l l l l
l

f x y w w J w K w w L w M


   


           , 

де  – інтерполяційний множник;  – значення зв’язків. Цей крок 

методу обернених проекцій ідентичний двовимірному випадку, але він 
використовує тривимірний метод обернених проекцій. Пікселі на  -поверхнях 
інтерполюються на заключній тривимірній сітці, наприклад, кубічній, для 
представлення і аналізу. Ця інтерполяція виконується лише за z-напрямками, 
оскільки пікселі на  -поверхнях вже розміщені на декартовій  сітці. 
 

6.3.4. Класична тривимірна комп’ютерна томографія 
 

Постановка класичної тривимірної комп’ютерної томографії: 

відновлюється функція  за величинами ( , ) ( )g v a v t dt    , де  пробігає 

через усі точки кривої , а 2S  (  – одиничне коло). У більшості формул 
відновлення використано проміжну функцію: 

lw llll MLKJ ~,~,~,~

a v

V 2S
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2

( , ) ( , ) ( ) ,
S

G v g v h d    
 

   (6.40) 

де  – гармонічна функція, а функцію  на  отримують з G за 
допомогою 

( , ) ( , )F v G v    .     (6.41) 

Формулу відновлення записують так: 

2
3

1( ) ( * )( , )
16 S

a x F k x d    
     (6.42) 

Можна показати, що з (6.40) – (6.42)  випливає, що 
2ˆ ˆ( ) ( )h k odd function of      .   (6.43) 

Цей запис отримано з виразу ( , ) ( * )( , )G v h Ra v     і з 3D перетворення 

Радона [202], отже, . Тепер порівнюємо (6.42) з перетворенням 

Радона для , тобто 
2

2

1( ) ( ) ( , )
8 S

a x R f x d    
  . Цей вираз збігається з 

(6.42), якщо (6.43) виконується. 

Найпростіший вибір для  – це 
1 1
2 2ˆ ˆ( 2 ) , (2 )h i k i


        . У цьому 

випадку , 2h k      є локальними. Ми отримали обернену формулу 

Grangeat [148]: 

2

( , ) ( , )
S

G v g v d



   

 ,    (6.44) 

2
2

1( ) ( , )
8 S

a x F x d   
  ,    (6.45) 

де 


 – похідна за напрямком  ,  – частинна похідна відносно другого 

аргументу.  
Обернену формулу Туя [211], Сміта [203] та Гельфанда і Гончарова [140] 

можна отримати, поклавши 
1 1
2 2ˆ ˆ( ) (2 ) ( ), ( ) (2 )h k



          і 
1 1
2 2( ) (2 ) , ( ) (2 )h k



       
 

.  

На практиці  вимірюється на детекторній площині 

, де  – ортогональна проекція  на . Поклавши 

, (6.44) перетворимо в наступну рівність: 

h F 12 RS 

RahF *

3n

kh,

F 

),( vg
 )( vpvpD vvv vp v vD

),()( vyvgygv 
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( , ) ( ) ( ( ))
v

v v
D

G v p v g y h y v dy      . 

Якщо ввести ортогональну систему  у , то у випадку 

Grangeat (6.43) можна отримати  

3
( )( , ) ( ) ,v v v

v v
v vv

p v v pG v Rg
             

,   (6.46) 

де ,T
v w R    – це 2D-перетворення Радона і  – градієнт . Таким чином, 

на практиці формулу Grangeat можна реалізувати за допомогою обчислення 
лінійних інтегралів на детекторній площині, тобто за допомогою 3D обернених 
проекцій (6.46).  
 

6.4. Схеми сканування в 2D та в 3D комп'ютерній томографії 
 

У багатьох публікаціях зазначено, що комп’ютерна томографія (КТ) 
використовується в медицині, неруйнівному контролі, астрономії та інших 
галузях науки і техніки для визначення  та аналізу внутрішньої структури 
об’єкта або поля. Однак в цілому ця процедура в обчислювальному плані дуже 
трудомістка. Для відновлення за допомогою КТ потрібно виконувати великі 
обсяги обчислень та багато часу. Це обмежує використання КТ у багатьох 
випадках, де КТ-зображення представлене у реальному часі. Паралельна 
обробка – один з методів, що дає змогу набагато зменшити час реконструкції. 
Існують багато різних схем сканування, деякі з них наведені на рис. 6.7 і  6.8. 
Деякі методи побудови алгоритмів з паралельною схемою проведення 
обчислень досліджувались Н.М. Губарені [25] та І.М. Молчановим [70], які 
стверджували, що паралельне проведення розрахунків є дуже зручним для КТ 
відновлення і в результаті економить час. Спрощений алгоритм фільтрованих 
обернених проекцій був вперше запрограмований як серійний алгоритм з 
використанням Matlab на машині Sun Sparc 10. Цей алгоритм у Matlab займає 
приблизно 12 хвилин на відновлення, ті самі дані можуть бути розпаралелені на 
Intel Paragon і обчислені за 2,2 секунди та на CM5 за 3 секунди. 

Декілька дослідників використовували алгебраїчні методи для 
реконструкції. R. Gordon, R. Bender, G.T. Herman [215] використовували 
ітераційний метод Качмажа [160] для розв’язання відповідних систем лінійних 

),( 21 wwWv   )( vpv

vg  vg
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алгебраїчних рівнянь. Shepp і Logan [197] у 1974 році показали, що 
ефективність застосування методу згортки і обернених фільтрованих проекцій 
на світлопропускний екран перевершує ефективність інших методів (особливо 
алгебраїчних). 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 6.7.  Схеми отримання проекцій в 2D-томографії 

 

У 1972 році перший КТ сканер винайшли G.N. Hounsfield [156] і Alan 
McCormac [116, 117]. Алгоритм згортки та фільтрації обернених проекцій 
вперше був описаний незалежно в працях L.A. Shepp, B.F. Logan [197] у 1974 р. 
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та Ramachandran, Lakshminarayanan [186] у 1971 р. Але ще раніше в 1967 р 
Bracewell і Riddle застосували його у своїй праці з радіоастрономії в [107]. Це – 
алгоритм, що зараз використовується майже всіма комерційними доступними 
КТ сканерами.  
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 6.8.  Схеми отримання проекцій в 3D-томографії 

Для покращення швидкості алгоритмів було запропоновано декілька 
методів. Вони можуть бути грубо поділені на три категорії: a) вдосконалення 
алгоритмів; б) вдосконалення апаратних засобів ПЕОМ, що використовуються 
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для того, щоб обчислювати реконструкції; в) паралельні методи обробки; до 
них належать праці, що використовують мультипроцесорні системи, а також 
праці, присвячені побудові алгоритмів з розпаралелюванням. 

У праці [20] досліджено алгоритм фур’є-синтезу сумісно з регуляризацією, 
в праці [65] – алгоритм оберненого проектування з фільтрацією. У [82] 
розглянуто задачу вимірювання газодинамічних полів щільності з 
використанням методів комп’ютерної томографії. У [94] запропоновано 
оригінальний підхід до розв’язання плоскої задачі рентгенівської комп’ютерної 
томографії, що не використовує пряме та обернене перетворення Радона. У [42] 
розглянуто деякі аспекти оптичної томографії. У [91] наведено аналіз 
статистичних методів у комп’ютерній томографії. 

 

6.5.  Методи розв'язання 4D комп'ютерної томографії 
 

6.5.1. Алгебраїчні та аналітичні методи відновлення динамічного 
тривимірного тіла при конусно-променевій томографії 

 
Конусно-променева комп'ютерна томографія стала важливим методом 

візуалізації променевої терапії [157] і інтервенційної радіології [180]. Багато 
методів було запропоновано для сортування отриманих рентгенівських 
проекцій в дихальних фазах за припущення про полуперіодичність дихальних 
рухів [166, 190, 213]. Після сортування отриманих даних проекцій у необхідній 
кількості фаз дихання (використовувалось 10 тимчасових фаз) виявлено, що 
жодна фаза не має достатньої кількості проекцій для відновлення бажаної 
якості зображення  за допомогою різних методів відновлення. Це привело до 
розвитку ітераційних методів реконструкції з використанням повної варіації 
регуляризації (TV) [200]. У праці [170] об’єднано 4D реконструкцію конусно-
променевої томографії з оцінкою оптичного потоку, тобто виконано оцінку 
тимчасового поля деформації окремо від отриманих конусно-променевих 
проекцій. 

У [105, 113, 154, 177] запропоновано розглядати винятково автономні 
реконструкції, тобто не брати до уваги методи, засновані на дихальних моделях 
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із зовнішніх джерел. Запропонована реконструкція у [113] складається з п’яти 
кроків. 

1. Перетворення отриманих даних і сортування результуючих проекцій в 
окремі бункери. 

2. Реконструювати 4D-об’єм з низькою просторовою роздільною 
здатністю, але з повною тимчасовою здатністю. 

3. Реконструювати приблизний 4D-об’єм з повною просторовою та 
тимчасовою роздільною здатністю. 

4. Оцінити оптичний потік між тимчасовими фазами. 
5. Виконати остаточну реконструкцію. 

Ці кроки показано на рис. 6.9. 
 

 
Рис.6.9. Алгоритм відновлення 4D конусно-променевої томографії: а –  

після бункера сортування низька просторова розподільна здатність, але 
відновлюється повний набір проекцій; б – приблизний 4D-об’єм; в – оцінюється 
оптичний потік між фазами; г – результат 4D конусно-проеменої томографії 

 
Позначимо  – тіло, яке потрібно відновити. Нехай  – це або тривимірна 

функція з просторовими координатами , або чотиривимірна функція 

. Проекційні дані  визначаються двома вимірами  і 

проекційним кутом. З точки зору лінійної алгебри визначені як вектори-

стовпці, тобто як одновимірні вектори. Рентгенівська проекція  перетворює в 

. Отримані дані та відновлена функція пов’язані між собою 

лінійною системою рівнянь 

u u
( , , )x y z

( , , , )u x y z t f ( , )x y 

,u f

1f
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,     (6.47) 

де оператор  відповідає за конусно-променеве перетворення.  
У присутності шуму і нелінійних ефектів, таких як зміцнення пучка, 

загального рішення (6.47) не існує. Тоді замість (6.47) можна записати лінійну 
задачу мінімізації: 

,     (6.48) 

де  – норма в просторі . 

Щоб однозначно розв’язати (6.48), термін регуляризації ( )u  не потрібний. 

Розв’язок u  може бути отриманий з розв’язку задачі обмеженої оптимізації: 
 2 2

2
arg min{ ( )}, ,

u
u u Eu f        (6.49) 

де 2  – рівень шуму, що допускається в даних. 
Позначимо lu  – розв’язок (6.49), який має просторово низьку роздільну 

здатність, але повну тимчасову роздільну здатність. Як приклад див. рис. 6.9, а. 
Для зменшення згладжування в lu  визначимо 

     22 2

,

( ) x y z
x t

u u u u       , 

де   – диференційний оператор, а 
,x t
  – сума по всім просторовим 

положенням x  і тимчасовим фазам t . Аналіз основних компонентів виконували 
над змінною в часі для кожного просторового розташування в lu . Це привело 

до матриці lA  тимчасових базисних функцій, які перетворюють 4D-зображення 

u  у відповідні ваги u
w , тобто 


lu

w A u . Як і в методі, запропонованому в праці 

[138], матриця lA  розуміється як регуляризація для наступного кроку 

алгоритму реконструкції. 
Метою наступного кроку (крок 3) є чотиривимірне відновлення ru . 

Згладжування, яке негативно впливає на алгоритм, на даному кроці 
зменшується завдяки відновленню ru  за умови [131] 

1 1

2 2
2

arg min{ },r lL L
u

u u Au Eu f      , 

де загальна зміна регуляризації застосовується і в просторі в часі: 
2 2 2 2

,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z t

x t
u u u u u u           

Eu f

E

2

2
argmin

u
Eu f

2
 2L
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(як приклад див. рис. 6.9, б). 
На четвертому кроці використовується метод, запропонований N. Cornelius 

і T. Kanade  [118], в адаптації більш відомого методу B. K. Horn і B. Schunck 
[155]. За його допомогою обчислюється поле зміщення від часу t  до часу t  

, , 1t tx v t x tu u
   (як приклад, див. рис. 6.9, в).  

Останній крок у процесі відновлення – використання отриманих 
реєстраційних матриць з попереднього кроку для обчислення високої 
просторової роздільної здатності чотиривимірної реконструкції. Для простоти 
опишемо реконструкцію однієї тривимірної тимчасової фази t . Цей процес 
повторюється для решти фаз, щоб отримати повну 4D-реконструкцію. 
Позначимо tR  – блочна матриця, складена шляхом монтажу матриць 

,t tR t t    в одну матрицю, що перетворює 3D-об’єм tu  в 4D-об’єм для всіх 

інших фаз. Мета такого перетворення матриці – використати всі отримані дані 
для відновлення кожного етапу. Іншими словами, основна проблема 
відновлення (6.47) може бути сформульована таким чином, що вона є 
недовизначеною навіть тоді, коли часовий вимір входить в u . Сформулюємо 
задачу безумовної оптимізації для остаточного завдання реконструкції: 

 2 2

2 2
argmin

2t

t
t t t t t t t t

u
u E u f E R u f 

 
     
 

 .  (6.50) 

Проекції градієнта, включаючи невід’ємність обмеження [159, 182], були 
використані для мінімізації (6.50). Початковий приклад отриманої якості 
зображення можна бачити на рис. 6.9, г.  

У праці [123] досліджено динамічну томографію 3D конуса променя та 
наведено алгебраїчні й аналітичні підходи для компенсації деформації пацієнта 
під час реконструкції.  

Нехай 3:f R R  – тривимірне тіло, яке потрібно відновити за проекціями. 

У [123] розглянуто 3D конусне перетворення: 

0

( , ) ( , ) ( ) ( ( ) )D tg t Df t D f f a t l dl


        ,   (6.51) 

де 2S  – одиничний вектор в 3R  ( 2S  – одинична сфера в 3R ); 3( )a t R  – 

положення рентгенівського випромінювача в момент часу t T R  , t  – 
параметр траєкторії випромінювача в 3R  (рис.6.10 ). 
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Рис.6.10. Параметри конуно-променевої геометрії 

 

При фіксованому t  вважається, що ( )tD f   отримані при незначному  часі 
2S , а також, що функція f  має компактний носій і ( )a t  має строго 

додатну відстань від носія функції f .  Це перетворення  розповсюджується і на 

тривимірну рентгенівську томографію (відновлення за двовимірними 
рентгенівськими проекціями) із застосуванням у кардіологічній комп’ютерній 
томографії або в променевій терапії. 

Задача тривимірної конусно-променевої томографії полягає у відновленні 
функції f по Dg . За останні роки були запропоновані нові методи для 

розв’язання цієї задачі, як для гвинтової лінії, так й для більш загальної 
траєкторії [122, 148, 163, 165, 181, 219]. 

У динамічній томографії функція f , яку треба відновити, є ще й функцією 

від змінної часу t . Введемо до розгляду час залежно від моделі деформації t  

[119, 193] і будемо вважати, що , tt T   – відомі гладкі функції в 3R . Нехай 

затухання в точці 3x R  у момент часу t  можна записати у вигляді 

 ( ) ( )
t

tf x f x


 
  

, де f  – початкова точка затухання  (наприклад 0t  ). Задача 

полягає у відновленні функції f  або 
t

f

 , що є еквівалентним, за конусно-

променевими проекціями 
t

Df

  для відомої деформації ,t t 


. Автори [123] 

ставили за мету застосування ефективного точного коригування деформації в 
алгоритмі реконструкції. 

В алгебраїчному методі прийнято, що невідома функція може бути 
розкладена в кінцеву лінійну комбінацію заданих незалежних функцій. Нехай 
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{ }j j Je   – множина базисних функцій 3: ;je R R J  – скінченна множина 

індексів таких, як {1,..., },j jJ n n N  . Наприклад, je  може бути показником 

кількості воксел (тривимірний піксель) в області відновлення. Будемо вважати, 
що 

( ) ( ),j j
j J

f x f e x



 

     (6.52) 

де ,jf R j J  , а також придбання можна змоделювати так: 

( ) ( ) , ,i id h x f x d x i I


 
  

    (6.53) 

де { }i i Id   – дійсний вектор придбаних даних. У статичній томографії 

алгебраїчний підхід полягає у розв’язанні системи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .i i i j j i j j
j J j J

d h x f x d x h x f e x d x h x e x d x f


  

 
    

 
   

        
 (6.54) 

Отже, потрібно розв’язати лінійну систему d Af , де 1,...,{ }
Ii i nd   – вектор 

відомих даних; 1,...,{ }
Jj j nf f   – невідомий вектор коефіцієнтів, які будуть 

визначені; A  – матриця, що визначається наступним чином: 

, ( ) ( )i j i jA h x e x d x


 
  

. 

У динамічній томографії  

, ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))t tt i i i j j
j J

d h x f x d x h x e x d x f
 

 
    

 
 

       
.  (6.55) 

Тепер будемо вважати, що функція  ( )tje x
 

 може розкладатися в скінченну 

лінійну комбінацію даних незалежних функцій { }k k Kb   ( K  – множина 

скінченнях індексів) тобто 

  ,
( ) ( )

k j
tj t k

k K
e x b x



  
  

.    (6.56) 

Підставимо (6.56) у (6.55): 

, ,, ,( ) ( )
k j k jt i i t k j i k t j

j J k K j J k K
d h x b x d x f B f

   

   
      

  
   

  
, 
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де B  – алгебраїчна матриця для базисних функцій { }k k Kb   , ( ) ( )i k i kB h x b x d x


 
  

. 

У тривимірній конусно-променевій томографії, зазвичай, i  – це мульти-
індекс: принаймні один індекс, наприклад 1i , пов’язаний з вихідною позицією 

детектора на його траєкторії, а інший індекс, наприклад 2i , пов’язаний з 

піксельним положенням детектора на вихідній позиції 1i , що еквівалентно 

напрямку променя від положення джерела в момент часу 1( )t i . Отже, t  – це 

функція від 1i  (час залежить від положення джерела), тобто 
1 2, ( ),t i t i id d , де 

1 2( , )i i i , 1 1 2 2 1 2, ,i I i I I I I     та  

 1 2 1 2 1 ,( )1( ), 1 2 ( , ), ( )( ), ( )
k jt it i i i i k t i j

j J k K
d Df t i i B f


 

 
   

 
 


. 

Таким чином, 
1 1 1 1( ) 1, 1,...,i i t i Id B f i n   . 

Алгебраїчна матриця динамічної томографії відрізняється від класичного 
алгебраїчного методу лише шляхом введення матриць 

1( )t i . Так само, як для 

класичної томографії, ітераційні методи використовуються для розв’язання 
лінійної системи (6.54), а матриці B  і 

1 1( ) 1, 1,...,t i Ii n  , зазвичай, не 

зберігаються, але обчислюються в процесі ітерацій. Аналітична 2D конусно-
променева динамічна томографія розглядалася в працях [124, 194]. Деформація 

3 3:t R R 


 зберігає конусно-променеву геометрію глобально, якщо вона 

перетворює точку опромінення 3( )a t R


 в момент часу t  у віртуальну точку 

опромінення ( ( ))t a t
 

 у вихідний момент часу (наприклад 0t  ), а піввісь  

трансформується  у віртуальну піввісь , як показано на рис. 6.11. 

Будемо використовувати сферичні  координати  для , 

тобто . Піввісь  у напрямку  визначається як .  

Нехай .  можна розкласти: 

,     (6.57) 

де  трансформує вектор  ( ) та  

 

( )a t


( ( ))t a t
 

  2,l R S   ( )x a t
 

( )x a t l  
  

( )a t





( )a t R 
 

( ) ( ( )) ( )
def

tv t a t a t  
   

t


( )t v t tT  
  



( )v tT 


( )v t


( ) ( ) ( )v tT x v t x 
   

2 ,,( ) ( ) ( ).t S ttx a t c l


    
    
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Рис. 6.11. Деформація  зберігає 3D конусно-променеву геометрію 

глобально 
 

Зазначимо, що деформація  може аналітично компенсуватися безпосередньо 
в кожній тривимірній проекції при фіксованому : 

   2 2, ,( ) ,
0 ,

1( ) ( ) ( ) .
t

S t S tt tt
t

D f f a t c l dl D f
c



  


        


    
 

Звідси отримуємо  2
1
2 ,

1
,
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t
S t

S tt tt
D f c D f



 
    
  

 Комбінуючи (6.50) та (6.51), 

отримуємо 2
1

( ) ( )
2 ,

1
,

, ( )
( ) ( ( )).

v t v t t
S t

S tt tT Tt
D f c D f





 
    


  

  
 

Деформація  дуже просто компенсується в межах проекції . 

Потім замість відновлюваної  за тривимірними конусно-променевими 

даними на реальній траєкторії , треба виконати відновлення, 

використовуючи віртуальну траєкторію .  

Отже, стабільні умови відновлення Туї [211] у точці  можуть бути 

інтерпретовані як умови на віртуальній траєкторії , тобто можна 

використовувати сучасні алгоритми тривимірної  конусно-променевої 
реконструкції [181, 200]. 

 

6.5.2. Методи відновлення динамічного тривимірного тіла при 
віяльній томографії 

У праці [158] наведено новий алгоритм відновлення в 4D-компютерній 
томографії, який використовує повторення анатомічних структур у різних 
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місцях між сусідніми фазами дихання при віяльній схемі сканування. Перед 
тим як представити цей метод, спочатку опишемо, як звичайне томографічне 
зображення відновлюється за відомими проекціями. Справді, звичайна задача, 
складна сам по собі – це підзадача реконструкції 4D-комп'ютерної томографії, 
якщо кожна фаза відновлюється самостійно. Позначимо одне горизонтальне 
зображення анатомічної інформації пацієнта як вектор . Матриця 

рентгенівських проекцій переводить  в інший вектор  на рентгенівських 

детекторах при віяльній схемі сканування, так що . Задача КТ 

реконструкції формулюється як пошук вектора  по спостереженню за 

вектором , отриманим за допомогою проекційної матриці . Таким чином, 
потрібно розвязати оптимізаційну задачу: 

    (6.58) 

де перший доданок забезпечує узгодженість між реконструйованим КT 
зображенням і  спостереженням Y. Другий доданок , відомий як термін 

регуляризації для того, щоб гарантувати, що відновлене зображення з (6.58) 
задовольняє деякі бажані властивості, наприклад, розриви на краях та 
однорідність в областях. 

Викладемо метод 4D-відновлення, який досліджувався в [158]. Розіб'ємо 

дихальний цикл на  частин, позначимо ці частини через . Позначимо 
зображення комп'ютерної томографії при фазі   через вектор f . Проекційна 

матриця P  при фазі   відображає зображення  у наочний вектор Y , тобто 

P f Y   . На відміну від реконструкції зображення на кожному етапі 

самостійно в праці [158] запропоновано наступна модель 4D-реконструкції 
комп'ютерної томографії: 

 2
{ } 1 12

1
{ } arg min ( , ) ( , ) ,

2

N
ff P f Y J f f J f f
       




     (6.59) 

де  – функціональна залежність, яка застосовується як тимчасова 

регуляризація між послідовними фазами. Для двох зображень ,f f   ( , )J f f   

вона визначається так: 

* *
2
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Ваговий коефіцієнт * *, ( , )f fw x y
 

 залежить від ,f f  , які визначені відповідно 

до супутних зображень * *,f f  : 

2
2

* *
2* *

( ) ( )

,
1( , ) ,

f f
p x p y h

f fw x y e
Z

 

 

 
  

де * ( )fp x


 – невелика ділянка зображення *f , яка центрована по координаті ; 

 – нормалізуючий множник;  – скалярний параметр, який контролює міру 
схожості між ділянками. 

Наведене вище визначення функціональної залежності  в корені 

відрізняється від ідеї методу, який був широко використаний для відновлення 
природних зображень [109, 172]. Головним допущенням у цих працях є те , що, 
наприклад, фотографії будівель, зазвичай, містять деякі повторювані риси. 
Таким чином, схожість між частинами малюнків у різних місцях можна 
використати – конструктивно підсилити відновлення зображень. На противагу 
цьому методу в праці [158] наведено, що подібні структури практично не 
виявлені в жодному медичному зображенні. Тим не менш, важливо 
враховувати схожість серед зображень сусідніх фаз. Таким чином, за 
допомогою (6.59) розглядається регуляризація  1( , )J f f  , на відміну від 

( , )J f f  , як і в інших працях. У запропонованому завданні 4D-реконструкції є 

можливість видалення смуг. 
Для розв'язання (6.59) застосовується алгоритм розщеплення [115, 150], де 

розв’язок (6.59) можна отримати, виконавши наступні два кроки: 

1 11 ( ), ,k k T kv f P P f Y 
        


    (6.60) 
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
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Тут v  –допоміжні вектори;   – постійна, введена за допомогою алгоритму 

розщеплення. Зауважимо, що (6.60) є просто одним кроком градієнтного 

алгоритму спуску до мінімізації функціоналу енергії 2
2[ ]E f P f Y   


   з 

x

Z h
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кроком 1
2

. Що стосується (6.61), то тут виконується один крок градієнтного 

спуску для кожної зовнішньої ітерації як 

* * * *
1 1

1 1, ,( ) ( )(1 2 ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) .k k k k
f f f ff x v x v y w x y dy v y w x y dy
   

   
        

На практиці, для кожної -ї ітерації ваги * *, ( , )f fw x y
 

 замінюються на 

1 1, ( , )k kf fw x y 
 

. У результаті алгоритм (6.59) перетворюється на алгоритм з 

наступними двома кроками: 
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РОЗДІЛ 7. 

 РОЗВ’ЯЗАННЯ ДВОВИМІРНОЇ ЗАДАЧІ КОМП’ЮТЕРНОЇ 
ТОМОГРАФІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ З 

ВИКОРИСТАННЯМ НЕОДНОРІДНОЇ ВНУТРІШНЬОЇ СТРУКТУРИ 
ТІЛА 

 

7.1. Сучасні методи розв’язання 2D-задачі розривної комп’ютерної 
томографії 

У процесі становлення томографії проблема реконструкції об'єктів з 
розривними фізичними властивостями виділилася в самостійну задачу. 
Теоретичний опис об'єктів  з розривними властивостями був запропонований у 
1962 році [23]; з подальшим розвитком теорії, вже в томографічних 
постановках, можна ознайомитись у працях [22, 76].  

До теперішнього часу в томографії розроблено багато обчислювальних 
методів, алгоритмів та програмних засобів, направлених на відновлення 
внутрішніх властивостей об’єкта. Їх застосування ефективне при відновленні 
об’єктів з гладкими властивостями, але призводить до незадовільних 
результатів для об’єктів з розривними характеристиками. Таким чином, один з 
шляхів відновлення розривної функції складається у застосуванні вже відомих 
у томографії алгоритмічних засобів, але при цьому стрімко зростає потреба у 
необхідному об’ємі вихідних даних, отже, в значному збільшенні часу і 
точності розрахунків. Інший шлях полягає в розробці спеціальних 
алгоритмічних засобів, направлених на відновлення розривних функцій.  

У більшості публікацій під задачею відновлення розривів мається на увазі 
візуалізація розривів. Часто цієї інформації буває достатньо для багатьох 
практичних задач. 

У 1985 році Вайнберг із співавторами верше запропонували 
використовувати алгоритм візуалізації множини розривів функції [212]. 
Основна ідея при цьому полягала в попередньому подвійному диференціюванні 
за змінною s  ( s  – відстань від прямої, за якою проводиться диференціювання, 

до початку координат) томографічних даних, що представляють собою 
двовимірне перетворення Радона, з наступним застосуванням оператора 
оберненого проектування. В подальшому така послідовність дій, що сприяє 
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візуалізації множини розривів, отримала назву оператора Вайнберга. Але цей 
оператор не дає змогу з’ясувати поведінку гладкої складової об'єкта. 

Самими авторами [212] застосування оператора подвійного 
диференціювання інтерпретувалося як деяка фільтрація. В подальшому (див., 
наприклад, [21]) було запропоновано інше обґрунтування оператора Вайнберга. 

Саме цей оператор відновлює функцію 1 2( ) f  (  – оператор Лапласа). 

Оскільки 1 2( )  – еліптичний псевдодиференціальний оператор, функція 
1 2( ) f  має ті самі сингулярності, що і f . Розвиток цієї ідеї для обернення 

перетворення Радона негладкої функції було запропоновано в  [21]. Подальший 
розвиток підходів та алгоритмічних засобів відновлення множини розривів 
здійснювався в рамках локальної томографії такими дослідниками як 
А.Фаріадані із співавторами [133 – 135], А.К.Луісом і П.Маассом [173] та 
багатьма іншими. У цих працях, поряд з операторами Вайнберга, 

використовувався й оператор обертання 1 2( ) в поєднанні з регуляризацією та 

фільтрацією. Основна мета таких досліджень полягала у можливості 
визначення множини розривів, а також деяких усереднених характеристик 
гладкої складової об’єкта. 

Деякі підходи дають змогу відновити не лише множину розривів, а й 
відповідні стрибки функції за її перетворенням Радона [184, 187, 188]. У цих 
працях поряд з рівнянням Гамільтона – Якобі та методами стаціонарної фази 
використовується апарат мікролокального аналізу; а саме інтегральний 
оператор Фур'є. Як відомо, перетворення Радона може бути представлено у 
формі такого оператора, що дає змогу стандартними методами встановити 
геометричний зв'язок між хвильовим фронтом вихідної функції та хвильовим 
фронтом її перетворення Радона. Таким чином, особливості функції f   можуть 

бути знайдені безпосередньо з особливостей її перетворення Ранона.  
У кінці 90-х років Д.С. Аніконовим був запропонований інший підхід до 

розв'язання задачі визначення множини розривів функції за променевими 
перетвореннями, що базується на теорії багатовимірних сингулярних інтегралів 
[69]. Застосовуючи до променевого перетворення оператор оберненого 
проектування, отримуємо сингулярний інтеграл (з шуканою розривною 
функцією в підінтегральному виразі) зі слабкою особливістю. 
Диференціювання за просторовими змінними приводить до логарифмічного 
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зростання при наближенні точки до лінії розриву. Описаний підхід теоретично 
обґрунтований у працях [7] – [9] і реалізований  алгоритмічно та програмно. 

Деякі підходи визначення сингулярного носія тензорного поля, заданого на 
ріманових многовидах за відомими поздовжніми променевими перетвореннями 
цього поля, запропоновано в [196]. У працях [33, 34] розглядається задача 
візуалізації множини точок розриву скалярних та векторних полів або їх 
похідних за відомими перетворенням Радона та променевим перетворенням. 
Поряд з модифікацією відомого оператора Вайнберга для розв'язання 
поставленої задачі використовуються класичні оператори векторного та 
тензорного аналізу. 

Існують публікації, в яких для візуалізації розривів в комп'ютерній 
томографії використано теорію вейвлетів. Наприклад, у [79] розглядається 
задача наближення розривних функцій багатьох змінних. Нехай f  – додатна 

багатовимірна функція, яка має розриви на множині nR . Мета [79] полягала 
у відновленні функції f  за заданою множиною розсіяних значень функції f . 

Оскільки множина F  розривів, зазвичай, невідома, то апроксимація функції f  

виконується за два кроки. На першому етапі використовується алгоритм 
виявлення розривів, який був викладений, наприклад, у [149, 169].  Другому 
етапу, тобто безпосередньо наближенню функції вже з відомими розривами, 
присвячено праці [102, 103, 183, 191].  

7.1.1. Візуалізація ліній розриву з використанням вейвлетів 
 

У праці [149] наведено алгоритм виявлення розривів для локалізації 
невідомих ліній розломів поверхні за заданими розсіяними даними. Метод 
заснований на схемі локального наближення з використанням тонких пластин 
сплайнів. Показано, що в результаті отримано наближення другого порядку 
точності, а не першого порядку, як у глобальному випадку. Крім того, алгоритм 
виявлення працює з методами тріангуляції, що сприяє їх ефективності для 
наближення лінії розлому.  

Припустимо, що задано скінченне число розсіяних значень 

1 2( ), ( ),..., ( )Nf x f x f x , а крім того, всі точки з множини 1 2{ , ,..., }NX x x x  не 

розташовані на одній прямій. У [149] запропоновано алгоритм виявлення для 
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апроксимації невідомої лінії розлому (розриву) у відкритій області 2R . 
Метод генерує множину ламаних, які наближують до лінії розлому. 

Отримані дані на виході алгоритму виявлення можуть безпосередньо 
використовуватися як вхідні дані для методу Arge і Floater [103], в якому 
розломи мають бути відомими заздалегідь. У [183] лінії розлому визначаються 
із застосуванням розбіжності властивості послідовності виміру градієнтів 
поблизу розривів.  

Алгоритм виявлення працює локально і ділиться на два етапи: 
1. Локалізація точок розриву з множини X, які розташовані біля лінії 

розриву. Тут використовуються схеми інтерполяції сплайнами за участю 
тонких пластин, які вже добре відомі своєю гарною поведінкою наближення 
для глобальної інтерполяції розсіяних двовимірних даних. 

2. Для кожної точки x  обчислюється локальна апроксимація (очікуваної) 
лінії розлому в околі  x . Локальне наближення задається ламаною. 

Опишемо алгоритм визначення розривів [171]. Нехай задано точки 

1 2{ , ,..., }NX x x x  та дійсні значення 1( ),..., ( )Nf x f x  невідомої функції 

: ,f R  яка є розривною на множині розривних ліній 1{ }M
k   , 

{ ( ) : [0,1]}k k t t       для невідомих кривих [0,1], 1 , 1k C k M M     . 

Функція f  має бути гладкою на \  . Для простоти викладення автор [171] 

вимагає, щоб лінії розриву попарно не перетиналися. Більш того, 
припускається, що кожна крива k  не має точок самоперетину, тобто не існує 

такої пари 1 20 1t t   , щоб виконувалася рівність 1 2( ) ( )k kt t   . Крім того, 

нехай ( )X  – триангуляція множини X . 

Алгоритм визначення розривів, який апроксимує  невідомі розривні лінії, 
складається з двох кроків: 

1. Визначаються трикутники ( )X , які лежать поблизу лінії розриву, їх 

збирають у множину X . 
2. Кожний елемент множини   ділиться на її частини xC .  

Позначимо xN  – множина, що містить всі сусідні вузли триангуляції 

множини X , і зазначимо, що 3xN  . На кроці 1 алгоритму визначення 

виконується інтерполяція f  за множиною xN  для кожного внутрішнього вузла 

x  за допомогою сплайн-інтерполянта , ( )
xN fs f y  для кожного xy N  і 

вимірюється гладкість функції f  поблизу x  за допомогою формули 
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,( ) ( ) ( )
xN fx f x s x   . 

Зазначимо, що   залежить від функції f  та триангуляції. Значення ( )x  будуть 

невеликими для тих внутрішніх вузлів ( )x X , навколо яких функція ( )f x  є 

гладкою, в той час як великі зміни ( )f x  у клітині xC  будуть захоплені за 

допомогою великих значень ( )x . Для вимірювання гладкості навколо 

внутрішнього вузла x  у [149] запропоновано працювати з тріангуляцією 
Делоне ( )D X [85], оскільки це обумовлює ізотропний розподіл точок у клітині 

xC  навколо х.  

Таким чином, спочатку розглядається розподіл значень функції ( )x  на 

внутрішніх вузлах, перш ніж фіксується порогове значення 0 0  , яке слугує 

для класифікації кожного внутрішнього вузла x  стосовно гладкості f  навколо 

своєї клітини xC . З цього ми отримуємо множину 

0{ ( ) : ( ) }x D X x      . 

Завдяки припущенням про f  і результатам про властивості наближення тонких 

пластин сплайн-інтерполяції очікується, що кожен внутрішній вузол x  
буде знаходитися поруч з лінією розриву функції f .  

У праці [191] розглядається задача виявлення кривих, на яких двовимірна 
функція є розривною, за дискретним набором точок. Пропонується стратегія, 
заснована на сплесках, яка дає змогу відрізняти точки розриву від точки, в яких 
функція має екстремуми. 

Виявлення розривів функції має важливе значення для багатьох наукових 
застосувань, у тому числі для обробки сигналів та зображень, геології, 
геофізики, економіки, медицини. У двох вимірах, з урахуванням скінченного, 
дискретного набору даних, проблема полягає у виявленні кривих, на яких 
функція розривна. Точне виявлення розриву кривої має принципове значення 
для аналізу і сприяє правильному відновленню досліджуваного процесу. 

Актуальність цієї теми очевидна, оскільки в багатьох працях наведено 
методи і для одновимірному випадку (див., наприклад, [106, 217]), і для 
двовимірного (див., наприклад, [149, 171, 192]). 

У [191] розглядається стратегія, яка, використовуючи властивості 
вейвлетів, дає змогу виявляти точки розриву і відрізняти ці точки від опису 
інших особливостей гладких базових функцій.  
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Нехай задано значення функції ( )f x  на сітці вузлів з області 2R : 
2(2 ), { 2 }N N

iz f i i A      , 

де ( )f x  – розривна функція вздовж невідомої кривої g    і неперервна в усіх 

інших точках області  . Нехай 0D  – задана множина значень 
2

0 {(2 , )}, { 2 }N N
iD i z i A      , і нехай 2[0,1] . Для визначення точок 

розриву або точок, що лежать поблизу лінії розриву, в праці [191] 
сформульовано деякі твердження. 

Для 0 1    будемо вважати, що функція f  є гьольдеровою порядку   

або   - регулярною по 0x , якщо 0 0( ) ( )f x f x C x x    . 

Теорема 7.1. Нехай вейвлети 1( ) ( )dx C R  . Якщо функція ( )f x  є 

гьольдеровою порядку   по 0 , 0 1x    , то 

( /2 )
, , 1 0( ) ( ) (1 2 )2

d

e e n n d
n k n k

R

c f x x dx C x k
        , 

де 0, , , [0,1] \{0}d d d dn k Z e E E Z      . І навпаки, якщо для деякого 0e   і 

0 1    
( /2 )

, 0 0max (2 ), { 2 [ , ] }e n d d n d
n kl I

c O I Z x e x e  


     , 

тоді f  є гьольдеровою функцією порядку   за 0x . 

З цього випливає, що коефіцієнт модулів в околі точок, в яких функція є α-
регулярною, 0 <α <1, наближується до нуля, коли n  зростає. 

На цьому етапі вважаємо, що 2d  . 
Теорема 7.2. Нехай умови теореми 7.1 виконані, і розглянемо функцію 

2 2( ) ( )f x L R , яка є розривною по всій кривій 2g R  і неперервною в інших 

точках заданої області. Для будь-якого 2k Z  такого, що / 2nk  належить околу 
точки розриву, нехай 0x g  буде найближчою її точкою. Тоді відповідний 

коефіцієнт вейвлета визначається так: , (2 )e n
n k nc K O   , де nK  – не нульова 

константа. 
На підставі викладених теоретичних результатів можна зробити висновок 

про характер стрибків. Очевидно, що коефіцієнти з великим модулем мають 
відношення до важливої особливості в сигналі (як розриви). Таким чином, ідея 
полягає у пошуку максимальних коефіцієнтів модулів. Для цього нам потрібно 
визначити ці максимуми і мати справу з трьома множинами 
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2,{ } , {(1,0),(0,1),(1,1)}e
n k k

c e E


  . Кожен з них характеризує функцію в 

певному напрямку: горизонтальному, вертикальному і діагональному. 

Кожній точці 2/ 2 ,nk k  ставимо у відповідність вектор ,
e

n kV , який має 

напрямок e E  та модуль якого дорівнює ,
e
n kc . Розглянемо його модуль: 

(0,1) (1,1) 2 (1,0) (1,1) 2
, , , , ,

2 2( ) ( )
2 2n k n k n k n k n kV c c c c    ,  (7.1) 

та кут, що утворюється з горизонталлю: 

(0,1) (1,1)
, ,

,
(1,0) (1,1)
, ,

2
2( ) tan
2

2

n k n k

n k

n k n k

c c
V

c c

 
 

   
  
 

. 

Очевидно, що ,n kV  задовольняє теоремам 7.1 і 7.2. 

З теореми 7.2 випливає, що  в околі точки 0x , яка належить лінії розриву g , 

існує така точка / 2nk , що ,n kV  не наближується до нуля, але наближується до 

константи пропорційно до розміру стрибка в точці 0x . 

Теорема 7.3. В умовах теореми 7.1 отримуємо, що функція ( )f x  є 

розривною в точці 0x  тоді і тільки тоді, коли в околі 0x  для деякого k  маємо 

,

,

1, ,n k

n k

V
n N

V 

  


 . 

Покажемо, як використовувати отримані результати на практиці, тобто 

коли маємо лише множину значень на сітці  0D   розміром 2 2N N . 

По-перше, потрібно зіставити дискретний сигнал 0D  з дозволеним 

простором NV  за допомогою деяких операторів, які апроксимують проекції 

NP f функції f  на NV . Одним з ефективних методів є побудова елементів 

інтерполяції даних, але, найчастіше, через обчислювальні витрати при 
розрахунку коефіцієнтів інтерполяції використовують квазіінтерполяційний  
оператор. 

Коли апроксимуємо сигнал у NV , потрібно розкласти його, обчислити 

вейвлет-коефіцієнти і значення модуля (7.1). Потім знаходимо максимуми 
модулів вейвлетів. Ми знаємо, що в цій множині значень є точки, які 
відповідають розривам. Проблема, як показано на рис. 7.1, полягає в тому, що в 
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цій множині значень знаходимо також максимуми, що відповідають за гладку 
поведінку основної функції, і на даний момент ми не можемо визначити, які 
максимуми насправді пов’язані з розривами. 

Зафіксуємо ціле число   таке, що 1 [ / 2]N  . З даного набору даних 0D  

здобуваємо підмножини даних jD  з кроком ( )2 , 1,2,...,N j j    . 

 

 
а      б 

Рис.7.1. Результати досліджень: а – розрив уздовж лінії 0,7y  ; б – 

комп'ютерна реалізація формули (7.11) на сітці розміром 7 72 2  
 
Для кожної множини значень 1 0,..., ,D D D  виконується лише один вейвлет-

розклад. Таким чином, будуємо вейвлет-коефіцієнти, починаючи з множин, що 
містять вихідну інформацію про сигнал порушення. 

Отже, для 1,2,...,j    обчислюємо: 

1. Дискретну функцію 2 1 2
11 , , , 2 [0;1]

2
N j

j N jN j

kW V k k Z  
  

    
 

. 

2. Множину максимумів модуля вейвлетів 

2 1 2
1,1 , , 2 [0;1]

2
N j

j N j k jN j
kWMM V k K Z  

  

       
  

. 

Далі дивимося, як вони ведуть себе при j , що йде від   до 0: для максимумів, 

що відповідають регулярній точці, маємо стрімке зменшення модулів 1,N j kV   , в 

той час як згідно з теоремою 7.3 для максимумів, що відповідають точкам 

розриву, модулі 1,N j kV    залишаються того самого порядку, як і для 1,2,..., .j    

Тобто маємо наступний алгоритм для визначення розривів.  
Розглядаємо множину 0WMM . Для кожного 0k K  знаходимо множину 

, 1,...,jWMM j    поблизу точки 1/ 2Nk   та обчислюємо відношення  
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1,

1,

, 1,...,N k
j

N j k

V
R j

V


 

   . 

Якщо для 1,2,...,j    маємо 0,5 1,5jR  , то точка 1/ 2Nk   є точкою розриву, в 

протилежному випадку вузол відкидаємо. 
Наведемо приклади застосування алгоритму для виявлення розривів. 
Приклад 7.1. Нехай задано функцію 

(50 60 ) 0,8 0 0,7, [0;1],1( , )
0, 0,7, [0;1],
th y x y xf x y

y x
       

 

яка має крутий градієнт уздовж лінії 6
5

y x  і розрив уздовж лінії 0,7y  . 

Приклад розглядається на сітці розміром 28 × 28. На рис. 7.2, а наведено 
функцію 1f , а на рис. 7.2, б – результати алгоритму виявлення: точки вейвлет-

максимумів модулів і коло вейвлет-максимумів модулів визначаються як точки 
розриву. 
 

 
а       б 

Рис. 7.2. Функція 1f  (а) та результати алгоритму виявлення (б) 

 
У наступному прикладі показано застосування викладеної теорії на 

практичному прикладі (фанома Шеппа – Логана), що використовується як тест 
у магнітно-резонансній томографії. Тут великий еліпс (головний мозок) містить 
кілька невеликих еліпсів, які представляють різні функцій у мозку. Фантом 
представляється функцією, область визначення якої [0;1]  . Розглядають 

сітку на цій області розміром 9 92 2 . На рис. 7.3 наведено отримні результати 
досліджень. 

У працях [1, 2] запропоновано метод визначення числа точок розриву та їх 
положення на основі використання явища Гіббса. Явище Гіббса 
використовується для локалізації всіх можливих точок розриву, а їх подальше 
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уточнення припускає, що інтервали, в яких знаходиться явище Гіббса, між 
собою не перетинаються. Крім того, вважається, що є відомими мінімальні та 
максимальні величини стрибків наближуваної функції, а також відомим є  
рівень похибки експериментально заданої функції. 
 

 
а     б 

Рис.7.3. Фантом Шеппа – Логана (а) та результат алгоритму виявлення 
розривів (б) 

 
7.1.2. Апроксимація ліній розриву зашумленої функції двох змінних 
У прикладних дослідженнях постає задача локалізації лінії розриву, в околі 

якої досліджувана функція двох змінних є гладкою, а на лініях має розриви 
першого роду [66, 93]. Зокрема, на звичайних чорно-білих фотографіях границі 
різних об'єктів часто є лініями, на яких інтенсивність зображення має стрибок 
першого роду, і задача визначення границь об'єктів відноситься до проблем 
локалізації ліній розриву функції 2 2 2, ( , ; , )f L L L      . У праці [2] 

прийнято, що точна функція f  невідома, а відома обурена функція 

,f L f f     , де   – параметр, що описує рівень точності вимірювань;   

– норма в 2L . У цьому випадку легко побачити, що лінії розриву відомої 

функції f    можуть сильно відрізнятися від шуканих ліній розриву функції f  , 

тобто задача, яка розглядається, є некоректно поставленою [2, 37, 89]. 
При розв’язанні багатьох прикладних задач необхідно не просто знайти 

шукану функцію, а й виділити характеристики її особливостей (тип, положення 
і т.д.). Спочатку такого типу задачі виникли у спектроскопії [39, 40, 89]. 

Далі розглянемо випадок одновимірної функції x , що має скінченну 
кількість розривів першого роду (вважається, що зовні розриву функція має 
достатню гладкість, кількість і положення розривів невідомі). 
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Для розв'язання задачі локалізації ліній розриву в різних постановках 
запропоновано багато алгоритмів, в основному прикладного значення. Але 
теоретичні результати щодо регуляризації цієї проблеми відсутні, а саме 
відсутні оцінки точності локалізації. 

Головна проблема теоретичних досліджень полягає в тому, що для 
обґрунтування збіжності методу та отримання оцінок необхідно залучати 
додаткову апріорну інформацію про точну функцію f . При цьому, з одного 

боку, інформація має бути достатньою для отримання змістовних тверджень, а з 
іншого боку – має бути відомою в практичних дослідженнях. 

У працях [10, 100, 101] розглядається задача відновлення невідомої функції 

x   по заданій функції x . Вважається, що 
22, ( , ), Lx x L x x       , рівень 

похибки   відомий. Крім того, для шуканої функції апріорі виконується 
наступна умова. 

Умова (*). Функція x  має   точок розриву першого роду і неперервно 
диференційована. Сама функція x  та її похідна x  мають в точці розриву ліві та 
праві скінченні границі, інтегровні з квадратом на всій числовій осі. Точки 

розриву та величини стрибків будемо позначати is  та ( 0), 1,2,...,i i i     . 

Вважаємо, що відомі числа min{ , 1,2,..., }iq i      та max{ , 1,2,..., }iM s i   , 

а кількість точок невідома. 
За функцією x , що задовольняє умову (*), побудуємо функцію, в якій 

явище Гіббса від кожного розриву локалізовано на неперетинних інтервалах. 
Знаходження наближень до положень розриву зводиться до знаходження 
максимумів цієї допоміжної функції. 

Наведемо алгоритм, за допомогою якого можна знайти наближення до 
положень розривів та величин стрибків. 

Введемо функції 

21 ˆ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ), 0
2

B
B izs B B B

B

x s x z e dz s x s x s B    


    
  . 

Зауважимо, що функція B
   неперервна. Тому на довільному відрізку вона 

має точку глобального максимуму. 

Алгоритм. 1, ( ) ( ).B B
ii s s       
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1. Знайти maxs  – точку максимуму функції B
i  на відрізку [ 2 ,2 ]M M . 

Якщо є декілька точок, в яких функція ( )B
i s  приймає максимальне значення, 

то можна за maxs   взяти довільну з них. 

2. Знайти mins  – точку мінімуму функції ( )B
i s  на відрізку 

max max,s s
B B 
     

. 

3. Якщо min maxs s  , то вважаємо  max

3is s
B





  . 

4. Обчислити max( ) / .
3

B B
i i i isign s s a

B
 

  

          
  

Якщо виконується умова 
2i
q  , то вважаємо, що апроксимація i -ї точки 

розриву отримана 

1( ) ( ) ( )B B B
i i i is s s s 
         , 

та переходимо до пункту 1 алгоритму при 1i  . Інакше вважаємо, що на 
попередньому кроці знайдені всі точки розриву і 1m i  . Процес завершений. 

У результаті роботи алгоритму знайдено число m , відносно якого буде 
доведено, що це і є кількість точок розриву шуканої функції, а також знайдені 
наближення до положень розриву та величин стрибків. 

Теорема 7.4. Нехай функція x  задовольняє умову (*). Тоді, починаючи з 

довільного достатньо малого 0  , обираючи 2/(1 2 )
2 /B C    , де 2C  –

константа, і діючи згідно з алгоритмом, маємо: 
1) m    ; 

2) наближені значення , 1,2,...,is i   , положень точок розриву is  і 

наближені значення , 1,2,...,i i   , величин стрибків i   такі, що 
2 2

1 2 1 2ˆ, ,i i i is s C C
 

             

де ˆ,C C  – константи. 

Зауважимо, що алгоритм може бути модифікований для випадку, коли 
відома кількість розривів  , але не відомо число q . У цьому випадку для 

визначення наближень до положень розривів та величин стрибків п.1 – 4 

алгоритму виконуються для функцій , 1,B
i i   . 
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Для обгрунтування працездатності наведеного алгоритму та отримання 
оцінок точності в праці [2] було введено обмеження знизу на близкізть точок 
розриву між собою. Добре відомо, що в практичних обчисленнях також 
виникає обмеження на мінімальну відстань між розривами. Якщо положення 
розривів ближче деякого порогу, то кількість розривів визначається 
неправильно та істотно падає точність апроксимації їх положень. На практиці 
цей поріг визначається зазвичай за допомогою методичних чисельних 
розрахунків. 

На основі викладеного алгоритму було розроблено алгоритм апроксимації 
ліній розриву зашумленої функції двох змінних [2].  

Вважається, що умови на функцію ( , )f x y  задані в смузі 

{( , ) : , }TD x y x y y        , де величина 0   може бути дуже малою. 

У [2] розглянуто задачу локалізації точок перетину ліній розриву з лінією, що 

задається рівнянням y y . 

Нехай точна функція f  має розриви першого роду на гладких лініях 

, 1,i i   . Лінії , 1,i i     будемо називати лініями розриву функції f . Будемо 

вважати, що відома збуджена функція ,f f f    , де   – парметр, який 

описує рівень точності вимірювань;   – норма в 2 2 ( , ; , )L L     . 

Зафіксуємо деяку лінію L , яка задана рівнянням y y . Нехай у смузі 

:{( , ) : , }TD x y x y y        криві , 1,i i     можна задати однозначними 

функціями ( ), 1,ix y i     (рис. 7.4). Позначимо D  – норма в 2 ( )L D .  

 
Рис.7.4.  Апроксимація ліній розриву функції в малому 

( i  – лінії розриву функції f ; ix  – величини, що апроксимуються; ( , )z w  – 

нова система координат; заштрихований прямокутник – область усереднення) 
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Постановка задачі: за функцією   та рівню похибки  визначити 

кількість , апроксимувати точки   та отримати оцінки точності 

апроксимації. 
Для розв'язання цієї задачі пропонується накласти на функцію f   

додаткові умови в смузі D  : 

(**) для всіх ( , ) , 1,T
ix y i   , для довільного напрямка   у функції f  

існує 2
( , ) ( )f x y L D




 (для ( , )T
ix y    довизначимо цю похідну, наприклад, 

нулем); ( , )
D

f x y r



 (без обмеження загальності вважається, що 1r  ); 

(***)  існують границі функції f , коли точка ( , )Tx y   наближується (за 

нормаллю до i  ) до точки  ( , )T
ix y    справа та зліва; ці границі не рівні; 

відповідний стрибок функції позначимо ( ), 1, ; ( )i iy i y     неперервна 

функція; існують додатні константи min max,   такі, що min

,
min ( )ii y y

y
 

     

max

,
max ( ) ;i

i y y
y

 
     

(****) існують похідні 1( ) , ( ) , 1, , max ( ( )) ,i y i yy i yi
i y M         

2
,
max ( ( ))i yy

i y y
y M

 
  . 

Для побудови методу локалізації знадобляться дві множини усереднених 
одномірних ядер. Для спрощення усіх викладок як усереднені ядра будемо 
розглядати фінітні функції. В першу множину   входять функції ( ),t t R  , 

що задовольняють наступні умови: 
a) ( ) 0, ( 1;1)t t    ;  

б) 1[ 1;1];C    

в) 
[ 1;1]
sup ( ) (0) 1.

t
t

 
      

Позначимо 
[ 1;1]
sup ( ) .

t
C t

 
   Друга множина   складається з функцій 

( ), ( , )t t     і задовольняє умови: 

a ) ( ) 0, [ 1;1];t t     

б) 2[ 1;1];L   

f  

 1{ }ix 
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в ) 
1

1

( ) 1; ( ) 0, [ 1;1].t dt t t


        

Введемо параметричні сімейства: 

1 2 1 2
1 2 1

1( ) , ( ) , , 0.y tt t 
   

                
 

Зазначимо, що функції 
1 2
( ), ( )t t    нормовані по різному. В [1] 

сформована та доведена лема для функції однієї змінної ( )v s , що має скінченну 

кількість розривів першого роду в точках 1{ }is   , де величини стрибка складають 

( 0) ( 0)i i iv s v s     , а зовні точок розриву функція v  неперервно-

диференціцована.  
Лема 7.1[1]. Нехай  . Тоді для довільного 0   існує неперервна 

функція ( ) ( )( ( ))sv s v t s t dt


 


   , для якої має місце представлення 

1
( ) ( ) ( ), ( ) ,i i

i

tv s s s s t   


          



 

Де 0,5sup ( ) .
s

s v      

Задача полягає в тому, щоб отримати аналог цієї леми для функцій двох 
змінних.  

Зафіксуємо точку ( , )Tx y   на лінії L . Введемо нову  систему координат з 

початком у цій точці та поворотом на деякий кут    відносно старої системи 

координат. Формули переходу до нових координат ( , )Tz w  мають вигляд 

cos sin
sin cos

z x x
w y y

      
             

. 

Введемо позначення ( , ) ( cos sin , sin cos )W W z w z w x z w y          , і 

в новій системі координат розглянемо функцію 
2 1

1 2 1 2

2 1

( , , ) ( )( ( )) ( ) .F x y f W z w dzdw
 

 
   

 

       (7.2) 

Нехай ( )i ix x y    і i    – кут нахилу дотичної до кривої i  в точці 

( , )T
ix y  (рис. 7.5): tan( ) ( ) ( )i i y y   . У наступній лемі  для чисел 
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1 2
( , , ) , 1,i iF x y i

      будуть отримані оцінки знизу. А для випадку, коли точка 

x   знаходиться зовні околу точок , 1,ix i    (див. рис. 7.5), для функції (7.2) 

будуть отримані оцінки зверху. 

Нехай 2 2 2 0,5
1 2 1, 2 (1 4 ) .K M         

  
Рис. 7.5. Побудова допоміжної функції 

 
Лема 7.2 [2]. Нехай функція f  задовольняє умови (**) – (****), 

,   та 1 2min{ ,2 / }.M M    Тоді справедливі твердження: 

1. Якщо , 1,ix x K i    , то для функції (7.2) має місце оцінка 

1 2

0.5

1 1
0 0.5

2 1 2

sup ( , , ) ,
( )i

AF x y A
 



  
      

  

Де 0 1,A A       .  

2. Якщо min j ii j
x x K


  , то для всіх 2,i     має місце оцінка 

1 2

0,5 2
min 1 1 2 2

0 0,5
2 11 2

( , , ) ,
( )i i

A AF x y A
 

   
         

 

де 
1

max 2
2 2

1

0,5 ( ) .A CM t t dt


     

Метод локалізації особливостей полягає в дослідженні функції 


1 2 1 2

( ) max ( , , )F x F x y
 
   

   та є аналогічним до викладеного на початку п.7.1 

методу. 
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7.2. Розв’язання двовимірної задачі комп’ютерної томографії за 
допомогою інтерлінації функцій з використанням неоднорідної 
внутрішньої структури тіла 

У даному параграфі досліджено та проаналізовано метод відновлення 
розривних функцій двох змінних з невідомими лініями розриву. Цей метод 
дозволяє знаходити лінії розриву функції двох змінних, оптимально визначати 
вузли наближувального розривного інтерлінаційного сплайну та відновлювати 
неоднорідну внутрішню структуру двовимірного тіла за її відомими проекціями 
(даними Радона). 

 

7.2.1. Побудова оператора розривної інтерлінації функції двох змінних 
за відомими її даними Радона 

Припустимо, що досліджуваний об'єкт повністю розміщений в області 

 (це обмеження не є суттєвим). Невідому густину цього тіла 

позначимо  і будемо вважати, що . Проведемо через 

область  прямі , . Будемо 

вважати відомими інтеграли вздовж цих прямих (проекції або дані Радона), 
причому на одній лінії відомі одразу два інтеграли (зліва та справа від лінії): 

1
1( )

0

( , 0) , 1,j jf x y dx j m    , 
1

1( )

0

( , 0) , 1,j jf x y dx j m    , 

1
2( )

0

( 0, ) , 1,i if x y dy i n    ,   
1

2( )

0

( 0, ) , 1, .i if x y dy i n     

За заданою інформацією побудуємо розривний інтерлінаційний сплайн, за 
допомогою якого  відновимо лінії розриву в розривній функції двох змінних. 

Розглянемо прямокутний елемент , 

. 

Визначення 7.1. Будемо називати розривним інтерлінаційним сплайном в 
області , відповідним заданому розбиттю на підобласті , наступну 

функцію: 

,  (7.3) 

де  – номер прямокутного елемента, який залежить від індексів , ;i j  

2[0;1]E 

( , )f x y ( , ) 0, ( , )f x y x y E 

E 1 1 20 ... 1mx x x x      1 1 20 ... 1ny y y y     

1 1( , ) ( , )ij i i j jx x y y   

1, 1, 1, 1i n j m   

E ij

( , ) ( , , ), ( , ) , 1, , 1,ij i j ijS x y S p x y x y i n j m   

p
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 2( ) 2( ) 2( )
,1 ,3 11 ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij i i p i j p i jS p x y h x U y U y  

            

 2( ) 2( ) 2( )
1 1 ,2 1 ,4 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i p i j p i jh x U y U y  
              ; 

 1( ) 1( ) 1( )
,1 ,2 12 ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij j j p j i p j iS p x y H y U x U x  

            

 1( ) 1( ) 1( )
1 1 ,3 1 ,4 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j p j i p j iH y U x U x  
              ; 

,1 1 ,3 1 ,212 ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ij i j p i j p i j pS p x y h x H y U h x H y U h x H y U      

1 1 ,4( ) ( )i j ph x H y U  ; 

( , , ) 1 ( , , ) 2 ( , , ) 12 ( , , )ij ij ij ijS p x y S p x y S p x y S p x y   . 

Матрицю невідомих інтерполяційних даних  

(значення функції ) в -му  прямокутному елементі будують таким чином: 

   

   

Базисні сплайни  визначають так: 

        

1

1
1

1

1
1

1

1

1, ,

, ,
( ) 2, 1,

, ,

0, ,

i

i
i i

i i
i

i
i i

i i

i

x x
x x x x x
x x

h x i n
x x x x x
x x

x x
















   


     
 




 

 

Аналогічні формули можна записати і для . Функції  та  

задовольняють властивості ( )i k ikh x   , , ( ) , , 1,j jH y j m     . 

Допоміжну функцію ( ), 1,i x i n   визначають наступним чином: 

, , 1,( 1)( 1), 1,4p qU p n m q   

p

,1 0
0

lim ( , ),
i
j

p x x
y y

U f x y
 
 


1

,2 0
0

lim ( , ),
i
j

p x x
y y

U f x y
 

 



,3 0
0

lim ( , ),
i
j

p x x
y y

U f x y
 
 


1
1

,4 0
0

lim ( , ).
i
j

p x x
y y

U f x y



 
 



( ), 1,ih x i n

1

2
1 1 2

1 2

2

1, 0 ,

( ) , ,

0, ,

x x
x xh x x x x
x x

x x

  


   
 

1

1
1

1

0, ,

( ) , ,

1, 1.

n

n
n n n

n n

n

x x
x xh x x x x
x x

x x








 


  


  

( )jH y ( )ih x ( )jH y

, 1,i k n
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   

 
 

1

1
( ) ,

i

i

i

i

x

i i ix
x

x

x
x l x l x dx

x dx






   





 

 
1,

m

i
i i

x x
l x

x x


  




 ,    
1

n

i
i

x x x


   , 
1

( ) 0.
i

i

x

x

x dx


   

Аналогічні формули можна записати і для ( ), 1,j y j m  . Функції 

( ), 1,i x i n   та ( ), 1,j y j m   задовольняють властивості 

( ) , , 1,j jy j m      , ( ) , , 1,i k ikx i k n    ,   (7.4) 

11

( ) 0, ( ) 0
ji

i j

yx

i j
x y

x dx y dy


     .    (7.5) 

Теорема 7.5. Оператор , визначений формулою (7.3), має такі 

інтерлінаційні властивості: 
1 1

2( )

0 0

( 0, ) ( 0, ) ;k k kS x y dy f x y dy       

1 1
1( )

0 0

( , 0) ( , 0)S x y dy f x y dy        , 

,1( 0, 0) ,k pS x y U    1 ,2( 0, 0)k pS x y U    ; 

1 ,3( 0, 0)k pS x y U   , 1 1 ,4( 0, 0)k pS x y U    . 

Доведення. Перевіримо першу властивість. Спочатку обчислимо 

, використовуючи властивості 

(7.4): 

 
     1( ) 1( ) 1( ) 1( )

,1 1 1 ,3 1( ) ( )j j p j j j p jH y U H y U   
            

 
 

2( ) 2( ) 2( )
,1 ,3 1( ) ( ) ( ) ( );k p k j p k jU y U y  

           

 

 2( ) 2( ) 2( ) 2( )
,1 1 1 ,2 1( ) ( ) ( ) ( )i i p i i i p ih x U h x U   

              

( , )S x y

( , 0, ), ( , , 0), 1, , 1,kj k iS p x y S p x y k n j m    

( , 0, ) 1 ( , 0, ) 2 ( , 0, ) 12 ( , 0, )kj k kj k kj k kj kS p x y S p x y S p x y S p x y       

,1 1 ,3( ) ( )j p j pH y U H y U  

( , , 0) 1 ( , , 0) 2 ( , , 0) 12 ( , , 0)i i i iS p x y S p x y S p x y S p x y              
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 1( ) 1( ) 1( )
,1 ,2 1( ) ( ) ( ) ( )p i p iU x U x  

              

,1 1 ,2( ) ( )i p i ph x U h x U    

1( ) 1( ) 1( )
,1 ,2 1( ) ( ) ( ) ( ).p i p iU x U x  

             

Далі обчислимо інтеграли, використовуючи властивості (7.5): 
11 1

10

( 0, ) ( , 0, )
j

j

ym

k kj k
j y

S x y dy S p x y dy




      

 
11

2( ) 2( ) 2( )
,1 ,3 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

j

j

ym

k p k j p k j
j y

U y U y dy


  




             

11 1
2( ) 2( ) 2( ) 2( )

1 1
1 1

( ) ( ) ;
j

j

ym m

k k j j k m k
j jy

dy y y y y
 

   


 

        

 

11 1

10

( , 0) ( , , 0)
k

k

xn

i
i x

S x y dx S p x y dx




      

 

 
11

1( ) 1( ) 1( )
,1 ,2 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

k

k

xn

p i p i
i x

U x U x dx


  




                

11 1
1( ) 1( ) 1( )

1
1 1

( ) .
k

k

xn n

k k
i ix

dx x x
 

  


 

         

 
Перевіримо одну з чотирьох властивостей: 

 

 

 2( ) 2( ) 1( ) 1( )
,1 ,1 ,1 ,1( ) ( ) .i p i j p j p pU U U U                

Аналогічно перевіряються й інші три властивості. 
Теорему 7.5 доведено. 

Зауваження 7.1. У формулі (7.3) заданими є числа 2( ) 1( ),i j
    (дані проекції, 

які надходять з томографа). Інтерполяційні дані  є невідомими величинами, 

які будемо знаходити з умови 

,   (7.6) 

( 0, 0) 1 ( , 0, 0) 2 ( , 0, 0)k k k k kS x y S p x y S p x y            

12 ( , 0, 0)k kS p x y    

,p qU

,

( 1) ( 1)

1

( ) ( 1( , ) 2( , )) min
p q

n m

U
p

I U I p U I p U
  



  
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
1

2( ) 2( ) 2( )
,1 ,3 11( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

j

j

y

i p i j p i j
y

I p U U y U y


  
            

22( ) 2( ) 2( )
1 ,2 1 ,4 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ;i p i j p i jU y U y dy  
           

 
1

1( ) 1( ) 1( )
,1 ,2 12( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

i

i

x

j p j i p j i
x

I p U U x U x


  
            

21( ) 1( ) 1( )
1 ,3 1 ,4 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .j p j i p j iU x U x dx  
             

Вигляд такого функціонала обгрунтовано в праці [43]. 
Для оцінки похибки заокруглення скористаємося результатами 

досліджень, викладеними в праці [97]. Зазначимо, що побудований оператор 
розривної інтерлінації (7.3), який на р -му елементі має вигляд 

( , , ) 1( , , )S p x y S p x y  2( , , ) 12( , , )S p x y S p x y  , складається з операторів 

1, 2S S , що є одномірними операторами, тобто операторами, які діють лише на 

одну змінну. Іх можна записати так: 
1

1 1 1 11 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )T TS f x y h x y h x B F y   , 1
2 2 2 22 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),T TS f x y x h y F x B h y    

1 1
1 1 2 21 2 ( , ) ( ) ( )TS S f x y h x B FB h y  , 1 1,0 1,( ) [ ( ),..., ( )]Nh x h x h x , 

2 2,0 2,( ) [ ( ),..., ( )]Nh y h y h y , 
1

1 1 1
0

( ) ( )TB h x h x dx  , 
1

2 2 2
0

( ) ( )TB h y h y dy  , 

1 2( ) ( , ) ( )T

G

F h x f x y h y dxdy  , 
1

1 1
0

( ) ( ) ( , )T TF y h x f x y dx  , 
1

2 2
0

( ) ( , ) ( )F x f x y h y dy  . 

Вважаємо, що відповідні інтеграли обчислені точно. Похибка заокруглення 
може виникнути при розв’язанні системи рівнянь за допомогою оберненої 
матриці. Значна частина найбільш відомих чисельних методів розв’язання 
систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) Ax b  основані на розкладанні 

матриці A  на співмножники [44]. Матриця 1A  є єдиним розв’язком 
матричного рівняння AX E . Позначимо 1,..., nx x  – вектор-стовпці матриці 

1A . Тоді ix  є розв’язком СЛАР i iAx e , де ie  – координатний вектор з 

одиницею на i -му місці.  
Вважатимемо, що існують матриці L , S ,G , для яких виконано 

перетворення LAS G .  Причому, матриця G  – права трикутна, а матриця S  
представлена у вигляді добутку 1 2 1... n nU U U   матриць відображення. Тоді 
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x Su , де u  – розв’язок системи Gu l . Послідовне розв’язання цих систем з 
правими частинами 1,..., ne e  дає змогу розмістити всю інформацію про 

розв’язок на місці відповідних стовпців матриці G . Перетворення x Su   
будемо здійснювати послідовно шляхом множення спочатку всіх векторів  на 

1nU  , потім на 2nU   і т.д. Елементи матриці 1A  знову можуть бути отримані 

на місці 1A  після виконання близько 33n  арифметичних операцій. Для 
чисельних методів розв’язання СЛАР, заснованих на розкладанні матриці, для 

кожного стовпця реально обчисленої матриці 1A  і для самої матриці 1A  
можна записати [44] 

, 

де A  – евклідове число обумовленості матриці A , 1
A EE

A A  , 

2
,

1 1
( )

n m
i jE

i j
A a

 
  . 

Крім того, виконати оцінку похибки заокруглення побудови оберненої 
матриці можна за допомогою матриці обертання. 

Нехай T  – реально задана чи реально обчислена за деяким вектором b  
згідно з попередніми умовами матриця обертання. Візьмемо довільний дійсний 
вектор a . Якщо   і Ea  набагато більше машинного нуля, де   – кількість 

базисних елементів, що моделюють кількість розрядів p -ї системи обчислення 

обчислювальної машини, то при множенні матриці T  на вектор a  виконуються 
співвідношення 

( )fl Ta Ta f   , 12 t
E Ef p a    , ( ) ( )fl Ta T a    , 12 .t

E Ep a    

Тут  – результат обчислень на ЕОМ виразу в скобках,  – кількість 

разрядів після коми (у випадку фіксованої коми) або мантиси (у випадку 

плаваючої коми). Для матриці  матриця  є скалярною, і при цьому 
виконуються оцінки  

, , , . 

1 1
1

1
2 ( ) tE

A

E

A A
f n p

A


 
 








( )fl  t

T 'TT 

' 1
2

5
2

tTT E p     15
4

tT T p    2 2 1/2( ) 1c s       15
4

tp  
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Нехай по вектору b  обчислюється матриця T  та обчислюється єдина 
ненульова координата вектора Tb , тоді  

  15( ) ( ), .
2

t
E Efl Tb T b p b       

З наведених оцінок бачимо, що реально обчислена матриця обертання  з 
високою ступеню точності не лише близька до деякої ортогональної матриці, а 
й близька до ортогональної матриці, отриманої при точних обчисленнях. При 
цьому виявляються малими й еквівалентні збудження перетворених векторів. 

Нехай n -вимірний вектор z  множиться на послідовність з  матриць 
обертання 

1 1
,...,

N Ni j i jT T . Будемо вважати, що 
1 1

,...,
N Ni j i jT T  – реально задані або 

реально обчислені матриці обертання, що задовольняють описану вище умову. 
Тоді для довільної послідовності пар індексів 1 1,..., N Ni j i j  має місце 

співвідношення 
    

1 1 1 1

1( ... ) ( ... )( ), 2 .N N N N

t
i j i j i j i j E Efl T T z T T z Np z       

Зазначимо, що точний розв’язок є результатом реалізації деякого 
алгоритму над вхідними даними A , а наближений розв’язок можна розглядати 
як результат реалізації такого самого алгоритму над вхідними даними . Тоді 

відхилення  від  називається еквівалентним збуренням [19]. 

Для еквівалентного збурення M  матриці A  при розкладі A  на множники 
має місце оцінка  

.     (7.7) 

Тоді реально обчислений розв’язок x  системи Ax b  є точним розв’язком 

збуреної системи ( )A x b     . При цьому 
1 1( ) , ( ) ,t t

E E E En p A n p b          

де ( ) ( ) 2 ( )n n f n    ,  якщо матриця залишається невиродженою. І виконується 

нерівність 

,     (7.8) 

яке є наслідком нерівності . 

Згідно з (7.8) точність довільного методу повністю визначається точністю 
розкладання матриці на множники.  

T

N

tA

tA A

1( ) t
E EM f n p A 

12 ( ) tE
A

E

x x
f n p

x
  


 

12 ( ) t
E E EAx b f n p A x   
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Враховуючи, що в операторі (7.3) використовуються одновимірні 
оператори, які діють на одну змінну, оцінимо похибку заокруглення при 
наближенні функції однієї змінної ( )f x .  

На основі теореми про вигляд залишку інтерполяційного полінома 
Лагранжа степеня 1n   функції ( )g t  вигляду 

1
( )

1,
0 1

( )( ) ( ) ( )
( 1)!

k

t rn
r k

n n k
k t r

tR g t l t g d
r




 

 
  

  ,  

запишемо мінімізаційний функціонал: 

 

2

1

0 00

( ) ( ) ( ) min,
1! k

xn n

k Ck k k
n

k t
k nC h nx k f f t dt h nx k dx
n 

                
    
    

    

 

де . 

У результаті для знаходження ,  отримаємо систему СЛАР:  

, . 

Покладемо k k kC f   , , , 

, тоді 

1

, ,
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ,
xn n n

p k k k p
k k k k

n

kB F f t t dt h nx k h nx p dx
n  

 
         

  
 

     .  (7.9) 

З системи (7.9) випливає, що, якщо   0k  , то , тобто для 

 метод найменших квадратів при вказаній  є точним. 

Якщо ж , тобто ( )f t N   const, то  мають вигляд 

1 r n 
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00
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0 1( )f x b b x  ( )h t
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Nf t b b t t   ,k pF
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При  отримуємо , тобто . При 

 маємо 

 

 

Аналогічно, . 

При  отримуємо 

 

 

Тоді система (7.9) набуває вигляду: , ,
0 0

n n

p k k p k
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B F
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Тобто якщо  то праві частини системи (7.9) будуть дорівнювати 

. 

Якщо , , то 

 

. 

Для випадку, коли , , маємо 

 

. 

Тоді якщо , то права частина (7.9) буде мати вигляд 

. 

Аналогічно, при  отримуємо 

. 

Таким чином, СЛАР можна записати у вигляді 
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В умовах обчислювального експерименту, розв’язуючи СЛАР вигляду 
, отримуємо точні значення матриці . Для знаходження еквівалентного 

збурення  використовуємо матрицю , отриману з урахуванням різної 

кількості розрядів мантиси. Інформація про норму матриці збурення дає змогу з 

(7.7) визначити  і далі відносну похибку з (7.8). 

Враховуючи, що збурення обчислювального експерименту отримано лише 
за рахунок кількості розрядів мантиси, вважаємо, що величина (7.8) є 
відносною похибкою, пов’язаною із заокругленням. 

Для функції  при ,  відносна похибка 

заокруглення, що виникає при знаходженні члена  в 

одновимірних операторах формули (7.3), становить  при , 

 при ,  при . Зазначимо, що для більшого  

похибка збільшується. 
 
7.2.2. Алгоритм відновлення розривної внутрішньої структури 

двовимірного тіла за даними Радона та виявлення ліній розриву функції 

Проведемо через область визначення розривної функції  прямі 

,  з кроками  та . За 

інформацію про функцію будемо вважати дані Радона 2( ) , 1, 1,i i n    
1( ) , 1, 1,j j m    2( ) , 2, ,k k n  1( ) , 2, ,n    тобто інтеграли вздовж цих прямих. 

Викладемо метод покроково. 
Крок 1. Будуємо розривний інтерлінаційний сплайн за формулою (7.3), 

який в кожному елементі розбиття може мати різний аналітичний вигляд 
, де  – номер прямокутного елемента, 

 – невідома матриця інтерполяційних даних 

функції. 
Крок 2. Знаходимо матрицю  з умови (7.6). Після підстановки цієї 

матриці в інтерлінант (7.3) отримуємо розривний інтерлінаційний сплайн, що 
складається з функцій ( , )S x y . 

Ax b A
M tA

1( ) E
t

E

M
f n

p A 

2( ) 2f x x 10n  10p 
1

1 1 ( )Tz B F y

9(10 )O  10t 
14(10 )O  15t  19(10 )O  20t  n

( , )f x y

1 1 20 ... 1mx x x x      1 1 20 ... 1ny y y y      hx hy

( , , , )S p U x y p

, , 1,( 1)( 1), 1,4p qU p n m q   

U
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Крок 3. Зменшуємо крок удвічі  та знову виконуємо 

крок 1 та крок 2, використовуючи вдвічі меншу сітку. В результаті отримуємо 
розривний сплайн: 

  

на кожному з прямокутників    

. 

Крок 4. На кожному прямокутному елементі  

обчислюємо значення 

. 

Крок 5. Перевіряємо виконання умови *( , ) ( , ) , ( , )S x y S x y x y E     ,   – 

задана точність. Якщо умова  виконана, то сплайн  – отримана 

математична модель розривної функції . Якщо умова не виконана, то 

 і повертаємося на крок 3. 

 
7.2.3. Обчислювальний експеримент 

Перевіримо викладену теорію на відомому в комп'ютерній томографії 
фантомі Шеппа – Логана. Зображення фантома ілюструє багато особливостей, 
які у дійсності властиві реальним томографічним зображенням голови людини. 
Розміщені в центрі фантома об'єкти у вигляді еліпсів моделюють реальні 
внутрішні особливості будови голови людини. Всередині кожного еліпса 
щільність внутрішньої структури голови різна. У праці [84] наведено параметри 
всіх еліпсів, з яких складається фантом Шеппа – Логана. Фантом розміщений у 

квадраті 2[ 1;1]D   . Для прикладу візьмемо більш  великі еліпси (табл. 7.1). 

Задамо фантом у вигляді функції двох змінних, яка має розриви першого 
роду на лініях еліпсів: 

* *2, 2hx hx hy hy 

 * * * *( , ) ( , , ), ,i j i j i jS x y S p x y x y        * 1, 2 1 (2 1)p m n  

*
, ( ) ( ),i j i jx x y y        *1 ,i ix x h  

*2j jy y h  

, , 1, , 1,i j i n j m  


1

1

* *max ( , ), ( , ) ( , , ) ( , , )
i i
j j

ij ij ijx x x
y y y

J J x y J x y S p x y S p x y



 
 

  

*( , )S x y

( , )f x y
*( , ) : ( , )S x y S x y
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Зобразимо цю функцію у лініях рівня (рис. 7.6). 

Таблиця 7.1  

Параметри еліпсів у фантомі Шеппа – Логана 

Номер
еліпса 

Cx Cy rx Ry Нахил 
градусов 

Щільність 

1 0,000 0,000 0,690 0,900 0,000 2,000 
2 -0,220 0,250 0,410 0,210 – 72,00 –0,020 
4 0,220 0,250 0,310 0,220 72,00 –0,020 
5 0,000 0,250 0,210 0,350 0,000 0,010 

 

Рис. 7.6. Спрощений фантом Шеппа – Логана 

Оберемо рівномірну сітку по вісі : 

1 2 3 4 50, 0,25, 0,5, 0,75, 1x x x x x     . 
x
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По осі  оберемо аналогічну сітку. Вважаємо заданими проекції вздовж цих 

ліній. Оскільки комп'ютерний томограф може надати вздовж однієї лінії лише 
одне значення проекції, то на першому кроці вважаємо проекції зліва і справа 
від заданої лінії рівними. Тобто проекції вздовж ліній, паралельних осі , 

мають вигляд 
1

2( )
1 1

0

( 0, ) 0f x y dy    ,  
1

2( )
2 2

0

( 0, ) 0,548,f x y dy     

1
2( )
2 2

0

( 0, ) 0,548f x y dy    ,  
1

2( )
3 3

0

( 0, ) 1,303f x y dy    , 

1
2( )
3 3

0

( 0, ) 1,303f x y dy    ,  
1

2( )
4 4

0

( 0, ) 0,657f x y dy    , 

1
2( )
4 4

0

( 0, ) 0,657f x y dy    ,      
1

2( )
5 5

0

( 0, ) 0f x y dy    . 

А проекції вздовж ліній, паралельних осі , мають вигляд 
1

1( )
1 1

0

( , 0) 0f x y dx    ,  
1

1( )
2 2

0

( , 0) 1,147f x y dy    , 

1
1( )
2 2

0

( , 0) 1,147f x y dx    ,  
1

1( )
3 3

0

( , 0) 0,597f x y dx    , 

1
1( )
3 3

0

( , 0) 0,597f x y dx    ,  
1

1( )
4 4

0

( , 0) 0,729f x y dx    , 

1
1( )
4 4

0

( , 0) 0,729f x y dy    ,  
1

1( )
5 5

0

( , 0) 0.f x y dx     

На заданій системі прямокутних елементів будуємо розривний 
інтерлінаційний сплайн за формулою (7.3). Зобразимо його лінії рівня на рис. 
7.7, а. 

З рис. 7.7 бачимо, що, оскільки лінії розриву попали в кожний 
прямокутний елемент, то й всі вони зафарбувалися. Зменшимо крок сітки за 
обома змінними вдвічі та знову побудуємо розривний інтерлінаційний сплайн 
(рис. 7.7, б) 

y

Oy

Ox
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          а            б  

Рис. 7.7. Зображення фантома та лінії рівня наближеного розривного 
інтерлінаційного сплайна на ітераціях: а –  першій; б – другій 

 
На рис. 7.7, б вже можна побачити, що серед прямокутних елементів є такі, 

куди не попадають лінії розриву, і вони залишилися незафарбованими.  
Продовжуємо цей ітераційний процес до тих пір, поки не отримаємо всі 

лінії розриву необхідної товщини. На рис. 7.8 наведено наступні ітерації. 

          
        а         б         в 

Рис.7.8. Зображення фантома та лінії рівня наближеного розривного 
інтерлінаційного сплайна при розбитті: а – ; б – ; 

в –  

 
На рис. 7.8, в бачимо, що побудований розривний інтерлінаційний сплайн 

описує лінії розриву заданого фантома. Цей ітераційний процес можна 
продовжувати. 
  

17, 17m n  33, 33m n 

65, 65m n 
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РОЗДІЛ 8. 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВІДНОВЛЕННЯ СТАЦІОНАРНОЇ 
ВНУТРІШНЬОЇ СТРУКТУРИ ТРИВИМІРНОГО ТІЛА ЗА 

ТОМОГРАМАМИ НА СИСТЕМІ ТРЬОХ ГРУП ПЕРЕТИННИХ 
ПЛОЩИН 

8.1. Математична модель відновлення внутрішньої структури 
тривимірного тіла за їх томограмами на системі трьох груп перетинних 
площин з використанням інтерфлетації функції 

 
У праці [77] побудовано математичну модель тривимірного тіла з 

використанням інтерфлетації функцій трьох змінних. Опишемо цю модель. Для 
цього потрібні деякі теоретичні викладки. 

 

8.1.1. Інтерфлетація функцій. Означення 

Нехай 
0

,;,  NmMn  – задані числа; Mkk ,1,   – задані m -вимірні 

(0 )m n   множини в , ,; ( ) , 1, , 0,
k k

n
k s k sR L f x k M s N

 
     – задані сліди 

деякої послідовності операторів NsMkxfL sk ,0,,1),(,   на множинах 

Mkk ,1,  . Часто позначають )()(0, xfxfLk  . Скалярозначна функція )(xf  

може бути невідомою. Оператори )(, xfL sk  можуть бути частинними (або 

нормальними) похідними ,)(,

k
k s

k

s

sk
fxfL


 





 NsMk ,0,,1   (тут k  – 

вектор нормалі до k , якщо 11,2  nmn ). Диференціальні оператори 

)(, xfL sk  можуть мати також більш загальний вигляд. 

Визначення 8.1. Оператори  

, , ,({ }; ) ({ };{ };{ }; )k s k s k k sO x O L x     

називатимемо операторами інтерфлетації, якщо 

, , ,({ }; ) ( ) , 1, , 0, .q k s qL O x x M q N
 

    
 

    
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Очевидно, що оператори ,({ }; )k sO x  відновлюють (можливо наближено) 

функції )(xf  багатьох змінних за допомогою вказаної інформації. У випадку 

0m  множини n
k R  є точками в nR , і сліди  , ( )

k
k s x


 є значеннями 

функції )(xf  та її похідних у точках k . Тоді оператори ,({ }; )k sO x  називають 

інтерполяційними операторами на М точках. 

Якщо 2,1  nm , то множини k  є лініями в nR  і ,({ }; )k sO x  

називатимемо їх операторами інтерлінації.  
У випадку 2 1, 3m n n     ,({ }; )k sO x  будемо називати операторами 

інтерфлетації. 
Якщо оператори ,({ }; )k sO x  лінійно залежать від слідів , ( )k s x , 

NsMk ,1,,1  , тобто  

, , , ,
1 0

({ }; ) ( ;{ }; ) ( ),
M N

k s k s k s k k s
k s

O x L x h x
 

     

де )};{};({)( ,,, xLhxh skksksk  – деякі допоміжні функції, що не залежать від 

наближуваної функції )(xf , а залежать лише від параметрів геометричних 

об’єктів }{ k  і від типу операторів skL , , сліди яких , ( )k s x  використовують 

для наближення, то такі оператори називають лінійними операторами 
інтерфлетації. В іншому випадку їх називають нелінійними операторами 
інтерфлетації, або просто нелінійними інтерфлетантами. 

Визначення 8.2. Якщо допоміжні функції )};{};({ ,, xLh skksk   є 

раціональними, поліноміальними, тригонометричними функціями або 
сплайнами, то таку інтерфлетацію називають відповідно раціональною, 
поліноміальною, тригонометричною, сплайн-інтерфлетацією. 

Це означення повністю поширюється на випадок довільної системи 

поверхонь в nR  різної розмірності. 
Зауважимо, що сліди , ( )k s x  є функціями m  змінних (параметрів), бо 

стільки змінних (параметрів) потрібно для визначення точки на m -вимірній 
поверхні k . 
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8.1.2. Математичне поняття томограми 

Для побудови математичної моделі відновлення внутрішньої структури 
тривимірного тіла будемо використовувати поняття томограми в 
математичному сенсі, яке було наведенге в праці [83]. Під виразом 
„відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла” надалі будемо мати на 
увазі відновлення просторово змінного коефіцієнта поглинання всередині 
тривимірного тіла. 

Нехай функцією 3
321 ),,,(),( Rxxxxxxf   задається щільність 

тривимірного тіла, яку треба відновити, якщо відомі зображення (томограми) 
цієї функції на системі M  площин, що задаються нормальними рівняннями: 

3

1
: ( ) : 0,k k k i i k

i
x a x c


     




3

1

2 1
i

kia . 

Визначення 8.3. Томограмою )(xTk  (рис. 8.1) (слідом функції )(xf ) на 

площині ( ) 0k x   за умови, що коефіцієнти 3,1, iaki  або 3,1, jbkj  або 

3,1, lckl  не дорівнюють нулю, будемо називати одну з трьох функцій: 

1 2 3 2 3 2 2 3 3 1 2 3 1

1 2 1 3 3 1 1 1 3 3 2 3 2

1 2 3 1 2 1 2 1 1 2 2 3 3

( ( , ), , ) (( ) / , , ), 0,
( ) ( , ( , ), ) ( ,( ) / , ), 0,

( , , ( , )) ( , , ( ) / ), 0,

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k

f x x x x x f a x a x a x x a
T x f x x x x x f x a x a x a x a

f x x x x x f x x a x a x a a

    
       
        

1 2 3

1 3 2

2 3 1

( , ), 0,
( , ), 0,
( , ), 0,

x x x
x x x x

x x x


 
 

 

де 3,1,  kxx kpk  – вирази, що отримують розв’язанням рівняння ( ) 0k x   

відносно змінної px . Якщо ( ) 0k x   залежить від однієї або двох змінних, то 

томограмою )(xTk  на k  будемо називати, відповідно, дві або одну функції. 

Наприклад, якщо :k  1 1 2 2 0k k k ka x a x      , то томограмою )(xTk  на цій 

площині буде функція 1
1 2 2 2 3( ( ), , )k k kf a a x x x    або функція 

1
1 2 1 1 3( , ( ), )k k kf x a a x x   . Якщо :k  ,1 1( ) 0,k k kx a x      01 ka , то 

томограмою )(xTk  на цій площині буде одна функція 1
1 2 3( , , )k kf a x x  . 

Таким чином, поняття томограми включає площину і функцію, задану в 

точках цієї площини. Але за виглядом )(xTk  не можна відновити просторово 
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змінний коефіцієнт поглинання всередині тривимірного тіла (внутрішню 
структуру). 
 

 
Рис. 8.1. Графічна ілюстрація поняття томограми 

 
Опишемо алгоритм представлення томограми в середовищі Matlab. 
Комп’ютерний томограф видає томограми у спеціальному форматі, який є 

доступним лише для томографів. Існує спеціальна програма, яка переводить 
цей формат у формат .bmp, який розпізнає і комп’ютер. 

Нехай задано п’ять томограм (рис. 8.2), які мають вигляд файлів у форматі 
.bmp: x1.bmp, x2.bmp, x3.bmp, x4.bmp, x5.bmp (розмір томограм має бути 
однаковим, у цьому випадку – 450450 пікселей).  

 

Рис.8.2. Набір томограм, отриманих з комп’ютерного томографа 

Ці томограми представимо як одномірний масив у вигляді наступної 
функції 

1. function A = A(i). 
Тут i – номер малюнку.  

2. if i = = 1; 
3.  c = imread('x1.bmp'); 

f(x) 

2x ),,(),( 2121 cxxfxxk 

3( ) : 0k x x c   3x

1x
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Функція imread(‘x1.bmp’) зчитує графічний файл x1.bmp, тобто виводить 
матрицю чисел. Кожний елемент матриці інтерпретується як значення RGB, 
тобто відповідає інтенсивності кольору у відповідному пікселі. 

4. elseif  i == 2 
5.  c = imread('x2.bmp'); 
6. elseif   i == 3 
7.  c = imread('x3.bmp'); 
8. elseif  i == 4 
9.  c = imread('x4.bmp'); 
10. elseif  i == 5 
11.  c = imread('x5.bmp'); 
12.  end 
13. A = image(c). 

Функція image(c) перетворює матрицю чисел у малюнок. 

Результат роботи функції А(5) наведено на рис. 8.3. 

 

Рис. 8.3. Результат роботи функції А(5) 

Таким чином, ми представили набір томограм у вигляді функції А(і). 

Якщо треба працювати не з цілими малюнками, а з окремими пікселями, то 
наведена вище функція набуває вигляду 

1. function A = A(i,y,z). 
Тут і – номер малюнка, (y,z) – координати пікселя, з яким треба працювати. 

2. if i = = 1 
3.  c = imread('x1.bmp'); 
4. elseif  i == 2 
5.  c = imread('x2.bmp'); 
6. elseif   i == 3 
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7.  c = imread('x3.bmp'); 
8. elseif  i == 4 
9.  c = imread('x4.bmp'); 
10. elseif  i == 5 
11.  c = imread('x5.bmp'); 
12.  end 
13. A=c(y,z). 

Наприклад, функція А(5, 100, 100) видає в результаті число 96. Це означає, що 
інтенсивність кольору  в пікселі з координатами (100, 100) п’ятого малюнку 
дорівнює 96. 
  

8.1.3. Відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла за 
томограмами, що лежать на системі трьох груп перетинних площин 

У праці [77] розв’язувалася задача відновлення коефіцієнта поглинання 
всередині тривимірного об'єкту за його томограмами, що лежать на системі 
трьох груп паралельних площин, які не обов'язково є перпендикулярними 
координатним осям. Крім того, побудовано оператор інтерфлетації на системі 
площин, кожна з яких не обов'язково перетинається з усіма іншими. Викладемо 
цей метод. 

Нехай скалярнозначна функція 3),( Rxxf   описує деяку фізичну 

характеристику внутрішньої структури (наприклад, щільність, коефіцієнт 
поглинання тощо). Джерелом інформації про функцію )(xf , тобто про 

внутрішню структуру тривимірного тіла, будемо вважати набір площин, а 
також набір томограм, які лежать на цих площинах. Нехай тривимірне тіло, яке 

треба відновити, обмежено деякою областю 3R . Для подальшого 
викладення нам необхідно сформулювати деякі твердження. 

Нехай задано три групи томограм. У кожній групі томограми лежать на 
паралельних площинах. Томограми розташовуються на площинах, які 
задаються рівняннями наступного вигляду. Група площин 1  задається 

рівняннями: 
3

1
1 ( ) 1 , 1,i ip p i

p
x a x i n



     , група 2  – 

3

1
2 ( ) 2 , 1,k kp p k

p
x b x k m



      і група 3  – 
3

1
3 ( ) 3 ,lp p

p
x c x



      1,s , де 
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smn ,,  – кількість паралельних площин у групах 1 , 2 , 3  відповідно; 

числа 1 , 2 , 3 , , ,i k ip kp pa b c      задані. Вважається, що в кожній групі площини 

паралельні між собою, тобто piip aa  , pkkp bb  , p pc c   , , ,i i k k      . 

Введемо наступні позначення:  

1)      1, 2
1 2 3

1 2 3

i i iik

k k k

i j k
a a a

b b b

  

 

 – вектор, направлений вздовж лінії перетину 

площин 1 0, 2 0;i k     

2)   1 2 3{( , , ) 1 2 3 ( , , ) , }i k ik ik ik ikM i k V x x x i k               ,  

де ikV   – точка перетину і-ої площини з групи 1 , к-ої площини з групи 2  та 

 -ої площини з групи 3 ; 
3)   1 2 , 1 3 , 2 3ik i k i i k k                       – ребра, за 

якими перетинаються дві площини з томограмами, що лежать на них; 

4) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

ik k k k

a a a

b b b
c c c

 
  

– визначник, складений із коефіцієнтів рівняння 

заданих площин; 

5) )(,1 xk  – томограма, яка лежить на площині k1 . 

Лема 8.1. Якщо томограми 1, 2, 3,( ), ( ), ( ), 1, , 1, , 1,i kx x x i n k m s        

лежать на некомпланарних площинах, тобто 0ik  , то справедлива рівність 
1, 2 2, 3 3, 1

3 1 2 .ik k i
ik l i k

ik k i ik
V

       
     

  
 


  

   (8.1) 

Нехай томограми 1, 2, 3,( ), ( ), ( )i kx x x     перетинаються в точці ikV  . 

Позначимо  
1, 2 2, 3

3 ( ) 1 ( ),k ik k
i ik i

ik k i
u V x x

    
    

 


  
   

2, 3
( ) 1 ( ).k

i ik i
k i

w x V x
 

  






 

Теорема 8.1. Для існування функції ( ) ( )r
ikL x C   із заданими 

томограмами 1, 2, 3,( ), 1, , ( ), 1, , ( ), 1,i kx i n x k m x s       , для якої виконуються 

умови 



261 
 

1,1 1
( ) ( ) ,

i i
ik iL x T x 

   2,2 2
( ) ( ) ,

k k
ik kL x T x 

   3,3( ) ( ) ,ikL x T x 


 
   

(8.2) 

необхідно та достатньо, щоб сліди , ( ), 1,2,3, , ,q dT x q d i k   , ,,1 ni   mk ,1 , 

1,s  задовольняли умову 0),()( 2
,  rRCxT r
dq  та умови Нікольського [72], 

які на ребрі k   зводяться до перевірки рівностей 

2, 3,3 ( ) 0 2 ( ) 0
( ( )) ( ( )) ,

k

k
k i ix x

T u x T u x
   





    

тобто значення томограм на лінії перетину мають збігатися для всіх томограм, 
що перетинаються. Аналогічний вигляд мають ці умови на ребрах ,ik i  .  

У точці ikV   умови Нікольського зводяться до перевірки рівностей 

3, 2,1 ( ) 0, 2 ( ) 0 3 ( ) 0, 1 ( ) 0
( ( )) ( ( ))

i k i

k
ik k ix x x x

T u x T u x
       

 



   

1, 2 ( ) 0, 3 ( ) 0
( ( ))

k

i
i k x x

T u x
   




 , 

тобто значення томограм у точці перетину мають збігатися для всіх томограм, 
що перетинаються. 

Розповсюдження результатів на випадок більшої кількості площин 
виконано в теоремі 2.10 у праці [77] завдяки використанню розкладу одиниці. 

Приклад 8.1. Нехай у просторі задано три площини, які мають рівняння 

1
3 1( , , ) 0,

2 2
x y z x y z    

  
2

1 3 3( , , ) 0
2 2 4

x y z x y z     , 

3( , , ) 0x y z z   . 

Томограми, які лежать на цих площинах, відповідно можуть мати наступний 
вигляд: 

1
1 0( , ) ( , , ) ( , 2 3 , ),T x z f x y z f x z x z

 
     

2
2 0

3( , ) ( , , ) ( 3 , , ),
2

T y z f x y z f z y y z     

3
3 0( , ) ( , , ) ( , ,0).T x y f x y z f x y

 
   

Умови Нікольського на ребрі, утвореному площинами 1 0   та 3 0  , будуть 

мати вигляд: 

1 0 30 10
3 0

( , , ) ,f x y z T T 
 

   

1 0
3 0

( , , ) , ,0 ,
3

yf x y z f y 
 

   
 

  ),0,,
3

()0,,(
3

30 yyfyxfT yx  
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)0,,
3

(),,
3

2(
0

10 yyfzyyzfT
z







. 

Аналогічно можна записати умови Нікольського на інших двох ребрах. 
Теорема 8.2. Припустимо, що внутрішня структура тривимірного тіла 

описується функцією )3()()(  rCxf r , яка має томограми 

1, 2, 3,( ), 1, , ( ), 1, , ( ), 1,i kx i n x k m x s       , задані на площинах 1 , 2 , 3i k     

відповідно, та задовольняє умови 

,)()(
1,11 ii

xTxf i   ,)()(
2,22 kk

xTxf k   3,3 3
( ) ( ) .f x T x

 


 
  

Тоді для похибки ( ) ( ) ( )ik ikR f x I L f x    наближеного відновлення 

внутрішньої структури )(xf  оператором ( )ikL f x , побудованим за допомогою 

даного набора площин та томограм, виконується рівність 
1 2 3 2, 3 1, 23, 13

0 0 0

( ) .
i k

k i ik
ik ik i k l i k

i k k i ik ik
R f x f V t t t dt dt dt

t t t

         
           
  


 

  
   

 

(8.3) 
Теорема 8.3. Нехай множина трьох груп паралельних томограм, які 

знаходяться на площинах, що задаються рівняннями: 

,,1,0)(1:1 nixii    ,,1,0)(2:2 mkxkk   3 : 3 ( ) 0, 1, ,x s       

задовольняє дві умови: 
1) в одній точці 1 2 3ik i kV       перетинаються рівно три 

томограми; 
2) кожна томограма однієї групи перетинається з кожною томограмою 

інших двох груп (а всередині групи томограми паралельні, тобто не 
перетинаються). 

Тоді система функцій 

1 1 1

1 1 1

1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

( ) , 1, , 1, , 1,
1 ( ) 2 ( ) 3 ( )

m n s

j k j
j j j
j i j k j l

ik m n s

j ik k ik j ik
j j j
j i j k j l

x x x

h x i n k m s
V V V

  
  

  
  

  

   
  

  

  


  

  

має властивості 

, , , , , 1, , , 1, , , 1,ik i i k kh i i n k k m s                . 
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Лема 8.2. Нехай томограми 1, 2, 3,( ), 1, , ( ), 1, , ( ), 1,i kx i n x k m x s        

задовольняють умовам теореми 8.3, тоді система функцій ( )ikh x  є розкладом 

одиниці: 

1 1 1
, , ,

( ) 1
m n s

ik
i k
i k k i i k

h x
  
  

   


  

. 

Теорема 8.4. Нехай томограми 2
1, 2, 3,( ), ( ), ( ) ( )r

i kT x T x T x C R , 3r  

задовольняють умови Нікольського на ребрах і в точці перетину площин. Тоді 
функція 

1 1 1
( ) ( ) ( )

m n s

ik ik
i k

L x h x L x
  

  


 

є поліноміальним інтерфлетантом з властивостями 

),()(  rCxL  ,)()(
1,11 ii

xTxL i     
kk

xTxL k 2,22 )()(
  ,  (8.4) 

3,3 3
( ) ( )L x T x 


 

   
1, , 1, , 1, .i n k m s    

При цьому 3),()(  rCxf r   виконується рівність 

),()()(),()( xfRxLfxfxLfxL     
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
m n s

ik ik
i k

R x f x h x R f x
  

  


, 

де ( )ikR f x  визначається формулою (8.3), а ( )ikh x  – допоміжні поліноми, що 

визначаються в теоремі 8.3. 
Отже, за допомогою оператора поліноміальної інтерфлетації, який 

визначається в теоремі 8.4, можна відновити внутрішню структуру 
тривимірного тіла (просторово змінний коефіцієнт усередині тривимірного 
тіла) за відомими томограмами, що лежать на системі трьох груп перетинних 

площин, з більш високою точністю ( 3 ), ніж за відомими томограмами, які 
лежать на одній групі паралельних площин (  ) (як це робиться в класичній 
томографії). Тобто цей оператор представляє собою математичну модель 
процесу комп’ютерної томографії з використанням оператора поліноміальної 
інтерфлетації за відомими томограмами, що лежать на системі трьох груп 
паралельних площин. 
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8.1.4. Математична модель відновлення 3D тіла за відомими 
томограмами, що лежать на системі взаємно перпендикулярних площин 

Тривимірне тіло будемо вважати без обмеження загальності розташованим 

в одиничному кубі  30;1D  . Інформацією про функцію ),,( zyxf , тобто про 

просторово змінний коефіцієнт поглинання всередині тривимірного тіла 

(внутрішню структуру тіла), є набір томограм ,,1,. 1MkbmpX k   

,,1,. 2MlbmpYl   3,1,. MpbmpZ p  , які лежать на площинах, 

перпендикулярних координатним осям , ,OX OY OZ  відповідно. Кожній 

томограмі ставимо у відповідність функцію 

1. ( , , ), 1, , 0 , 0 ;kX bmp A k y z k M y b z c      

2. ( , , ), 1, , 0 , 0 ;Y bmp B x z M x a z c         

3. ( , , ), 1, , 0 , 0 .pZ bmp S x y p p M x a y b      

Тобто, наприклад, ),,( zykA  визначає інтенсивність кольору в пікселі ),( zy  kX -

го малюнку. 
При переході до функціонального запису томограм треба зробити 

перемасштабування , , .x x a y y a z z c    

Для подальшого викладення сформулюємо теорему 8.5. 
Теорема 8.5. Нехай оператори fInfInfIn 3,2,1  є операторами сплайн-

інтерполяції функції ),,( zyxf  за змінними zyx ,,  відповідно: 

   ,,,),,(1
1

1
1

, zykAxSpzyxfIn
M

k
кM




  

2

2 ,
1

2 ( , , ) ( ) ( , , ),
M

MIn f x y z Sp y B x z


 


  

   ,,,),,(3
3

3
1

, pyxCzSpzyxfIn
M

p
pM


  

де  
1,M kSp x  – базисні сплайни степеня  3,2,1mm  з такими властивостями: 

1, , 1
1

, , 0, .M k k p
pSp k p M

M
 

   
 

 

Аналогічно визначаються сплайни 
2 ,MSp  , pMSp ,3

. 

Якщо функції 1 2( , , ), 1, , ( , , ), 1,A k y z k M B x z M   , ( , , ),C x y p  3,1 Mp   

задовольняють такі умови:  
( , , ) ( , , ); ( , , ) ( , , ); ( , , ) ( , , ),k p p kA k y z A x z B x z B x y p C k y z C x y p      
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тобто значення томограм на лініях перетину збігаються для всіх томограм, що 
перетинаються, то оператор сплайн-интерфлетації 

     zyxfInInInInInInInInInInInInzyxLf ,,321323121321,,   

має властивості 

1 2( , , ) ( , , ), 1, , ( , , ) ( , , ), 1, ;Lf k y z A k y z k M Lf x z B x z M       

    3, , , , , 1, .Lf x y p C x y p p M   

Знайдемо оцінку методу відновлення внутрішньої структури тривимірного 
тіла за відомими томограмами, що лежать на системі взаємно 
перпендикулярних площин, за допомогою оператора поліноміальної 
інтерфлетації. 

Теорема 8.6. Нехай 2,13,2,1),(),,( 3,2,1  rrrDCzyxf rrr . Тоді для 

залишку ),,()(),,( zyxfLIzyxLfR   виконується рівність 

),,()3()2()1(),,( zyxfInIInIInIzyxLfR  ,  (8.5) 

де 3,2,1 InInIn -оператори, що визначені в теоремі 8.5. Отже, 

31 2

1 2 3, , ,
1 1 1

( , , ) ( ) ( ) ( )
MM M

M k M M p
k p

RLf x y z Sp x Sp y Sp z
  

  


 

3 11 11 2 3 2 1

1 2 3

( 3)( 1)( , , ) ( 2) 1 2 3.
( 1 1)! ( 2 1)! ( 3 1)!1 2 3

k p

ryx z rr r r r
pk

r r r
x y z

z tx tf x y z y t dt dt dt
r r rt t t

    


      


     (8.6) 

Теорема 8.7. Нехай 2,13,2,1),(),,( 3,2,1  rrrDCzyxf rrr . Тоді для залишку 

),,()(),,( zyxfLIzyxRLf   виконується нерівність 

,321),,( 321
]1,0[ 3

rrr
C MCzyxRLf 

 
,max1 1

1 1
kkMk

xx  
  2

1
1

2 max ,
M

y y
 

   
  3

11
3 max ,p pp M

z z
 

  
 

),,(max 321

321

]1,0[,,
zyxf

zyx
M rrr

rrr

zyx 






.  

Зауваження 8.1. Якщо 1321  rrr (тобто відома перша похідна), то  

8
1

C , а якщо відомі ще й другі похідні, то  
3

8
1






C . 
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8.1.5. Розв'язання тривимірної задачі комп’ютерної томографії з 
використанням невеликої кількості томограм 

Отримання томограм за допомогою рентгенівського комп’ютерного 
томографа – це опромінення пацієнта. І одна із задач комп'ютерної томографії – 
зменшити опромінення. Тому актуальною є розробка методів відновлення 
внутрішньої структури тривимірного тіла за допомогою невеликої кількості 
вхідних даних, тобто томограм. 

У даному параграфі розроблено метод відновлення внутрішньої структури 
тривимірного тіла, який використовує чотири томограми та будується за 
допомогою інтерфлетації функцій трьох змінних. А також представлено 
загальні вигляди щільностей або коефіцієнтів поглинання об'єктів, які 
описуються функціями, що точно відновлюються за допомогою вказаної 
інформації. 

Постановка задачі. Нехай функція  

 представляє собою щільність тривимірного тіла (або 

коефіцієнт поглинання, послаблення тощо) і задано чотири площини 
. Не обмежуючи загальності, беремо площини, 

перпендикулярні двом координатним осям, наприклад  та . За 

допомогою комп’ютерного томографа отримано томограми, які лежать на 
заданих площинах. Задача полягає в тому, щоб за вказаними вхідними даними 
побудувати оператор, який буде відновлювати досліджуваний об'єкт, та навести 
загальний вигляд функцій, які будуть відновлюватися точно побудованим 
оператором. 

Нам необхідно визначити та оператор, за допомогою якого буде 
відновлюватися внутрішня структура тривимірного тіла, що задана у вигляді 
функції , з використанням оператора інтерфлетації. 

Обмежимося чотирма вхідними томограмами, що лежать на чотирьох 
взаємно перпендикулярних площинах. 

Теорема 8.8. Нехай функція  

представляє собою внутрішню структуру тривимірного тіла і задано чотири 
площини . Оператор 

, 
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де  – допоміжні функції з властивостями 

, ,( ) , ( )u s v uv u s v uvh x g y    , 

uv  – символ Кронекера, 
2 2

, ,
1 1

( ) 1, ( ) 1, , 0,i s j p
i j

h x g x s p N
 

     

є опертором інтерфлетації функцій трьох змінних, який задовольняє умови 

  (8.7) 

( , , ) ( , , ) , 0, , 1,2.
l l

s s

s s
y y y y

L x y z f x y z s N l
y y

 

 
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   (8.8) 

Доведення. Перевіримо виконання умов (8.7) і (8.8) при : 

 

 

 
 

 

 
Теорему 8.8 доведено.

 

Оператор інтерфлетації, визначений у теоремі 8.8, відновлює  внутрішню 
структуру тривимірного тіла за відомими чотирма томограмами, що лежать на 
заданих площинах. Визначимо похибку відновлення цим оператором. 

Теорема 8.9. Нехай внутрішня структура тривимірного тіла описується 

функцією . Тоді для похибки  
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наближеного відновлення внутрішньої структури  тривимірного тіла 

оператором , побудованим за допомогою заданого набору площин та 

томограм, що лежать на цих площинах, виконується рівність 
 

.   (8.9) 

Доведення. Записуємо 

 

 

 
. 

Теорему 8.9 доведено. 
Теорема 8.10. Нехай внутрішня структура тривимірного тіла описується 

функцією . Тоді для похибки  

наближеного відновлення внутрішньої структури  тривимірного тіла 

оператором , побудованим за допомогою заданого набору площин та 

томограм, що лежать на цих площинах, виконується  рівність 
 

.  (8.10) 

Доведення виконується інтегруванням частинами за змінними . 

Знайдемо загальний вигляд функцій, що описують внутрішню структуру 
тривимірного тіла, які точно будуть відновлюватися за допомогою оператора 
інтерфлетації, побудованого в теоремі 8.8, використовуючи чотири томограми, 
що лежать на заданих площинах . Розглянемо два 

випадки: 
1. Функція неперервна та має дві неперервні похідні, тобто 

. Для точного відновлення похибка наближення 
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має дорівнювати нулю. Із загального вигляду похибки (8.9) випливає, що 
повинна виконуватися рівність 

. 

Для виконання цієї рівності повинно виконуватися . 

Розв'яжемо це диференціальне рівняння: 

(0,1,0) (1,1,0)( , , ) ( , , ) ( , );f x y z f x y z dx y z    

(0,0,0) (0,1,0)( , , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y z f x y z dy y z dy x z w y z x z       . 

Отже, маємо загальний вигляд функції, яка точно відновлюється за допомогою 
оператора інтерфлетації, визначеного в теоремі 8.8: 

( , , ) ( , ) ( , ).f x y z w y z x z   

2. Функція неперервна та має чотири неперервні похідні, тобто  

. Із загального вигляду похибки (8.10) випливає, 

що повинна виконуватися рівність 

. 

Для виконання цієї рівності повинно виконуватися . 

Розв'яжемо це диференціальне рівняння: 
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Отже, маємо загальний вигляд функції, яка точно відновлюється за допомогою 
вище наведеного оператора інтерфлетації: 

 
 

8.2. Математичне моделювання стаціонарної внутрішньої структури 
тривимірного тіла з використанням мішаної апроксимації поліномами 
Бернштейна 

 
8.2.1. Мішана апроксимація функцій трьох змінних (загальний 

випадок) 

Мішана апроксимація функцій  змінних будується за допомогою 

операторів, кожен з яких діє на одну змінну, але не є оператором інтерполяції за 
цією змінною. Отримані в результаті оператори апроксимації є значно 
точнішими порівняно з класичними операторами апроксимації. 

Нехай 1, 2, 3 3( , , ) [ ], [0;1] , 1r r rf x y z C I I r   . Зафіксуємо три розбиття 

   

 

відрізка [0;1] , якими задається розбиття  куба  на комірки: 

, , 1 1 1[ , ] [ , ] [ , ], 1, , 1, , 1, .k p k k p pI x x y y z z k n m p s            

Оператори апроксимації будемо будувати у вигляді операторів класичної 
апроксимації: 

 

або у вигляді операторів мішаної апроксимації: 
 

,     (8.11) 

де  – оператори Фур'є, Фейєра, Валле – Пуссена, Бернштейна 

тощо, що діють на функцію  як на функцію однієї змінної (відповідно 

 або ).  

Оператори  діють на функцію 

 по змінним  відповідно. 
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Лема 8.3. Для похибки наближення  

оператором класичної апроксимації справедлива рівність 
1 2 3 ) ( , , )n m sr r r f x y z , 

де ,  – тотожній оператор. 

Доведення випливає з операторної тотожності: 
 

. 

Лему 8.3 доведено. 
Теорема 8.11. Для похибки наближення  

оператором мішаної апроксимації справедлива операторна рівність: 
 

де ,  – тотожній оператор. 

Доведення. Виконаємо операторні перетворення: 
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Теорему 8.11 доведено. 
Введемо до розгляду клас функцій: 
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У праці Н.П. Корнейчука [41] були наведені похибки наближення 
двовимірними сплайнами. Розповсюдимо їх на тривимірний випадок.  

Теорема 8.12. Нехай для залишків наближення лінійними операторами 
 можна записати інтегральні зображення: 

 

   (8.12) 

, 

де  – функції Гріна. Тоді 

  

 

 

 

 

Доведення випливає з леми 8.3. 

Теорема 8.13. Нехай , тоді для оцінювання 

похибки наближення функції  оператором  
виконується нерівність 

 

 

 

Доведення. Користуючись (8.12), маємо 
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, 
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,  . 

Аналогічно визначаються . 

Теорему 8.13 доведено. 
Наслідок. Якщо в попередній теоремі взяти ,  

, то 

. 

Зауваження. 8.2. Оператори  діють на функцію  

по одній змінній. При цьому використовуються деякі функціонали (інтеграли) 
від , що діють на вказану змінну, а інші змінні вважаються 
параметрами. Тобто оператор мішаної апроксимації  не є класичним 
оператором апроксимації функцій трьох змінних типу Фур’є, для побудови 
яких застосовано функціонали від наближуваної функції, що діють на  
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як на функцію трьох змінних (наприклад, коефіцієнтів Фур’є функції трьох 
змінних). 

 
8.2.2. Мішана апроксимація поліномами Бернштейна 

Розглянемо вище викладену теорію на прикладі мішаної апроксимації за 
допомогою поліномів Бернштейна, та застосуємо її до розв’язання просторової 
задачі комп’ютерної томографії. 

Визначення 8.4.  Поліномами Бернштейна (або операторами Бернштейна) 
степеня  для функції ( ) [0;1]g t C  однієї змінної називають поліноми 

.   (8.13) 

Лемма 8.4 [43]. Для кожної неперервної на [0;1]  функції ( ) [0;1]g t C  і 
довільного числа 0   знайдеться таке натуральне n , що 

( ) ( ) , [0;1].ng t B f t x      

Зауважимо, що для довільного відрізка  це твердження 

формулюється з використанням заміни , тобто замість функції 
 достатньо розглянути функцію [0;1]t . 

Отже, поліноми Бернштейна рівномірно збігаються до кожної неперервної 
функції на . Якщо функція  обмежена в точці  і має розрив 

першого роду в цій точці, то 

 

Якщо функція  двічі диференційована в точці , то 

 

Класичне узагальнення поліномів Бернштейна для випадку функцій 
 трьох змінних має вигляд 
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Тобто оператор  діє на змінну , оператор  – на змінну , а оператор 

 – на змінну . 

Зауваження 8.5. Оператори  використовують  

значень ( , , )k pf x y z , але ( , , ) ( , , )nms k p k pB f x y z f x y z  , , 0, ,m  

. 
Теорема 8.14. Для залишку наближення функції  операторами 

 виконується рівність 

 

. 

Доведення. Розпишемо вираз у правій частині рівності, яку треба довести: 
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. 

Теорему 8.14 доведено. 
Це означає, що для функції (2,2,2) 3( , , ) [0;1]f x y z C , яка має в точці 

3( , , ) [0;1]c d h   неперервні похідні , 

виконуватиметься співвідношення 
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Припустимо, що . Тоді отримаємо 
 

Сформулюємо визначення мішаної апроксимації поліномами Бернштейна. 
Для цього введемо деякі необхідні поняття. 

Нехай внутрішня структура тривимірного об’єкта описується функцією 
, яка повністю розміщена в одиничному кубі 3[0;1] . Та нехай задано 

три системи паралельних томограм на взаємно перпендикулярних площинах, 
які отримано за допомогою комп’ютерного томографа. Не зменшуючи 
загальності, будемо вважати, що ці групи площин паралельні координатним 

площинам, тобто маємо такі томограми: 1)  – 

томограми, що лежать на площинах, перпендикулярних осі Ох; 2) 

 – томограми, що лежать на площинах, 

перпендикулярних осі ; 3)  – томограми, що 

лежать на площинах, перпендикулярних осі . 
Визначення 8.5. Операторами мішаної апроксимації поліномами 

Бернштейна називаються оператори вигляду 
 

1 2 3 ) ( , , ),n m sB B B f x y z      (8.14) 
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де  – кількість томограм, що розташовані на площинах, які 

перпендикулярні осям  відповідно. 

Теорема 8.15. Нехай 2,2,2 3[0;1]f C . Тоді для оператора  виконується 

асимптотичне співвідношення: 

. (8.15) 

Доведення. Скористаємося рівністю 
 

і виразами для залишку наближення поліномами Бернштейна двічі 
диференційованої по , по  та по  функції ( ): 
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Це дає змогу записати вираз для похибки (8.15). 
Теорему 8.15 доведено. 
Зауваження 8.6. Якщо в (8.15) покласти , то 

 

Тобто оператор  у випадку n m s   має порядок точності відносно змінної 

  у три рази більший, ніж при наближенні оператором . Звертаємо увагу 

на те, що оператор  потребує для своєї побудови томограми 

, тобто сліди наближуваної функції  на заданих лініях, 

паралельних осям координат. 
Отже, для оцінки похибки наближення функції  оператором 

 виконується нерівність 

3 1 2 3[0;1] ( , , ), 0, 1,2,3,kCf Of O k         

31 [0;1]
( 1 )n C
I L f   , 32 [0;1]

( 2 )m C
I L f   , 33 [0;1]

( 3 ) .s C
I L f    

 
8.2.3. Похибка результату чисельного розв’язання задачі 

При описі внутрішньої структури тривимірного тіла істотно 

використовуються експериментальні дані – томограми ( ) та 

площини ( ), на яких лежать ці томограми. Нижче проаналізуємо 

вплив похибок задання експериментальних даних на похибку відновлення 
внутрішньої структури тривимірного тіла. Для цього спочатку наведемо деякі 
відомі результати з теорії похибок.  

Зазначимо, що вказані похибки при заданих величинах  та  згідно з 

теорією похибок відносяться до неусувних похибок. Похибка відновлення 
внутрішньої структури тривимірного тіла за допомогою експериментальних 
даних та сплайнів або поліномів відноситься до похибки методу наближення. 

n m s 

3
1( , , ) ( , , ) , .f x y z Of x y z O n
n

    
 

Of

n nmsB f

( , , )Of x y z

1 , 2 , 3k l pT T T ( , , )f x y z

( , , )f x y z

( , , )Of x y z

MqTq ,1, 

Mkk ,1, 

qT k
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Враховуючи, що всі обчислення на ПЕОМ виконуються із скінченною 
кількістю розрядів розрядної сітки, при виконанні всіх операцій на кожному 
кроці проводиться заокруглення результатів. Похибка, яка виникає при цьому, 
називається обчислювальною похибкою (або похибкою заокруглення). 

Визначимо похибку заокруглення для методу відновлення внутрішньої 
структури тривимірного тіла за відомими томограмами, що лежать на системі 
взаємно перпендикулярних площин.  

Якщо розрахунки виконуються на ПЕОМ у режимі з плаваючою комою з   
двійковими розрядами у мантиси числа та з класичним правилом округлення, 
справедливими є наступні оцінки похибки заокруглення виконання основних 
арифметичних операцій (  – результат обчислення на даній ПЕОМ виразу, 

що стоїть у дужках): 

1 2 1 2 1 1( ) ( )(1 ), 2 ;fl x x x x         1 2 1 2 2 2( ) )(1 ), 2 ;fl x x x x         

1 1
3 3

2 2
(1 ), 2 ;x xfl

x x
 

      
 

1 2 1 2 1( ... ) ... (1 ),n nfl x x x x x x E         

   1 1
11 2 1 1 2 ;

n n
E

        
1 2 1 2

2
1 2 1 2

... ... (1 ),
... ...

m m

n n

x x x x x xfl E
y y y y y y

      
        

 

   1 1
21 2 1 1 2 ;

m n m n
E

          

1 2 1 1 2 2( ... ) (1 ) (1 ) ... (1 );n n nfl x x x x x x              

   1 1
11 2 1 1 2 ;

n n            1 1
1 2 1 1 2 , 2, ;

n i n i
i i n

            

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( ... ) (1 ) (1 ) ... (1 );n n n n nfl x y x y x y x y x y x y              

   11 2 1  1 2 ;
n n          2 2

1 2 1 1 2 , 2, .
n i n i

i i n
            

Якщо виконана умова ( 2 ) 2 0,1n i     , що практично завжди 

справедливо, то 

  2
1 2 1 1,06( 2 ) 2 ,

n i
n i

         

  2
1 2 1 1,06( 2 ) 2 .

n i
n i

         

Зробивши заміну  

1 21,06 2 2 log 1,06 0,08406           

)(fl
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 в останньому із співвідношень, отримаємо 
1 11 ( 2 )2 1 1 ( 2 )2 , 2, ,in i n i i n             

1( 2 )2i n i     . 

Оператор мішаної апроксимації поліномами Бернштейна, який відновлює 
внутрішню структуру, має вигляд (8.14). Тоді на підставі попередньо 
викладеного отримуємо 

1 2 3
( 1 2 1 3 2 3 ) 1 2 (1 ) 1 3 (1 ) 2 3 (1 );n m n s m s n m n s m sfl B B B B B B B B B B B B            

1

3(1 2 ) (1 ) (1 2 ) ;           
5 5(1 2 ) (1 ) (1 2 ) , 2,3;

i

i i i           

1( 1 2 3 ) 1 2 3 (1 );n m s n m sfl B B B B B B E      2 2
11 2 1 1 2 .E       

Тоді похибка заокруглення для всього оператора мішаної апроксимації 
 має вигляд 

 

1 2 31 (1 ) 2 (1 ) 3 (1 )n m sB B B           

1 2 3 4( 1 2 (1 ) 1 3 (1 ) 2 3 (1 )(1 )n m n s m sB B B B B B             

1 51 2 3 (1 )(1 )),n m sB B B E     

   4 4
11 2 1 1 2 ,          6 6

1 2 1 1 2 , 2,5.
i i

i i
          

Для того, щоб оцінити неусувну похибку, сформулюємо наступне 
твердження. 

Твердження 8.1. Якщо є похибка вхідних даних (томограм), тобто 
томограма, не лежить на заданій площині: 1 ( , ) 1k kT y z   , 2 ( , ) 2l lT x z   , 

3 ( , ) 3p pT x y   , то , де 1r  – похибка методу,  – 

похибка вихідних даних. Тоді похибку вихідних даних можна оцінити так: 

2
1,
1,
1,

max{ 1 , 2 , 3 }.k l p
k n
l m
p s

r




     

Отже, досліджено похибку методу відновлення внутрішньої структури 
тривимірного тіла за відомими томограмами, що лежать на системі взаємно 
перпендикулярних площин, за допомогою оператора мішаної апроксимації 
поліномами Бернштейна. 
 

( , , )Ou x y z

( 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3 )n m s n m n s m s n m sfl B B B B B B B B B B B B      

1 2( , , ) ( , , )Ou x y z u x y z r r   2r
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8.2.4. Тестовий приклад відновлення внутрішньої структури 
тривимірного тіла за допомогою операторів мішаної апроксимації 
поліномами Бернштейна 

За викладеною методикою був розроблений комплекс програм у системі 
комп’ютерної математики MathCad. Результати її тестування демонструють 
високу точність. 

Наведемо результати роботи програми, яка дає змогу знайти перетини 
тривимірного тіла в будь-якій площині за відомими томограмами на системі 
трьох взаємно перпендикулярних площин, а також за томограмами, 
перпендикулярними лише одній осі ОХ  або осі OY, або осі OZ. 

Вихідними даними програми є сукупність томограм (файлів у форматі 
bmp), які зображають перетини цього тіла на системі трьох груп взаємно 
перпендикулярних площин. Тобто ця сукупність файлів є масивом томограм, 
причому належність файла до однієї з груп паралельних томограм визначається 
його назвою (наприклад, А1.bmp, А2.bmp, А3.bmp – томограми, які належать 
першій групі площин, B1.bmp, B2.bmp, B3.bmp – томограми, які належать другій 
групі площин, C1.bmp, C2.bmp, C3.bmp – належать третій групі площин).  

Оператори мішаної апроксимацї реалізовані в програмі у вигляді окремих 
функцій 1( , , , ), 2( , , , ),O i k x O k i x   3( , , , )O i k x , 1( , , , ),OO k i x  2( , , , ),OO i k x  

3( , , , )OO i k x , ( , , , )OOO i k x . Ці функції відповідають операторам, визначеним у 

п.6.6. Кожна з цих функцій обчислює номера томограм, найближчих до точки з 
координатами , та за цими номерами звертається до конкретних 

елементів тривимірного масива томограм. 

Припустимо, що тіло повністю розміщене в одиничному кубі 3[0;1] . Як 
експериментальні дані задано:  

1) систему площин , 2 0,2x x  , 3 0,4x x  , 4 0,6x x  , 

5 0,8x x  , 6 1x x  ; 1 0y y  , 2 0,2y y  , 3 0,4y y  , 4 0,6y y  , 

5 0,8y y  , 6 1y y  ; 1 0z z  , 2 0,2z z  , 3 0,4z z  , 4 0,6z z  , 

5 0,8z z  , 6 1;z z   
2) 18 томограм. Будемо вважати, що томограми розміщені на заданих 

площинах (рис. 8.4 – 8.6). 

1 2 3( , , )x x x

1 0x x 
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Рис. 8.4. Томограми, що лежать на площинах, перпендикулярних осі  

  
Рис. 8.5. Томограми, що лежать на площинах, перпендикулярних осі  

   
Рис. 8.6. Томограми, що лежать на площинах, перпендикулярних осі  

На рис. 8.7 і 8.8 наведено результати роботи розроблених програм. 

 
    а        б 
Рис. 8.7. Результати відновлення щільності  запропонованим методом 

у площинах: а – 0,52x   між томограмами, що лежать на площинах 
0,5, 0,6x x   (див. рис. 8.4); б – 0,86z   між томограмами, що розташовані на 

площинах 0,8, 0,9z z   (див. рис. 8.6) 

 
З рис. 8.8 робимо висновок, що відновлення тривимірного тіла за 

допомогою операторів мішаної апроксимації за відомими томограмами, 
розташованими на системі трьох груп взаємно перпендикулярних площин, є 
більш точним, ніж відновлення методом, що використовує томограми, які 
лежать на системі площин, паралельних лише одній координатній осі, що і 
підтверджує наведену теорію.  

 

Ox

Oy

Oz

( , , )f x y z
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     а          б     в 
Рис. 8.8. Результати відновлення щільності  запропонованим методом 

у похилій площині за допомогою томограм: а –  перпендикулярних осі Ох;  
б – перпендикулярних осі Оу; в – перпендикулярних осям Ох, Оу, Оz 

 
Викладений метод відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла 

за допомогою мішаної апроксимації поліномами Бернштейна рекомендується 
використовувати в тих випадках, коли експериментальні дані (характеристики 
томограм – геометричні параметри площини, на якій лежить томограма, а 
також зображення на томограмах) задано з похибкою, і коли класичні 
оператори інтерполяції та інтерфлетації не згладжують дані, а повторюють всі 
похибки в експериментальних даних. Запропонований метод має високу 
точність, як і метод, що використовує інтерфлетацію функцій. 

 
  

( , , )f x y z
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РОЗДІЛ 9. 

Математична модель відновлення динамічної внутрішньої структури 
тривимірного тіла  

 

9.1. Побудова чотиривимірної математичної моделі динамічної 
внутрішньої структури тривимірного тіла 

Розглядається задача відновлення коефіцієнта поглинання всередині 
тривимірного об'єкта, що змінюється з часом, за його томограмами, які лежать 
на системі трьох груп паралельних площин, що не обов'язково є 
перпендикулярними координатним осям. Крім того, вперше будується 
динамічна математична модель тривимірного тіла з використанням томограм, 
що лежать на системі площин, кожна з яких не обов'язково перетинається з 
усіма іншими. 

Нехай скалярнозначна функція  описує деяку фізичну 

характеристику внутрішньої структури (наприклад, щільність, коефіцієнт 
поглинання тощо). Джерелом інформації про функцію , тобто про 

динамічну внутрішню структуру тривимірного тіла, будемо вважати набір 

площин : ( , , )p p x y z  1 2 3 0, 1,p p p pa x a y a z p s       , а також набір 

томограм, які лежать на цих площинах, у конкретні моменти часу. Для 
подальшого викладення нам необхідно сформулювати деякі твердження. 

Визначення 9.1. Слідом функції  у момент часу  на 

площині : ( , , ) 0p p x y z    будемо називати функцію двох змінних , ( , )k p x y  

або , ( , ),k p x z  або , ( , )k p y z , яка в кожній точці цієї площини  приймає такі 

самі значення, що і функція : 

,( , , ) ( , ), 1, , 1, .
pk k pf x y z u v k n p s        (9.1)  

Визначення 9.2. Інтерфлетацією функції  називається 

відновлення (можливо, наближене) функції  у точках між 

площинами : ( , , ) 0p p x y z    за допомогою її слідів (9.1) на цих площинах. 

( , , , )f x y z t

( , , , )f x y z t

( , , , )kf x y z t , 1,kt k n

p

( , , , )kf x y z t

( , , , ), 1,kf x y z t k n

( , , , ), 1,kf x y z t k n
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Визначення 9.3. Томограмою  (слідом функції ) на 

площині ( , , ) 0p x y z   в момент часу  будемо називати одну з трьох 

функцій: 

,

( ( , ), , , ),

( ) ( , ( , ), , ),

( , , ( , ), ),

p k

k p p k

p k

f x y z y z t

x f x y x z z t

f x y z x y t


  



       
( , ),
( , ),
( , ).

x y
x x z

y z


 



 

Томограму в момент часу , яка лежить, наприклад, на площині 

( , , ) : 0,p x y z z c    можна представити у вигляді функції двох змінних 

 (див. рис.8.1), тобто у вигляді сліду функції  на площині

( , , ) 0p x y z  .  

Як експериментальні дані будемо використовувати: 
1. Послідовність  моментів часу: . 

2. Серію  площин, заданих рівняннями 

1 2 3: ( , , ) 0, 1, .p p p p p px y z a x a y a z p s          

3. Томограми тривимірного об’єкта , які лежать на 

заданих площинах , в задані моменти часу . 

Томограми отримуємо за допомогою комп’ютерного томографа. Тобто 
маємо  груп томограм (у кожній групі по  томограм). У кожній групі 
томограми представлені в один і той же момент часу. Але вони лежать на 
різних площинах. Зазначимо, що кількість томограм у різні моменти часу може 
бути різною. Це також відноситься і до кількості рівнянь площин, на яких 
лежать томограми. Більш того, в різні моменти часу площини, на яких лежать 
томограми, можуть бути задані різними рівняннями. 

Спочатку побудуємо  тривимірних математичних моделей 

 об’єкта  для кожного з моментів часу , 1, .kt t k n   

Отже, є функція , яка в точках площини  в -й момет часу 

збігається із зображенням -ї томограми. Для побудови таких функцій можуть 

бути використані: 1) оператори сплайн-інтерфлетації; 2) оператори мішаної 
апроксимації, які були побудовані раніше. У випадку 1) побудовані тривимірні 

, ( )k pT x ( , , , )kf x y z t

, 1,kt k n


kt

( , )kpT x y ( , , , )kf x y z t

n 1 2 ... nt t t  

s

, 1, , 1,kpT k n p s 

p , 1,kt t k n 

n s

n

( , , ), 1,kf x y z k n ( , , , )f x y z t

( , , )kf x y z p k

p
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математичні моделі  об’єкта  для кожного з 

моментів часу  мають задовольняти властивості 

. 

При цьому, якщо експериментальні дані (характеристики томограм – 
геометричні параметри площин, на яких лежать томограми, а також зображення 
на томограмах) задані точно, то можна використовувати метод відновлення 
внутрішньої стурктури тривимірного тіла за допомогою операторів 
інтерфлетації функцій. Якщо ж експериментальні дані задано з похибкою, то 
можна використовувати метод розв’язання задач тривимірного комп’ютерної 
томографії за допомогою мішаної апроксимації. 

Згадані методи відновлення внтурішньої стурктури тіла вирізняються 
високою точністю. 

Після побудови тривимірних моделей  будуємо 

чотиривимірну модель , використовуючи метод інтерполяції за 

змінною  у вигляді формули 

,    (9.2) 

де  – допоміжні функції від однієї змінної  з властивостями: 

( )k q kqh t   , , 1,k q n ,   
1,
0,kq

k q
k q


   
 – символ Кронекера. 

Ці функцї можуть бути поліномами (алгебраїчними або тригонометричними), 
сплайнами (поліноміальними або періодичними) степеня , і т.д. 

Теорема 9.1. Якщо експериментальні дані (томограми , 1, , 1, ,k n p s   

що лежать на площинах ) відповідають функції, яку наближуємо, 

    , то можна 

побудувати 4D модель  внутрішньої структури об’єкта, яка 

змінюється, з властивостями 

( , , ) 0 ( , , ) 0

( , , , ) ( ),

( , , , ) ( , ), 1, , 1, ,
p p

r

k k kpx y z x y z

F x y z t C D
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( , ),
( , ) ( , ),

( , ).

x y
u v x z

y z


 



 

Доведення. 4D математична модель будується за формулою (9.2), на 
підставі якої спочатку треба побудувати тривимірні математичні моделі 

 функції  в моменти часу .  

Допоміжні функції  можна побудувати за допомогою 

поліномів або сплайнів класичними методами. 
Теорему 9.1 доведено. 
Зазначимо, що задача в такій постановці немає єдиного розв’язку. Але при 

певних обмеженнях на клас функцій, яку наближуємо, вона буде мати єдиний 
розв’язок. Більш того, для деяких класів наближуваних функцій  

можна оцінити похибку наближення. 

Теорема 9.2. Нехай похибка задання томограм  в моменти часу kt t  

задовольняє співвідношення 

( , )
max ( )

pkp kp
u v G

f T x
   ,  ; 

похибка наближення операторами інтерфлетації або мішаної апроксимації 
функції  задовольняє співвідношення 

( )1 ( , , ) ( , , , )k k k C Df x y z f x y z t   ; 

похибка наближення оператором інтерполяції за змінною  задовольняє 
співвідношення 

[0, ]2 ( , , , ) ( , , , ) .C TF x y z t f x y z t    

Тоді похибка наближення функції  оператором , 

побудованим за формулою (6.9), буде мати вигляд 

1 1
1

max ( ) max ( 1 ) ( 2)kp k
p s k n
k n

E O O O
   
 

      . 

9.2. Обчислювальний експеримент 

Було виконано обчислювальний експеримент для відновлення внутрішньої 
стурктури серця людини, яка змінюється з часом. 

Як експериментальні дані були використані:  

( , , ) ( ), 1,r
kf x y z C G k n  ( , , , )f x y z t kt

( ) [0, ]r
kh t C T

( , , , )f x y z t

( )kpT x

1, , 1,k n p s 

( , , , )f x y z t

t

( , , , ) ( )rf x y z t C D ( , , , )F x y z t
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1.  моментів часу; 
2.  паралельних зрізів серця площинами, перпендикулярними осі 

(метод дає змогу використовувати крім даних томограм також томограми, що 
лежать в інших перетинах, які не перпендикулярні осі ); 

3. томограми серця, які лежать на  заданих площинах, у кожні з 25 
моментів часу. 

Отже, маємо 25 групп томограм. У кожній групі представлені томограми, 
зроблені в один певний момент часу, в дев’яти перетинах (тобто в кожній групі 
по 9 томограм). На рис. 9.1 – 9.3 показано приклади томограм у різні моменти 
часу в одних і тих самих перетинах. 

 

           
Рис.9.1. Приклади томограм, зроблених у момент часу , 

у перетинах  
 

            
Рис.9.2. Приклади томограм, зроблених у момент часу , 

у перетинах  

 

            
Рис. 9.3. Приклади томограм, зроблених у момент часу , 

у перетинах  

25n 
9s  Ox

Ox
9s 

1t

1, 3, 5, 8x x x x   

1t

1, 3, 5, 8x x x x   

1t

1, 3, 5, 8x x x x   
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Для побудови тривимірних моделей використовувалися оператори 
інтерфлетації функцій трьох змінних (див. розділ 8). Було побудовано 25 
математичних моделей внутршньої стурктури серця у вигляді функцій 

 за допомогою операторів інтерфлетації функцій трьох 

змінних. Потім ці математичні моделі було використано при побудові 4D 
математичної моделі серця за допомогою операторів інтерполяції за змінною 
часу . 

За допомогою побудованої 4D математичної моделі знайдемо зображення 
серця людини в площині, яка задається рівнянням , в конкретний момент 
часу t=tпрогнозне. 

Практична реалізація була здійснена в системі комп’ютерної математики 
MatLab. На рис. 9.4 – 9.6 наведено результати обчислювального експерименту.  

 Особливістю комп’ютерної реалізації запропонованого методу є 
необхідність дії на кожну з RGB компонент кольору окремо. Таким чином, у 
запропонованому методі здійснюється виділення окремих компонент кольору в 
заданій точці. 

 
Рис.9.4. Відновлення внутрішньої структури серця в площині 0,6x   у моменти 

часу  відповідно 

 
Рис. 9.5. Відновлення внутрішньої структури серця в площині 0,1x   у 

моменти часу  відповідно 
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Рис.9.6. Відновлення внутрішньої структури серця в площині 0,3x   у 

моменти часу  відповідно 
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