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ВСТУП 

 

У сучасних телекомунікаційних системах підвищення достовірності 

передачі інформації широке застосування отримали циклічні БЧХ коди, 

серед яких найперспективнішими є недвійкові коди Ріда-Соломона. 

Розроблені для них методи декодування алгебри дозволяють виправляти 

помилки в межах корегуючий здатності коду. 

Навчально-методичний посібник призначений для вивчення основ 

теорії завадостійкого кодування та принципів побудови циклічних кодів на 

практичних, лабораторних роботах, а також самостійного навчання. У 

методичному посібнику докладно та доступно розглянуто методи 

кодування циклічних БЧХ та Ріда-Соломона кодів, основи теорії кінцевих 

полів та арифметика полів Галуа, методи алгебри декодування двійкових 

БЧХ кодів на основі алгоритму Пітерсона, процедури декодування 

недвійкових БЧХ кодів на основі алгоритму Евкліда. Велика увага 

приділяється алгоритмам пошуку позицій помилок у прийнятій 

послідовності та на їх основі виправлення кодової комбінації. Основні 

процедури декодування БЧХ кодів описуються за допомогою простих 

прикладів, тому велику частину навчально-методичного посібника 

складають завдання з поясненням методів їх вирішення. Наведено 

індивідуальні завдання для виконання практичних робіт та завдання для 

самостійного вивчення алгоритмів кодування/декодування БЧХ та Ріда-

Соломона кодів. Розглянута теорія та приклади допоможуть ефективному 

освоєнню основ теорії лінійних циклічних кодів для студентів технічних 

вузів, а також для інженерно-технічних працівників. 
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1. ДОСЛІДЖЕННЯ ПРИНЦИПІВ КОДУВАННЯ  

І ДЕКОДУВАННЯ ДВІЙКОВИХ БЧХ КОДІВ 

 

1.1. Поля Галуа. Мінімальні многочлени 

 

Поля з кінцевим числом елементів q називають полями Галуа на ім'я 

першого дослідника Евриста Галуа і позначають GF(q). Для побудови 

розширених полів Галуа використовуються незвідні поліноми. 

Незвідним називається многочлен p(x) ступеня m, який не може бути 

представлений як добуток многочленів нижчих ступенів (m-1), тобто, 

такий многочлен ділиться без залишку лише на себе чи одиницю, і не 

ділиться ні на який інший многочлен. У цьому поліном p(x) немає коренів 

у полі GF(q). 

Якщо знайдений многочлен p(x) ступеня m, коефіцієнти якого 

належать полю GF(q), то можна побудувати розширене поле Галуа, що 

містить q
m
 елементів, включаючи нульовий елемент. Тоді елементами 

розширеного поля GF(q
m
) можуть бути всі многочлени ступеня m – 1 або 

менше, коефіцієнти яких лежать у простому полі GF(q). Число q
m
 

називається порядком розширеного поля та визначає кількість різних 

багаточленів.  

Таким чином, поле, утворене за допомогою поліномів над полем 

GF(q) по модулю незвіданого многочлена p(x) ступеня m, називається 

розширенням кінцевим полем GF(q
m
).  

Наприклад кінцеве поле GF(2) порядку q=2 складається з  елементів 

{0, 1}. Для побудови розширеного кінцевого поля GF(2
m
) як розширення 

поля GF(2) необхідно використовувати незвіданий многочлен p(x) ступеня 

m, коефіцієнти {0, 1} якого належать полю GF(2). Цей незвіданий 

многочлен p(x) має ту властивість, що його не можна розкласти на 

множники, використовуючи тільки многочлени з коефіцієнтами з поля 

GF(2). Такі многочлени аналогічні простим числам. Таблиця незвіданих 

многочленів представлена таблиці А.1 додатка А.  

Наприклад, побудуємо розширене кінцеве поле GF(2
3
). Елементами β 

розширеного поля GF(2
3
) будуть многочлени, побудовані за допомогою 

незвіданого полінома  p(x) = x
3
 + x + 1 (додаток А, табл.. А.1).  

Незвідний поліном p(x) ступеня m, що генерує послідовність 

залишків максимального періоду T = 2
m 

− 1 називається примітивним. Не 
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всі незвідні поліноми є примітивними, але всі примітивні поліноми 

незвідні.  

Для знаходження елементів поля GF(2
3
), які приведені по модулю 

x
3
 + x + 1, позначимо примітивний елемент α = х, тоді маємо  13   → 

13  xx . Обчислимо ступеня елемента α: 

α
0
 → 1; 

α
1
 → x

1
; 

α
2
 → x

2
; 

α
3
 → x

3 
= x + 1; 

α
4
 → x

4
 = x

3
∙x = (x + 1) ∙ x = x

2
 + x; 

α
5
 → x

5
 = x

4
∙x = (x

2
 + x) ∙ x = x

3
 + x

2
 = x + 1 + x

2
 = x

2
+x+1; 

α
6
 → x

6
 = x

5
∙x = (x

2
 + x +1) ∙ x = x

3
 + x

2
 + x = x + 1 + x

2
 + x = x

2
+1; 

α
7
 → x

7
 = x

6
∙x = (x

2
 + 1) ∙ x = x

3
 + x = x + 1 + х = 1. 

Подання елементів розширеного кінцевого поля GF(2
3
), заданого 

незвідним поліномом p(x) = x
3
 + x + 1, вказані  в таблиці 1.1. В додатку Б 

(табл. Б.1) представлені різними способами елементи розширеного поля 

GF(2
4
), утвореного за модулем незвіданого полінома р(х) = х

4
 + х + 1 і р(х) 

= х
4
 + х

3
 + 1. 

 

Таблиця 1.1 – Різні представлення елементів поля GF(2
3
) 

 

Елементи 

поля 
Ступені α Поліном Вектор 

0 0 0 000 

β0 α
0
 1 001 

β1 α
1
 x 010 

β2 α
2
 x

2 
100 

β3 α
3
 x + 1 011 

β4 α
4
 x

2
 + x 110 

β5 α
5
 x

2
 + x + 1 111 

β6 α
6
 x

2
 + 1 101 

 

Будь-яке розширене поле містить одиничний елемент щодо операції 

додавання, який прийнято позначати «0» і називати нулем. Для елемента 

поля  існує адитивний зворотний елемент «−». Крім того, розширене 

поле містить одиничний елемент щодо операції множення, який 
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позначається як «1» і називається одиницею. Для елемента поля  існує 

мультиплікативний зворотний елемент «
−1

». У цьому випадку операції 

віднімання та поділу видаються як операції складання та множення. 

Наприклад, 

)( baba  , 

1/  baba . 

При цьому слід зазначити, що для розширених полів GF(2
m
), (де n = 

2
m
−1  − кількість ненульових елементів поля) виконується рівність α

n
 = 1. 

Тоді для розширеного поля GF(2
3
) кількість ненульових елементів 

становить n = 2
3
−1 = 7 і елемент β7 → α

7
 = α

0
 = 1.  

Таким чином, для всіх елементів поля виконується рівність α
n+1

 = α, 

α
n+2

 = α
2
 і т.п. І в такий же спосіб можна знайти зворотний елемент 

α
−1

 = α
−1+n

 = α
n−1

 . Наприклад, для розширеного поля GF(2
3
)  знайдемо 

зворотній елемент для α
−1

  → α
−1

 = α
7−1

 = α
6
.  

Поле GF(2
4
) містить ненульові елементи, що утворюють 

мультиплікативну групу, а з нульовим елементом – адитивну. Всі 

елементи поля видаються через ступінь примітивного елемента α, звідки 

випливає принцип формування правила множення як складання ступенів 

)1,0(  nii
 по модулю n = 15. 

Наприклад, 
1257  , 

441519712  

. 

Операція поділу є операцією множення на мультиплікативно-

зворотний елемент  
n−i

 або як різниця ступенів. 

Наприклад 
3315181115141114  / , 

311141114  / . 

З представлення 
i
 через многочлени від х над полем GF(2) 

(додаток Б) випливає реальне уявлення цих елементів як наборів із m 

(зокрема m = 4) двійкових елементів.  

Наприклад, 

1011137  xx , 

10011314  x , 

де молодші розряди розташовуються праворуч. 
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Звідси випливає і правило складання елементів 
i
 як складання 

многочленів або їх двійкових уявлень (еквівалентів). 

Наприклад, 

 xxxx )1()1( 33147
 

або 

.0010

1001

1011





x

 

В таблицях 1.2 и 1.3 представлені арифметичні операції для 

елементів поля GF(2
3
). 

 

Таблиця 1.2 – Додавання елементів поля GF(2
3
)  

 

+ 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

0 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

1 1 0 α
3
 α

6
 α

1
 α

5
 α

4
 α

2
 

α
1
 α

1
 α

3
 0 α

4
 1 α

2
 α

6
 α

5
 

α
2
 α

2
 α

6
 α

4
 0 α

5
 α

1
 α

3
 1 

α
3
 α

3
 α

1
 1 α

5
 0 α

6
 α

2
 α

4
 

α
4
 α

4
 α

5
 α

2
 α

1
 α

6
 0 1 α

3
 

α
5
 α

5
 α

4
 α

6
 α

3
 α

2
 1 0 α

1
 

α
6
 α

6
 α

2
 α

5
 1 α

4
 α

3
 α

1
 0 

 

Таблиця 1.3 – Помноження елементів поля GF(2
3
)  

 

* 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

α
1
 0 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 1 

α
2
 0 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 1 α

1
 

α
3
 0 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 1 α

1
 α

2
 

α
4
 0 α

4
 α

5
 α

6
 1 α

1
 α

2
 α

3
 

α
5
 0 α

5
 α

6
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 

α
6
 0 α

6
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
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Щоб не повторювати ці операції постійно, найчастіше при малих 

довжинах n використовують таблиці додавання та множення в полі GF(2
m
), 

побудовані спеціально для цього поля (додаток В). 

При побудові двійкових БЧХ кодів та їх декодуванні 

використовуються корені двійкових поліномів, що відповідають кодовим 

комбінаціям. З теорії поліномів над полем дійсних чисел (не кінцевих) 

відомо, що поліном ступеня m завжди має m коріння, тільки не всі вони 

обов'язково лежать у полі дійсних чисел (на речовій осі). Частина коренів 

може бути у полі комплексних чисел як деякому розширенні поля дійсних 

чисел. Аналогія цьому є й у кінцевих полях. Будь-який многочлен ступеня 

m, у тому числі і незвідний над полем GF(2) (що не має коренів серед 

елементів цього поля), завжди має m коренів у розширенні GF(2
m
), і цим 

корінням є частина елементів поля GF(2
m
). 

Наприклад, незвідний поліном p(x) = x
3
 + x + 1 не має коренів в 

полі GF(2) = {0, 1}, так як при підстановці 0 і 1 в многочлен p(x) 

отримаємо: 

p(0) = 0
3
 + 0 + 1 = 1;  p(1) = 1

3
 + 1 + 1 = 1. 

Однак якщо використовувати як корінь елемент α
2
 розширеного 

поля GF(2
3
), то отримуємо: 

p(α
2
) = (α

2
)

3
 + α

2
 + 1 = α

6
 + α

2
 + 1 = 1 + 1 =0. 

Елементи з розширеного поля GF(2
m
) α

i
,  α

2i
,  α

4i
,  …,  α

τ
, які є 

корінням одного і того ж самого многочлена над GF(2), називаються 

сполученими. Ступені сполучених елементів поля утворюють циклотомічні 

суміжні класи. 

 iiiiiC k

i 2...,,2,2,2, 32 , 

де i –  ступень елемента  розширеного поля GF(2
m
). 

Повертаючись до попереднього прикладу, можна переконатися, що 

поліном p(x) = x
3
 + x + 1 поряд з α

2
 має в GF(2

3
) наступні корні: 

 α → p(α) = (α
1
)

3
 + α + 1 = α

3
 + α + 1 = 1 + 1 = 0. 

 α
4
 → p(α

4
) = (α

4
)

3
 + α

4
 + 1 = α

12
 + α

4
 + 1 = α

5
 + α

4
 +1 = 1 + 1 = 0. 

Таким чином, елементи α, α
2
, α

4
 є сполученими. 

Двійковий поліном найменшого ступеня, для якого елемент αi з 

розширеного кінцевого поля GF(2
m
) є коренем, називається мінімальним 

многочленом φi(x). При цьому ступінь мінімального многочлена дорівнює 

числу елементів (потужності) відповідного циклотомічного класу. Тоді 

многочлен φs(x) за допомогою його коренів може бути представлений 
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 
 ss

s

Ci

i

s xx )()(                                            (1.1) 

(«-» замінений на «+», тому що обчислення здійснюються за модулем 2 та 

операції віднімання та складання не розрізняються). 

У таблиці 1.4 представлені мінімальні багаточлени кожного 

циклотомічного класу елементів розширеного поля GF (2
3
). 

 

Таблиця 1.4 – Розподіл елементів за циклотомічними класами поля 

GF(2
3
), мінімальні многочлени 

 

Циклотомічні класи Сs 
Сполучені елементи. 

Корені полінома φi(x) 

Мінімальний многочлен 

φi(x) 

С0 = {0} 1 φ0(х) = х + 1 

С1 = {1, 2, 4}; α, α
2
, α

4
 φ1(х) = х

3
 + х + 1 

С3 = {3, 6, 5} α
3
, α

6
, α

5
 φ3(х) = х

3
 + х

2
 + 1 

 

Розподіл елементів розширеного кінцевого поля GF(2
4
), 

породжуване незвіданим многочленом р(x) = x
4
 + x + 1, по циклотомічних 

класах із зазначенням відповідних мінімальних багаточленів представлено 

у додатку Г.  

Відомо, що біном x
n−1

−1 = x
n−1

+1 ступеню n = 2
m
–1 має розкладання 

на співмножники першого ступеня у полі GF(2
m
): 

 

 





22

0
21

1 )()...)((1
m

i

in xxxx .                          (1.2) 

 

З урахуванням формули (1.1) біном  x
n−1

+1  має наступне 

розкладання на незвідані двійкові помножувачі в двійковому полі 
 




 
M

i
il

n xx
0

1 )()1( ,                                              (1.3) 

де М – число циклотомічних класів. 

Наприклад, використовуючи знайдені мінімальні многчлени у полі 

GF(2), коріння яких належить розширеному полю GF(2
3
), розкладемо 

біном 
1mpx −1 = х

7
−1 = х

7
 + 1 з коефіцієнтами з поля GF(2) на прості 
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помножувачі (незвідані поліноми) φi(x). Оскільки додавання та 

віднімання за модулем 2 однакові операції, то записи х
7
−1  і  х

7
 + 1 

еквівалентні )1)(1)(1(1 2337  xxxxxx . Корені кожного з 

дільників бінома х
7
 + 1 показано в табл. 1.4. 

 

1.2. Двійкові коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема 

 

Коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема (БЧХ) представляють великий клас 

кодів, здатних виправляти кілька помилок. Коди БЧХ поєднують незначну 

надмірність з прийнятною коригуючою здатністю, забезпечуючи при 

цьому простоту алгоритмами кодування та декодування. 

Коди БЧХ зазвичай задаються через корені породжуючого 

многочлена ступеня n−k. 

 

0

1

1 ...)( gxgxgxg r

r

r

r  

 ,                                (1.4) 

 

де  r = deg[g(x)] = n−k – кількість перевірочних символів, коефіцієнти 

gr = 1, g0 ≠ 0; n – кількість кодових символів; k – кількість інформаційних 

символів. 

Породжуючий поліном g(x) повинен бути незвідним в полі двійкових 

чисел GF(2), тобто не може бут представленим як добуток многочленов 

нижчих ступенів з коефіцієнтами з поля GF(2). 

Породжуючий поліном циклічного БЧХ коду довжини n є дільником 

бінома (х
n
+1), тому для його знаходження треба знати розкладання бінома 

х
n
+1 на незвідані множники φj(х), j = 1, 2, …, l: 

 

)(...)()()1( 21 xxxx l

n  .                                    (1.5) 

 

Тоді, з урахуванням формули (1.3), породжуючий поліном дорівнює 

добутку мінімальних многочленів: 





lj

j
xxg

,...2,1

)()( .                                             (1.6) 

Для того, щоб закодувати інформаційну послідовність  

u = (uk−1, … u1, u0) двійковим БЧХ кодом 

0

1

1

1

1
...)( uxuxuxu k

k
 


,                                 (1.7) 
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необхідно задати (вибрати) породжуючий поліном g(x) з урахуванням 

кількості помилок t, які повинен виправляти код, і здійснити кодування 

одним із наведених нижче способів 

1.  Несистематичне кодування – множення інформаційної 

комбінації двійкового циклічного коду u(x) на поліном g(x) 

 

)()()( xgxuxv  .                                            (1.8) 

 

Недолік такого способу кодування полягає в тому, що одержуваний 

код не має чіткого поділу розрядів на інформаційні та надлишкові, що 

ускладнює процес декодування.. 

2. Систематичне кодування – множення інформаційної комбінації 

u(x) на одночлен x
r
, з додаванням до цього добутку  залишку R(x), 

отриманого після поділу добутку u(x)∙x
r
 на породжуючий поліном g(x) 

 

)()()( xRxxuxv r  ,                                       (1.9) 

 

де R(x) −  залишок від ділення u(x)∙x
r 
 на g(x). 

Таким чином, кодове слово складається з незмінної інформаційної 

частини u, після якого (n−k) перевірочних символів. Перевірочні символи є 

коефіцієнтами полінома g(x), тобто залишку від розподілу u(x) ∙ x
n-k

 на 

породжуючий поліном  g(x). 

 

Двійковий БЧХ (Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема) код довжини n, що 

виправляє t-кратні помилки – це циклічний блоковий код над полем GF(2), 

корінням породжуючого полінома якого є α
b
, α

b+1
, … α

b+2t−1
, де α – элемент 

розширеного кінцевого поля GF(p
m
),  b – ціле число.  

Елементи  

α
b
, α

b+1
, … α

b+2t−1
                                           (1.10) 

називають нулями БЧХ коду. 

Таким чином, породжуючий многочлен (n, k, dmin) БЧХ коду може 

бути представлений найменшим загальним кратним 
 

 )(...,),(),()( 121 xMxMxMНЗКxg tbbb  ,                          (1.11) 

де Mj(x) – мінімальний многочлени для елементів α
b
. 
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Двійкові БЧХ коди, що мають довжину n = p
m
−1 і задаються 

породжуючим поліномом g(x) (1.11), називають примітивними БЧХ 

кодами.  Найбільшого поширення набули двійкові примітивні БЧХ коди 

довжини n = 2
m
−1, де m – будь-яке ціле число: n = 3, 7, 15, 31, 63, 127, …. , 

здатні виправляти t помилок.  

Для двійкових БЧХ кодів значення ступеня b першого елемента поля 

(1.10), як правило, вибирають рівним b = 1, що дає породжуючий  поліном 

найменшого ступеня, тобто. до найменшої кількості надлишкових 

символів у кодовому слові. Тоді коренями  породжуючого многочлена  

(1.10) є елементи розширеного поля GF(2
m
):  α, α

2
, α

3
, … α

2t
  і  

породжуючим поліномом (n, k, dmin) двійкового БЧХ коду дорівнює 

 

 )(...,),(),()( 221 xMxMxMНЗКxg t .                            (1.12) 

 

Якщо b = 2, то нулями БЧХ коду є елементи α
2
, α

3
, … α

2t+1
. 

Якщо b = 3, то нулями БЧХ коду є елементи α
3
, α

4
, … α

2t+2
. 

Таким чином, для побудови полінома (1.11) двійкового БЧХ коду 

використовуються 2t послідовних елементів поля GF(2
m
), які є нулями 

коду (1.10). 

При побудові двійкового БЧХ коду заданої довжини n = p
m
−1 для 

деякого числа m та числа t – кількість помилок, що виправляються кодом, а 

також заданої інформаційної послідовності u(x), необхідно виконати 

наступний алгоритм. 

1. Завдання параметрів кодера 

t – кількість помилок, що виправляються кодом; 

n – довжина коду, яка дорівнює 2
m
−1; 

b – значення ступеня елемента α
b
 розширеного поля GF(2

m
), з 

якого починається перерахування 2t коренів α
b
, α

b+1
, … α

b+2t−1
. 

2. Знаходження мінімальної кодової відстані dmin = 2t−1. 

3. Побудова розширеного поля GF(2
m
) за допомогою заданого 

примітивного многочлена p(x). 

4. Розподіл всіх елементів поля GF(2
m
) за циклотомічними класами 

та знаходження сполучених елементів для кожного класу. 

5. Обчислення всіх мінімальних многочленів φj(x) для кожного 

циклотомічного класу поля GF(2
m
). 
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6. Знаходження мінімальних многочленів  1 2 1( ), ( ), ..., ( )b b b tM x M x M x  
 

для коренів α
b
, α

b+1
, … α

b+2t−1
. 

7. Обчислення породжуючого полінома як найменше загальне 

кратне мінімальних многочленів  )(...,),(),()( 121 xMxMxMНЗКxg tbbb  . 

8. Знаходження кількості перевірочних символів r = deg[g(x)]. 

9. Знаходження кількості інформаційних символів k = n – r. 

10. Завдання інформаційної послідовності u(x) довжини k. 

11. 11. Кодування інформаційної послідовності u(x) побудованим 

БЧХ кодом: 

− несистематичний БЧХ код )()()( xgxuxv  ; 

− систематичний БЧХ код )()()( xRxxuxv r  , R(x) = u(x)∙x
r
 mod g(x). 

 

1.3. Декодування двійкових БЧХ кодів 

 

Для опису принципів декодування БЧХ кодів розглянемо основні 

позначення, що використовуються під час роботи алгоритмів виправлення 

помилок у прийнятій кодовій послідовності f(x), якщо передано кодове 

слово v(x).  

Припустимо, що з передачі кодової послідовності v(x) сталося v 

помилок і було прийнято поліном 
 

)()()( xexvxf  ,                                          (1.13) 

 

де е(х) – многочлен помилок, що представляє 
 

v

v

j

j

j

j

j

j xexexexe  ...)( 2

2

1

1
,                                  (1.14) 

 

де 
lj

e  − величина l-й помилки, яка дорівнює 1 для двійкового БЧХ кода      

(
lj

e = 1), v – число помилок у прийнятому слові (0 ≤ v ≤ t).  

Для виправлення помилок у прийнятій послідовності f(x) декодеру 

двійкового БЧХ коду необхідно знайти такі невідомі значення: 

− позиції помилок – j1, j2, … jv;  

− кількість помилок − v, що сталися під час передачі кодової 

послідовності v(x).  
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Головною ідеєю декодування двійкових БЧХ кодів є використання 

елементів кінцевого поля для нумерації позицій кодового слова. 

Прийнятому кодовому вектору f(x) = (f0, f1, …, fn-1) відповідає нумерація 

позицій кодового слова, які є елементами поля GF(2
m
). Нумерація цих 

позицій називається локаторами позицій. 

 

Значення кодового вектора f0 f1 f2   … fn−1 

Локатори позицій 1 α
1
 α

2
  … α

n−1
 

 

Так як  α
i
 – локатор i-й позиції і  α

i 
 різні для всіх i, тоді локатори та 

позиції однозначно визначають один одного. Таким чином, у многочлені 

помилок е(х) позиції помилок j1, j2, … jv  можуть бути позначені через 

локатори позицій помилок: kj  − локатор k-ї помилки, при цьому k = 1, 2, 

…, v. Таким чином, множини, які необхідно знайти в процесі декодування: 

− {
vjjj eee ,...,,

21
} – значення помилок, для двійкових БЧХ кодів 

j
e =1.  

− { vjjj
 ...,,, 21 } – локатори помилок, де елементи α

j
 належать 

розширеному полю GF(2
m
). 

Значення прийнятого кодового многочлена f(x) у нулях коду 

називаються синдромами та позначаються Sj. Синдром прийнятого 

кодового слова f(x) складається з 2t компонент: Sj = f(α
i
)  для j = 1, 2, … 2t; 

i= b, b+1, …, b+2t−1,  при цьому він не залежить від переданого слова та 

визначається лише поліномом помилок 

 

)()()()( iiii

j
eevfS  ,                              (1.15) 

де v

v

j

j

j

j

j

j
xexexexe  ...)( 2

2

1

1
. 

При цьому компоненти Sj з непарними номерами (j = 1, 3, … 2t−1) 

обчислюються за формулою (1.15), а компоненти Sj с парними номерами  

(j = 2, 4, … 2t) обчислюються 2

2 jj
SS  . 

Завданням декодування є виправлення помилок на основі 

обчислення значень lix  в формулі (1.14) для кожного з v ≤ t. Тоді, з 

урахуванням коренів породжуючого полінома – нулів коду, отримаємо 

наступну систему з 2t рівнянь щодо v невідомих локаторів помилок α
j
 і v 

невідомих величин помилок 
j

e  
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v

v

v

v

v

v

jtb

j

jtb

j

jtb

j

tb

t

jb

j

jb

j

jb

j

b

bj

j

bj

j

bj

j

b

eeefS

eeefS

eeefS

)12()12()12(12

2

)1()1()1(1

2

1

...)(

...)(

...)(

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1












.            (1.16) 

 

Для двійкового БЧХ коду зі значенням b = 1 отримаємо компоненти 

синдрому 

 

v

vv

v

v

v

v

tj

j

tj

j

tj

jt

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

eeeS

eeeS

eeeS

222

2

222

2

1

...

...

...

2

2

1

2

2

1

1

2

2

1

1








.                                  (1.17) 

 

За допомогою отриманої системи рівнянь знаючи значення 

компонентів синдрому S = {S1, S2, …, S2t}, можна визначити число помилок 

v та локатори позицій помилок α
j
.  

Однак систему рівнянь (1.16) важко вирішувати безпосередньо, тому 

скористаємося штучним прийомом, визначивши деякі проміжні змінні, які 

можуть бути обчислені за компонентами синдрому і за якими можна 

обчислити локатори помилок. Для цього введемо поняття многочлен 

локаторів помилок від змінної х: 
 

v

v
xxxx  ...1)( 2

21 .                              (1.18) 

 

Таким чином, складається ключове рівняння, компонентами якого є: 

− значення вектора синдрому S = {S1, S2, …, S2t}; 

− многочлен локаторів помилок 
v

v
xxxx  ...1)( 2

21
.  

Рівняння, що зв'язують синдромні компоненти та коефіцієнти 

полінома локаторів помилок є 

 

0...
2211


 jvvjvjvj

SSSS ,  j = 1,…v.                    (1.19) 

 

Отримуємо систему лінійних рівнянь 

vjjvvjvj
SSSS


 ...

2211
,  j = 1,…v, 
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зв'язувальні компоненти синдрому з коефіцієнтами многочлена σ(х). Цю 

систему можна записати у матричному вигляді 
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S

S

S
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SSSSS

SSSSS

SSSSS

2

3

2

1

1

2

1

122221

21543

1432

1321




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





.               (1.20) 

 

Отримана система рівнянь (1.20) одержала назву – ключове рівняння 

декодування БЧХ кодів, вирішивши яке ми знайдемо коефіцієнти полінома 

локаторів помилок σ(х) = σ1, σ2, … σv. 

Для знаходження позицій помилок j1, j2, … jv  необхідно отримати 

коріння полінома локаторів помилок σ(х). При цьому корінням є елементи 

α
j
 розширеного поля GF(2

m
), такі, що σ(α

j
) = 0: 

 





v

l

jjjj lvxxxx
1

)1()1(...)1)(1()( 21 .                  (1.21) 

 

Тоді локатори позицій помилок kj  (локатор k-й помилки), ступеня 

яких є позиціями помилки  j1, j2, … jv, знаходяться як елементи поля 

GF(2
m
), зворотні корінням полінома σ(х).  

Зворотній елемент  β
−1 

= α
b
  елемента β = α

k
  визначається так 

b = 2
m
 – 1 – k. 

Рішення ключового рівняння потребує інтенсивних обчислень у 

процедурі декодування БЧХ кодів. В даний час відомі такі методи 

вирішення ключового рівняння: 

1. Алгоритм Берлекемпа-Мессі (англ. Berlekamp–Massey algorithm, 

BMA). 

2. Алгоритм Евкліда (англ. Euclidean algorithm, EA). 

3. Пряме рішення – алгоритм Пітерсона-Горенстейна-Цірлера 

(англ. Peterson–Gorenstein–Zierler, PGZ).. 

Далі для декодування двійкових БЧХ кодів буде використано 

алгоритм Пітерсона-Горенстейна-Цирлера.  

Рішення ключового рівняння (1.20) та знаходження коефіцієнтів σi 

полінома локаторів помилок σ(х) може бути реалізовано за допомогою 



 

18 

 

стандартної техніки розв'язання системи лінійних рівнянь. Однак 

заздалегідь невідома кількість помилок у прийнятому слові. Тому 

необхідно перевіряти гіпотезу про те, що дійсна кількість помилок у 

прийнятому слові дорівнює v.  

Декодер Пітерсона починає свою роботу з припущення про те, що 

сталася максимальна кількість помилок vmax = t. Далі обчислюється 

визначник матриці  det Мi , для i = vmax = t: 
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i

i

i

SSS

SSS

SSS

M









.                                   (1.22) 

 

Отримане значення визначника матриці порівнюється із нулем. Якщо 

визначник дорівнює нулю, число помилок менше, ніж передбачалося. 

Значення i зменшується на одиницю і знову перевіряється визначник 

матриці det Мi. Процедура повторюється до тих пір, поки i>1. Як 

виявиться, що визначник не дорівнює нулю, ми отримали правильне 

значення для v. Потім обчислюється зворотня матриця для матриці 

синдромів і знаходять значення коефіцієнтів полінома σ1, σ2, … σv, де 

 v = i . Якщо визначник дорівнює нулю для i = 1, 2, … t, то декодування 

вважається безуспішним і реєструється виявлення помилки, що не 

виправляється. 

Таким чином, алгоритм PGZ для декодування БЧХ коду та 

вирішення ключового рівняння складається з наступних етапів (рис. 1.1): 

1. На вхід алгоритму надходить прийняте кодове слово f(x). 

2. Обчислюємо компоненти синдрому  

Sj = f(α
i
), j = 1, … 2t, α

i
 – нулі кода и i = b, b+1,…, b+2t−1. 

3. Вважаємо i = vmax = t. 

4. Будуємо матрицю із компонентів синдрому Sj  для знаходження 

коефіцієнтів многочлену локаторів помилок 
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5. Обчислюємо визначник матриці М. Якщо він дорівнює нулю, 

зменшуємо i на одиницю та повертаємось до кроку 4, інакше пункт 6. 

6. Встановлюємо кількість помилок v = i. 

7. Звертаємо матрицю М та обчислюємо коефіцієнти полінома 

локаторів помилок  σ(х) = σ1, σ2, … σv наступним образом: 
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8. Обчислюємо коріння багаточлена σ(х), використовуючи 

процедуру Ченя. Ця процедура полягає у послідовному обчисленні σ(α
i
) 

для кожного i (i = 0, …, 2
m
-2) та перевірки отриманих значень на нуль 

σ(α
i
) = 0. 

9. Знаходимо локатори помилок за допомогою отриманих значень 

коріння α
i
 полінома локаторів помилок як зворотне коріння багаточлена 

локаторів помилок α
j 
= α

−i
. Ступені локаторів помилок  α

j 
 є значеннями 

позицій помилок  j1, j2 … jv. 

10. Якщо БЧХ код – двійковий, то помилки відомі та виправлення 

полягає в інвертуванні розрядів на позиціях j1, j2 … jv. В іншому випадку 

значення помилок обчислюються за допомогою алгоритму Форні. 

11. Виправляємо помилки та отримуємо кодове слово с(x). 

12. Для відновленні інформаційної послідовності u(x) необхідно 

виконати наступні кроки: 

- для систематичного кодування u(x)= [c(x)/x
r
]; 

- для несистематичного кодування u(x)= c(x)/g(x). 
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ПОЧАТОК

Розрахунок компонент 

синдрому

Sj = f(αi), j = 1, …, 2t

i = b, b+1,…, b+2t-1

i = t
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Пошук коренів αi 

многочлена локаторів 

помилок

σ(αi) = 0, i = 0… 2m−2

i = i − 1

ні

так

Локатори позицій 

помилок

αj = α−i  

Позиції помилок

j1, j2, …, jv   

Виправлення помилок

на позиціях

  j1, j2, …, jv   

КІНЕЦЬ

v = i

 

 

Рисунок 1.1 – Алгоритм Пітерсона-Горенстейна-Цирлера 
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1.4. Приклади побудови двійкових БЧХ кодів 

 

Приклад 1.1. Побудувати БЧХ код із довжиною n = 2
3
−1 = 7 та 

m = 3, здатний виправляти однократні помилки t = 1. Розширене поле 

GF(2
3
) породжується примітивним многочленом р(х) = х

3
+х+1, значення 

першого ступеня елемента поля b = 1. Виконати несистематичне кодування 

інформаційної послідовність u(x) = x
3
+x

2
+1 отриманим кодом.  

Розв’язання. Так як необхідно, щоб БЧХ код виправляв однократні 

помилки (t = 1), тоді мінімальна кодова відстань повинна бути рівною 

dmin = 2t + 1 = 3.  Для знаходження породжуючого полінома g(x) БЧХ кода 

спочатку будується розширене поле GF(2
3
) (табл. 1.1), далі знаходяться 

мінімальні многочлени для кожного елемента поля (табл. 1.4). 

Для побудови породжуючого многочлена g(x) скористаємося 

мінімальними многочленами φi(x), знайденими для елементів розширеного 

поля GF(2
3
) {α, α

2
, α

3
, α

4
, α

5
, α

6
} в  таблиці 1.4. Так як кількість помилок, 

що виправляються заданим кодом t=1, то необхідно використовувати 2t = 2 

коренів: α, α
2
.  

Таким чином, нулями даного БЧХ коду є елементи α и α
2
, які входять 

до одного суміжного класу С3 = (α, α
2
, α

4
). Тому мінімальним многочленом 

для коренів α, α
2
 є поліном третього ступеня 

φ1(х) = φ2(х) = х
3
 + х +1. 

Отже, БЧХ код довжини n = 7 визначається породжуючим 

поліномом 

    1)(),()(),()( 3

2121  xxxxНОКxMxMНЗКxg . 

Оскільки ступінь породжуючого полінома deg[g(x)] = 3, то кількість 

перевірочних символів r = 3, а кількість інформаційних символів k=n–r = 4. 

Таким чином, побудовано двійковий БЧХ код з параметрами (7, 4, 3) і 

породжуючим поліномом g(x) = x
3
+x+1.  

Закодуємо інформаційну послідовність u(x) = x
3
+x

2
+1 

несистематичним БЧХ кодом (7, 4, 3) використовуючи формулу 1.8. 

.11

)1()1()()()(

234562334356

323





xxxxxxxxxxxxx

xxxxxgxuxv
 

Приклад 1.2. Задан БЧХ код із довжиною n = 2
4
−1 = 15 та m = 4, 

здатний виправляти трьохкратні помилки t = 3. Розширене поле GF(2
4
) 

породжується примітивним многочленом р(х) = х
4
+х+1, значення 

першого ступеня елемента поля b = 1.  
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1. Закодувати заданим систематичним БЧХ кодом (15, 10, 7) 

інформаційну послідовність u(x) = x
4
+x

2
+x та отримати кодовий вектор 

v(x). 

2. При передачі кодової послідовності v(x) через канал зв'язку 

відбулися помилки і була прийнята послідовність f(x). Відомо, що вектор 

помилки дорівнює е(х) = 1+х
6
+х

12
. Декодувати прийняту кодову 

послідовність f(x), виправити помилки і відновити передану інформаційну 

послідовність u(x) . 

Розв’язання.  

1. Кодування інформаційної послідовності u(x). 

Так як необхідно щоб БЧХ код виправляв трьохкратні помилки (t=3), 

то мінімальна кодова відстань повинна бути dmin = 2t + 1 = 7.  

Для знаходження породжуючого полінома g(x) будується поле GF(2
4
) 

(додаток Б, табл. Б.1) та знаходяться мінімальні многочлени для кожного 

елемента поля (додаток Г, табл. Г.1).  

При побудові породжуючого полінома g(x) для БЧХ коду, 

використовуємо мінімальні многочлени φi(x), знайдені для елементів 

розширеного поля GF(2
4
) {α, α

2
, α

3
, … α

13
, α

14
} та представлені в додатку Г, 

табл. Г.1. Так як кількість помилок, що виправляються заданим кодом  

t = 3, то необхідно використовувати  2t = 6 коренів: α, α
2
, α

3
, α

4
, α

5
, α

6
 які є 

нулями коду.  

До кожного класу з таблиці Г.1. знайдемо мінімальні многочлени: 

− суміжний клас С1: α, α
2
, α

4
 → φ1(х) = х

4
 + х +1; 

− суміжний клас С3: α
3
, α

6
 → φ3(х) = x

4
 + x

3
 + x

2
 + x + 1; 

− суміжний клас С5: α
5
 → φ5(х) = х

2
 + х +1. 

Таким чином, мінімальними многочленами для елементів  

 α, α
2
, α

3
, α

4
, α

5
, α

6
  є поліноми: 

φ1(х) = х
4
 + х +1; φ3(х) = x

4
 + x

3
 + x

2
 + x + 1; φ5(х) = х

2
 + х +1. 

Породжуючий поліном БЧХ коду довжини n = 15 визначається 

виразом 

   

.1)1()1)(1(

)(),(),()(),(),()(

24581022344

531321




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Таким чином отримуємо – g(x) = x
10

+x
8
+x

5
+x

4
+x

2
+x+1. 
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Ступінь породжуючого полінома deg[g(x)] = 10, тоді кількість 

перевірочних символів r = 10, а кількість інформаційних символів       

k = n –r =15–10 = 5.  

Отже, побудован двійковий БЧХ код з параметрами (15, 5, 7) і 

породжуючим поліномом g(x)=x
10

+x
8
+x

5
+x

4
+x

2
+x+1. 

Для кодування інформаційної послідовності u(x) систематичним БЧХ 

кодом використовуємо формулу (1.9): 

− множимо інформаційну послідовність на одночлен x
r
 

u(x)∙x
r
 = (x

4 
+ x

2 
+ x) ∙ x

10
 = x

14 
+ x

12 
+ x

11
; 

− ділимо отриманий добуток на  породжуючий поліном і отримуємо 

залишок від поділу R(x) → R(x) = u(x)∙x
r
  mod g(x). 
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               x
8
+x

4
+x

3
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2
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Залишок від поділу дорівнює R(x) = x
8 
+ x

4 
+ x

3 
+ x

2 
+ x. 

− додаємо отриманий залишок до добутку )()()( xRxxuxv r   і 

отримуємо кодову послідовність 

v(x) = x
14 

+ x
12 

+ x
11 

+ x
8 
+ x

4 
+ x

3 
+ x

2 
+ x. 

Додамо помилки в кодову послідовність v(x) згідно умовам задачі, 

використовуючи вектор помилок e(х) та отримаємо  

f(x) = v(x) + e(х)=(x
14

+x
12

+x
11

+x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+x)+(1+х

6
+х

12
)= x

14
+x

11
+ 

+x
8
+x

6
+x

4
+x

3
+x

2
+x+1. 

f(x) = x
14 

+ x
11 

+ x
8 
+ x

6 
+ x

4 
+ x

3 
+ x

2 
+ x + 1. 

 

2. Декодування прийнятої кодової послідовності f(x). 

Для декодування прийнятої послідовності з помилками необхідно 

виконати такі етапи.  

1. Обчислимо компоненти синдрому помилок Sj = f(α
i
), j = 1, … 2t, де 

α
i
 – нулі кода, які дорівнюють  α, α

2
, α

3
, α

4
, α

5
, α

6
. 

Оскільки за умовою завдання t = 3, необхідно знайти 2t = 6 

компонент синдрому S1, S2, S3, S4, S5, S6. 
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S1 = f(α
1
) = α
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+α
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+α
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+α+1 = α
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+α

14
+α

7
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5
+1 = α

11
+α

13
+1=

 = α
4
+1 = α. 

S2 = f(α
2
) = (α

2
)
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+(α

2
)
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+(α

2
)

8
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2
)

6
+(α

2
)
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2
+α
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+1 = α
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+
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2
+1 = α

5
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+α
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+1= α

7
+

+α
11

+1 = α
8
+1 = α

2
. 

S3 = f(α
3
) = (α

3
)
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3
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3
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12
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6
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3
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10
+α+α

8
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2
+1=α

8
+ 

+1+1=α
8
. 

S4 = f(α
4
) = (α

4
)

14
+(α

4
)

11
+(α

4
)

8
+(α

4
)

6
+(α

4
)

4
+(α

4
)

3
+(α

4
)

2
+α

4
+1 = α

56
+α

44
+α

32
+

+α
24

+α
16

+α
12

+α
8
+α

4
+1 = α

11
+α

14
+α

2
+α

9
+α

1
+α

12
+α

8
+α

4
+1 = α

10
+α

11
+α

13
+α

5
+1= 

=α
14

++α
7
+1 = α+1 = α

4
. 

S5 = f(α
5
) = (α

5
)

14
+(α

5
)

11
+(α

5
)

8
+(α

5
)

6
+(α

5
)

4
+(α

5
)

3
+(α

5
)

2
+α

5
+1 = α

70
+α

55
+α

40
+

+α
30

+α
20

+α
15

+α
10

+α
5
+1 = α

10
+α

10
+α

10
+1+α

5
+α

0
+α

10
+α

5
+1 = α

0
 = 1. 

S6 = f(α
6
) = (α

6
)

14
+(α

6
)

11
+(α

6
)

8
+(α

6
)

6
+(α

6
)

4
+(α

6
)

3
+(α

6
)

2
+α

6
+1 = α

84
+α

66
+α

48
+

+α
36

+α
24

+α
18

+α
12

+α
6
+1 = α

9
+α

6
+α

3
+α

6
+α

9
+α

3
+α

12
+α

6
+1 = α

4
+1 = α. 

Таким чином, синдромний вектор дорівнює 

S1= α, S2= α
2
, S3= α

8
, S4= α

4
, S5= 1, S6= α. 

2.  Вирішимо ключове рівняння та знайдемо многочлен локаторів 

помилок.  

Для вирішення ключового рівняння (1.20), що пов'язує компоненти 

синдрому S1, S2, S3, S4, S5, S6 та коефіцієнти многочлена локаторів помилок 

σ(х) = σ1, σ2, … σv будуємо матрицю М. Застосувавши алгоритм Пітерсона-

Горенстейна-Цирлера (рис. 1.1) для побудови матриці припускаємо, що 

відбулася максимальна кількість помилок i = t, i = 3. Тоді отримаємо 

матрицю, що складається з компонентів синдрому Si  
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Знайдемо визначник отриманої матриці 
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Визначник матриці М3 не дорівнює нулю, тому що Δ3 = α
14

, таким 

чином, кількість помилок, які необхідно виправити в прийнятому слові 

f(x), дорівнює трьом: v = i = 3. Далі знаходимо три значення коефіцієнтів 

многочлену локаторів помилок σ(х) = σ1, σ2, … σv = σ1, σ2, σ3. Для цього 

будуємо систему рівнянь (1.20) 
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і, підставляючи значення синдромів у рівняння, отримаємо 
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Далі необхідно вирішити систему рівнянь щодо невідомих 

коефіцієнтів σ1, σ2, σ3: 
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де 1

3

M  − зворотна матриця М3.  

Для знаходження зворотної матриці 1

3

M  скористаємося відомою 

формулою 

T

ijA
M

M
11  ,  

де |М| − визначник матриці; Аij – транспонована матриця, елементами якої є 

алгебраїчні  додатки aij. 

Алгебраїчні додатки aij виходять із матриці М шляхом знаходження 

мінора матриці М (викреслення i-го рядка і j-го стовпця), помноженого на 

(−1)
i+j

. Знайдемо алгебраїчні додатки для матриці  
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a11 = (−1)
2
∙(α

8
∙1+α

4
∙α

4
) = 0; 

a12 = (−1)
3
∙(α

2
∙1+α

4
∙α

8
) = α

7
;  

a13 = (−1)
4
∙(α

2
∙α

4
+α

8
∙α

8
) = α

6
+α = α

11
; 

a21 = (−1)
3
∙(α

2
∙1+α

8
∙α

4
) = α

2
 + α

12
 = α

7
; 

a22 = (−1)
4
∙(α∙1+α

8
∙α

8
) = α + α = 0; 

a23 = (−1)
5
∙(α∙α

4
+α

2
∙α

8
) = α

5
 + α

10
 = 1; 

a31 = (−1)
4
∙(α

2
∙α

4
+α

8
∙α

8
) = α

6
 + α

1
 = α

11
; 

a32 = (−1)
5
∙(α∙α

4
+α

2
∙α

8
) = α

5
 + α

10
 = 1; 

a33 = (−1)
6
∙(α∙α

8
+α

2
∙α

2
) = α

9
 + α

4
 = α

14
. 

Побудуємо зворотну матрицю 
1

3

M  


































































 

1411

7

117

14

1411

7

117

14

333231

232221

131211

1

3

1

10

0

1

10

0
11

aaa

aaa

aaa

M
M . 

Необхідно знайти значення елемента α
−14 

= α
−j

 як зворотний елемент 

α
k
, де k  визначається  k = 2

m
 – 1 – j. Отримаємо  k = 2

4
 – 1 – 14 = 1 і α

−14 
= α

1
. 

Таким чином, маємо 
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Знаходимо коефіцієнти полінома локаторів помилок 
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Отже, коефіцієнти σ1 = α, σ2 = α
7
, σ3 = α

3
 та шуканий поліном 

локаторів помилок 
33271)( xxxx  . 

3. Знайдемо коріння полінома локаторів помилок σ(х), якими є 

елементи α
j
 розширеного поля GF(2

4
). 

Для знаходження коріння отриманого полінома σ(х) 

використовується метод Ченя – перевірка умови σ(α
j
) = 0 (j = 0, …,14) для 

всіх ненульових елементів розширеного поля GF(2
4
). 
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σ(1) = 1+α+α
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Таким чином, поліном локаторів помилок σ(х) має наступне коріння. 

α
0
, α

3
 і α

9
. 

4. Знайдемо локатори позицій помилок α
k
 як елементи, зворотні 

корінням многочлена σ(х). 

Зворотний елемент β
−1 

= α
k
 елемента β = α

j
  визначається  

k = 2
m
 – 1 – j = 16 – 1 – j = 15 – j  →  α

k
 = α

15−j
. 

Таким чином, знаходимо зворотні елементи для коріння α
0
, α

3
 и α

9
: 

− для елемента α
0
 зворотним є елемент α

0
. З табл. В.2 додатку В 

знаходимо, з яким елементом з поля GF(2
4
) елемент α

0
 дає при добутку 

одиницю:  α
0
∙α

0
 = 1. Перевіряємо за формулою α

b
= α

15−к
 → α

15−0
=α

0
; 

− для елемента α
3
 зворотним є елемент α

12
. З табл. В.2 додатку В  

знаходимо, з яким елементом з поля GF(2
4
) елемент α

3
 дає при добутку 

одиницю: α
3
∙α

12
=1. Перевіряємо за формулою α

b
= α

15−к
 → α

15−3
=α

12
; 

− для елемента α
9
 зворотним є елемент α

6
. З табл. В.2 додатку В 

знаходимо, з яким елементом з поля GF(2
4
) елемент α

9
 дає при добутку 

одиницю: α
9
 ∙ α

6
=1. Перевіряємо за формулою α

b
= α

15−к
 → α

15−9
=α

6
. 

Таким чином, локаторами позицій помилок є елементи 

α
0
, α

6
, α

12
. 

5. Знайдемо позиції помилок j1, j2, j3. 

Ступені локаторів помилок α
0
, α

6
, α

12
 є значеннями позицій помилок  

j1, j2, j3 → j1 = 0,  j2 = 6, j3 = 12.  
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6. Виправимо помилки на 0-й, 6-й та 12-й позиціях. 

Так як для кодування інформаційної послідовності використовується 

двійковий БЧХ код, то для виправлення помилок необхідно прийнятої 

послідовності f(x) = x
14

+x
11

+x
8
+x

6
+x

4
+x

3
+x

2
+x+1 інвертувати елементи, що 

стоять на позиціях 0, 6 и 12.  

х
0
 = 1 → х

0
 = 0; х

6
 = 1 → х

6
 = 0; х

12
 = 0 → х

12
 = 1. 

Виправлена кодова послідовність без помилок має вигляд  

v(x) = x
14

+x
12

+x
11

+x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+x. 

Для відновлення інформаційної послідовності u(x), яка передавалася, 

необхідно виконати поділ 

 

u(x)=[v(x)/x
r
]. 

 

x
14

+x
12

+x
11

+x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+x x

10
 

x
14

 x
4
+x

2
+х 

     x
12

  

     x
12 

 

         x
11

  

         x
11

  

                x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+x  

 

Декодована інформаційна послідовність u(x) = x
4
+x

2
+х. 

 

1.5. Практична робота 1 

 

1. Побудувати БЧХ код із довжиною n = 2
4
−1 = 15 (m = 4) та заданим 

значенням першого ступеня нулів коду b=1, здатного виправляти помилки 

кратності t. Знайти параметри БЧХ кода – n, k, r та породжуючий поліном 

g(x). 

2. Закодувати отриманим БЧХ кодом задану інформаційну 

послідовність u(x), використовуючи несистематичний алгоритм кодування 

та отримати кодову послідовність v(x). 

3. Відомо, що при передачі кодової послідовності v(x) каналом 

зв'язку сталися помилки, внаслідок дії вектора помилки е(х) і була 

прийнята послідовність f(x). Декодувати прийняту кодову послідовність 

f(x), виправити помилки і відновити інформаційну послідовність u(x). 
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Варіанти індивідуальних завдань представлені в табл. 1.5. 

 

Таблиця 1.5 – Варіанти індивідуальних завдань 

 

Варіант 
Інформаційний 

многочлен u(x) 

Вектор 

помилок 

e(x) 

Кількість 

помилок, що 

виправляються 

t 

1 x
4
+x

3
+x x

2
+x+1 3 

2 x
6
+x

5
+x

2
+1 x

3
+x 2 

3 x
4
+x

2
+x x

4
+x

3
+ x

2
 3 

4 x
6
+x

5
+х

4
+х x

6
+x

3
 2 

5 x
4
+x

2
+х+1 x

5
+x

2
+ x 3 

6 x
6
+x

3
+х

2
+1 x

7
+x

4 
2 

7 x
4
+х+1 x

5
+x

4
+ x 3 

8 x
6
+x

4
+x

2
+1 x

6
+x

3
 2 

9 x
4
+x

3
+1 x

9
+x

3
+1 3 

10 x
6
+x

2
+x+1 x

6
+x

4 
2 

11 x
4
+x

2
+1 x

8
+x

5
+1 3 

12 x
6
+x

5
+x+1 x

8
+x

6 
2 

13 x
4
+x

3
+x

2
+х x

7
+x

3
+1 3 

14 x
6
+x

4
+x

3
+х x

6
+x

4 
2 

15 x
4
+x

3
+x

2
+х+1 x

7
+x

3
+x

2 
3 
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1.6. Контрольні питання 

 

1. Дайте визначення розширеного поля GF(p
m
). Наведіть приклад. 

2. Знайти значення виразу для елементів поля GF(2
4
) 

((α
12

+α
5
)*α

6
+α

14
)/(α

8
+α

3
). 

3. Корені многочленів у кінцевих полях GF(p) та в розширених 

полях GF(p
m
). 

4. Розподіл сполучених елементів поля за циклотомічними класами. 

5. Мінімальні багаточлени для розширених полів GF(p
m
). 

6. Дайте визначення БЧХ кодів. Наведіть приклад примітивних БЧХ 

кодів. 

7. 7. Побудувати двійковий БЧХ код довжини n = 15, який здатний 

виправляти 3-х кратні помилки. 

8. Знайти породжуючий поліном двійкового БЧХ коду довжини 

n=15, здатного виправляти подвійні помилки. 

9. Закодувати двійковим БЧХ кодом (15, 7, 5) інформаційну 

послідовність u(x)=x
6
+x

5
+x

3
+x+1. 

10.  Алгоритм декодування двійкових БЧХ кодів. 

11.  Знаходження багаточлена локаторів помилок та позиції помилок. 

12.  Знаходження коріння багаточлена локаторів помилок. 

13.  Алгоритм Пітерсона-Горенстейна-Цирлера для вирішення 

ключового рівняння. 

14.  Використовуючи алгоритм декодування Пітерсона-Горенстейна-

Цирлера знайти многочлен локаторів помилок, локатори та значення 

помилок, якщо значення синдромних компонентів рівні S1=α, S2=α
2
, S3= α

8
, 

S4= α
4
, S5=1, S6= α для GF(2

4
). 

15.  Декодувати прийняту кодову послідовність 

f(x)=x
14

+x
11

+x
8
+x

6
+x

4
+x

3
+x

2
+x+1 для БЧХ кода (15, 5, 7),  породжуючий 

поліном якого дорівнює g(x)=x
10

+x
8
+x

5
+x

4
+x

2
+x+1. 
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2. ДОСЛІДЖЕННЯ ПРИНЦИПІВ КОДУВАННЯ І 

ДЕКОДУВАННЯ КОДІВ РІДА-СОЛОМОНА 

 

2.1. Коди Ріда−Соломона 

 

Коди Ріда-Соломона (РС) визначаються над полем GF(q
m
) як безліч 

кодових слів, компоненти яких дорівнюють значенням деяких певних 

многочленів. Далі розглядаються коди над кінцевими полями 

характеристики q
m
 = 2

m
 як найпоширеніші. Таким чином, символи кодових 

слів є елементами поля GF(2
m
), а довжина коду дорівнює n = 2

m
−1. Будь-

яке інформаційне повідомлення може бути розглянуте як послідовність 

блоків (символів) по m біт. Тоді позначимо таке повідомлення у вигляді 

інформаційного полінома ступеня k – 1 

 
1

1

2

210
...)( 


 k

k
xuxuxuuxu                                (2.1) 

 

с коефіцієнтами ui, які є символами, що належать полю GF(2
m
). Всього є 

2
mk

 таких многочленів. Для кодів РС справедливо, що символи кодових 

комбінацій (коефіцієнти кодових многочленів) та корені цих многочленів 

(нулі коду) – це елементи одного поля GF(2
m
). Обчислюючи значення 

многочлена (2.1) для ненульових елементів поля GF(2
m
), отримуємо кодове 

слово v(x) коду РС з параметрами (2
m
−1, k, d)  

 

))(...,),(),(,)(( 22210 
m

uuuuv .                                 (2.2) 

 

Нулями РС коду, що виправляє t помилок, є 2t послідовних ступенів 

примітивного елемента поля Галуа α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t−1
. Оскільки над полем 

GF(2
m
) мінімальний многочлен дорівнює )()( i

i
xx   і поле символів і 

поле локаторів помилок збігаються, то всі мінімальні многочлени і всі 

дільники породжуючого  многочлена є лінійними (тобто мають ступінь 1). 

Таким чином, породжуючий поліном коду РС визначається  

 







12

)()(
tb

bi

ixxg ,                                              (2.3) 

де b – будь-яке ціле число, яке набуває значення ступеня першого кореня.  
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Як правило, значення b приймають рівним 0 або 1. Наприклад, при 

b=1 породжуючий поліном записується у вигляді 

 

)(...))(()( 221 txxxxg  .                                  (2.4) 

 

Ступінь многочлена дорівнює 2t, звідки випливає, що параметри 

коду РС пов'язані співвідношенням n − k = 2t. Тоді, наслідуючи межі БЧХ 

кодів мінімальна кодова відстань РС коду (n, k, d) над розширеним полем 

GF(2
m
) задовольняє нерівності d ≥ n−k+1. 

Для кодування інформаційної послідовності u(x) кодом РС із 

параметрами (n, k, d) використовуються алгоритми кодування циклічних 

кодів.   

Нехай заданий поліном 

0

1

1

1

1
...)( uxuxuxu k

k
 


                                       (2.5) 

 

вхідного інформаційного повідомлення, а також знайдений поліном R(x), 

обчислений як залишок від поділу полінома u(x), зрушеного на r позицій 

вліво (помноженого на x
r
), r-я ступінь  породжуючого полінома g(x). 

Іншими словами, нехай знайдений поліном 

 

))((mod)()( xgxxuxR r .                                      (2.6) 

 

Тоді систематичний код Ріда-Соломона представляє коефіцієнти 

деякого полінома v(x) обчислюваного як сума зрушеного на r позицій вліво 

інформаційного полінома та полінома залишку R(x): 

 

)()()( xRxxuxv r  .                                          (2.7) 

 

При цьому таке кодування є систематичним через те, що 

інформаційні коефіцієнти можна легко відокремити від коефіцієнтів 

залишку (контрольних коефіцієнтів) без якогось спеціального кодування.. 

 

uk-1 … u1 u0 Rr-1 … R0 
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Для отримання несистематичного РС коду необхідний 

інформаційний поліном u(x) помножити на поліном, що породжує 

 

)()()( xgxuxv  .                                           (2.8) 

 

При несистематичному кодуванні інформаційні символи не 

відокремлюються від перевірочних у кодовій послідовності РС. 

Крім того, щодо полінома v(x) робиться два досить прості, але 

важливі твердження: 

 Поліном v(x) ділиться без залишку на породжуючий  поліном g(x). 

 Рівняння v(x) = 0 має такі ж корені, що і рівняння g(x) = 0. При 

цьому кореням є елементи поля Галуа GF (2
m
). 

Як перше, так і друге твердження є важливим, тому що саме на 

ньому базується вся логіка виявлення помилок. Якщо коефіцієнти 

полінома v(x) не спотворені, його ділення на породжуючий поліном дасть 

нульовий залишок, як і підстановка у нього будь-якого з коренів α
b
, α

b+1
, ..., 

α
b+2t-1

 оберне його в нуль. Якщо ж коефіцієнти полінома v(x) були 

спотворені (при передачі по мережі або при зберіганні не більше) r = 2t 

символів – завжди), ділення на породжуючий поліном, дасть ненульовий 

залишок, також як, і підстановка коренів α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t−1
 в поліном v(x) 

дасть ненульові значення. 

Тоді з урахуванням вищесказаного можна представити схему 

алгоритму кодування (рис. 2.2) інформаційних повідомлень з 

використанням кодів РС при заданій довжині повідомлення k і кратності 

помилки t, що виправляється кодом. 

1. Встановити основні параметри коду: 

 дліна кода n = 2
m
−1 (m – ціле число, що використовується при 

побудові розширеного поля GF(2
m
)); 

 кількість помилок t, що виправляються кодом Ріда-Соломона; 

 ступінь b першого елемента α
b
 розширеного поля GF(2

m
), який 

використовується при побудові породжуючого полінома. 

 незвідний многочлен р(х) для побудови розширеного поля 

GF(2
m
). 

2. Побудувати розширене поле GF(2
m
), що породжується незвідним 

многочленом р(х). 
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3. Задати нулі кода α
i
 – елементів розширеного поля GF (2

m
)  

α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t−1
 для побудови породжуючого полінома. 

4. Формування породжуючого полінома 





12

)()(
tb

bi

ixxg . 

5. Знаходження кількості перевірочних символів r = deg[g(x)]. 

6. Знаходження кількості інформаційних символів k = n – r. 

7. Завдання інформаційної послідовності u(x) довжини k. 

8.  Кодування інформаційної послідовності u(x) побудованим РС 

кодом: 

− несистематичний РС код )()()( xgxuxv  ; 

− систематичний РС код )()()( xRxxuxv r  , R(x)=u(x)∙x
r
 modg(x). 

При передачі кодового слова по каналу зв'язку або при зберіганні 

даних на носії інформація може бути спотворена в силу дії шумів у каналі 

передачі даних або пошкодження носія даних. У такому випадку можна 

говорити, що на кодову послідовність буде накладено деяке спотворення 

e(x) і поліном v(x) в результаті матимемо поліном спотвореного кадру 

f(x) = v(x) + e(x). При цьому можуть спотворюватися будь-які коефіцієнти 

кодового полінома як інформаційні, так і надлишкові.  
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ПОЧАТОК

Встановлення параметрів

 РС кода 

t, b, m, n=2m-1

Будова розширенного

 поля GF(2m) 

Знаходження

 нулів кода αi

(αb, αb+1, …, αb+2t-1)

Формування породжуючого 

полінома ступеню r







12

)()(
tb

bi

ixxg

Задати інформаційний 

многочлен u(x) довжини k

Систематичний код Несистематичний код

Формування кодового 

слова

v(x) = u(x)·g(x)

Знаходження залишка 

від ділення

R(x) = u(x)·xr mod g(x)

Формування кодового 

слова

v(x) = u(x)·xr + R(x)

Передача повідомлення v(x) 

довжини n=k+r по каналу 

зв’язку

КІНЕЦЬ

 
 

Рисунок 2.1 – Алгоритм кодування кодів РС 
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2.2. Декодування кодів Ріда-Соломона 

 

Нехай є прийнятий кодовий поліном f(x), що складається з k 

інформаційних і r надлишкових символів, прийнятий по мережі зв'язку або 

зчитаний з носія: f(x) = v(x) + e(x). 

Тоді синдром помилки є сукупністю компонентів Sj, j = 1, …, 2t, 

обчислюваних шляхом підстановки поліном f(x) коренів α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t−1
 

породжуючого полінома g(x). Враховуючи те, що ми раніше встановили, 

що поліном f(x) неспотвореної послідовності перетворюється на нуль при 

підстановці в нього коренів α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t−1
, то справедлива рівність 

 

)()( ii

j
efS  ,                                             (2.9) 

 

де j – номер компоненти синдрому (j = 1, 2, …, 2t); i – ступінь кореня 

елемента поля (i = b, b + 1, …, b + 2t − 1). 

Таким чином, синдром не залежить від вихідної неспотвореної 

послідовності v(x) і повністю характеризується лише помилкою е(х). Саме 

на цьому і базується вся технологія розшифровки синдрому з метою 

знаходження локаторів помилок та їх величин. 

Для подальшого розгляду процедури декодування кодів РС 

необхідно запровадити поняття полінома синдрому помилки S(x), який 

може бути представлений як 

 
12

221
...)(  t

t
xSxSSxS .                               (2.10) 

 

Очевидно, що якщо всі компоненти синдрому дорівнюють нулю, то 

можна говорити, що спотворень не було, в іншому випадку, якщо синдром 

ненульовий, то можна декодувати і виправити помилки, що відбулися в 

кодовій послідовності. 

Алгоритми декодування кодів РС близькі до алгоритмів для 

декодування двійкових кодів БЧХ. Як було зазначено раніше, у процесі 

декодування двійкових БЧХ кодів обчислюється многочлен локаторів 

помилок 
v

v
xxxx  ...1)( 2

21 ,                                   (2.11) 

 

де v – число помилок у прийнятому слові (0 ≤ v ≤ t). 
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За допомогою коренів α
k
 полінома локаторів помилок σ(х) 

знаходяться локатори позицій помилое α
k
=α

−j
 та відповідно позиції 

помилок j1, j2, … jv (ступеня локаторів помилок) для многочлена помилок 

 
v

v

j

j

j

j

j

j
xexexexe  ...)( 2

2

1

1
.                                 (2.12) 

 

Так, для двійкових БЧХ кодів коефіцієнтами (значеннями помилок 

vjjj
eee ,...,,

21
) полінома e(x) є біти 0 або 1, то для виправлення помилок 

необхідно інвертувати перекручені біти на знайдених позиціях. 

Однак для декодування кодів РС, які мають справу не з бітами, а 

символами, необхідно знайти не лише позиції помилок  

j1, j2, … jv, але й значення помилок 
vjjj

eee ,...,,
21

.  При цьому декодеру 

невідомо кількість помилок v, що сталися під час передачі кодової 

послідовності.  

Для знаходження значень помилок 
lj

e   

 
txxxSx 2mod))()(()(  .                                      (2.13) 

 

При цьому поліном локаторів помилок має ступінь deg[σ(х)] = v, а 

поліном значень помилок має ступінь deg[Ω(х)] = v−1.  

Знаходження значень помилок здійснюється за допомогою 

алгоритму Форні, що базується на процедурі поділу. Нижче наведено 

вираз методу Форні, що використовується для кодів РС з довільною 

множиною 2t послідовних коренів α
j
, яке дозволяє знайти значення 

помилки 
lj

e  на позиціях jl (1 ≤ l ≤ v) 

 

)(

)(
)( 1

l

l

l

l j

j

bj

j
e










 ,                                            (2.14) 

 

де )(x  − формальна похідна по х многочлена локаторів помилок σ(х),  

1 ≤ l ≤ v; b ≤ j ≤ b+2t−1, b – ступінь першого кореня; α
−j

 – корінь σ(х); 

 α
j
 – локатор помилок,  

На етапі обчислення помилок поліном локаторів помилок σ(х) вже 

знайдено, тому формальну похідну можна обчислити 
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v

j

j

j
xjx

1

1)()( .                                          (2.15) 

 

В алгоритмі декодування кодів РС для вирішення ключового 

рівняння  
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та знаходження коефіцієнтів σ1, σ2, …, σv полінома локаторів помилок σ(х) 

можуть використовуватися вказані раніше методи: 

− алгоритм Пітерсона-Горенстейна-Цирлера (PGZ); 

− алгоритм Берлекемпа-Мессі (BMA); 

− алгоритм Евкліда (EA). 

Загалом алгоритм декодування кодів РС представлений на рис. 2.2. 

При цьому якщо помилки в прийнятій кодовій послідовності відсутні, 

декодер отримає нульовий синдром і прийме правильне рішення про 

відсутність спотворень в послідовності f(x). Якщо спотворено трохи більше 

t символів і отримано спотворена комбінація, то синдром буде ненульовим, 

і декодер прийме правильне рішення про наявність спотворень у кадрі та 

необхідність його виправлення. Відповідно, декодер знайде істинний 

поліном локаторів, знайде його коріння, за допомогою якого обчислить 

відповідні локатори та величини помилок, і здійснить відновлення вихідної 

послідовності. Якщо в прийнятій послідовності спотворено більше t 

символів, то декодер не вдасться знайти поліном локаторів помилок або 

кількість знайдених коренів не збігається зі ступенем полінома локаторів 

помилок. У таких випадках декодер приймає рішення про непоправні 

спотворення. 

Далі для декодування кодів Ріда-Соломона буде використано 

алгоритм Евкліда. В алгоритмі декодування кодів Ріда-Соломона для 

вирішення ключового рівняння та знаходження полінома локаторів 
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помилок з використанням алгоритму Евкліда обчислюється не тільки 

поліном локаторів помилок σ(x), але й одночасно поліном значень помилок 

Ω(x). 

В основі алгоритму Евкліда лежить добре відома процедура 

знаходження найбільшого спільного дільника (НСД) двох поліномів (або 

цілих чисел). 

Алгоритм Евкліда є рекурентним методом знаходження НСД двох 

чисел або двох багаточленів. В основі цього алгоритму лежить таке 

твердження. Нехай a і b − два цілі числа або багаточлени, причому a ≥ b 

або deg[(a)] ≥ deg[(b)]. Розділимо a на b. Якщо залишок від розподілу r 

дорівнює 0, то d = b є найбільшим спільним дільником. Якщо залишок не 

дорівнює 0, замінимо a на b, також замінимо b на r і повторимо поділ. 

Наприклад, необхідно знайти НСД цілих чисел a = 186 і b = 66. 

Наслідуючи алгоритм Евкліда, отримуємо: 

Крок 1. r = 186 mod 66 = 54, r ≠ 0 → a = 66, b = 54. 

Крок 2. r = 66 mod 54 = 12, r ≠ 0 → a = 54, b = 12. 

Крок 3. r = 54 mod 12 = 6, r ≠ 0 → a = 12, b = 6. 

Крок 4. r = 12 mod 6 = 0, r = 0. 

Таким чином, НСД (186, 54) = 6. 
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ПОЧАТОК

Розрахунок компонент 

синдрому

Sj = f(αi), j = 1, …, 2t, 

i = b, b+1, …, b+2t–1

Формування синдромного 

полінома

S(x) = S1+S2x+…+S2tx2t-1

Sj = 0

 j = 1, …, 2t

Пошук коренів αi многочлена 

локаторів помилок

σ(αi) = 0, i = 0,…,pm−2

Формування ключового 

рівняння і знаходження 

полінома  локаторів помилок 

σ(х) – алгоритм (EA, PGZ, BMA)

Знаходження локаторів 

помилок αj = α−i  

і позицій помилок

   j1, j2, …, jv   

Обчислення полінома 

значення помилок

 txxxSx 2mod))()(()( 

Обчислення  формальної похідної 

полінома
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Рисунок 2.2 – Алгоритм декодування кодів РС 
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У процесі знаходження НСД, згідно з алгоритмом Евкліда, 

обчислюються два числа f і g (або багаточлена f(х) та g(х)), для яких 

f a + g b = d. На кожному кроці алгоритму обчислюються проміжні числа 

(многочлени) fi і gi, такі, що fi a + gi b = ri. При цьому fi  і gi  виходять з 

урахуванням двох попередніх значень за формулою 
 

12 


iiiiii
EqEEgf ,                                          (2.17) 

 

де qi – відношення двох попередніх залишків 
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q .                                                (2.18) 

 

Знак [ ] позначає цілу частину дробу. 

Використовуючи рекурентні співвідношення між fi , gi  і  ri, 

виконаємо наступні перетворення в алгоритмі знаходження НСД двох 

чисел a = 186 и b = 66.  

Крок 1. Задаємо початкові установки: i = −1,  f-1 = 1, g-1 = 0. 

Наводимо рівняння до необхідної форми 

111 
 rbgaf  → r-1 = 1∙186 + 0∙66 = 186. 

Крок 2. Задаємо початкові установки: i = 0,  f0 = 0, g0 = 1. 

Наводимо рівняння до необхідної форми 

000
rbgaf   → r0 = 0∙186 + 1∙66 = 66. 

Крок 3. i = 1. 

f1 = E-1 – q1∙E0 = f-1 – q1∙f0,      g1 = E-1 – q1∙E0 = g-1 – q1∙g0,  

q1 = [r-1/r0] = [186/66] = 2, 

f1 = 1−2∙0 = 1,  g1 = 0−2∙1 = −2, 

111
rbgaf   → r1 = 1∙186 − 2∙66 = 54. 

Крок 4. i = 2. 

f2 =  f0 – q2∙f1,      g2 = g0 – q2∙g1,  

q2 = [r0/r1] = [66/54] = 1, 

f2 = 0−1∙1 = −1,  g2 = 1−1∙(−2) = 3, 

222
rbgaf   → r2 = −1∙186 + 3∙66 = 12. 

Крок 5. i = 3. 

f3 =  f1 – q3∙f2,      g3 = g1 – q3∙g2,  
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q3 = [r1/r2] = [54/12] = 4, 

f3 = 1−4∙(−1) = 5,   g2 = −2−4∙3 = −14, 

333
rbgaf   → r3 = 5∙186 + (−14)∙66 = 6. 

Крок 6. i = 4. 

f4 =  f2 – q4∙f3,      g4 = g2 – q4∙g3,  

q4 = [r2/r3] = [12/6] = 2, 

f4 = −1−2∙5 = −11,    g2 = 3−2∙(−14) = 31, 

444
rbgaf   → r4 = (−11)∙186 + 31∙66 = 0. 

Процес знаходження НСД (186, 66) можна також подати у 

табличному вигляді (табл. 2.1). 
 

Таблиця 2.1 – Процес знаходження НСД (186, 66) 
 

Крок 

i 
fi gi di(ri) qi ri = fi∙a + gi∙b 

−1 1 0 186 - 1∙186+0∙66=186 

0 0 1 66 - 0∙186+1∙66=66 

1 1 −2 54 [186/66] = 2 1∙186−2∙66=54 

2 −1 3 12 [66/54] = 1 −1∙186+3∙66=12 

3 5 −14 6 [54/12] = 4 5∙186−14∙66=6 

4 −11 31 0 [12/6] = 2 −11∙186+31∙66=0 
 

Виконані перетворення використовуються при декодуванні кодів РС 

для вирішення ключового рівняння алгоритмом Евкліда. Так як 

декодування РС кодів здійснюється для многочленів, повторимо вище 

викладені міркування стосовно многочленів. 

Якщо існує найбільший спільний дільник d(x) двох багаточленів a(x) 

та b(x), то існують багаточлени f(x) та g(x), такі, що справедливо 

a(x)∙f(x) + b(x)∙g(x) = d(x). 

Наприклад, необхідно знайти найбільший спільний дільник d(x) двох 

многочленів a(x) = x
3
 + 1  и  b(x) = x

2
 + 1, а також многочлени f(x) та g(x), 

для яких виконується a(x)∙f(x) + b(x)∙g(x) = d(x) в двійковому полі. 

Крок 1. Задаємо початкові установки: i = −1,  f-1(x) = 1,  g-1(x) = 0. 

Наводимо рівняння до необхідної форми 

)()()()()(
111

xrxbxgxaxf


  → r-1(x) = 1∙(x
3
+1) + 0∙(x

2
+1) = x

3
+1. 

Крок 2. Задаємо початкові установки: i = 0,  f0(x) = 0,  g0(x) = 1. 

Наводимо рівняння до необхідної форми 
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)()()()()(
000

xrxbxgxaxf   → r0(x) = 0∙(x
3
+1) + 1∙(x

2
+1) = x

2
+1. 

Крок 3. i = 1. 

f1(x) = E-1(x) – q1(x)∙E0(x) = f-1(x) – q1(x)∙f0(x), 

g1(x) = E-1(x) – q1(x)∙E0(x) = g-1(x) – q1(x)∙g0(x),  

q1(x) = [r-1(x)/r0(x)] = [(x
3
+1)/(x

2
+1)] = x, 

f1(x) = 1 + x 0 = 1,  g1(x) = 0 + x∙1 = x, 

)()()()()(
111

xrxbxgxaxf   → r1(x) = 1∙(x
3
+1) + x∙(x

2
+1) = x+1. 

Крок 4. i = 2. 

f2(x) = E0(x) – q2(x)∙E1(x) = f0(x) – q2(x)∙f1(x), 

g2(x) = E0(x) – q2(x)∙E1(x) = g0(x) – q2(x)∙g1(x),  

q2(x) = [r0(x)/r1(x)] = [(x
2
+1)/(x+1)] = x+1, 

f2(x) = 0 + (x+1) 1 = x+1,  g2(x) = 1 + (x+1) x = x
2
+x+1, 

)()()()()( 222 xrxbxgxaxf   → r2(x)= (x+1)∙(x
3
+1) + (x

2
+x+1)∙(x

2
+1) = 0. 

Шукане значення НСД d(x) визначається останнім ненульовим 

значенням ri(x), т.б. d(x) = r1(x) = x+1. Процес знаходження  

НСД (x
3
+1, x

2
+1) можна також уявити в табличному вигляді (табл. 2.2). 

Таким чином, НСД (x
3
+1, x

2
+1) = x+1. 

 

Таблиця 2.2 – Процес знаходження НСД (x
3
+1, x

2
+1) 

 

Крок 

i 
fi gi di(ri) qi ri = fi∙a + gi∙b 

−1 1 0 x
3
+1 - 1∙(x

3
+1)+0∙(x

2
+1)= x

3
+1 

0 0 1 x
2
+1 - 0∙(x

3
+1)+1(x

2
+1)= x

2
+1 

1 1 х x+1 [(x
3
+1)/(x

2
+1)]=x 1∙(x

3
+1)+x∙(x

2
+1)=x+1 

2 х+1 x
2
+х+1 0 [(x

2
+1)/(x+1)]=x+1 (x+1)(x

3
+1)+(x

2
+х+1)(x

2
+1)=0 

 

В основі алгоритму Евкліда для кодів РС лежить процедура 

знаходження НСД двох поліномів d(x) = x
2t

 і c(x) = S(x) та при декодуванні 

цікавляться не кінцевим результатом алгоритму Евкліда, а проміжними 

результатами. Якщо на i-му кроці алгоритму для деяких значень 

Ωi(x) = ri(x), σi(x) = bi(x) и deg[ri(x)] < t отримано вираз 

 

)()()()( 2 xSxbxxaxr
i

t

ii
 ,                                       (2.19) 
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тоді поліном значень помилок 

 

)()()()( 2 xaxxxSx t .                                           (2.20) 

 

При цьому використовується властивість алгоритму Евкліда:  

deg[bi(x)] + deg[ri−1(x)] = deg[d(x)]. 

Якщо d(x) = x
2t

, то deg[σi(x)]+deg[Ωi−1(x)] = 2t, 

deg[σi(x)] + deg[Ωi(x)] < 2t. 

З появою v ≤ t помилок маємо deg[Ωi(x)] < deg[σi(x)] ≤ t. 

Існує єдиний з точністю до постійного множника (елемента поля) 

многочлен σi(x) ступеня менше або дорівнює t, що задовольняє рівняння 

(2.16). Крім того, якщо deg[Ωi−1(x)] ≥ t при deg[σi(x)] ≤ t і deg[Ωi(x)] < t, то 

deg[σi+1(x)] > t. Тому проміжні результати на i-му кроці дають єдине 

рішення ключового рівняння, що нас цікавить.. 

Таким чином, алгоритм Евкліда для вирішення ключового рівняння 

слід застосовувати доти, доки не буде виконано умову deg[Ωi(x)] < t. 

При обчисленні значень σi(x) і Ωi(x) слід використовувати 

властивість алгоритму Евкліда – кожне із значень σi(x) і Ωi(x) виходить із 

двох попередніх значень за такою формулою: 

Ei(x) = Ei−2(x) + qi(x)Ei−1(x), где 
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Після того як знайдено було многочлени локаторів і значень 

помилок, поліном помилок обчислюється за алгоритмом Форні. 

Алгоритм Евкліда для декодування кодового полінома f(x), 

закодованого кодом РС, здатного виправляти помилки кратності t, 

довжини n = 2
m
−1 с породжуючим многочленом g(x), коренями якого є 

елементи α
b
, α

b+1
, ..., α

b+2t-1
 розширеного поля GF(2

m
), полягає в 

наступному: 

1. Обчислити компоненти синдрому  

Sj = f(α
i
), j = 1, …, 2t, i = b, …, b+2t−1. 

2. Побудувати синдромний багаточлен S(x) 
12

221
...)(  t

t
xSxSSxS . 

3. Встановити початкові значення 

)()(,)(,1)(,0)(
0

2

101
xSxxxxx t 


. 
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4. Перевірити ступінь полінома deg[Ωi(x)] <  t, якщо ступінь менший 

від значення t, тоді виконати пункт 5, інакше виконати пункт 7.  

5. Обчислити значення 

















)(

)(
)(

1

2

x

x
xq

i

i

i
. 

6. Встановити нові значення та виконати пункт 4 

)()()()(
12

xxqxx
iiii 

 , )()()()(
12

xxqxx
iiii 

 . 

7. Покласти )()( xx
i

 , )()( xx
i

 . 

8. Знайти значення коріння α
i
 полінома локаторів помилок σ(х) за 

допомогою методу Ченя σ(α
i
) = 0, потім обчислити локатори позицій 

помилок α
j 
=α

−i
 як величини, обернені до коріння α

i
. 

9. Знайти позиції помилок. Ступені локаторів помилок α
j 
 є 

значеннями позицій помилок j1, j2 … jv.. 

10. Обчислити формальну похідну багаточлена локаторів помилок 

σ
’
(х) 

 



v

j

j

j
xjx

1

1)()( . 

11. За допомогою алгоритму Форні знайти значення помилок 

)(

)(
)( 1

j

j

bj

l
e










 . 

12. Формується багаточлен помилок e(x) (2.12), коефіцієнтами якого 

є значення помилок el, а ступенями доданків є локатори помилок. 

13. Виправити помилки в прийнятій кодовій послідовності, за 

допомогою додавання кодової комбінації та багаточлена помилок 

v(x) = f(x) + e(x). 

Блок-схема алгоритму декодування прийнятої кодової послідовності 

за допомогою алгоритму Евкліда представлена на рисунку 2.3. 
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ПОЧАТОК

Компоненти синдрому

Sj = f(αj), j = 1, …, 2t

Початкові значення

σ-1(x) = 0, σ0(x) = 1

Ω-1(x) = x2t, Ω0(x) = S(x). 

12
221 ...)(  t
t xSxSSxS

deg[Ωi(x)]<t

i = 0

Обчислити 

















)(

)(
)(

1

2

x

x
xq

i

i
i

Обчислити 

)()()()( 12 xxqxx iiii  

)()()()( 12 xxqxx iiii  

i = i + 1

Многочлен локаторів помилок 

Многочлен значення помилок
)()( xx i 

)()( xx i

Обчислити корні αi 

многочлена σ(х)

σ(αi) = 0

Обчислити

 локатори помилок αj =α−i ,

позиції помилок  j1, j2 … jv. 

Вичислити  формальну 

похідну




v

j

j
j xjx

1

1)()(

Знайти значення помилок 

(алгоритм Форні)

)(

)(
)( 1

j

j
bj

le










Формування многочлена 

помилок e(x)

Виправлення помилок

f(x) + e(x)

КІНЕЦЬ

так

ні

 

Рисунок 2.3 – Блок-схема декодування за алгоритмом Евкліда 
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2.3. Приклади побудови кодів Ріда-Соломона 

 

Приклад 2.1. Побудувати код Ріда-Соломона над розширеним полем 

GF(2
3
), що породжується незвідним многочленом p(x) = x

3
+x+1. Код РС 

має виправляти двократні помилки t = 2. Довжина коду n = 2
3
−1=7. 

Вибрати значення ступеня першого кореня b = 4. Отриманим 

несистематичним кодом закодувати інформаційну послідовність, що 

складається з трьох вісімкових символів: u(x) = α
4
х

2
+х+α

3
. 

Рішення. Для побудови полінома заданого коду необхідно 

використовувати 2t = 4 послідовних елементів розширеного поля GF(2
3
): 

α
4
, α

5
, α

6
, α

7
. З урахуванням представлення елементів поля GF(2

3
) та 

таблиці складання елементів поля (табл. 1.2) побудуємо породжуючий 

поліном 

.)1(

)1()1()1)()()(()(
326364

22324654





xxxxx

xxxxxxxxg
 

Таким чином, побудований (7, 3, 5) код РС з породжуючим 

многочленом g(x) = x
4 
+ α

6
x

3 
+ α

6
x

2 
+ α

3
x + α. 

Закодуємо інформаційну послідовність u(x) отриманим кодом 

.

00)()(

)()()1(

))(()()()(

4546564

452346564462935

396743610510644629

39432336465253741051064

326364324











xxxx

xxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxgxuxv

 

Приклад 2.2. Побудувати код Ріда-Соломона над розширеним полем 

GF(2
3
), що породжується незвідним многочленом p(x) = x

3
+x+1. Код РС 

має виправляти двократні помилки t = 2. Довжина коду n = 2
3
−1=7. 

Вибрати значення ступеня першого кореня b = 4.  

1. Отриманим несистематичним РС кодом закодувати інформаційну 

послідовність, що складається з трьох вісімкових символів: 

u(x) = α
3
х

2
+αх+α

5
.  

2. При передачі кодової послідовності v(x) було прийнято 

послідовність з помилками f(x) = v(x) + e(x), де 
2263)( xxxe   − вектор 

помилки. Продемонструвати процес виправлення помилок у прийнятій 

послідовності f(x). 
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Рішення. 

1. Побудова породжуючого полінома та кодування інформаційної 

послідовності u(x)  

Для побудови полінома заданого коду необхідно використовувати 

2t = 4 послідовних елементів розширеного поля GF(2
3
): α

4
, α

5
, α

6
, α

7
. З 

урахуванням представлення елементів поля GF(2
3
) і таблиці складання 

елементів поля (табл. 1.2) побудуємо породжуючий поліном  

.)1(

)1()1()1)()()(()(
326364

22324654





xxxxx

xxxxxxxxg
. 

Таким чином, побудований (7, 3, 5) РС код з породжуючим поліном 

g(x) = x
4
+α

6
x

3
+α

6
x

2
+α

3
x+α. 

Закодуємо інформаційну послідовність u(x) отриманим кодом 

.

)()0()1(

)1()()()(

)()()(

))(++()()()(

6424345463

6224346

452526368221144

311764579596368211

31145224374752436495963

326364523













xxxxxx

xxx

xxxxx

xxxxxx

xxxxxxxxxxxx

xxxxхxxgxuxv

 

Таким чином, кодова послідовність 

v(x) = α
3
x

6
+α

4
x

5
+αx

4
+αx

3
+α

4
x

2
+α

4
x+α

6
. 

Під час передачі кодової послідовності v(x) відбулося дві помилки, і 

прийнята кодова послідовність дорівнює 

f(x) = v(x) + e(x) = (α
3
x

6
+α

4
x

5
+αx

4
+αx

3
+α

4
x

2
+α

4
x+α

6
) + (α

3
x

6
+α

2
x

2
) =  

= α
4
x

5
+αx

4
+αx

3
+αx

2
+α

4
x+α

6
. 

2. Декодування кодової послідовності f(x) за допомогою алгоритму 

Евкліда. 

1) Знаходимо компоненти синдрому.  

Для побудови синдромного многочлена S(x) за формулою (2.10) 

необхідно обчислити компоненти синдрому S1, S2, S3, S4, використовуючи 

2t = 4 послідовних елементів розширеного поля GF(2
3
): α

4
, α

5
, α

6
, α

7
, є 

корінням породжуючого многочлена. При обчисленні всі ступені елемента 

α повинні бути наведені за модулем 7.  

Наприклад: α
22

 = α
22 mod 7

 = α
1
. 

S1 = f(x=α
4
) = α

4
(α

4
)

5
+α(α

4
)

4
+α(α

4
)

3
+α(α

4
)

2
+α

4
(α

4
)+α

6
= α

4
∙α

20
+α∙α

16
+ 

+α∙α
12

+α∙α
8
+α

4
∙α

4
+α

6
 = α

24
+α

17
+α

13
+α

9
+α

8
+α

6
= α

3
+α

3
+α

6
+α

2
+α+α

6
 =  

=  α
2
+α

 
= α

4
; 
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S2 = f(x=α
5
) = α

4
(α

5
)

5
+α(α

5
)

4
+α(α

5
)

3
+α(α

5
)

2
+α

4
(α

5
)+α

6 
= α

4
∙α

25
+α∙α

20
+ 

+α∙α
15

+α∙α
10

+α
4
∙α

5
+α

6
= α

29
+α

21
+α

16
+α

11
+α

9
+α

6
= α+1+α

2
+α

4
+α

2
+α

6
=  

= α
3
+α

4
+α

6
= α

6
+α

6
 = 0; 

S3 = f(x=α
6
) = α

4
(α

6
)

5
+α(α

6
)

4
+α(α

6
)

3
+α(α

6
)

2
+α

4
(α

6
)+α

6
= α

4
∙α

30
+ 

+α∙α
24

+α∙α
18

+α∙α
12

+α
4
∙α

6
+α

6 
= α

34
+α

25
+α

19
+α

13
+α

10
+α

6
=α

6
+α

4
+ 

+α
5
+α

6
+α

3
+α

6
= 1+α

3
+α

6
 = α+α

6
 = α

5
; 

S4 = f(x=α
7
=1) = α

4
(1)

5
+α(1)

4
+α(1)

3
+α(1)

2
+α

4
(1)+α

6
= α

4
+α+α+α+α

4
+α

6
=  

= α + α
6
 = α

5
. 

Компоненти синдрому рівні S1 = α
4
; S2 = 0; S3 = α

5
;  S4 = α

5
. 

2) Знаходимо синдромний многочлен (2.10). 

S(x) = S1x
0
+S2x

1
+S3x

2
+S4x

3
 = α

4
 + α

5
x

2
 + α

5
x

3
. 

3) Встановлення початкових значень та виконання алгоритму 

Евкліда. 

,)()(,)(

,1)(,0)(
35254

0

42

1

01

xxxSxxxx

xx
t 







 

i = 0. 

Перевірка умови deg[Ω0(x)] < t → (3<2) ? – ні 

− крок 1. i = 1. 

22

35254

4

0

1

1
)(

)(
)( 























  x

xx

x

x

x
xq . 

 

x
4
 α

5
x

3
+α

5
x

2
+α

4
 

x
4
+α

7
x

3
+α

6
x α

2
х+α

2 

     α
7
x

3
+α

6
x  

     α
7
x

3
+α

7
x

2
+α

6 
 

               α
7
x

2
+ α

6
x+α

6
  

 

Ω1(x) = Ω-1(x)+q1(x)∙Ω0(x) = x
4
 + (α

2
x+α

2
)∙(α

5
x

3
+α

5
x

2
+α

4
) = x

4
+α

7
x

4
+α

7
x

3
+ 

+α
6
x+α

7
x

3
+α

7
x

2
+α

6
 = (1+α

7
)x

4
+(α

7
+α

7
)х

3
+α

7
х

2
+α

6
х+ α

6
 = 0∙х

4
+0∙х

3
+ α

7
х

2
+ 

+α
6
х+ α

6
 =  α

7
х

2
+α

6
х+ α

6
 = х

2
+α

6
х+ α

6
. 

σ1(x) = σ-1(x)+q1(x)∙σ0(x) = 0+ (α
2
х+α

2
)∙1 = α

2
х+α

2
. 

Перевірка умови  deg[Ω1(x)] < t → (2<2) ? – ні 

− крок 2. i = 2. 

1
)(

)(
)( 5

662

42535

1

0
2 

























 x

xx

xx

x

x
xq . 
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α
5
x

3
+α

5
x

2
+α

4
 x

2
+α

6
х+α

6
 

α
5
x

3
+α

4
x

2
+α

4
x α

5
х+1

 

     x
2
+α

4
x+α

4
  

     x
2
+α

6
x+α

6 
 

         α
3
x+ α

3
  

 

Ω2(x) = Ω0(x)+q2(x)∙Ω1(x) = α
5
x

3
+α

5
x

2
+α

4
+(α

5
х+1)∙(x

2
+α

6
x+α

6
) = α

5
x

3
+ 

+α
5
x

2
+α

4
+α

5
x

3
+α

11
x

2
+α

11
x+x

2
+α

6
x+α

6
 = α

5
x

3
+α

5
x

2
+α

4
+α

5
x

3
+α

4
x

2
+α

4
x+x

2
+ 

+α
6
x+α

6
 = (α

5
+α

5
) x

3
+(α

5
+α

4
+1) x

2
+(α

4
+α

6
) x+α

4
+α

6
=  

= 0∙x
3
+(1+1) x

2
+α

3
x+α

3
= = 0∙x

3
+0∙x

2
+α

3
x+α

3
 = α

3
x+α

3
. 

σ2(x) = σ0(x)+q2(x)∙σ1(x) = 1+(α
5
х+1)(α

2
х+α

2
) = 1+α

7
x

2
+α

7
x+α

2
х+α

2
 =  

= x
2
+(1+α

2
) х+α

2
+1 = x

2
+α

6
х+α

6
. 

Перевірка умови deg[Ω2(x)] < t → (1<2) ? – так. Стоп. 

4) Формування многочлена локаторів та значень помилок. 

σ(х) = σ2(х) = x
2
+α

6
х+α

6
. 

Ω(х) = Ω2(х) = α
3
x+α

3
. 

5) Знаходимо корені многочлена локаторів помилок σ(х). 

Для знаходження кореня многочлена використовується метод Ченя – 

перевірка для всіх ненульових елементів поля GF(2
3
). 

σ(х) = x
2
+α

6
х+α

6
. 

σ(х=α) = α
2
+α

6
α+α

6
 = α

2 
+α

7
+α

6
 = α

2
+1+α

6
 = α

6
 +α

6
 = 0. 

σ(х=α
2
) = α

4
+α

6
α

2
+α

6
 = α

4 
+α

8
+α

6
 = α

4
+α

1
+α

6
 = α

2
 +α

6
 = 1. 

σ(х=α
3
) = α

6
+α

6
α

3
+α

6
 = α

6 
+α

9
+α

6
 = α

6
+α

2
+α

6
 = α

2
 +0 = α

2
. 

σ(х=α
4
) = α

8
+α

6
α

4
+α

6
 = α

1 
+α

10
+α

6
 = α

1
+α

3
+α

6
 = 1 +α

6
 = α

2
. 

σ(х=α
5
) = α

10
+α

6
α

5
+α

6
 = α

3 
+α

11
+α

6
 = α

3
+α

4
+α

6
 = α

6
 +α

6
 = 0. 

σ(х=α
6
) = α

12
+α

6
α

6
+α

6
 = α

5 
+α

12
+α

6
 = α

5
+α

5
+α

6
 = 0 +α

6
 = α

6
. 

σ(х=α
7
=1) = 1+α

6
+α

6
 = 1

 
+ 0 = 1. 

Таким чином, корені полінома помилок σ(х)  − α и α
5
. 

6) Знаходимо локатори та позиції помилок. 

Локатори помилок дорівнюють  елементам, які є зворотним кореням 

полінома локаторів помилок: 

− для елемента α
1
 зворотнім є елемент α

6
, так як з табл. 1.3 

знаходимо α
1
 ∙ α

6
=1; 

− для елемента α
5
 зворотнім є елемент α

2
, так як из табл. 1.3 

знаходимо α
5
 ∙ α

2
=1. 

Таким чином, локаторами помилок є елементи α
6
, α

2
. Позиції 

помилок знаходяться як значення ступенів локаторів помилок α
6
, α

2
.  
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Помилки в прийнятої послідовності f(x) розташовані на позиціях 

j1 = 6, j2 = 2. 

7) Обчислимо значення помилок та знайдемо багаточлен помилок 

e(x). 

Величини помилок (коефіцієнтів) e1, e2 для формування полінома 

помилок e(x) знаходять за допомогою методу Форні: 

)(

)(
)( 1

j

j

bj

l
e










 . 

де σ`(х) = 2х + α
6
 = α

6
 − формальна похідна многочлена локаторів помилок; 

b = 4 − ступінь першого кореня; α
-j
 = α, α

5
 – корені σ(х); α

j
 = α

6
,  

α
2
 – локатор помилки, Ω(x) = α

3
x+α

3
. 

Обчислимо значення коефіцієнта e1 для локатора помилки α
j
 = α

6
 и 

для кореня α
−j

 = α
1
: 

37316463418

6

33

36

1

1

416

1
)()(

)(

)(
)( 









 e

 

Обчислимо значення коефіцієнта e1 для локатора помилки α
j
 = α

2
 и 

для кореня α
-j
 = α

5
: 

26356

6

353

32

5

5

412

1
1)()(

)(

)(
)( 









 e . 

Таким чином, многочлен помилок дорівнює 
2263)( xxxe  . 

8) Виправимо помилки у прийнятій послідовності f(x). 

Виправлення помилок у прийнятій послідовності f(x) здійснюється 

шляхом складання комбінації f(x) та полінома помилок e(x)  

 

v(x) = f(x) + e(x) = )()( 22636423454 xxxxxxx  = 

= α
3
x

6
+α

4
x

5
+αx

4
+αx

3
+α

4
x

2
+α

4
x+α

6. 

 

Таким чином, виправлена кодова послідовність без помилок має 

вигляд 
6424345463)(  xxxxxxxv . 

 

Для відновлення інформаційної послідовності u(x), яка передавалася, 

необхідно виконати поділ )(/)()( xgxvxu  . 
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α
3
x

6
+α

4
x

5
+αx

4
+αx

3
+α

4
x

2
+α

4
x+α

6
 x

4
+α

6
х

3
+α

6
х

2
+α

3
х+α 

α
3
x

6
+α

2
x

5
+α

2
x

4
+α

6
x

3
+α

4
x

2
 α

3
x

2
+αx+α

5 

       αx
5
+α

4
x

4
+α

5
x

3
+α

4
x+α

6 
 

       αx
5
+α

7
x

4
+α

7
x

3
+α

4
x

2
+α

2
х  

             α
5
x

4
+α

4
x

3
+α

4
x

2
+αх+α

6 
 

             α
5
x

4
+α

4
x

3
+α

4
x

2
+αх+α

6
  

                                            0  

 

Декодована інформаційна послідовність дорівнює u(x) = α
3
x

2
+αx+α

5
. 

 

2.4. Практична робота 2 

 

1. Побудувати код Ріда-Соломона з довжиною n = 2
3
−1=7 (m = 3), 

здатний виправляти помилки кратності t = 2, та заданим значенням 

першого ступеня нулів коду b. Розширене поле GF(2
3
) породжується 

заданим незвідним многочленом р(х)=х
3
+х+1. 

2. Закодувати отриманим кодом РС задану інформаційну 

послідовність u(x), використовуючи несистематичний алгоритм кодування. 

3. Відомо, що при передачі кодової послідовності v(x) каналом 

зв'язку сталися спотворення внаслідок дії вектора помилки е(х) і була 

прийнята послідовність f(x). Декодувати прийняту кодову послідовність 

f(x), виправити помилки та відновити передану інформаційну 

послідовність.  

Варіанти індивідуальних завдань представлені у табл. 2.3. 
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Таблиця 2.3 – Варіанти індивідуальних завдань 

 

Варіант 

Значення 

першого 

ступеня b 

Інформаційний 

многочлен u(x) 

Вектор 

помилок e(x) 

1 3 α
4
x

2
+α

2
x+α α

3
x

5
+α

4
x

3 

2 0 α
5
x

2
+α

3
x+α

2 
α

2
x

4
+α

5
x

3
 

3 1 α
4
x

2
+α

2
x+1 α

4
x

6
+α

3
x 

4 2 α
2
x

2
+α

6
x+α

4 
αx

3
+α

2
x

2
 

5 5 α
3
x

2
+α

2
x+α α

6
x

2
+α

2
x 

6 3 α
4
x

2
+α

3
x+α

5 
α

2
x

4
+α

4
 

7 1 αx
2
+α

6
x+α

3 
α

4
x

5
+α

5
x

2
 

8 0 α
5
x

2
+α

4
x+α

2
 α

6
x

6
+α

4
x

4
 

9 2 αx
2
+α

5
x+α

5
 α

4
x

3
+α

4
x 

10 5 α
6
x

2
+αx+α

6
 α

4
x

5
+α

6
 

11 3 α
3
x

2
+α

3
x+α α

5
x

4
+α

6
x

2
 

12 6 αx
2
+α

4
x+1 α

2
x

6
+α 

13 1 α
2
x

2
+α

4
x+α

5
 α

5
x

3
+1 

14 5 αx
2
+α

5
x+α

4
 αx

5
+α

6
x

4
 

15 2 α
3
x

2
+α

6
x+α

6
 α

5
x

6
+αx

3
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2.5. Контрольні питання 

 

1. Знайти найбільший спільний дільник (НСД) чисел 405 і 75, тобто. 

НСД (406, 75) за допомогою алгоритму Евкліда. 

2. Дайте визначення коду Ріда-Соломона. 

3. Чому коди Ріда-Соломона широко використовуються для захисту 

від помилок? 

4. Які методи кодування та декодування для кодів Ріда-Соломона ви 

знаєте? 

5. Формування породжуючого полінома для кодів РС. 

6. Визначте вид породжуючого полінома РС коду (7, 5) над полем 

GF(2
3
). 

7. Сформулюйте алгоритм кодування інформаційної послідовності 

кодом РС. 

8. Алгоритм Евкліда для знаходження НСД двох багаточленів. 

9. Основні етапи декодування кодів Ріда-Соломона. 

10.  Алгоритм Евкліда для вирішення ключового рівняння кодів Ріда-

Соломона. 

11.  Знаходження полінома значень помилок. 

12. Алгоритм Форні для обчислення значень помилок у кодовому 

поліномі. 

13.  Закодувати інформаційну послідовність u(x) = α
5
х

2
+αх+α

2
 кодом 

Ріда-Соломона (7, 3, 5). 

14.  Знайти поліном локаторів помилок та поліном значень помилок 

для коду РС довжиною 15, що виправляє подвійні помилки, якщо прийняте 

кодове слово f(x) = αx
10

 + α
10

x
2
. 

15.  Знайти кодове слово, що відповідає інформаційному багаточлену 

α
5
х+α

3
 для коду Ріда-Соломона довжини 15, що виправляє поодинокі 

помилки та побудованого за примітивним елементом α поля GF(2
4
). 
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ДОДАТОК А 

НЕЗВІДНІ МНОГОЧЛЕНИ 

 

Таблиця А.1 – Незвідні многочлени  

 

Ступінь Многочлен Двійковий вектор 

1 х + 1 11 

2 x
2
 + x + 1 111 

3 
x

3
 + x + 1 

x
3
 + x

2
 + 1 

1011 
1101 

4 
x

4
+x+1 

x
4
+x

3
+1 

x
4
+х

3
+x

2
+х+1 

10011 
11001 
11111 

5 

x
5
+x

2
+1 

x
5
+x

3
+1 

x
5
+x

3
+x

2
+x+1 

x
5
+x

4
+x

2
+x+1 

x
5
+x

4
+x

3
+x+1 

x
5
+x

4
+x

3
+x

2
+x+1 

100101 
101001 
101111 
110111 
111011 
111101 

6 

x
6
+x+1 

x
6
+x

3
+1 

x
6
+x

4
+x

2
+x+1 

x
6
+x

4
+x

3
+x+1 

x
6
+x

5
+1 

x
6
+x

5
+x

2
+x+1 

x
6
+x

5
+x

3
+x

2
+1 

x
6
+x

5
+x

4
+x+1 

x
6
+x

5
+x

4
+x

2
+1 

1000011 
1001001 
1010111 
1011011 
1100001 
1100111 
1101101 
1110011 
1110101 

7 

x
7
+x+1 

x
7
+x

3
+1 

x
7
+x

3
+x

2
+x+1 

x
7
+x

4
+x

3
+x

2
+1 

x
7
+x

5
+x

2
+x+1 

x
7
+x

5
+x

3
+x+1 

x
7
+x

6
+x

3
+x+1 

x
7
+x

6
+x

4
+x+1 

10000011 
10001001 
10001111 
10011101 
10100111 
10101011 
11001011 
11010011 

8 

x
8
+x

4
+x

3
+x+1 

x
8
+x

4
+x

3
+x

2
+1 

x
8
+x

5
+x

3
+x+1 

x
8
+x

5
+x

3
+x

2
+1 

x
8
+x

6
+x

5
+x

2
+1 

x
8
+x

7
+x

3
+x+1 

x
8
+x

7
+x

5
+x

3
+1 

100011011 
100011101 
100101011 
100101101 
101100101 
110001011 
110101001 

9 

x
9
+x+1 

x
9
+x

4
+1 

x
9
+x

4
+x

2
+x+1 

x
9
+x

4
+x

3
+x+1 

x
9
+x

5
+x

4
+x+1 

x
9
+x

6
+x

5
+x

2
+1 

1000000011 
1000010001 
1000010111 
1000011011 
1000110011 
1001100101 

10 x
10

+x
3
+1 10000001001 
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ДОДАТОК Б 

РОЗШИРЕНЕ ПОЛЕ GF(2
4
) 

 

Таблиця Б.1 – Елементи розширеного поля GF(2
4
) для різних 

незвідних многочленів 

 

Елементи 

поля 

GF(2
4
) 

р(х)= х
4
 + х + 1 р(х) = х

4
 + х

3
 + 1 

Подання елементів поля Подання елементів поля 

поліном вектор 
ступінь 

α 
поліном вектор ступінь γ 

0 0 0 0 0 0 0 

β0 1 0001 1 1 0001 1 

β 1 х 0010 α
1
 х 0010 γ

1
 

β2 х
2
 0100 α

2
 х

2
 0100 γ

2
 

β3 х
3
 1000 α

3
 х

3
 1000 γ

3
 

β4 x+1 0011 α
4
 х

3
 + 1 1001 γ

4
 

β5 х
2
+х 0110 α

5
 х

3
 + х + 1 1011 γ

5
 

β6 х
3
 + х

2 
1100 α

6
 х

3
 + х

2
 + х + 1 1111 γ

6
 

β7 х
3
 + х + 1 1011 α

7
 х

2
 + х + 1 0111 γ

7
 

β8 х
2
 + 1 0101 α

8
 х

3
 + х

2
 + х 1110 γ

8
 

β9 х
3
 + х 1010 α

9
 х

2
 + 1 0101 γ

9
 

β10 х
2
 + х + 1 0111 α

10
 х

3
 + х 1010 γ

10
 

β11 х
3
 + х

2
 + х 1110 α

11
 х

3
 + х

2
 + 1 1101 γ

11
 

β12 х
3
 + х

2
 + х + 1 1111 α

12
 x+1 0011 γ

12
 

β13 х
3
 + х

2
 + 1 1101 α

13
 х

2
+х 0110 γ

13
 

β14 х
3
 + 1 1001 α

14
 х

3
 + х

2
 1100 γ

14
 

 

α
15

 = α
0
 = 1; γ

15
 = γ

0
= 1 
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ДОДАТОК В 

АРИФМЕТИКА ПОЛІВ ГАЛУА GF(2
4
) 

 

Таблиця В.1 – Додавання у розширеному полі GF(2
4
) (р(х)= х

4
+х+1) 

 

+ 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

0 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

1 1 0 α
4
 α

8
 α

14
 α

1
 α

10
 α

13
 α

9
 α

2
 α

7
 α

5
 α

12
 α

11
 α

6
 α

3
 

α
1
 α

1
 α

4
 0 α

5
 α

9
 1 α

2
 α

11
 α

14
 α

10
 α

3
 α

8
 α

6
 α

13
 α

12
 α

7
 

α
2
 α

2
 α

8
 α

5
 0 α

6
 α

10
 α α

3
 α

12
 1 α

11
 α

4
 α

9
 α

7
 α

14
 α

13
 

α
3
 α

3
 α

14
 α

9
 α

6
 0 α

7
 α

11
 α

2
 α

4
 α

13
 α α

12
 α

5
 α

10
 α

8
 1 

α
4
 α

4
 α 1 α

10
 α

7
 0 α

8
 α

12
 α

3
 α

5
 α

14
 α

2
 α

13
 α

6
 α

11
 α

9
 

α
5
 α

5
 α

10
 α

2
 α α

11
 α

8
 0 α

9
 α

13
 α

4
 α

6
 1 α

3
 α

14
 α

7
 α

12
 

α
6
 α

6
 α

13
 α

11
 α

3
 α

2
 α

12
 α

9
 0 α

10
 α

14
 α

5
 α

7
 α α

4
 1 α

8
 

α
7
 α

7
 α

9
 α

14
 α

12
 α

4
 α

3
 α

13
 α

10
 0 α

11
 1 α

6
 α

8
 α

2
 α

5 
α

1
 

α
8
 α

8
 α

2
 α

10
 1 α

13
 α

5
 α

4
 α

14
 α

11
 0 α

12
 α α

7
 α

9
 α

3
 α

6
 

α
9
 α

9
 α

7
 α

3
 α

11
 α α

14
 α

6
 α

5
 1 α

12
 0 α

13
 α

2
 α

8
 α

10
 α

4
 

α
10

 α
10

 α
5
 α

8
 α

4
 α

12
 α

2
 1 α

7
 α

6
 α α

13
 0 α

14
 α

3
 α

9
 α

11
 

α
11

 α
11

 α
12

 α
6
 α

9
 α

5
 α

13
 α

3
 α α

8
 α

7
 α

2
 α

14
 0 1 α

4
 α

10
 

α
12

 α
12

 α
11

 α
13

 α
7
 α

10
 α

6
 α

14
 α

4
 α

2
 α

9
 α

8
 α

3
 1 0 α α

5
 

α
13

 α
13

 α
6
 α

12
 α

14
 α

8
 α

11
 α

7
 1 α

5
 α

3
 α

10
 α

9
 α

4
 α 0 α

2
 

α
14

 α
14

 α
3
 α

7
 α

13
 1 α

9
 α

12
 α

8
 α α

6
 α

4
 α

11
 α

10
 α

5
 α

2
 0 

 

Таблиця В.2 – Множення у розширеному полі GF(2
4
) (р(х) = х

4
+х+1) 

 

* 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

α
1
 0 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 

α
2
 0 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 

α
3
 0 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 

α
4
 0 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 

α
5
 0 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 

α
6
 0 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 

α
7
 0 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

α
8
 0 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 

α
9
 0 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 

α
10

 0 α
10

 α
11

 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 

α
11

 0 α
11

 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 

α
12

 0 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 

α
13

 0 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 

α
14

 0 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
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Таблиця В.3 – Додавання у розширеному полі GF(2
4
) (р(х) = х

4
+х

3
+1) 

 

+ 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

0 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

1 1 0 α
12

 α
9
 α

4
 α

3
 α

10
 α

8
 α

13
 α

6
 α

2
 α

5
 α

14
 α

1
 α

7
 α

11
 

α
1
 α

1
 α

12
 0 α

13
 α

10
 α

5 
α

4 
α

11
 α

9
 α

14
 α

7
 α

3
 α

6
 1 α

2
 α

8
 

α
2
 α

2
 α

9
 α

13
 0 α

14
 α

11
 α

6 
α

5
 α

12
 α

10 
1 α

8
 α

4
 α

7
 α

1
 α

3
 

α
3
 α

3
 α

4
 α

10
 α

14
 0 1 α

12
 α

7
 α

6
 α

13
 α

11 
α

1
 α

9
 α

5
 α

8
 α

2 

α
4
 α

4
 α

3 
α

5 
α

11
 1 0 α

1
 α

13
 α

8
 α

7
 α

14
 α

12
 α

2
 α

10
 α

6
 α

9
 

α
5
 α

5
 α

10
 α

4
 α

6 
α

12
 α

1
 0 α

2
 α

14
 α

9
 α

8
 1 α

13
 α

3
 α

11
 α

7
 

α
6
 α

6
 α

8
 α

11
 α

5
 α

7
 α

13
 α

2
 0 α

3
 1 α

10
 α

9
 α

1 
α

14
 α

4 
α

13
 

α
7
 α

7
 α

13
 α

9
 α

12
 α

6
 α

8
 α

14
 α

3
 0 α

4
 α

1 
α

11
 α

10
 α

2
 1 α

5
 

α
8
 α

8
 α

6
 α

14
 α

10 
α

13
 α

7
 α

9
 1 α

4
 0 α

5
 α

2 
α

12
 α

11
 α

3
 α

1
 

α
9
 α

9
 α

2
 α

7
 1 α

11 
α

14
 α

8
 α

10
 α

1 
α

5
 0 α

6
 α

3
 α

13
 α

12
 α

4
 

α
10

 α
10

 α
5
 α

3
 α

8
 α

1
 α

12
 1 α

9
 α

11
 α

2 
α

6
 0 α

7
 α

4
 α

14
 α

13
 

α
11

 α
11

 α
14

 α
6
 α

4
 α

9
 α

2
 α

13
 α

1 
α

10
 α

12
 α

3
 α

7
 0 α

8 
α

5
 1 

α
12

 α
12

 α
1
 1 α

7
 α

5
 α

10
 α

3
 α

14
 α

2
 α

11
 α

13
 α

4
 α

8 
0 α

9 
α

6
 

α
13

 α
13

 α
7
 α

2
 α

1
 α

8
 α

6
 α

11 
α

4
 1 α

3
 α

12
 α

14
 α

5
 α

9 
0 α

10
 

α
14

 α
14

 α
11

 α
8
 α

3
 α

2
 α

9
 α

7
 α

13
 α

5
 α

1
 α

4
 α

13
 1 α

6
 α

10
 0 

 

Таблиця В.4 – Множення у розширеному полі GF (2
4
) (р(х) = х

4
+х

3
+1) 

 

* 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 

α
1
 0 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 

α
2
 0 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 

α
3
 0 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 

α
4
 0 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 

α
5
 0 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 

α
6
 0 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 

α
7
 0 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 

α
8
 0 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 

α
9
 0 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α

13
 α

14
 1 α

1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 

α
10

 0 α
10

 α
11

 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 

α
11

 0 α
11

 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 

α
12

 0 α
12

 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 

α
13

 0 α
13

 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 

α
14

 0 α
14

 1 α
1
 α

2
 α

3
 α

4
 α

5
 α

6
 α

7
 α

8
 α

9
 α

10
 α

11
 α

12
 α
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ДОДАТОК Г 

МІНІМАЛЬНІ МНОГОЧЛЕНИ ПОЛЯ GF(2
4
) 

 

 

Таблиця Г.1 – Мінімальні многочлени та розподіл елементів за 

циклотомічними класами поля GF(2
4
), породжуючий поліном  

р(х)= х
4
 + х + 1 

 

Циклотомічні 

класи 

Сполучені елементи. 

Корені многочлена 

φi(x) 

Мінімальні  

багаточлени φi(x) 

C0={0} α
0 

φ0(х) = x + 1 

C1={1, 2, 4, 8} α
1
, α

2
, α

4
, α

8 
φ1(х) = x

4
+ x +1 

C3={3, 6, 9, 12} α
3
, α

6
, α

9
, α

12 
φ3(х) = x

4
 + x

3
 + x

2
 + x + 1 

C5={5, 10} α
5
, α

10 
φ5(х) = x

2
 + x + 1 

C7={7, 11, 13, 14} α
7
, α

11
, α

13
, α

14 
φ7(х) = x

4
 + x

3
 + 1 

 

Таблиця Г.2 – Мінімальні многочлени та розподіл елементів за 

циклотомічними класами поля GF(2
4
), породжуючий поліном  

р(х) = х
4
 + х

3
 + 1 

 

Циклотомічні 

класи 

Сполучені елементи. 

Корені многочлена 

φi(x) 

Мінімальні  

многочлени φi(x) 

C0={0} α
0 

φ0(х) = x + 1 

C1={1, 2, 4, 8} α
1
, α

2
, α

4
, α

8 
φ1(х) = x

4
 + x

3
 + 1 

C3={3, 6, 9, 12} α
3
, α

6
, α

9
, α

12 
φ3(х) = x

4
 + x

3
 + x

2
 + x + 1 

C5={5, 10} α
5
, α

10 
φ5(х) = x

2
 + x + 1 

C7={7, 11, 13, 14} α
7
, α

11
, α

13
, α

14 
φ7(х) = x

4
+ x +1 
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