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Проведено математическое моделирование течения крови в патологически искривленных сосу­
дах. Исследовано влияние степени кривизны сосудов на интенсивность и особенности вторично­
го и возвратных течений крови в сосудах в различные моменты времени кардиального цикла. 
Определены потери давления для разной степени патологического искривления сосудов. 
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Введение. Развитие методов и возможностей сердечнососудистой хи­
рургии в настоящее время требует детального изучения течения крови в ма­
гистральных кровеносных сосудах человека в норме и при патологии. 

Основные исследования по биогидродинамики кровеносных сосудов 
человека посвящены вопросам гемодинамики. Вместе с тем известно, что 
особенности механического поведения и формы сосудистой стенки могут 
иметь значение для запуска начала процесса атеросклероза. 

Прямое экспериментальное исследование пораженных сосудов весьма 
затруднительно. В связи с этим возникает необходимость совершенствова­
ния методов компьютерного моделирования течения крови на основе СЕБ 
технологий и последующего уточнения этих моделей на основе экспери¬
ментальных данных. 

Слабо изучены эффекты влияния формы кровеносных сосудов на воз­
никновение вторичных течений и их эволюцию. Также отсутствуют оценки 
напряженно-деформированного состояния стенки сонной артерии при нали¬
чии геометрической извитости, атероматозной бляшки. 

Целью работы является исследование влияния степени искривленно¬
сти участка кровеносного сосуда на гидродинамику течения крови в магист¬
ральных артериях и определения потерь давления в зависимости от характе¬
ра искривленности кровеносного сосуда. 

Анализ последних исследований. В настоящее время многочисленные 
работы посвящены исследованию влияния степени кривизны, чисел Рей-
нольдса, Дина и Вомерсли на особенности течения крови в искривленных 
сосудах [1-7]. Наиболее значительные отклонения от течения в цилиндриче¬
ских трубах возникают из-за сильной искривленности сосуда, несимметрич¬
ности геометрической формы, коничности кровеносных сосудов и их ветв¬
лений. Эффекты, обусловленные этими факторами, приводят к атеросклеро-
тическому поражению кровеносных сосудов. В частности, Папахарилу и др. 
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[8] исследовал влияние трехмерной кривизны на возникновение спирале­
видного течения и формирование течения Дина. Майерс и др. [9] обнаружи­
ли вторичное течение, похожее на течение Дина в правой коронарной арте­
рии; характер и особенности этого течения оказались в значительной степе­
ни чувствительны к локальной кривизне сосуда. Экспериментальное иссле­
дование Наруса и др. [10] продемонстрировало значительное влияние кри¬
визны кровеносного сосуда на интенсивность и особенности возвратного 
течения во время диастолы. 

В некоторых работах также учитывают деформацию сосудистой стенки 
в рамках линейной теории упругости, например [11]. Повышенный интерес 
к гемодинамике объясняется установлением зон образования вихрей и об¬
ратных течений, а также развиваемой в последнее время теорией поврежде¬
ния сосудистой стенки [12], которая говорит о повышенной вероятности 
развития как атеросклеротического процесса на участках кровеносного со¬
суда, где наблюдаются пониженное значение касательных напряжений в по¬
токе крови, так и аневризмы сосудистой стенки. 

в 
Рис. 1 - Ассоциация моделей с различными типами патологических искривлений 

феморальной артерии: а - УМЫ; б - УБЫ; в - ЫМУ. 

В данной работе методами компьютерного моделирования были иссле¬
дованы три типа криволинейных каналов, показанных на рис. 1. Эти модели 
могут быть ассоциированы с различным типами патологических искривле¬
ний феморальной артерии: 1) УМИ-модель: слабая степень кривизны (вер­
тикальный радиус больше горизонтального); 2) УЕИ-модель: средняя сте-
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пень кривизны (вертикальный радиус равен горизонтальному); 3) HMV-
моделъ: значительная степень кривизны (горизонтальный радиус больше 
вертикального). Искривленная часть артерии имеет вид эллиптического то­
ра. Два цилиндрических участка, не представленных на рис. 1, были добав­
лены к входу и выходу искривленной части артерии для стабилизации тече­
ния и уменьшения граничных эффектов. Геометрические особенности этих 
моделей оказывают значительное влияние на структуру течения. 

Для V M H модели число Рейнольдса равно Re = 440 (Re = pVD//и, 

V = 0,155 м/с - максимальная скорость, D = 8 х 10 - 3 м - диаметр сосуда), а 
число Дина является переменной величиной (De = 4R e^/D/R c , где Rc - ради­
ус искривления) с границами изменения от 2613 до 1522 ,что соответствует 
углам от 0 до 90 градусов и от 1522 до 2613, что соответствует углам от 90 до 
180 градусов. Более того, число Дина уменьшается в первой части полутора и 
увеличивается во второй. Для V E H модели число Рейнольдса равно 
Re = 440, а число Дина постоянно, De = 1760. 

Для H M V модели число Рейнольдса равно Re = 440 , а число Дина пе¬
ременное с границами изменения от 1173 до 2115, что соответствует углам 
от 0 до 90 градусов и от 2115 до 1173, что соответствует углам от 90 до 180 
градусов. Тенденция изменения числа Дина для этой модели обратна V E H -
модели. 

Условия моделирования гемодинамики. Задача решалась в нестацио¬
нарной трехмерной постановке, упругость стенок сосудов не учитывалась. 
Кровь считалась нъютоновской жидкостъю с плотностью 1060 кг/м 3 и динами­
ческой вязкостью 3 х 10 - 3 Па-с. Данные допущения не являются строго соответ­
ствующими физиологическим условиям, но для крупных кровеносных сосудов 
результаты расчетов качественно соответствуют особенностям течений в живом 
организме. Для моделирования нестационарного ламинарного течения исполь¬
зовалось решение полной системы уравнений Навъе-Стокса, полученное с по­
мощью неявной разностной схемы в пакете ANSYS. Давление определялось по 
стандартной схеме; для определения скоростей использовалась схема с разно¬
стями (против потока) первого порядка, направленными против потока. Что ка¬
сается взаимосвязи между расчетами скоростей и давления, то для моделирова¬
ния была использована схема SIMPLE. Временной шаг постоянный и равный 10 
мс. 

Граничные условия. Как предложил А. Редаэлли [13] на входной гра¬
нице расчетной области был использован плоский профиль скорости, соот¬
ветствующий объемному кровотоку в феморальной артерии. На выходе рас¬
четной области задавалось фоновое давление, равное 0 Па. Кроме того, для 
корректного моделирования возвратного течения был использован метод 
коррекции по ближайшим ячейкам. На стенках сосуда задавались условия 
прилипания и непротекания. 

Деформация поля скорости. Сложность расчета течения в изогнутом 
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канале обусловлена тем, 
что движение не может 
происходить всюду парал­
лельно искривленной оси, 
и должны быть попереч­
ные (вторичные) состав­
ляющие скорости. Дейст­
вительно, частица жидко­
сти, чтобы двигаться по 

Рис. 2 - Зависимость безразмерного расхода от 
времени: А - 0,12 с, В - 0,24 с, 

С - 0,30 с, В - 0.60 с. 
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искривленной траектории 
радиуса Я со скоростью 
м>, должна испытывать 
действие боковой силы 
(обеспечиваемой в потоке 
градиентом давления), со¬
общающей частице боко¬
вое ускорение. Далее гра-

диент давления, действующий на все жидкие частицы, распределен почти 
однородно, а вследствие прилипания скорость частиц вблизи стенки много 
меньше, чем в ядре потока. Поэтому радиус кривизны траектории частицы в 
ядре должен быть больше, чем у стенки. Иными словами, жидкость из ядра 
вытесняется к внешней стороне изгиба, а жидкость у боковой части стенки 
возвращается к внутренней стороне. Таким образом, порождается вторичное 
замкнутое течение. Это вторичное течение в свою очередь влияет на рас¬
пределение продольной скорости, и между ними возникает взаимодействие 
сложной природы. 

В данной работе приведены результаты расчета гемодинамики в раз­
личные моменты кардиального цикла. Точка А соответствует поздней фазе 
систолы, В - середине диастолы, С - максимальному отрицательному рас­
ходу диастолы, В - поздней диастоле (рис. 2). 

Для всех типов кривизны максимальная скорость возрастает по сравне¬
нию со скоростью, рассчитанной из расхода на входе в расчетную область, и 
смещается к внутренней стенке канала. Увеличение составляет около 45% 
для УМЫ -модели, 33% для УБИ-модели и 27% для ИМУ-модели. Положе¬
ние максимума скорости смещается в нормальном направлении к централь¬
ной линии канала на расстоянии около 82% для УМЫ -модели, 40% для 
УБИ-модели 30% для ИМУ-модели. Гидродинамика в направлении вниз по 
потоку имеет большие различия для разных типов кривизны: для УМИ-
модели распределение скоростей имеет более симметричный вид, для УБИ-
модели увеличение скорости сначала асимметрично и после У длины (или 
угла 45°) трубы меняется на симметричную форму, для ИМУ-модели асим¬
метрия распределения скорости проявляется почти в середине (при угле 
90°) трубы. В случае отрицательного расхода наблюдается рост интенсивно¬
сти вторичного течения для всех моделей, но ИБУ-модель характеризуется 
зоной с минимальным возвратным течением в центральной части. В случае 
отрицательного расхода максимальная интенсивность возвратного течения 
для всех моделей наблюдаются на внутренней стенке. В заключительной 
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части кардиального цикла появляются хаотические изменения направлении 
скоростей, возможных объяснение заключается в полноИ дестабилизации 
потока в результате взаимодействия двух важнейших факторов: кривизны 
линий тока и пульсирующего режима течения. Данная информация пред­
ставлена на рис. 3 - 6. 
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Нужно отметить, 
что для всех типов гео­
метрии наблюдается раз­
витие трехмерной вихре­
вой структуры. На верх¬
ней и нижней части всех 
рисунков наблюдаются 
два вихря с противопо¬
ложным направлением 
вращения. Этот вывод 
находится в соответст¬
вии с результатами ра¬
боты [15, 16]. Но де¬
тальный анализ струк¬
туры потока показывает, 
что эти вихри не явля¬
ются изолированными 
структурами, они связа¬

ны с помощью возвратного течения, возникающего в центральной части ис­
кривленного сосуда. Таким образом, вихревая структура имеет сложную 
спиралевидную форму. Похожие структуры были получены для течения 
Дина в круговых искривлениях и течения в спиральных каналах, но вектор­
ное поле было построено только в плоскости [17]. Может быть, более похо­
жие результаты представлены в работах [18]. 

В данной работе были также рассчитаны потери давления на криволи¬
нейном участке и колебания давления в начале, середине и выходе из ис¬
кривления в течение кардиального цикла. Данные расчетов приведены на 
рис 7 - 9; (Point A - расположена на оси входного сечения (линия 1), РогШ: 
B - расположена на оси в середине криволинейного участка (линия 2) и 
РоиП: C - расположена на оси выходного сечения (линия 3)). 

t, c 

Рис. 7 - Колебания давления для VMH-модели. 

Таблица 1 - Значение потерь давления  
Point A I Point В I Point С 

tPVMH =l2S Па /^VMH = 92 Па tPVMH = 57 Па 

tPVEH = 143 Па t P V E H = 103 Па tPVEH = 69 Па 

tPHMV =165 Па t P H M V = 110 110 Па tPHMV = 59 Па 
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Рис.8 - Колебания давления для УЕИ -модели. 
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Рис. 9 - Колебания давления для ЫМУ -модели. 

Отметим, что наиболее значительные флюктуации наблюдаются во 
всех точках ИМУ-модели. Это явление может иметь следующее объяснение: 
данная модель имеет наибольшую степень кривизны, особенно в централь­
ной части, и, как следствие этого, для поворота потока требуются более 
значительные потери давления (рис. 9). 

Кроме того, были рассчитаны средние градиенты давления вдоль цен¬
тральной оси потока (табл. 1): 

модель УМИ - 2036,2 Па/м 
модель УЕИ - 1989,4 Па/м 
модель ИМУ - 2986,4 Па/м 
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Значительное увеличение градиента давления для HMV-модели приво­
дит к тому, что в патологически искривленных сосудах с подобной конфи­
гурацией будет наблюдаться значительное снижение скорости кровотока и, 
как следствие, ухудшение снабжения тканей кислородом. 

Наиболее оптимальной, с точки зрения минимизации потерь давления, 
выглядит конфигурация с круговой формой искривления (модель VEH) . 

Выводы. Данная работа направлена на улучшение понимания динами¬
ки потока в искривленных сосудах и исследование влияния геометрических 
особенностей на структуру течения. Расчеты выполнены для различных чи­
сел Рейнольдса и Дина, в предположении, что стенки сосуда являются жест­
кими, и кровь ведет себя как ньютоновская жидкость. Пусть эти допущения 
не являются строго соответствующими физиологическим условиям, но ос¬
новные аспекты динамики потоков, в том числе вихревые структуры, будут 
во многом соответствовать реальным данным в крупных сосудах даже при 
этих допущениях. 

Вторичные потоки играют важную роль в гидродинамике крови, по¬
скольку они представляют собой отклонение потока от идеализированных 
моделей, в частности, течения Хагена-Пуазейля. Наиболее значительными 
вторичными течениями являются пространственные вихри Дина в тормоз¬
ной фазе периода пульсаций, которые формируют сложную трехмерную 
вихревую структуру в изогнутых каналах. Результаты исследования показа¬
ли, что наиболее значительное влияние геометрических особенностей на 
вторичные течения наблюдается в модели с постоянным числом Дина. По¬
скольку эта модель (VEH-модель) имеет минимальные потери давления, то 
это свидетельствует о стабилизирующей роли вихрей Дина на гидродина¬
мику потока в изогнутых сосудах. 

В заключение отметим, что число Дина не полностью описывает поток 
в сильноизогнутом канале. К тому же числа Дина, которые были рассчитаны 
по внутреннему радиусу, центральному радиусу и внешнему радиусу, име¬
ют широкий диапазон изменения. 
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УДК 532.522:621.372 
Моделирование течения крови в патологически искривленньїх сосудах / В. С. Овер-

ко, М. В. Бескровная // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Математичне моделювання в техніці та тех­
нологіях. - Харків: НТУ «ХПІ», 2013. - №5 (979). - С. 211-220. Бібліогр.: 19 назв. 

Проведено математичне моделювання течії крові у патологічно змінених судинах. Дослі­
джено вплив ступеню викривленості на інтенсивність та особливості вторинної та зворотної те­
чії крові в судинах у різні моменти часу кардіального циклу. Визначені трати тиску для різного 
ступеня патологічного скривлення судин. 

Ключові слова: біогідродинаміка, гемодинаміка, течія в судинах, кардіальний цикл, ви¬
хрова структура. 

Mathematical simulation of the blood flow in the pathologically curved blood vessels was per­
formed. Influence of degrees of the curvature by the intensity and the features of the secondary and 
the reverse blood flow in the vessels at different times cardiac cycle was determined. The loss pres­
sure for different level of the pathological curvature was defined. 

Key words: biohidrodynamika, hemodynamics, flow in the vessels, cardiac cycle, the vortex 
structure. 

УДК 531.3 

B. П. ОЛЬШАНСКИЙ, д-р. физ.-мат. наук, проф., ХНТУСХ, Харьков; 
C. В. ОЛЬШАНСКИЙ, канд. физ.-мат. наук, доц., НТУ «ХПИ» 

ФУНКЦИЯ ЛАМБЕРТА В ЗАДАЧЕ БАЛЛИСТИКИ 
МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

Показано, что применение функции Ламберта и её таблиц существенно упрощает расчёт дально­
сти полёта и других параметров траектории при движении материальной точки в газовой среде с 
линейным сопротивлением. 

Ключевые слова: материальная точка, сопротивление среды, дальность полёта, функция 
Ламберта. 

Введение. Задача о движении материальной точки в среде с линейным 
сопротивлением относится к классическим и её решение традиционно изла­
гают в учебниках по теоретической механике. Уравнение траектории точки в 
декартовой системе координат xОy обычно подают в параметрической форме: 

x = x (); У = У ) , содержащей параметр - t, или записывают в явной форме 
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