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О ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ КЛАССОВ αU  
 

Доведено теорему, що оцінює ступінь зростання для деяких класів гармонійних функцій, та про-
аналізовано її наслідки. 
 
Доказана теорема, оценивающая степень роста для некоторых классов гармонических функций, 
и проанализированы её следствия. 
 
Teorema proved that evaluates the degree of growth for some classes of harmonic functions, and 
analyzed its implications. 
 

Введение. В этой работе доказана одна теорема о росте гармонических 
функций класса U , введенных М. М. Джрбашяном (смотри [1], [2]). В ча-

стном случае 0   эта теорема доказана А. Г. Нафталевичем. Далее приво-
дятся некоторые следствия этой теоремы. 

 
Ключевые слова: оператор интегро-дифференцирования произвольного 

порядка в смысле Римана-Лиувиля, ядра типа Коши, Шварца и Пуассона, 
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 - характеристика мероморфных функций, классы U  и N . 
 
Основные определения. Сначала дадим некоторые предварительные 

сведения о классах N  и U  (смотри [1], гл. IX, [2]), введенные М. М. 
Джрбашяном. Заметим, что классы N  являются естественными обобще-
ниями классов N  мероморфных функций, введенных Р. Неванлинной [3]. 

Дробная первообразная Римана-Лиувиля порядка  0     функ-

ции  f z , заданной в круге  ; 1D z z  , формально определяется сле-

дующим образом: 

             
1

1 1

0 0

1
1

r
i i r

D f re r t f re dt t f tz dt


   

 
     

   , 

iz re D  . 
Производная 0D  – это тождественный оператор, то есть 

   0D f z f z , z D , 

а дробная производная порядка  0     определяется формулой 

      
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, ire D  , 

где 1p   – целое число, удовлетворяющее неравенству 1p p   .  

Пусть  f z  – мероморфная в D  функция. Для любого значения 

 0 1t t   через  ,0n t  и  ,n t   обозначим соответственно число нулей a  

и полюсов b , лежащих в круге z t . Через  0,0n и  0,n   обозначим 

соответственно кратность нуля и полюса функции  f z  в точке 0z  . Далее 
для 1      определим 
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а также 
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Далее пусть 
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     ; ;;T f m f N f      . 

Через N  обозначается множество мероморфных в единичном круге D  

функций f , для которых при данном  1      выполняется условие 

    
0 1
sup ;

r
T f T r f 

 
   . 

Класс 0N  совпадает с классом N  Р. Неванлинны. 

Для любого значения параметра  1      введем в рассмотрение 
следующие ядра типа Коши, Шварца и Пуассона: 
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, ire D  . 

При этом для любого значения параметра  1      и для любого 
ire D   имеют место следующие равенства: 
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    ,    0; ;P r r D P r 

   . 

Обозначим через  1U      множество гармонических в круге 

D  функций  u z , удовлетворяющих условию 

 
0 1
sup i

r
u re d








  
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 . 

Известно, что (смотри [1] гл. IX, [2]) класс  1U      совпадает с 

множеством гармонических в круге D  функций  u z , представленных в 

виде 

     1
;

2
u z P r d






   
 

  , iz re D  ,                     (A) 

где     – вещественная функция с конечным полным изменением на 

 ;  . Мера     в представлении функции    1u z U       мо-

жет быть найдена посредством следующего аналога формулы обращения 
Стилтьеса: 
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   
1

0

lim i

r
u re d




  


   для п.в.  ;    , 

где  

   i iu re r D u re   


  , ire D  . 

В этой работе доказано одно утверждение, которое в частном случае 
0   было доказано А. Г. Нафталевичем [4]. 
 
Теорема. Пусть    1u z U      . Тогда, если 

   
0

1

,
lim 1 0
iz e z D

z u z k




 
   ,                                   (1) 

то скачок функции     в точке 0   не меньше, чем 
 1

k
 

, то есть 

     0 00 0
1

k   


   
 

.                                  (2) 

Если же обозначить  
   0 00 0 2 s        ,                                       (3) 

то имеет место следующее представление: 
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,                        (4) 

где функция  1u z  принадлежит классу U  и такова, что  

   
0

1
1

,
lim 1 0
iz e z D

z u z




 
  .                                         (5) 

Доказательство. Пусть выполнено условие (1). Тогда существует по-

следовательность    ji
j j e D

   такая, что 
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Далее, выбрав любую последовательность вещественных чисел  J  

такую, чтобы 

lim 0j
j
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и, воспользовавшись представлением (A) функции  u z , получаем: 
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где 
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Оценивая эти интегралы по отдельности, очевидно получим 
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Далее, обозначив вариацию функции     в отрезке ,j j j j        

через jV  и пользуясь одним представлением (смотри выше) ядра типа Пуас-

сона, при любом 1, 2,j    получим 
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Итак, мы получили следующие оценки: 
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Обозначим полную вариацию функции     на отрезке  ,   через 

V  и оценим теперь интегралы 2
jI ,  1,2,j   : 
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Далее, используя вид вышеупомянутого представления ядра типа Пуас-
сона, при любом 1, 2,j    получим: 
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       

 

 
    1,

2
sup 1 Re 1

2 1 cos sinj j j j j j j

V

i


    


      


    

 
      

     

 

 
    

    

1

1
,

2 1 2 cos sin
sup 1 Re 1

2 1 cos sinj j j

j j j j

j j j j

iV

i




    

     


      




    

          
     

 

 
   

    

1 / 22

1
,

2 1 2 cos
sup 1 1

2 1 cos sinj j j

j j j

j j j j

V

i




    

   


      




    

 
   

     
      

 

 

 
   1 / 22,

2
sup 1 1

2
1 2 cosj j j

j j j

V


    



   


    

 
 
    
 

    

. 

Таким образом, при любом 1, 2,j    

 
   2 1 / 22,

2
sup 1 1

2
1 2 cosj j j

j

j j j

V
I


    




   


    

   
  

.    (9) 

Далее, нетрудно видеть, что при любом 1, 2,j    

     2 2
exp cos sin cos sinj j j j j j j j j j ji i i                    

    22 2cos 2 cos cos cosj j j j j j j j              

   2sin 2 sin sinj j j j j j           
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     2 2
cos cos sin sin 1 2 cosj j j j j j j j j j                  . 

Итак, 

  2 2
exp 1 2 cosj j j j j ji           , 1, 2,j    

и, ввиду (6)  
2

1 2 cos 1j j j j       , 1, 2,j   . 

Тем самым, из (9) получаем 

 

  2 1 / 2

1

2 1

j

j

V
I





 


 



, 1, 2,j   . 

Теперь из (7), (8) и (9) следует, что при 1, 2,j    

 
 

  
 

  1 21 1 / 2 1 / 2

1 12
1

21 1 2 1

j jj j

j j j

k V V
I I  

  
   

  

 
          

    

. 

Следовательно, 

 
 

  
 

  1 1 / 2 1 / 2

1 12
1

21 1 2 1

j j

j j j

k V V
  

  
   

  

 
        

    

 

или  

  
 

  
 

  1 1 / 2 1 / 2

11 2
1

21 2 1 1

j j

j j j

k VV
  

 
   

  

 
        

    

,  

и, окончательно, 

 
 

    1 / 2 1
1 1

1 2 2

j j jj
j

V Vk
V

 
  



 
 

  
 

, 1, 2,j    

Однако, 0j   и 1j   при j  . Тем самым, при достаточно 

большом 0j  справедливо неравенство 

 1j
k

V




 

, 0j j .                                       (10) 

Далее, поскольку     – это вещественная функция с конечным пол-

ным изменением на  ,  , то ее можно записать в виде разности 

     1 2       ,  ,    , 

где  1   и  2   – монотонно возрастающие, ограниченные функции на 

 ,  . Следовательно, при любом 1, 2,j    
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   1 2j j jV V V   , 

где  1jV   и  2jV   – вариации функций  1   и  2   в отрезке 

,j j j j       . Однако, очевидно, что для любого 1, 2,j    

     1 1 1j j j j jV           ,      2 2 2j j j j jV           . 

Отсюда следует, что 

       1 1 2 2j j j j j j j j jV                      

   1 1j j j j         . 

Поэтому, учитывая (10), имеем: 

     1j j j j
k     


   
 

, 0j j . 

Устремив теперь j    получаем 

     0 00 0
1

k   


   
 

, 

то есть скачок функции     в точке 0 не меньше, чем 
 1

k
 

. 

Если же    0 00 0 2 s        , то функцию     можем пред-

ставить в виде суммы      3 4       , где 

 
 
 
 

0

3 0

0 0

, при

2 , при

0 , при ,

s

   

      

   

 


  
  

 

 
 

0

4 0

0 0

0, при

2 , при

0 , при ,

s

 
    

   

 


 
  

 

Тем самым, 

         1
1 1

, ,
2 2

iu re P r d P r d
 

  
       

  
       

       
  0

2 1 1

1 2
, 1 Re 1

2
1

i

i
P r d u re s

re

 
   
    

  

 
 

        
 
 

  

   
 

 
0

0

1

1 1

2
1 Re 1

i
i

i i

e
u re s

e re

 


 






 
      

  

, ire D  , 
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где  

     1 3
1

,
2

iu re P r d



   

 
  , ire D  . 

Таким образом, 

     
 

 
0

0

1

1 1

2
1 Re 1

i
i i

i i

e
u re u re s

e re

 
 

 






 
      

  

, ire D  , 

где функция  1u z , что очевидно, принадлежит классу U . Причем, так как 

функция  3   непрерывна в точке 0 , то 

   
0

1
1

,
lim 1 0
iz e z D

z u z




 
  . 

Теорема доказана. 
 
Следствия. 
Следствие 1. Если    1u z U      , то почти всюду на окруж-

ности 1z   

   1

1 0
lim 1 0

z
z u z



 
  ,  

а если функция     представления (А) непрерывна всюду в  ,   и 

        , то 

   1

1 0
lim 1 0

z
z u z



 
  . 

Если функция  F z  аналитична в D , не имеет там нулей, то  F z  при-

надлежит классу  1N      (смотри [1], гл. IX, [2]) в том и только том 

случае, когда  log F z U . Тем самым, мы приходим также к следующему 

очевидному следствию теоремы. 
Следствие 2. Если функция  F z  аналитична в D , не имеет там нулей 

и  F z N  1     , то 

   
0

1

,
lim 1 ln 0
iz e z U

z F z




 
  , для п. в.  ,    . 
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