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СИСТЕМАМИ ВЫРАЩИВАНИЯ МОНОКРИСТАЛЛОВ 
 

Для кристаллизации сцинтилляционных монокристаллов рассмотрен метод стабилизации по 

состоянию и выходу линейной МIМО-системы на основе специфического преобразования подо-

бия исходной системы, что позволяет в явном виде определить элементы, изменение которых с 
помощью обратной связи обеспечивает устойчивость замкнутой системы.  
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Введение. Аппарат исследования динамических систем получил широ-

кое распространение для множества современных объектов управления, ко-

торые могут быть представлены в виде линейных моделей и для которых ис-

пользуют как регулярные, так и нерегулярные (теория локализации систем) 

законы управления, а также выполняют параметризацию этих законов. Зада-

ча стабилизации линейной динамической системы, в той или иной постанов-

ке, до сих пор не утратила своей актуальности. В процессе решения всех из-

вестных постановок этой задачи обеспечиваются некоторые заданные требо-

вания к процессу управления. К настоящему времени ставится вопрос о таких 

способах реализации этих требований, которые дают возможность упростить 

решение задачи синтеза управления, обеспечить устойчивость и высокое ка-

чество управления. 

 

Анализ исследований и публикаций. В практике решения задачи ста-

билизации линейных систем с многими входами и многими выходами возни-

кает ряд проблем, которые рассматривались в следующих работах: размеще-

ние полюсов замкнутой системы [1]; формулировка и решение математиче-

ски строгой задачи модального управления обыкновенными многовходовыми 

линейными системами [2, 3]; использование LMI- областей [4 – 6], границы 

которых описываются определенного вида линейными матричными неравен-

ствами; использование алгебраических и матричных методов в линейных 

MIMO-системах [7]. 

Формирование целей и задач.  Особое  внимание  в  настоящее  время 

уделяется исследованиям методов стабилизации по состоянию и выходу ли-

нейной MIMO-системы, выполненных на основе преобразования 
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подобия исходной системы и устраняющих трудности вычислительного ха-

рактера с ростом размерности пространства состояний. 

Целью настоящей работы является решение задачи синтеза закона ста-

билизации для многомерного процесса с использованием рандомизации для 

процедуры генерации матриц определенных размеров.  

Для достижения поставленной цели необходимо для MIMO-системы 

обеспечить выполнение требования в смысле размещения собственных зна-

чений матриц замкнутой системы в заданной области и в практических при-

ложениях осуществить синтез стабилизирующего регулятора по состоянию и 

по выходу для системы управления процессом выращивания монокристал-

лов. 

 

Материалы исследований: рандомизированный синтез. В качестве 

объекта управления выбрана линейная многомерная динамическая система:  

BuAxx  ,   00)( xtx  ,              

Cxy  ; nRx , rRu , mRy ,                              (1) 

где x – вектор состояния, y – выходной вектор, u – вектор управления, 

подаваемого на вход ОУ 0x – начальные условия, т.е. состояние ОУ в началь-

ный момент времени 0t , A,B,C – постоянные матрицы соответствующих 

размеров. 

Для системы (1) существует управление с обратной связью 

Fxu  ,                                                          (2) 

где nrRF   – матрица регулятора по состоянию, либо 

KCxKyu  ,                                              (3) 

где mrRK   – матрица регулятора по выходу. 

Управление системой (1) с помощью законов (2) или (3) является такой 

задачей, когда необходимо найти такие матрицы F или K, что выполняются 

некоторые требования, например, по размещению полюсов замкнутой систе-

мы (собственных значений матриц BFA , BKCA  на комплексной плос-

кости) или требования к переходным процессам в замкнутой системе в смыс-

ле минимума некоторого заданного функционала. Такая задача, например, 

была решена в [8] на основе специфического преобразования подобия исход-

ной системы. 

Известно, что если для некоторой матрицы nnRM   выполняется не-

равенство Ляпунова 

0,0  PPPMPM TT ,                     (4) 

то эта матрица является асимптотически устойчивой. 

Исходя из (4) докажем следующие теоремы.  

Теорема 1. Пусть для системы (1) выполняется матричное неравенство 

Ляпунова 
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где sssnsT RYRXZZ   ,,0 )(  – искомые матрицы, тогда 

асимптотически устойчива любая матрица BFA , у которой  

ABYBXBF L   ,                               (6) 

где B  – псевдообратная матрица Мура-Пенроуза, LB  – левый делитель 

нуля, который удовлетворяет условию rr
LBB  0 , LTB – ортогональная мат-

рица, удовлетворяющая условию rn
LTL IBB   [9]. 

Из выполнения матричного неравенства Ляпунова (5) следует, что 

асимптотически устойчива матрица 
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Пусть матрица преобразования подобия [8] 
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обратимая матрица, для которой   
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т.е. 
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Преобразования подобия для матриц  А  и  BFA : 
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Приравняем правую часть выражения (12) к асимптотически устойчивой 

матрице (7) и проведем поблочное сравнение этих матриц. В результате по-

лучим уравнение относительно матрицы F: 
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или 
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   BBFABBYABBX LTLT   .          (14) 

Используя свойство (9) перейдем от (14) к равенству 
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и далее получаем 
  ABBBYBBABBXBF LLTL , 

 )(   BBBBABYBXBF LLTL .       (16) 

С учетом (10) переходим к формуле (6).  

Следовательно, в силу асимптотической устойчивости матрицы (7) 

асимптотически устойчива правая матрица выражения (12) при 

ABYBXBF L   . 

Доказательство закончено.       

Теорема 2. Пусть для системы (1) выполняется матричное неравенство 

Ляпунова (5). Пусть также выполняется условие  

)(0)( mnr
RL CABYBXB 

  ,                (17) 

тогда асимптотически устойчива любая матрица  BKCA , где 
  CABYBXBK L )( ,                          (18) 

где С  – псевдообратная матрица. 

Преобразования подобия для матриц  BKCA .  
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Приравняем правую часть выражения (19) к матрице (7) и проведем 

поблочное сравнение этих матриц. В результате получим уравнение относи-

тельно матрицы K 








































KCBKCBABBYABBX

rr
LT

rnrnrr
LT

rnrn 0000 )()()()(
,  (20) 

или в другом виде 

   BBKCABBYABBX LTLT                    (21) 

Используя свойство (9) перейдем от (21) к уравнению 
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Линейное уравнение (22) разрешимо относительно неизвестной матри-

цы К тогда и только тогда, когда выполняется условие решения правосторон-

него матричного уравнения [9] 



ISSN 2079-083x. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №15 (1058)                                                   57 

  )(0 mnr
R

L
LT C

B

B
ABBYABBX 

 













 ,       (23) 

где RC  – матричный правый делитель нуля матрицы C, который удо-

влетворяет условию .0RCC     

Упростим выражение  (22) с учетом (16).  

KCABYBXBL   .                                       (24) 

Следовательно, в силу асимптотической устойчивости матрицы (7) 

асимптотически устойчива правая матрица выражения (19) при 
  CABYBXBK L )( . 

Доказательство закончено.       

Синтез управления для многомерной системы на основе теорем 1 или 2 

предполагает решение матричного неравенства Ляпунова (5), что вызывает 

трудности вычислительного характера с ростом размерности пространства 

состояний. Одним из способов преодоления этого является рандомизация 

[10]. 

В [8] предложено, в данном случае, использовать процедуру генерации 

матрицы вида 
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где  )( rnrRX  ,  rrRY   таковы, что все элементы множества соб-

ственных значений лежат в левой полуплоскости.  

 

 0)det(:)(  rnir AICAeig   

 

Объект управления. Сцинтилляционные монокристаллы (СМК) выра-

щивают в промышленности методом Чохральского на установках типа 

«РОСТ», в которых для оценки диаметра растущего кристалла применяют 

метод измерения падения уровня расплава в результате быстрого дискретно-

го подъема кристалла из расплава на малую величину [11, 12]. Известно, что 

качество СМК во многом определяется стабильностью скорости кристалли-

зации, о которой судят по стабильности диаметра выращиваемого монокри-

сталла. Диаметром растущего кристалла управляют, изменяя тепловые 

условия выращивания. Современные требования к стабильности диаметра 

монокристалла очень высоки. Например, точность стабилизации диаметра 

сцинтилляционного монокристалла весом в 500 кг должна быть менее 1%. 

Параметризация процесса выращивания как объекта управления (ОУ), 

проводилось на примере получения крупногабаритных активированных мо-

нокристаллов CsI(Tl) методом Чохральского [13]. Процесс выращивания рас-

сматривался как двумерный LTI-объект управления с двумя входными вели-
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чинами – температура основного Td  и дополнительного Tb нагревателей и 

двумя выходами – диаметр кристалла Ds и температура подпиточного рас-

плава Tp . В пространстве состояний ОУ имеет следующие матрицы 
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Объект управления полностью управляем и наблюдаем. 

Синтез регуляторов для управления процессом кристаллизации будем 

проводить в замкнутой системе на основе следующих требований к переход-

ному процессу в канале управления Td  – Ds: 

– длительность переходного процесса не более 15 с, 

– перерегулирование менее 5%, 

– установившаяся ошибка менее 0.1%. 

 

Результаты исследований: синтез регулятора по состоянию. Для 

синтеза стабилизирующего регулятора по состоянию воспользуемся теоре-

мой 1. Соответственно, псевдообратная матрица B , левый делитель нуля 
LB , ортогональная матрица LTB , будут: 
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Генерация матрицы (25) проводилась в ходе итерационного процесса 

рандомизации в среде MATLAB с использованием команды randn. 

Оптимальной в смысле выполнения требований к переходному процессу 

в замкнутой системе, является матрица 
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Собственные значения матрицы rA  лежат в левой полуплоскости. Регу-

лятор F находился по выражению (6). 

   













2272.09895.05111.04663.0

3387.18203.17927.00495.0
F .      (26) 

Собственные значения матриц замкнутой системы BFA  лежат в ле-

вой полуплоскости, что свидетельствует об успешном решении задачи стаби-

лизации. Запас устойчивости системы d  по корням ее характеристического 

полинома )(  определялся по выражению id  Remax , где ),1( nii  – 

корни характеристического полинома степени n. Для замкнутой системы с 

регулятором по состоянию (26) 1821.9d . 

Для канала управления «температура основного Td  нагревателя – диа-

метр кристалла Ds » на рис. 1 приведена переходная характеристика замкну-

той системы, на рис. 2 – функции дополнительной чувствительности zT  и 

чувствительности  zS . 
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Рис. 1 – Переходная характеристика замкнутой системы с регулятором по состо-

янию 
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Рис. 2 – Функции zT  и zS  в системе с регулятором по состоянию 

 

Анализ полученных результатов синтеза показывает, что требования к 

системе управления выращиванием монокристаллов в системе с синтезиро-

ванным регулятором по состоянию выполняются. 

Синтез регулятора по выходу. Для синтеза стабилизирующего регуля-

тора по выходу воспользуемся теоремой 2. Псевдообратная матрица C  и 

правый делитель нуля  RC  матрицы C, соответственно, будут:  























25.00

00

025.0

00

C ,         























00

01

00

10

RC . 

Для выполнения требований к переходному процессу в замкнутой си-

стеме генерацией матрицы (25) методом рандомизации найдены матрицы 















9405.02371.9

0161.96462.0
X , 














4483.28826.7

9758.66339.1
Y . 

Так как условие (17) выполняется, то матрица регулятора находится по 

выражению (18) 











4783.20265.7

5863.22893.1
K . 

Для канала управления Td  – Ds на рис. 3 приведена переходная харак-

теристика замкнутой системы с регулятором по выходу, на рис. 4 – функции 

дополнительной чувствительности zT  и чувствительности  zS . Собственные 

значения матриц замкнутой системы BKCA  лежат в левой полуплоскости. 

Запас устойчивости системы 9664.153d .  



ISSN 2079-083x. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №15 (1058)                                                   61 

0 20 40 60 80 100 120 140 160
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

млсек

а
м

п
л

и
т
у
д

а

 
Рис. 3 – Переходная характеристика замкнутой системы с регулятором по выходу 
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Рис. 4 – Функции zT  и zS  в системе с регулятором по выходу 

Анализ полученных результатов показывает, что требования к системе 

управления выращиванием монокристаллов в системе с синтезированным 

регулятором по выходу выполняются, а по сравнению с регулятором по со-

стоянию система отличается степенью подавления возмущений (см. рис. 2 и 

рис. 4). 

Выводы. Для управления процессом выращивания монокристаллов 

сформулированы требования к системе управления и на основе двух дока-

занных теорем синтезированы регулятор по состоянию и регулятор по выхо-

ду. Полученные с этими регуляторами системы устойчивы, что свидетель-

ствует об успешном решении задачи стабилизации. Системы управления с 

синтезированными регуляторами обеспечивают выполнение требований к 



ISSN 2079-083x. Вісник НТУ «ХПІ». 2014. №15 (1058)                                                   62 

качеству систем управления выращиванием крупногабаритных СМК и раз-

личаются степенью подавления возмущений в низкочастотной области. 
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