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ПОЛУЧЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ И АЛГОРИТМА ЕЕ  
РЕШЕНИЯ ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ ПО ТЕХНИКО- 
ЭКОНОМИЧЕСКИМ И ЭКОЛОГИЧЕСКИМ ПОКАЗАТЕЛЯМ  
УПРАВЛЕНИЙ ДИЗЕЛЬ-ГЕНЕРАТОРОМ 
 

Побудована линеарізована математична модель дизель-генератора з наддувом як об'єкту регу-
лювання швидкості з управлінням по цикловій подачі і фазі уприскування  палива і додатковому 
повітряпостачанню. Запропонований аддитивний квадратичний критерій-функціонал, що врахо-
вує квадрат відхилення кутової швидкості валу від номінального значення, квадрат координати 
паливорухаючого органу і квадрат токсичності випускних газів дизель-генератора. Оптимізація 
базується на принципі максимуму.  
 
The linearized  mathematical model of diesel-generator with pressure charging as an object of adjusting 
of speed with the management on the cyclic serve and phase of injection of fuel and additional provid-
ing with air is built. An additive quadratically criterion-functional, taking into account the square of 
rejection of angular speed of billow from the basic value, square of co-ordinate of driving fuel organ 
and square of toxic of final gases of diesel -generator, is offered. Optimization is based on principle of 
maximum.  
 

Постановка проблемы. Повышение технико-экономических (удельный 
эффективный расход топлива, качество переходных процессов при измене-
нии установки или возмущений) и экологических (выбросы сажи, углеводо-
родов, окислов и оксидов углерода и азота и др.) показателей дизель-
генератора (ДГ) требует, прежде всего, синтеза соответствующего многомер-
ного вектора управлений ДГ с учетом требуемого критерия качества. При 
этом необходимо выбрать компоненты указанного вектора и критерия-
функционала, а также алгоритм решения задачи оптимизации. 

Анализ литературы. В работе [1] рассмотрена линейная математиче-
ская модель двигателя внутреннего сгорания как объекта регулирования ско-
рости с управляющим воздействием по цикловой подаче топлива. При этом 
предлагается весьма незначительное отклонение режимных параметров дви-
гателя при резком изменении нагрузки от значений в установившемся режи-
ме. В работе [2] рассматривается линейная стационарная модель дизеля как 
объекта регулирования скорости с учетом особенностей его работы по вин-
товой характеристике при нескольких фиксированных скоростных режимах и 
резких изменениях момента нагрузки на валу. В работе [3] рассмотрена ма-
тематическая модель бензинового автомобильного двигателя внутреннего 
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сгорания как объекта регулирования скорости с цифровым управлением топ-
ливоподачей, учитывающим содержание окиси углерода и азота в отрабо-
тавших газах. В [4] приведена модель ДВС с усовершенствованной системой 
воздухоснабжения, предназначенной, в основном, для увеличения воздушно-
го заряда при плавном нарастании момента нагрузки на режимах скоростной 
характеристики. Отметим, что рассмотренные в работах [1 – 4] математиче-
ские модели предназначены для решения конкретных задач управления огра-
ниченного класса двигателей внутреннего сгорания, не учитывают случайно-
го характера управляющих и возмущающих воздействий и неприменимы для 
решения задач диагностики. 

В работе [5] предлагается улучшить технико-экологические показатели 
ДГ за счет коррекции топливоподачи в переходных режимах без использова-
ния дополнительного воздухоснабжения, что ограничивает возможности сис-
темы при набросах нагрузки. Полученные автором работы [6] результаты 
малопригодны для стационарных ДГ, работающих при резких изменениях 
нагрзки, а применим, в основном, для тепловозных ДГ, работающих в более 
благоприятных режимах нагружения. 

В известных литературных источниках отсутствует  постановка и реше-
ние задачи оптимального управления ДГ по трем координатам с  целью по-
вышения его технико-экономических и экологических показателей. 

Цель статьи – составление системы уравнений движения ДГ и крите-
рия-функционала и получение алгоритмя оптимизации управлений объектом 
на базе принципа максимума. 

 

Известно [7], что систему уравнений движения дизеля с газотурбинным 
наддувом можно представить следующим образом  
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где kJ  – момент инерции вращающихся частей турбокомпрессора; kω  – уг-
ловая скорость ротора турбокомпрессора; ω  – угловая скорость вала; 

( )чTT ,, BMM kωω=  – крутящий момент турбины; чB  – часовой расход то-
плива двигателя; ( )kkk QMM ω= ,  – момент сопротивления компрессора; J  
– момент инерции вращающихся частей дизеля; ,iM ПM  – соответственно 
индикаторный момент и момент потерь двигателя; НM  – момент нагрузки на 
валу дизеля; Q  – расход воздуха через компрессор; ξ  – девиация угловой 
скорости коленчатого вала. 

Авторами впервые учитывается зависимость iM  и ПM  не только от 
традиционно фигурирующих аргументов [ ω , kω , чB ], но и от других факто-
ров. В частности при определении iM  учитывается время t и первый коэф-
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фициент технического состояния TC1K , а при определении ПM  – второй ко-
эффициент TC2K  технического состояния дизельной установки. Следова-
тельно, 
 ),,,,( TC1ч KtBMM iii ωη= ,  (2) 
 ),( TC2ПП KMM ω= .  (3) 

При этом TC1K  зависит от качества работы топливной системы и газо-
воздушного тракта, компрессии в цилиндрах. Второй же коэффициент TC2K  
определяется потерями на насосные хода, вентиляционными потерями, поте-
рями на трение в подшипниках и ЦПГ. Указанные факторы влияют на ци-
линдровые мощности и равномерность их распределения, что, в конечном 
счете, отражается на девиации угловой скорости вала. Следовательно,  

( )TC2TC1 ,, KKtξ=ξ . 
Поскольку индикаторный момент ,iM зависит от индикаторного к.п.д., а 

iη  зависит от фазы θ  топливоподачи, то систему  уравнений (1) можно 
представить следующим образом 
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где Рh  – выход рейки топливного насоса (топливодозирующего органа) ди-
зеля; ДQ  – расход дополнительного воздуха через компрессор (этот воздух 
подается из баллонов). 

В рамках решаемой задачи величины ДР ,, Qh θ  являются управляющи-
ми воздействиями (управлениями) дизеля, а ω  и kω – выходными координа-
тами объекта. Отметим, что при оснащении дизеля электронной системой 
топливоподачи взамен гидромеханической вместо величины Рh  может фигу-
рировать другой параметр, связанный с цикловой подачей топлива. 

Систему уравнений (4) необходимо преобразовать таким образом, чтобы 
в одной части уравнения были управления, а в другой – выходные координа-
ты. 

 ii
BKM η
ω

= ч
1 ,  (5) 

где K1 – коэффициент пропорциональности.  
С учетом выводов работы [8]  

 ( )θωαη=η ,,yii ,  (6) 

где yα  – коэффициент избытка воздуха. 
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Согласно работе [7] коэффициент избытка воздуха можно выразить в 
виде 

ч
2 B

QKy =α , 

где K2 – коэффициент пропорциональности, а часовой расход топлива 
 ( )ω= ,Рчч hBB   (7) 
или 

 ( )Рч hBB ′=
ω

,   (8) 

где B′  – расход топлива на единицу частоты вращения. 
Величины 1K  и 2K  являются коэффициентами пропорциональности. 

Далее для плотности γ воздуха и его расхода в соответствии с [7] запишем 
( )kωγ=γ , 
( )γω= ,QQ , 

в связи с чем ( )kQQ ωω= , . 
Зависимость индикаторного к.п.д. (6), взяв (7), (8) и, учитывая наличие 

ДQ , а также 
 ( )ДР ,,, Qhkyy ωωα=α ,  (9) 
запишем следующим образом 
 ( )ДР ,,,, Qhkii θωωη=η . (10) 

Тогда из (5), (8), (10) получим 
 ( )ДР ,,,, QhMM kii θωω= . (11) 

Момент потерь можно считать зависящим только от угловой скорости 
вала [7, 9], то есть  
 ( )ω= ПП MM . (12) 

Тогда из (1), (11) и (12) получим  
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где ( )ДР ,,,,, QhMbb Нki θωω= ; ( )ДРН ,,,,, QhMkii θωωβ=β ; 

=i 6,1 ; ( ) ( )tQQthhconstM ДДРРН ;; === . 
Перейдем ко второму уравнению системы (2). Воспользуемся зависимо-

стью температуры газов перед турбиной TT  от α . Согласно [7] и с учетом (9) 
имеем 
 ( )ДРTT ,,, QhTT kωω= .  (14) 
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Кроме того, из [7] 
 ( )AMM TT = ,  (15) 
где 
 ( )ДQАA = . (16) 

 

Из (14), (15), (16) получим следующее равенство: 
 ( )ДРTT ,,, QhMM kωω= . (17) 

 

Момент на валу компрессора [7, 9]  
  ( )kkk MM ωω= , .  (18) 

В конечном счете, из (17) и (18) находим: 
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k
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Таким образом, получена математическая модель стационарного ДГ 
2 2
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При начальных условиях 
 ( )0 íω = ω ; (20) 

 ( )0 k ikω = ω . (21) 

Область допустимых  управлений и ограничения 
kttt ≤≤0 ; 

 maxРР0 hh ≤< ; (22) 
 maxД0 QQ≤< ;  (23) 

 max0 θ≤θ< . (24) 
Для математического описания объекта надо задать закон его движения 

и область управлений U  Допустимым управлением является кусочно-
непрерывная функция ktt t,U(t) ≤≤0  со значениями в области управлений 
U , без скачков на концах отрезка kttt ≤≤0 , где она задана. Область управ-
лений в случае стационарного дизеля представляет собой параллелепипед со 
сторонами 1a  (на оси ДQ ), 2a  (на оси Рh ) и 3a  (на оси θ ). 

Требования малых провалов частоты вращения и длительности пере-
ходного процесса, с одной стороны, низкого расхода топлива, с другой сто-
роны, и ограниченные дымность и содержание вредных токсичных компо-
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нентов в отработавших газах двигателя, - с третьей являются противоречи-
выми. В связи с этим критерий качества управления может быть различным. 
Применительно к рассматриваемому случаю можно отметить, что необходи-
мо минимизировать по модулю как положительные, так и отрицательные 
отклонения угловой скорости вала от заданного значения, особенно большие 
по абсолютной величине. Кроме того, необходимо снизить в особенности 
большие расходы топлива и близкие к допустимым нормам значения токсич-
ности отработавших газов. Поэтому представляется целесообразным и оп-
равданным  введение в критерий качества квадратов указанных показателей. 
Сам же этот критерий можно представить в виде аддитивного функционала. 

( )( )[ ] ( ){ }dtthI
kt

t
pн∫ νλ+λ+ω−ω=

0

2
2

2
1

2t , 

где 0t  – момент начала переходного процесса; kt  – момент окончания пере-
ходного процесса; нω  – номинальная угловая скорость вала; ( )tω  – текущая 
угловая скорость в переходном режиме дизеля; ( )tph  – текущее значение 
выхода рейки топливного насоса; ν  – количество токсичных выбросов в от-
работавших газах дизеля; 1λ и 2λ – весовые коэффициенты. 

Задачей оптимального управления является отыскание управлений 
( ) ( )tQ,th gp  и ( )tθ  из области допустимых управлений U, переводящих объ-

ект регулирования из начального состояния X0 в конечное состояние X1 в те-
чение времени [ ]kt,t0  и минимизирующее критерий- функционал. 
Для оптимальности (в смысле минимума критерия-функционала) процесса 

( ) ( )tQ,th gp , ( )tθ , 10 ttt ≤≤ , необходимо существование такой константы 

0≤ψ  и такого нетривиального решения ( ),tψ 10 ttt ≤≤  системы 
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для любого момента t, являющегося точкой непрерывности уравнения  
( ) ( )tQ,th gp , ( )tθ , выполнено условие максимума. 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] UQ,,h,ttt,tQ,t,th,tx,tHmax ДpДp ∈θ≤≤≡θψ 100  (25) 

 ( ) ( )∑
=

θψ=θψ
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i
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  (26) 

iψ  – сопряженная переменная;  if – уравнение движения объекта регули-
рования; Н – гамильтониан (оператор набла); n – количество уравнений объ-
екта регулирования. 

Условие равенства нулю максимума гамильтониана (26) справедливо для 
рассматриваемого объекта регулирования, так как система уравнений инва-
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риантна во времени, время окончания переходного процесса не задано и по-
дынтегральная функция критерия – функционала инвариантна во времени. 
Тогда выражение для гамильтониана имеет такую форму 
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где 0f  – подынтегральная функция критерия-функционала; u – управление. 
В уравнении (27) кроме управлений ( ) ( )tQ,th gp  и ( )tθ , неизвестными 

являются также ( )t1ψ  и ( )t2ψ , так как сопряженное уравнение 
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однородно относительно  и можно произвольным образом выбрать константу 
в выражении: 

( ) ( )100 ,0 tttconstt ≤≤≤=ψ . 
Принимаем ( ) ]9,7[1−=ψ t . 
Для решения уравнения (27) относительно неизвестных ( )t1ψ , ( )t2ψ  и 

( )t3ψ  и получения уравнений, из которых можно найти квазиоптимальные 
величины ( ) ( )tQ,th gp  и ( )tθ , воспользуемся следующим положением прин-

ципа максимума: если точка ( )tu  является внутренней точкой области управ-
ления u,то для  выполнения условия максимума гамильтониана (26) необхо-
димо равенство нулю следующих частных производных: 
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Систему уравнений (28) с учетом (27) предствим в виде: 
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Уравнение (27) и система (29) образуют систему 4 уравнений, которые 
надо решать относительно трех неизвестных ( )t1ψ , ( )t2ψ , ( )t3ψ . В результа-
те получим некоторую функцию вида 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,, =θ ttQthtxF Дp . (30) 

Это равенство определяет необходимое условие оптимальности управ-
ления. 

Поскольку приращения момента HM  нагрузки, вызывающие переход-
ный процесс, различны по величине, а основные показатели рабочего про-
цесса дизеля (мощность, частота вращения и др.) во время переходного про-
цесса зависят от времени, то и оптимальные управляющие воздействия 
должны быть функциями момента нагрузки и времени, т.е. ( )Hpp Mthh ,= ; 

( )HДД MtQQ ,= ;  ( )HMt,θ=θ . Координаты точки  состояний объекта регу-
лирования ( )tx  определяются значениями ( )tω  и ( )tkω . С учетом этого вы-
ражение (30) можно записать следующим образом 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,,,,,,, =θωω HHHДHpk MMtMtQMthttF   (31) 

Решение этого уравнения является решением задачи оптимального 
управления. 

Выводы. В статье синтезирована математическая модель ДГ как объек-
та регулирования скорости, базирующаяся на линеаризованных уравнениях 
движения объекта, получен аддитивный критерий-функционал, учитываю-
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щий основные показатели ДГ, и предложен алгоритм оптимизации вектора 
управлений по принципу максимума Понтрягина. 
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