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ния 3 dBi, антенна проявила себя с худшей стороны по сравнению с чет-
вертьволновой. 

Применение для модулей сети ZigBee спиральных антенн определяется 
условиями развертывания сети и гарантирует в течение всей ее работы на-
дежную связь, повышая качество приема по сравнению с другими антеннами. 
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In this article are conducted review of antennas, their simulation and calculation of spiral antenna 

for ZigBee network. There are given results of experimental measurements and comparison of applica-
tion of antennas in the wireless network of ZigBee. 
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ МЕЖДУ 
ТЕЛАМИ КАЧЕНИЯ ОДНОРЯДНОГО РАДИАЛЬНОГО 
ПОДШИПНИКА: УЧЁТ УГЛОВ КОНТАКТА 
 

Уточнено распределение радиальной нагрузки между телами качения идеального однорядного 
радиального подшипника с учётом углов контакта тел качения с кольцами. Выявлены касатель-
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ные силы на дорожках качения колец, которые затрудняют движение одних тел качения и уско-
ряют движение других в зоне радиального нагружения подшипника. 
 Ключевые слова: подшипник, тела качения, нагрузка, угол контакта. 

 
Введение. Для расчета ресурса подшипников качения по критерию кон-

тактной выносливости поверхностей трения чрезвычайно важной является 
задача о распределении радиальной нагрузки между телами качения. Чем 
точнее найдено это распределение, особенно для нагрузки на центральное 
тело качения подшипника, тем ближе к истинному будет результат расчета 
ресурса. Не менее важно знать величины, а также направление действующих 
радиальных сил на тела качения в окрестности границ зоны радиального на-
гружения подшипника. Силы по краям зоны радиального нагружения под-
шипника могут существенно влиять на усталостную прочность и износо-
стойкость сепаратора, однако их определению ранее уделялось недостаточ-
ное внимание. 

 
Анализ известных исследований. Для идеальных однорядных ради-

альных подшипников качения задача о распределении радиальной нагрузки 
между телами качения впервые была решена Р. Штрибеком [1]. В этой рабо-
те геометрические уравнения − уравнения связи радиального сближения ко-
лец в окрестности центрального тела качения 0δ  и радиальных сближений 
колец в окрестности остальных тел качения iγδ  зоны радиального нагруже-
ния подшипника – получены в предположении, во-первых, о справедливости 
оценки радиального сближения колец по контактной деформацией тел каче-
ния с внутренним кольцом, во-вторых, о равенстве вертикальных смещений 
точек контакта тел качения и, в-третьих, о совпадении центров внутреннего и 
наружного колец. На рис. 1 показано вертикальное смещение вниз внутрен-
него кольца на величину 0δ , в результате которого, согласно [1], 

0 0 1 1 2 2 0...a c a c a c δ= = = = . 
Из треугольников 1 1 1,a c d  2 2 2 ,a c d  … определяют 1 1 1a dδ = , 2 2 2 ,a dδ =  

… и связь радиальных сближений тел качения 
0 cos .i iγδ δ γ= ⋅                                                     (1) 

Физические уравнения − уравнения связи для величин iшδ  радиальных 
сближений колец, например колец шарикоподшипников, с радиальными си-
лами iшF , действующими на тела качения, определяются в соответствии с 
известным решением контактной задачи [2] 

2 /3 ,iш ш iшC Fδ = ⋅                                              (2) 
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где шC  – постоянная величина, зависящая от физико-механических свойств 
и геометрических параметров контактирующих деталей шарикоподшипни-
ков, 

2 23
1 2 1 20,5 18((1 ) / ) ( ) /шC E R R R Rμ= ⋅ − ⋅ + ⋅ ; 

1 2,R R  − радиусы шара и дорожки качения кольца соответственно; μ  − ко-
эффициент Пуассона; E  − модуль упругости. 
 

 
 

Рис. 1 − Деформации тел качения в контакте с внутренним кольцом (по работе [1]). 
 
Из условия равновесия внутреннего кольца, находящегося под действи-

ем нагрузки rF  и сил iF , находим выражение силы на наиболее нагружен-
ный шарик: 

5/ 2
0

1
/(1 2 cos ).

n

ш r
i

F F iγ
=

= + ∑                                           (3) 
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В последующих работах, например [2 – 7], где рассматривается решение 
задачи о распределении радиальной нагрузки между телами качения идеаль-
ного радиального подшипника, также не учитывается различие в положениях 
геометрических центров внутреннего и наружного колец при определении 
зависимости (1), что не позволяет исследовать особенности взаимодействия 
деталей подшипника по краям его зоны радиального нагружения. 

С учётом вышеизложенного, задача по уточнению распределения ради-
альной нагрузки между телами качения идеального однорядного радиального 
подшипника является актуальной. 
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Рис. 2 − Деформации тел качения с кольцами с учётом углов контакта iα  и 
распределение радиальной нагрузки между телами качения. 

 
Постановка задачи. Задача по уточнению распределения радиальной 

нагрузки rF  между телами качения идеального однорядного радиального 
подшипника состоит в построении геометрических уравнений − уравнений 
связи радиальных сближений 0δ  колец в окрестности центрального тела ка-
чения и радиальных сближений iγδ  колец в окрестности остальных тел каче-
ния угловой зоны ψ  радиального нагружения подшипника при упругом кон-
тактном деформировании с учётом различного положения центров колец O  
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и O′ , то есть на основе реальной картины взаимного расположения деталей 
(рис. 2). 

 
Математическая модель. При решении задачи об уточнении распреде-

ления радиальной нагрузки между телами качения идеального однорядного 
радиального подшипника качения приняты следующие допущения: 
• детали подшипника имеют идеальную геометрическую форму; 
• радиальный зазор в подшипнике отсутствует; 
• перекосы колец и повороты роликов не учитываются; 
• внутреннее и наружное кольца не изгибаются; 
• радиальные сближения наружного и внутреннего колец с телами каче-
ния за счёт контактной деформации одинаковы на заданном радиальном на-
правлении; 
• динамические эффекты, обусловленные вращением внутреннего кольца 
при неподвижном наружном, не влияют на работу деталей. 

Пусть в исходном состоянии центры наружного и внутреннего колец 
совпадают. При смещении внутреннего кольца  вертикально вниз на величи-
ну 0y δ=  между центрами колец образовалось расстояние OO′  (рис 2). То-
гда для 1OO O′Δ  ( 1O  – центр, например, первого тела качения) справедливы 
соотношения: 

1 0,5 (0,5 0,5 ) ;н TO O d d γδ⎢ ⎥= − −⎣ ⎦  1 0,5 (0,5 0,5 ) ;в TO O d d γδ′ ⎢ ⎥= + −⎣ ⎦  

0 ,OO δ′ =                                                (4) 
где нd  – диаметр дорожки качения наружного кольца; вd  – диаметр дорож-
ки качения внутреннего кольца; Td  – диаметр тела качения; γδ  – радиальная 
деформация в контакте тела качения с наружным и внутренним кольцами. 

Между отрезками 1O O , 1O O′  и OO′  выполняется соотношение: 
2 2 2

00,5 (0,5 0,5 ) 0,5 (0,5 0,5 )н T в Td d d dγ γδ δ δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

02 0,5 (0,5 0,5 ) cos ,в Td d γδ δ γ ′⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦                             (5) 

преобразовав которое, без учёта малых величин порядка выше второго, по-
лучим связь радиальных сближений колец в окрестности первого и цен-
трального тел качения: 

0 cosγδ δ γ ′= ⋅                                                 (6) 
Связь радиальных сближений колец в окрестности любого тела качения 

и центрального тела качения с учётом (6) имеет вид: 
0 cosi iγδ δ γ ′= ⋅                                                  (7) 

Сопоставление радиальных контактных сближений деталей, определён-
ных по предложенной методике (выражение (7)) и известной методике (вы-
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ражение (1)), показывает их отличие в величинах углов между телами каче-
ния (вместо γ  образуется γ ′ , ii iγ γ α′ − = ). 

Физические уравнения связи для величин сближений шариков с кольца-
ми и сил, действующих на шарики, имеют вид: 

2 /3
0 0 ;шC Fδ = ⋅  

2 /3
1 0 1 1cos ;шC Fδ δ γ ′= = ⋅  

…………………………. 
2/3

0 cos .n n ш nC Fδ δ γ ′= = ⋅                                         (8) 
Отношение левых и правых частей уравнений (8) даёт связь 0F  с iF : 

2 /3
0 1 0 0 1 0 1/ /( cos ) ( / ) ;F Fδ δ δ δ γ ′= =  
…………………………………… 

2/3
0 0 0 0/ /( cos ) ( / ) ,n n nF Fδ δ δ δ γ ′= =                                 (9) 

откуда: 
3/ 2

1 0 1(cos ) ;F F γ ′=  
……………………… 

3/ 2
0 (cos ) .n nF F γ ′=                                            (10) 

Используя условие равновесия внутреннего кольца, находящегося под 
действием радиальной нагрузки rF  и сил iF , получим 

0 1 12 cos ... 2 cos ,r n nF F F Fγ γ′ ′= + ⋅ + + ⋅  
откуда можно определить силу на наиболее нагруженный шар, 

5/ 2
0

1
/(1 2 cos ).

n

r i
i

F F γ
=

′= + ∑                                   (11) 

Физические уравнения связи для величин сближений роликов с кольца-
ми и сил, действующих на ролики, имеют вид: 

0 0 0 ;pC Fδ = ⋅  

1 0 1 1 1cos ;pC Fδ δ γ ′= = ⋅  

……………………… 
0 cos ,n n pn nC Fδ δ γ ′= = ⋅                                       (12) 

где piC  − функция от iF  [2], 1 21,727 ( )0,579 ln 0,814 .pi
i

l E R R
C

l E F
⎡ ⎤⋅ ⋅ +

= +⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦
 

Отношение левых и правых частей уравнений (12) даёт связь 0F  и iF  
вида 

0 1 0 0 1 01 0 1/ /( cos ) ( / );pc F Fδ δ δ δ γ ′= =  

……………………… 
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0 0 0 0 0/ /( cos ) ( / ),n n p n nc F Fδ δ δ δ γ ′= =                            (13) 

где p01 0 1 0 0C / , ..., / ;p p p n p pnC C C C C= =  откуда: 

1 01 0 1(cos );pF C F γ ′= ⋅  

……………………… 
0 0 (cos );n p n nF C F γ ′= ⋅                                          (14) 

Используя условие равновесия внутреннего кольца, находящегося под 
действием радиальной нагрузки rF  и сил iF , получим 

0 01 1 1 02 cos ... 2 cos ,r p p n n nF F C F C Fγ γ′ ′= + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅  

откуда можно определить силу на наиболее нагруженный ролик, 
2

0 0
1

/(1 2 cos ).
n

r p i i
i

F F C γ
=

′= + ⋅∑                                  (15) 

Отклонение радиальных сил iF  взаимодействия наружного кольца с те-
лами качения от направлений радиальных сил iF ′  ( i iF F ′= ) взаимодействия 
тел качения с внутренним кольцом приводит к возникновению углов контак-
та iα  и обуславливает появление касательных сил *

iF , действующих по до-

рожкам качения колец (рис. 2). При этом направление сил *
iF  таково, что с 

началом вращения внутреннего кольца эти силы затормаживают движение 
тел качения к центру зоны радиального нагружения подшипника, определяе-
мую углом ψ , и ускоряют их выход из зоны нагружения. В подшипниках 
типа 2726, устанавливаемых в опорных узлах колёсных пар железнодорож-
ных вагонов, силы *

iF  могут способствовать проскальзыванию роликов [8], а 
также изнашиванию и разрушению их сепараторов [9]. 

 
Таблица – Результаты расчёта сил *

iF  
   Нагрузка,   
               Н 
 
Число            
роликов,     

     z  

 
 
 
0F  

 
 
 
1F  

 
 
 
2F  

 
 
 
3F  

 
 
 
4F  

 
 
 
*

1F  

 
 
 
*
2F  

 
 
 
*

3F  

 
 
 
*
4F  

14 
 

15614 13354 7687 1641 0 1,4 1,5 0,4 0 

15 
 

14560 12713 7969 2501 0 1,2 1,6 0,6 0 

16 
 

13654 12125 8119 3232 0 1,0 1,4 0,7 0 
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Величины сил *
iF с учётом рис. 2 определяются выражением: 

2 2 2
0* 0, 25[ ( )] 0, 25[ ( )]

sin arccos
0,5[ ( )][ ( )]
н T i в T i

i i
н T i в T i

d d d d
F F

d d d d d d
γ γ

γ γ

δ δ δ⎧ ⎫− − + + − −⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− − + −⎪ ⎪⎩ ⎭

    (16) 

Результаты расчёта сил *
iF  для идеального роликоподшипника типа 

2726, находящегося под радиальной нагрузкой 50rF =  кН, приведены в таб-

лице, а графики *( )iF z , где z  – число роликов, показаны на рис. 3. 
 
НFi ,∗

роликов16

∗
iF

роликов15

роликов14

 
 

Рис. 3 − Зависимость касательной силы *
iF  в контакте роликов с дорожками качения 

колец от числа роликов и их положения в подшипнике. 
 

Перспективы дальнейших исследований. Автор предполагает уточ-
нить распределение радиальной нагрузки между телами качения идеального 
однорядного радиального подшипника с учётом углов контакта тел качения и 
радиального зазора. 

 
Выводы. 

• Геометрические уравнения сближений деталей подшипников качения 
(уравнения связи радиальных смещений тел качения в контакте с кольцами), 
определённые по известной методике, не учитывают различного положения 
центров наружного и внутреннего колец, что не соответствует реальной 
картине их взаимодействия. 
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• Учёт углов контакта тел качения с кольцами позволил выявить каса-
тельные силы по беговым дорожкам колец, которые во вращающемся под-
шипнике затормаживают движение тел качения, перемещающихся к центру 
зоны радиального нагружения, и ускоряют их выход из зоны нагружения. 
• Расчёт касательных сил, действующих на дорожках качения колец на 
примере идеального роликоподшипника типа 2726, находящегося под ради-
альной нагрузкой, характерной для его условий эксплуатации, позволил ус-
тановить, что, во-первых, наибольшие значения касательных сил отмечают-
ся на некотором удалении от центрального ролика с последующим их 
уменьшением у границ зоны радиального нагружения, и, во-вторых, с уве-
личением числа роликов в подшипнике касательные сил в окрестности гра-
ниц зоны радиального нагружения возрастают. 
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УДК 621.822 
Распределение радиальной нагрузки между телами качения однорядного радиально-

го подшипника: учёт углов контакта / А. В. Гайдамака // Вісник НТУ «ХПІ». Серія: Матема-
тичне моделювання в техніці та технологіях. – Харків: НТУ «ХПІ», 2013. – №37 (1010). – С. 26 – 
34. Бібліогр.: 9 назв. 

Уточнено розподіл радіального навантаження між тілами кочення ідеального однорядного 
радіального підшипника з урахуванням кутів контакту тіл кочення з кільцями. Виявлені дотичні 
сили на доріжках кочення кілець, які утруднюють рух одних тіл кочення і прискорюють рух ін-
ших в зоні радіального навантаження підшипника. 

Ключові слова: підшипник, тіла кочення, навантаження, кут контакту. 
 
Clarified the distribution of the radial load between the rolling elements of the ideal single-row 

radial bearing with account for the contact angle contact between the rolling elements with rings. Found 
shear forces on the raceways rings, which hinder the movement of some of the rolling elements and 
speed up the movement left in the area of radial bearing load. 

Key words: bearing rolling elements, load, contact angle. 
 




