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The response surface is used to analyze the period doubling bifurcations under the 
condition of the two parameters change. The bifurcation analysis of piecewise-
nonlinear system is fulfilled with the help of the response surface under the con
dition of the frequency and the amplitude of the excitation change. Different 
codimension two bifurcations were discovered in the piecewise-nonlinear system. 

1 Введение и описание механической системы 
В статье используются амплитудные поверхности для анализа бифуркаций 
удвоения периода в кусочно- нелинейной системе при изменениии двух 
управл^тющих параметров. В механике бифуркации удвоения периода часто 
исследуются с помощью амплитудно-частотных характеристик (бифурка
ционных диаграмм) [1-4]. Амплитудная поверхность является трехмерным 
обобщением амплитудно- частотных характеристик. В статье предлагается 
численный метод для построения амплитудных поверхностей кусочно- нели
нейных систем. Благодаря использованию этих поверхностей удалось обнару
жить различные бифуркации коразмерности два в кусочно-нелинейной систе
ме. Эти бифуркации образованы в результате соединения двух бифуркаци
онных линий удвоения периода и в результате соединения бифуркационной 
линий удвоения периода и касательной бифуркационной линии. 

Рассмотрим кусочно-нелинейную систему с одной степенью свободы, 
которая моделирует колебания материальной точки между двумя 
ограничениями. Реакции этих ограничений определяются нелинейной 
зависимостью R(^) = <^+c<f\ Используя обычные безразмерные переменные 
[5,6], уравнение движения системы запишем в виде 

где т - частота возмущающего воздействия; а -коэффициент вязкого 
сопротивления; 2Л - расстояние между ограничениями. Систему (1) можно 
записать относительно переменных состояния [у1} у2) = (х, х)} которые 
будут использоваться в следующем разделе. 

- 1 ; -21-1<х<-1; 

х + 21 + (-±)л+1с(х + 27 + 1)"; х < -21 -1, 

(1) 
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2 Метод амплитудных поверхностей 
Амгашгудные поверхности удобно использовать для геометрического пред
ставления бифуркаций удвоения периода предельных циклов при изменении двух 
управляющих параметров системы. Далее такими параметрами примем со и / , а 

амплитудную поверхность представим зависимостью полуразмахов 
периодических движений Б от со и Г. Поэтому амплитудную поверхность в 
пространстве (з,св,/) еК3 представим функцией з= О(со,/). Каждой точке 

амплитудной поверхности соответствует определенный предельный цикл. 
Следуя [7], предельные циклы системы (1) разделим на группы 

согласно величинам их мультипликаторов (р17р2) следующим образом: 

направленно неустойчивые циклы (р > 1;0 < /? 2 < 1) обратно неустойчивые 

циклы (р1 < -1;-1 < р2 < 0) устойчивые ЦИКЛЫ < 1;/ = 152) • Циклы 

одного вида преобразуются в другие циклы вследствие локальных бифурка
ций. Отметим, что бифуркации удвоения периода определяются р = -I, а 

касательные бифуркации, которые также наблюдаются в системе (1) имеют 
рх = \- Определим геометрическое представление бифуркаций с точки зрения 

амплитудной поверхности. Амплитудные поверхности содержат 
бифуркационные линии удвоения периода. В результате этой бифуркации 
рождаются предельные циклы удвоенного периода, которые в свою очередь 
могут претерпевать другие бифуркации. Очевидно, что вдоль линий удвоения 
периода соединяются три вида циклов: устойчивые циклы порядка обратно 
неустойчивые циклы того же порядка и устойчивые циклы порядка 2 К 
Отметим, что устойчивость циклов 2К около бифуркаций удвоения периода 
может быть другой [8]. Вдоль линий касательных бифуркаций устойчивые 
циклы порядка N соединяются с направленно неустойчивыми циклами того 
же порядка. Заметим, что бифуркационные линии соединяются в 
бифуркационных точках коразмерности два [8,9,10]. 

Теперь изложим алгоритм построения амплитудной поверхности. Во-
первых, рассчитывается амплитудно-частотная характеристика ( бифуркаци
онная диаграмма), по которой определяются бифуркационные точки. Во-
вторых, зная бифуркационные точки, определяются бифуркационные линии 
на параметрической плоскости (&>,/) е7? 2 . Наконец, по данным об ампли
тудно-частотных характеристиках и бифуркационных линиях определяем 
амплитудную поверхность. Итак, для получения амплитудной поверхности 
используются два алгоритма: алгоритм расчета амплитудно-частотных 
характеристик и алгоритм построения бифуркационных линий на плоскости 
(&>,/) • Для расчета амплитудно-частотных характеристик воспользуемся 

алгоритмом изложенным в [11,12]. Поэтому не будем останавливаться на 
этом алгоритме, а рассмотрим метод расчета бифуркационных линий для 
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системы (1). Решения уравнений (1) представим в виде 
у1 (<п,/,ут ,у02 , /);/ = 1,2, где уш - начальные состояния системы. Тогда циклы 
порядка N удовлетворяют нелинейным уравнениям: 

У1 (®,/,У01,У02 ЛяМ) - Уш = О;* = 1,2. (2) 
Негиперболические циклы описываются уравнениями (2) и дополнительным 
уравнением: 

где д(У1,у2)/д(Уо1>Ут)\ " матрица Якоби; Е - единичная матрица. Бифур

кационную ЛИНИЮ П р е Д С Т а В И М СеТОЧНОЙ ф у Н К Ц И е Й ( ( О 2 , ./3)3 

( С Й , / * , 7 0 1 , 7 0 2 ) = &ъ\ Ер О, (3) 

Каждая точка этой функции является решением системы уравнений 
(2,3). Поэтому для получения бифуркационной линии М раз решается система 
(2,3). Далее остановимся на численном решении этой системы. Эта система 
решается относительно одного из векторов У{ - (й),_у01,_у02) ИЛИ 

у2 = {/,у ,у02). ЕСЛИ вектором неизвестных является ^ ( Г 2 ) , то перед 

решением уравнений задается /(а), соответственно. Переменная, которая 

задается называется параметризирующей [12]. Выбор параметризирующей 
переменной производится перед расчетом каждой точки бифуркационной 
линии по методу, изложенному в [12]. Для решения уравнений (2,3) 
воспользуемся методом Ньютона. Теперь рассмотрим метод расчета матрицы 
Якоби, использующейся в методе Ньютона. Для краткости записи введем 
обозначения: я- = т\пг =/, тогда матрицу Якоби запишем в следующем 

виде: 

д(У1-УоиУ2-Уо2>*г)  
5 ( 7 о 1 > 7 ( к Л ) 

д(Уг>У2) р 

^УъпУм) 

$У\ 1 дУх дУх 
душ дп} 

$Уг _1$У2 
^7о1 

^ 2 

^7о1 5702 

57о1 дух 02 8Т1 ; 

(4) 

Так как применение конечно-разностных формул для определения 
производных в (4) приводит к плохой сходимости метода Ньютона, 
воспользуемся следующим способом определения элементов матрицы Якоби. 

Хорошо известно, что подматрица [э(у 1 5 У2)/Н,Ут^ 7ог) является 

решением системы дифференциальных уравнений в вариациях: 
ния уравнений (8). Функцию с! II йу2 представим в следующем виде: 
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д_ 5 ( 7 , Уг) 

5(701,702) 

[по] 

5 ( 7 , 7 2 ) 5 ( 7 , 7 2 ) 

5(7о1,7о 2 ) 
= Е-

^=0 

(5) 

3(701.702) 

-2а /со -1/ы2Ш/с?у2 

1 0 

Для определения подматрицы [Р] составим две системы дифференциальных 
уравнений относительно векторов [ Э ^ / Э т ^ ? 3 у 2 / 3 т ^ ] ; 1=1 или 2. Эти 

системы получаются дифференцированием (1) по л . . Представим эти 

системы в матричной форме: 

Г 5 7 571 Г 5 7 5 7 
й 

372 
дГ 
5 7 2 372 

дГ 
5 7 2 

+ 

а/ а/ 

2 а Ш(у2) 2 / ш 1 ( 0 ап(0 

со СО' 

0 
со 
0 

(6) 

Решения уравнений (6) с нулевыми начальными условиями при / = 2лМ 
являются элементами подматрицы [Р] из (4). 
Наконец, рассмотрим способ определения подматриц [С}] и [Я], входящих в 

(4). Определим д\¥/ду^: 

дw 
ду 0̂  

5 2 7 5 7 д у ' -о 5 2 7 

57ol57ov 57о2 + <м 57о1 57ov57o2 
5 2 7 2 д У г - Р 

+ <м 
5 7 2 5 2 7 2 

57ol57ov 57о2 57о1 57ov57o2 

V = 1,2. (7) 

Формула для д\¥/дп£; 1= 1,2 имеет аналогичный вид. Теперь рассмотрим 

метод определения вторых производных, входящих в (7). Составим системы 
дифференциальных уравнений относительно векторов, состоящих из этих 
вторых производных. Эти системы дифференциальных уравнений получаются 
дифференцированием (5) по уп и тг . В матричном виде эти системы имеют 

следующий вид: 

#Ух & Ух Ух 

д>у2 д>у2 д>у2 

[по] 
<?Ух &ух <? Ух 

#У. 
11 ^ ОУ 

^Уг ^Уг 

со' 

й1Н дуг дуг й1Н ф2 ф2 . дух 2 йН ф2 й1Н ф2 ф2 

(8) 

0 0 

2а 
Оу 

0 
дсо ду 

Уравнения (8) имеют нулевые начальные условия. Рассмотрим метод реше-
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--а(0+ д(у2);ст(0 = X | , и " 2 • (9) 

где <?(>-2)- нелинейная функция; <5()- дельта-функция; т Д у = 1,^); 

Ту(у = 1,/?2) - значения т, определяющиеся из нелинейных уравнений: 

у2(т.) = -\-у2(Ту) = -1-2Я. (10) 

Представим решения уравнений (8) в виде: 

Уг 
в ( 0 + у ( 0 . _ ^ Л 

ру ' 
г (0 , „(0 • 

ОУ 

/ = 1 Д ; ^ = 1 , 2 ; У = 1 Д . 

Правые части соотношений (11) удовлетворяют матричным уравнениям 

Фг Фг Фг дУг 

( П ) 

й 

й 

«% ^ г « 

V " р'-° * т 

у (2) (2) (2) 
Уу "V 

= [ П О ] 
• 2 ^ (7(/) 

О̂р ^ 4^ ^ ФЪУ 
О О О 

(12) 

- [ П О ] 
V е 0 А 
у(2) (2) (2) 

Уу "V 
+ 

д(у2) ду2 ду2 д(у2)ф2 Зу2 2а ду, + 2 йН ду2 д(у2) ф2 ду2 

(ух \ 
®1 ФОУФО^ Ю1 &ф0уО>гф0у ю'ЗУгдУъу ®1 ^ 4 ^ ' 

0 0 0 
Линейные дифференциальные уравнения (12) имеют полуаналитические 
решения благодаря дельта-функциям, входящим в эти уравнения. Запишем 
решения уравнений (12), используя метод вариаций произвольных постоян
ных и формулу Остроградского-Лиувиля: 

Ф2 
и: 

^ ф 2 Ф2 

к=1 Фйу ^ 

= у ^ 2 дУг 
к-1 ытк дУоу 

= £ — 
дУг 

к-1 да 1=тк ду0у 1 = ?к 

А 3 ( Г , ) - 2 | ^ 

>1 % 

=̂г,• 

^ 2 

41, 

Л 3 ( т / ) ; 

Л, О Д 

(14) 

(15) 

(16) 

где 
2аг 

ехр( ) 
^ 2 Ф2 

\ 

1^01 1 = 2^1 ^ 0 2 ^02 1=2^1 1-) 

(17) 

Формулы (4-17) позволяют численно определить матрицу Лкоби. Потом 
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методом Ньютона находим решения системы (2,3) и бифуркационную линию 
в виде сеточной функции. В следующих двух разделах статьи, представим 
анализ бифуркационного поведения кусочно-линейной системы со 
следующими параметрами: с = 0; а - 0.005; X - 5, входящими в (1). 

3 Бифуркационные точки коразмерности два 
Бифуркационные точки коразмерности два образуются в результате соеди
нения бифуркационных линий [8]. Для лучшего понимания геометрии 
соединения линий в бифуркационных точках на рис.1 показаны участки 
амплитудных поверхностей около этих бифуркационных точек. Эти бифур
кационные точки были получены в результате численного расчета предельных 
циклов порядка один и два системы (1). Как видно из рис.1 амплитудная 
поверхность представляет собой соединяющиеся листы. Листы амплитудной 
поверхности с направленно неустойчивыми циклами обозначаются буквой Б , 
а листы с обратно неустойчивыми циклами буквой I. Листы с устойчивыми 
циклами не обозначаются. 

Рассмотрим геометрические свойства амплитудной поверхности около 
бифуркационной точки коразмерности два Ц . Точка Ц наблюдается при 
f=fL1. При £>1\\\ существуют две бифуркационные линии рс11 и р(12. 
Рассмотрим амплитудно-частотную характеристику при I > £ц Она содержит 
две бифуркационные точки удвоения периода. В этих точках рождаются 
направленно неустойчивые циклы удвоенного периода. Лист таких циклов 
показан на рис. 1а. В бифуркационной точки коразмерности два Ц эти две 
бифуркационные точки соединяются. При £<£ц существуют две несвязанные 
ветви амплитудно-частотной характеристики. Одна ветвь образована 
устойчивыми циклами порядка один, а вторая направленно неустойчивыми 
циклами порядка два. Бифуркационная точка коразмерности два Ь 2 имеет 
аналогичные геометрические свойства. Если бифуркационные точки кораз
мерности два Ь] и Ь 2 образованы соединением бифуркационных линий 
удвоения периода, то в бифуркационной точке коразмерности два Ь 3 соеди
няются бифуркационная линия удвоения периода предельных циклов порядка 
один рс!5 и седло-узловая бифуркационная линия эп1 предельных циклов 
порядка два. Бифуркационная точка коразмерности два Ь 3 наблюдается при 
f = 1*Ьз. При f > £ь з наблюдается бифуркационная линия рс15, а при f < гЬ имеет 
место две бифуркационные линии рёб и япЬ Рассмотрим свойства 
предельных циклов, которые показаны на амплитудной поверхности. При 
1*>гЬ в результате бифуркации удвоения периода рождается направленно 
неустойчивый цикл удвоенного периода, а при f<^LЗъ результате бифуркации 
рёб рождается устойчивый цикл удвоенного периода. Итак, бифуркационная 
точка коразмерности два Ь 3 изменяет устойчивость циклов рождающихся в 
результате бифуркаций удвоения периода. 
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4 Субгармонические колебания второго порядка 
В этом разделе статьи исследуются бифуркации предельных циклов с 
периодом в двое больше периода возмущающего воздействия. Эти 
предельные циклы рождаются вследствие бифуркаций удвоения периода 
циклов первого порядка Рассмотрим бифуркационное поведение предельных 
циклов, которые представлены амплитудной поверхностью (рис.2). 
Амплитудная поверхность содержит четыре бифуркационные точки кораз
мерности два С ь С 2 ,С 3 ,С 4 . Бифуркационная точка С] соответствует точке 
представленной на рис. 1а. Точка С 2 отвечает бифуркационной точке пред
ставленной на рис. 1с. Следуя [9] область амплитудной поверхности около С 3 

назовем начальной областью. 

s 

OMEGA 
Рис. 1. Бифуркационные точки коразмерности два. 

M 
( D ) p PI J (I) 

F G 5 

G t G 

Y 
omega 

Рис.2. Амплитудная поверхность предельных циклов порядка два. 



Эта область имеет лист направленно неустойчивых циклов, который ограни
чивается двумя седло-узловыми бифуркационными линиями Р и р . Точка С 3 

ранее была обнаружена в отображении. Бифуркационная точка коразмерности 
два С 4 имеет такие же геометрические свойства как и С 3 . Теперь рассмотрим 
поведение предельных циклов, представленное на амплитудной поверхности 
(рис.2). Благодаря бифуркационной линии удвоения периода А 7 предельные 
циклы порядка один преобразуются в направленно неустойчивые циклы 
порядка два. Вдоль бифуркационной линии удвоения периода В 4 на участке 
(С]С 2) рождаются направленно неустойчивые циклы удвоенного периода, а на 
остальной части этой линии рождаются устойчивые предельные циклы. 
Остальное бифуркационное поведение предельных циклов порядка два можно 
проследить, используя амплитудную поверхность (рис.2). 

Рис.3. Амплитудная поверхность. 

Теперь рассмотрим бифуркации предельных циклов, показанные на рис.3. 
Предельные циклы порядка два содержат четыре бифуркационные точки 
коразмерности два С э , С 1 С Ь С 1 Ь С 1 2 . Бифуркационная точка коразмерности два 
С9 аналогична бифуркационной точке, показанной на рис. 1с. В бифуркаци
онной точке коразмерности два С 1 0 соединяются четыри касательные 
бифуркационные линии А 4 , Р 4 , А Э , А 1 0 . Отметим, что в бифуркационной точке 
коразмерности два С п соединяются две бифуркационные линии А 1 0 и А 1 2 . 
Бифуркационная точка коразмерности два С 1 2 рассматривалась в предыдущем 
разделе. Вдоль бифуркационной линии удвоения периода А 6 рождаются 
устойчивые предельные циклы порядка два. На участке (С 1 2 С Э ) бифур-
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кационной линии удвоения периода А 7 рождаются устойчивые предельные 
циклы порядка два, а на остальном участке этой линии появляются направ
ленно неустойчивые циклы порядка два. Поведение предельных циклов по
рядка два можно проследить используя амплитудную поверхность (рис.3). 

5 Заключение 
Таким образом в данной работе предложен метод анализа бифуркаций 
удвоения периода на основе амплитудных поверхностей. Последние позво
ляют геометрически представить бифуркации удвоения периода механических 
систем. Подробно рассмотрен алгоритм построения амплитудных 
поверхностей к анализу бифуркационного поведения на примере кусочно-
нелинейной системы. Использование амплитудной поверхности позволило 
выявить различные бифуркации удвоения периода в кусочно-нелинейных 
системах. 
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